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Ïðèëîæåíèå 1
Â ýòîé ãëàâå ïðèâåäåí ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ. Äëÿ ðåàëüíîãî ïðîöåññà, êàê ïðà-
âèëî, ìîæåò áûòü ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ àäåêâàòíîñòè îïèñûâàþ-
ùèõ ïðîöåññ. Èç òàêîãî ìíîæåñòâà ìîäåëåé, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ðàññìàòðèâàåìûì äàëåå ïðîöåññàì, ìû ïðèâîäèì
íåêîòîðûå âàðèàíòû óïðàâëÿåìûõ ìîäåëåé íåáîëüøîé ðàç-
ìåðíîñòè. Äëÿ êàæäîé èç íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñî-
ïðîâîæäàþùàÿ ìîäåëü â ôîðìå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ óïðàâëÿåìûìè ïàðàìåòðàìè. Â îä-
íèõ ñëó÷àÿõ îíè ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëè-
íåéíûõ ìîäåëåé ïðè íàëîæåíèè ñïåöèàëüíûõ ãèïîòåç îá
èññëåäóåìîì ïðîöåññå. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ îíè ïîëó÷àþòñÿ
â ðåçóëüòàòå ðàçëè÷íûõ âèäîâ ëèíåàðèçàöèè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé.

Ïðèâåäåííûå â ýòîé ãëàâå ìîäåëè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ
ðàñ÷åòà óïðàâëåíèé, ðåøàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà-
÷ó óïðàâëåíèÿ, è ïîñëåäóþùåãî ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíêöè-
îíèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè òàêîì óïðàâëåíèè
â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå �Ýéëåð�, åñëè ìîäåëü îïèñûâà-
åò äèíàìèêó ìíîãîêîìïîíåíòíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû,
â ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñàõ �Vensim�, �Gams � åñëè ìî-
äåëü îïèñûâàåò äèíàìèêó ýêîíîìè÷åñêîãî èëè õèìè÷åñêî-
ãî ïðîöåññà.
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Ðèñ. 17. Ðèñ. 18.

1. Ìîäåëè ìåõàíèêè

1.1. Ìîäåëè äâèæåíèÿ òðåõêîëåñíîé òåëåæ-
êè

Íà ðèñ. 17 ïðèâåäåí îáùèé âèä òðåõêîëåñíîé òåëåæêè,
äâèæåíèå êîòîðîé ïðîèñõîäèò â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêî-
ñòè. Òåëåæêà èìååò äâà íåçàâèñèìî óïðàâëÿåìûõ âåäóùèõ
êîëåñà B è D . Òðåòüå êîëåñî A òåëåæêè ñ÷èòàåòñÿ áåçè-
íåðöèîííûì, ëèøåííûì òðåíèÿ è çàêðåïëåííûì íà øàñ-
ñè òåëåæêè íà âåðòèêàëüíîé ñàìîðàçâîðà÷èâàþùåéñÿ âèë-
êå. Ìåñòîïîëîæåíèå òåëåæêè îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòàìè
òî÷êè E(x, y) � öåíòðà âåäóùåé îñè òåëåæêè è óãëîì ïî-
âîðîòà θ , îòñ÷èòûâàåìûì îò îñè X â ïîëîæèòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ñì. ðèñ. 18). Òåëåæêà
ìîæåò äâèãàòüñÿ âïåðåä âåäóùèìè êîëåñàìè B, D . Êî-
ëåñà òåëåæêè èäåàëüíûå: òðåíèå â øàðíèðàõ îòñóòñòâóåò,
ìàññû íåò. Äâèæåíèå âñåõ êîëåñ ïðîèñõîäèò áåç ïðîñêàëü-
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çûâàíèÿ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè âåäóùèõ êîëåñ � ` .
Ïðèâîä íà âåäóùèå êîëåñà íåçàâèñèìûé. Äâèãàòåëè íà âå-
äóùèõ êîëåñàõ îäèíàêîâûå, óïðàâëÿþòñÿ ïîäà÷åé ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ íàïðÿæåíèé. Ïîâîðîò òåëåæêè îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòè óãëîâûõ ñêîðîñòåé ëåâîãî è ïðàâîãî
âåäóùèõ êîëåñ, ñîîòâåòñòâåííî, âèëêà ïîâîðîòíîãî êîëå-
ñà A è ñàìî êîëåñî A âðàùàþòñÿ ñâîáîäíî, òðåíèå â èõ
øàðíèðàõ îòñóòñòâóåò. Âåêòîð ëèíåéíîé ñêîðîñòè V âñå-
ãäà ñîâïàäàåò ñ ïðîäîëüíîé îñüþ òåëåæêè. Äâèæåíèå òå-
ëåæêè ìîäåëèðóåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò OXY .

Ïðèâåäåì ÷åòûðå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþ-
ùèå äâèæåíèå òðåõêîëåñíîé òåëåæêè, ïîñòðîåííûå ïðè
ðàçëè÷íûõ ãèïîòåçàõ îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòèê òåëåæ-
êè.

Ìîäåëü 1
Êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè E(x, y) �

öåíòðà áàçû êîëåñ, çàïèñàííûå â ïðåäïîëîæåíèè î íåïðî-
ñêàëüçûâàíèè òî÷åê êîíòàêòà êîëåñ ñ ïîëîì èìåþò âèä
[ 142 ]: 




ẋ = VR+VL

2
cos θ,

ẏ = VR+VL

2
sin θ,

θ̇ = VR−VL

`
,

(1.1)

çäåñü
VR, VL � ñêîðîñòè öåíòðîâ ïðàâîãî D è ëåâîãî B êîëåñà
òåëåæêè;
` � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè êîëåñ;
VR+Vl

2
� ñêîðîñòü òî÷êè E , âû÷èñëåííàÿ ïî ïðàâèëó ñëî-

æåíèÿ ñêîðîñòåé (ED = EB = `/2).
Ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèå � ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðîåê-

öèè âåêòîðà ñêîðîñòè íà îñè êîîðäèíàò, òðåòüå óðàâíåíèå
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� ñîîòíîøåíèå äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè òî÷êè E , ïîëó÷åí-
íîå èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìãíîâåííîãî öåíòðà ñêîðîñòåé:
VR = ω(` + z), VL = ωz (z � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè D
äî ìãíîâåííîãî öåíòðà ñêîðîñòåé, ω = θ̇), ñëåäîâàòåëüíî,
VR − VL = ω` è VR−VL

`
= ω .

Íà óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ

0 ≤ VR ≤ ρ, 0 ≤ VL ≤ ρ, (1.2)

ãäå ρ � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïåðåâîäå ñèñòåìû (1.1) èç

íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x(0) = x0, y(0) = y0, θ(0) = θ0

â ïîëîæåíèå x(T ) = x1, y(T ) = y1, θ(T ) = θ1 , ãäå T �
íåêîòîðûé êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ìîäåëü 2
Ïðè ó÷åòå èíåðöèîííî-ìàññîâûõ õàðàêòåðèñòèê òåëåæ-

êè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð ìàññ íàõîäèòñÿ íà îñè òåëåæ-
êè â òî÷êå C , íà ðàññòîÿíèè a îò âåäóùåé îñè (ñì. ðèñ.
18). Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåëåæêè [ 140 ] �
[ 145 ], ïîëó÷åííûå â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè ìîìåíòîâ
èíåðöèè êîëåñ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîìåí-
òàìè ïëàòôîðìû, èìåþò âèä:





ẋ = V cos θ,
ẏ = V sin θ,

θ̇ = ω,

V̇ = −aω2 + 1
ρm

(τL + τR),

ω̇ = amωV
iz

+ `
2ρiz

(τR − τL),

(1.3)

ãäå
V � ñêîðîñòü (ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð) òî÷êè, ðàñïîëîæåí-
íîé ïîñåðåäèíå îñè âåäóùèõ êîëåñ;
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ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òåëåæêè;
ρ � ðàäèóñ âåäóùèõ êîëåñ ( êîëåñà âðàùàþòñÿ áåç ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ; îñè èõ âðàùåíèÿ ñîâïàäàþò ñ îñüþ òåëåæ-
êè);
m � ìàññà ïëàòôîðìû;
iz � ìîìåíò èíåðöèè ïëàòôîðìû îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëü-
íîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ;
τR, τL � óïðàâëåíèÿ - ìîìåíòû ðàçâèâàåìûå ìîòîðàìè,
ïðèâîäÿùèìè â äâèæåíèå êîëåñà.

Íà óïðàâëÿþùèå ìîìåíòû τR, τL íàëîæåíû îãðàíè÷å-
íèÿ

0 ≤ τR ≤ µ, 0 ≤ τL ≤ µ.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïåðåâîäå ñèñòåìû (1.3) èç
íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x(0) = x0, y(0) = y0 , θ(0) = θ0 ,
V (0) = V0 , ω(0) = ω0 â ïîëîæåíèå x(T ) = x1, y(T ) = y1 ,
θ(T ) = θ1 , V (T ) = V1 , ω(T ) = ω1 , ãäå T � íåêîòîðûé
êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ìîäåëü 3
Ïðè ó÷åòå äèíàìèêè äâèãàòåëåé ïîñòîÿííîãî òîêà, ïðè-

âîäÿùèõ â äâèæåíèå êîëåñà, äâèæåíèå òåëåæêè [ 143 ] îïè-
ñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñåäüìîãî ïîðÿäêà ñ ôàçîâûì
âåêòîðîì (x, y, V, θ, ω, τR, τL) è âåêòîðîì óïðàâëåíèÿ
(UL, UR) :





ẋ = V cos θ,
ẏ = V sin θ,

θ̇ = ω,

V̇ = −aω2 + 1
ρm

(τL + τR),

ω̇ = amωV
iz

+ `
2ρiz

(τR − τL),

τ̇L = −R
L
τL − KMKW i

L
(V − ωI

2
) + KM

L
UL,

˙τR = −R
L
τR − KMKW i

L
(V + ωI

2
) + KM

L
UR,

(1.4)
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ãäå
L � èíäóêòèâíîñòü îáìîòêè ÿêîðÿ ýëåêòîðîìîòîðà;
I � òîê ÿêîðÿ;
R � ñîïðîòèâëåíèå îáìîòêè ÿêîðÿ ;
UR, UL � íàïðÿæåíèå, ïîäàâàåìîå íà îáìîòêó ÿêîðÿ ïðà-
âîãî è ëåâîãî ìîòîðîâ, ñîîòâåòñòâåííî;
KW , KM � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, õàðàêòåðèçóþùèå
äâèãàòåëü ïîñòîÿííîãî òîêà;
i � ïåðåäàòî÷íîå ñîîòíîøåíèå ðåäóêòîðà, ñâÿçûâàþùåãî
âàë ýëåêòîðîìîòîðà è âàë êîëåñà.

Íà óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ

0 ≤ UR ≤ µ1, 0 ≤ UL ≤ µ1,

ãäå µ1 � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïåðåâîäå ñèñòåìû (1.4) èç

íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x(0) = x0 , y(0) = y0 , θ(0) = θ0 ,
V (0) = V0 , ω(0) = ω0 , τR(0) = τ 0

R , τL(0) = τ 0
L â ïîëîæåíèå

x(T ) = x1 , y(T ) = y1 , θ(T ) = θT , V (T ) = VT , ω(T ) = ωT ,
τR(T ) = τT

R , τL(T ) = τT
L , ãäå T � íåêîòîðûé êîíå÷íûé

ìîìåíò âðåìåíè.

Ìîäåëü 4
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òåëåæêè ïî íàêëîííîé ïëîñêî-

ñòè.
Ïóñòü X0, Y0, Z0 àáñîëþòíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, ïî-

ñòðîåííàÿ òàê, ÷òî îñè X0, Y0 ëåæàò â ïëîñêîñòè äâèæå-
íèÿ, à îñü Z0 åé ïåðïåíäèêóëÿðíà. Îáîçíà÷èì fx, fy �
ïðîåêöèè ñèëû âåñà òåëåæêè íà îñè X0, Y0 .
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Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåëåæêè [ 143 ] èìåþò âèä




ẋ = V cos θ,
ẏ = V sin θ,

θ̇ = ω,

V̇ = −aω2 + 1
m

(fx cos θ + fy sin θ) + 1
ρm

(τL + τR),

ω̇ = amωV
iz

+ `
2ρiz

(τR − τL),

τ̇L = −R
L
τL − KMKW i

L
(V − ωI

2
) + KM

L
UL,

˙τR = −R
L
τR − KMKW i

L
(V + ωI

2
) + KM

L
UR,

(1.5)
Íà óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ

0 ≤ UR ≤ µ1, 0 ≤ UL ≤ µ1,

ãäå µ1 � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïåðåâîäå ñèñòåìû (1.5) èç

íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x(0) = x0 , y(0) = y0 , θ(0) = θ0 ,
V (0) = V0 , ω(0) = ω0 , τR(0) = τ 0

R , τL(0) = τ 0
L â ïîëîæåíèå

x(T ) = x1 , y(T ) = y1 , θ(T ) = θT , V (T ) = VT , ω(T ) = ωT ,
τR(T ) = τT

R , τL(T ) = τT
L , ãäå T � íåêîòîðûé êîíå÷íûé

ìîìåíò âðåìåíè.

1.2. Ìîäåëè äâèæåíèÿ ÷åòûðåõêîëåñíîé òå-
ëåæêè

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷åòûðåõêîëåñíîé òåëåæêè, êî-
òîðàÿ èìååò äâå îñè, íà êîòîðûõ çàêðåïëåíû êîëåñà, ñ ïî-
âîðîòíûìè êîëåñàìè ñïåðåäè. Âåäóùèìè êîëåñàìè ìîãóò
áûòü çàäíèå èëè ïåðåäíèå êîëåñà (ñì. ðèñ. 19).

Â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY (ñì. ðèñ. 20),
åå ïîëîæåíèå çàäàåòñÿ êîîðäèíàòàìè (x, y, θ, φ) , ãäå x, y
� êîîðäèíàòû öåíòðà çàäíåé îñè, θ � óãîë ìåæäó îñüþ
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Ðèñ. 19. Ðèñ. 20.

òåëåæêè è îñüþ 0X , φ � óãîë îòêëîíåíèÿ ïåðåäíèõ êî-
ëåñ îò îñè òåëåæêè. Ïóñòü ` � ðàññòîÿíèå ìåæäó îñÿìè
òåëåæêè.

Ìîäåëü 1
Êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òåëåæêè ñ çàäíèìè âåäó-

ùèìè êîëåñàìè èìåþò âèä [ 146 ]



ẋ
ẏ

θ̇

φ̇


 =




cos θ
sin θ

tg φ/`
0


 v1 +




0
0
0
1


 v2, (1.6)

ãäå v1 è v2 ñêîðîñòü òåëåæêè è ñêîðîñòü îòêëîíåíèÿ ïå-
ðåäíèõ êîëåñ. Óãîë îòêëîíåíèÿ êîëåñ îãðàíè÷åí |φ| ≤ φ0 =
4/9π.

Òðåòüå óðàâíåíèå ïîëó÷åíî èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñêîðî-
ñòè öåíòðà ïåðåäíåé îñè òåëåæêè ïðè åãî âðàùåíèè îòíî-
ñèòåëüíî öåíòðà çàäíåé îñè: v1 tg φ = θ̇` .

Ìîäåëü 2
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Êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òåëåæêè ñ ïåðåäíèìè âå-
äóùèìè êîëåñàìè èìåþò âèä [ 146 ]




ẋ
ẏ

θ̇

φ̇


 =




cos θ cos φ
sin θ cos φ
sin φ/`

0


 v1 +




0
0
0
1


 v2, (1.7)

ãäå ñêîðîñòü v1 îòíîñèòñÿ òåïåðü ê ïåðåäíèì êîëåñàì (ñêî-
ðîñòü ñðåäíåé òî÷êè ïåðåäíåãî ìîñòà ïî íàïðàâëåíèþ äâè-
æåíèÿ êîëåñ). Åå ïðîåêöèè íà îñè êîîðäèíàò v1 cos θ cos φ
è v1 sin θ cos φ ñîñòàâëÿþò ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèå.

Çäåñü òðåòüå óðàâíåíèå ïîëó÷åíî èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
ñêîðîñòè öåíòðà ïåðåäíåé îñè òåëåæêè ïðè åãî âðàùåíèè
îòíîñèòåëüíî öåíòðà çàäíåé îñè: v1 sin φ = θ̇` . Óãîë îò-
êëîíåíèÿ ïåðåäíèõ êîëåñ îãðàíè÷åí |φ| ≤ φ0 = 4/9π.

Íà óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ

0 ≤ v1 ≤ ρ1, −ρ2 ≤ v2 ≤ ρ2, (1.8)

ãäå ρ1, ρ2 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïåðåâîäå ñèñòåìû (1.6)

(èëè (1.7)) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x(0) = x0 , y(0) = y0 ,
θ(0) = θ0 , φ(0) = φ0 â ïîëîæåíèå x(T ) = x1 , y(T ) = y1 ,
θ(T ) = θ1 , φ(T ) = φf , ãäå T � íåêîòîðûé êîíå÷íûé ìî-
ìåíò âðåìåíè.

Ìîäåëü 3
Äðóãàÿ ôîðìà êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðåäíåïðè-

âîäíîé òåëåæêè [ 146 ] èìååò ìåñòî ïðè ðàññìîòðåíèè â êà-
÷åñòâå ôàçîâûõ êîîðäèíàò âåëè÷èí (xf , yf , δ, θ) , ãäå
δ = θ + φ � àáñîëþòíûé ïîâîðîò ïåðåäíèõ êîëåñ îòíî-
ñèòåëüíî îñè 0X , xf = x + ` cos θ , yf = y + ` sin θ �
êîîðäèíàòû ñåðåäèíû ïåðåäíåé îñè.
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Èñïîëüçóÿ ïåðåìåííûå

w1 = v1,
w2 = 1

`
sin(δ − φ)v1 + v2,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ



ẋf

ẏf

δ̇

θ̇


 =




cos δ
sin δ

0
sin(δ − θ)/`


 w1 +




0
0
1
0


 w2, (1.9)

Íà óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ

0 ≤ w1 ≤ ρ3, −ρ4 ≤ w2 ≤ ρ5, (1.10)

ãäå ρ3, ρ4, ρ5, � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïåðåâîäå ñèñòåìû (1.9) èç

íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ xf (0) = xf0 , yf (0) = yf0 , δ(0) = δ0 ,
θ(0) = θ0 â ïîëîæåíèå xf (T ) = xf1 , yf (T ) = yf1 , δ(T ) = δ1 ,
θ(T ) = θf , ãäå T � íåêîòîðûé êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè.

1.3. Âûâîä âåðòîëåòà â ðåæèì âèñåíèÿ
Âçëåò âåðòîëåòà ñ çàâèñàíèåì íà çàäàííîé âûñîòå � ÷à-

ñòî èñïîëüçóåìàÿ äëÿ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ðåãóëÿòîðîâ çà-
äà÷à óïðàâëåíèÿ. Íà íåé ñðàâíèâàþò çàêîíû òåðìèíàëü-
íîãî óïðàâëåíèÿ ïðè ðàçëè÷íîì ÷èñëå êîíå÷íûõ óñëîâèé
óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà.

Çàïèøåì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [ 157 ],
îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå âåðòîëåòà:

V̇ = (X + F −G)/m, Ḣ = V. (1.11)
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Ïóñòü ïàðàìåòðû óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà áóäóò ñëåäóþ-
ùèìè:
m = 1962êã � ìàññà âåðòîëåòà;
X = sign(−V )CxSρV 2/2 � àýðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà ñîïðî-
òèâëåíèÿ, âñåãäà íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâ âåêòîðà ñêîðîñòè;
Cx = 0.5 ; S = 15ì2 ;
ρ = 1.225 H ·c2/ì4 � ïëîòíîñòü âîçäóõà íà óðîâíå ìîðÿ;
F = f(ϕ)KZT G � ïîäúåìíàÿ ñèëà âèíòà;
f(ϕ) � íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü òÿãè îò øàãà (óãëà îòêëî-
íåíèÿ ëîïàñòè âèíòà) ϕ ðèñ. 21;
KZT = 1, 2 � êîýôôèöèåíò çàïàñà òÿãè ïî îòíîøåíèþ ê
âåñó âåðòîëåòà;
G = 19247Í � âåñ âåðòîëåòà,
Kϕ = 0, 1 � ïåðåäàòî÷íîå ÷èñëî ðóëåâîãî ïðèâîäà.

Ïàðàìåòð óïðàâëåíèÿ u(t) è ïåðåìåííûé øàã âèíòà
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

ϕ̇ = Kϕ(u− V̇ ), −0.35 < ϕ < 0.35. (1.12)

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå çàêîíà óïðàâ-
ëåíèÿ u(t) , îáåñïå÷èâàþùåãî ïåðåâîä ñèñòåìû (1.11) �
(1.12) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ H0, V0 â êîíå÷íîå ïîëîæå-
íèå âûñîòû HK è ñêîðîñòè VK â ìîìåíò âðåìåíè T = 10c .

Èíòåðåñíîé äëÿ ïðàêòèêè, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à âûáîðà
óïðàâëåíèÿ, ïðèâîäÿùåãî îáúåêò íà âûñîòó HK ñ íóëå-
âîé ñêîðîñòüþ è ïîñëåäóþùåãî çàâèñàíèÿ îáúåêòà íà ýòîé
âûñîòå. Ïðè ïðèìåíåíèè ðåãóëÿòîðà, ïîëó÷åííîãî êàê ðå-
øåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíè-
åì ðåæèìà ñòàáèëèçàöèè âûñîòû, ìîæåò íàáëþäàåòñÿ ýô-
ôåêò ïðîâàëà âûñîòû. Äëÿ ëèêâèäàöèè ýôôåêòà ïðîâàëà
âûñîòû ïðè ïåðåêëþ÷åíèè óïðàâëåíèÿ â ðåæèì ñòàáèëè-
çàöèè, îáû÷íî èñïîëüçóþò óïðàâëåíèå, ðåøàþùåå çàäà÷ó
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Ðèñ. 21. Ðèñ. 22.

òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ òðåìÿ êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè
H(T ) = Hk , V (T ) = 0 , Ḧ(T ) = 0 . Ïðè ýòîì îñóùåñòâèòñÿ
òàê íàçûâàåìûé ìÿãêèé ïåðåõîä îáúåêòà â çàäàííîå êîíå÷-
íîå ñîñòîÿíèå.

Äëÿ óïðàâëåíèÿ âåðòîëåòîì, ñîâåðøàþùåãî ñòðîèòåëü-
íûå ìîíòàæíûå îïåðàöèè, èíòåðåñíû òàê æå êîíå÷íûå óñëî-
âèÿ ([ 157 ]) :

H(T ) = Hk, V (T ) = 0, Ḧ(T ) = 0,
...
H(T ) = 0.

1.4. Ìÿãêàÿ ïîñàäêà ñïóñêàåìîãî àïïàðà-
òà

Ìîäåëü 1
Íà ðèñ. 22 ïîêàçàíî ïîëîæåíèå âåêòîðîâ ñêîðîñòè V è òÿ-
ãè u ñïóñêàåìîãî àïïàðàòà, åãî óãëû òàíãàæà ϕ è êóðñà ψ .
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Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ çåìëåé, äâèæåíèå êîñ-
ìè÷åñêîãî ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé
ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [ 157 ]:





ẍ = −u cos ϕ cos ψ,
ÿ = −u sin ϕ− g0,
z̈ = u cos ϕ sin ψ,

(1.13)

ãäå
x � êîîðäèíàòà äàëüíîñòè;
y � êîîðäèíàòà âûñîòû;
z � êîîðäèíàòà áîêîâîãî îòêëîíåíèÿ;
g0 � ãðàâèòàöèîííîå óñêîðåíèå;
u, ϕ, ψ � óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè (óñêîðåíèå, ñîçäàâàåìîå
äâèãàòåëåì; òàíãàæ; êóðñîâîé óãîë).

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè óïðàâ-
ëÿþùèõ ôóíêöèé u, ϕ, ψ , ïåðåâîäÿùèõ ñèñòåìó (1.13) èç
çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (ïðè t = 0): x0 , ẋ0 , y0 ,
ẏ0 , z0 , ż0 â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå xK , ẋK , ẍK , yK , ẏK , ÿK ,
zK , żK , z̈K â ìîìåíò âðåìåíè T .

Êèíåìàòè÷åñêèå óïðàâëåíèÿ (1.13) ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé óïðîùåííóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ îáúåêòà. Äëÿ ýòàïà ïî-
ñàäêè íà îñíîâàíèè ýòîé ìîäåëè ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåí
ðàñ÷åò óïðàâëåíèé, ðåøàþùèõ çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ. Ðåàëü-
íûé îáúåêò â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îòëè÷àåòñÿ îò ñâîåé
ìîäåëè. Îäíàêî, íàéäåííûå çàêîíû óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé
ñâÿçüþ â ðÿäå ñëó÷àåâ ðàáîòîñïîñîáíû â øèðîêîì äèàïà-
çîíå èçìåíåíèé õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà è ñâîéñòâ âíåøíåé
ñðåäû. Ïîýòîìó, çàêîíû óïðàâëåíèÿ ïîëó÷åííûå ñ ïîìî-
ùüþ óïðîùåííîé ìîäåëè (1.13) îáû÷íî ïðîâåðÿþòñÿ â ìî-
äåëÿõ, áîëåå àäåêâàòíî îïèñûâàþùèõ ðåàëüíûå ïðîöåññû.
Ïðèâåäåì òàêóþ ìîäåëü.

Ìîäåëü 2
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Äîáàâèì ê êèíåìàòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ îáúåê-
òà óðàâíåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå åãî äèíàìèêó è ñâîéñòâà
âíåøíåé ñðåäû [ 157 ]:

V̇x = −F+X
mt

cos ϕ cos ψ, V̇y = −F+X
mt

sin ϕ− g(y),

V̇z = −F+X
mt

cos ϕ sin ψ, ẋ = V̇x, ẏ = V̇y, ż = V̇z,

Ḟ = (KF δ − F )/TD, ĠT = qF,

δ̇ = Kδ(u3 − u),

ϕ̇ = (ϕ3 − ϕ)/Tϕ, ψ̇ = (ψ3 − ψ)/Tψ,
u = (F + X)/mt, mt = m0 −GT ,
X = CxSρ(y)(V

2
x + V 2

y + V 2
z )/2,

ρ(y) = ρ0e
βy, g(y) = g0(R/(R + y))2,

(1.14)

ãäå
F � ñèëà òÿãè äâèãàòåëÿ;
X � àýðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà òîðìîæåíèÿ;
mt � ïåðåìåííàÿ ìàññà îáúåêòà;
δ � ïåðåìåùåíèå ñåêòîðà ãàçà àâòîìàòà òÿãè;
g(y) � ïåðåìåííîå ãðàâèòàöèîííîå óñêîðåíèå;
g0 � ãðàâèòàöèîííîå óñêîðåíèå íà ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû;
R � ðàäèóñ ïëàíåòû;
ρ0 � ïëîòíîñòü àòìîñôåðû íà ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû;
β � ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû â ìîäåëè àòìîñôåðû.

Çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé (1.14):
Vx0 = 3382.42ì/ñ; Vy0 = −177.94ì/ñ; Vz0 = 295.72ì/ñ;
x0 = 0ì; y0 = 20000ì; z0 = 0ì; GT0 = 0êã; δ0 = 1.5 óñë.
åä.; F0 = 7357.5Í; ψ0 = −0.087 ðàä (- 5◦ ); ϕ0 = −0.052
ðàä (- 3◦ ).

Çàäàäèì òðåáóåìûå êîíå÷íûå óñëîâèÿ â ìîìåíò âðåìå-
íè T = 300 ñ :
xk = 500000 ì; ẋk = 0 ì/ñ; ẍk = 0 ì/c2 ; yk = 0 ì; ẏk = 0
ì/ñ; ÿk = 0 ì/c2 ; zk = 25000 ì; żk = 0 ì/ñ; z̈k = 0 ì/c2 .



2. Ìîäåëè äâèæåíèÿ ñàìîëåòà 145

Çàäàäèì òåõíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè óïðàâëÿåìîãî
îáúåêòà è ïàðàìåòðû âíåøíåé ñðåäû: m0 = 1962êã � íà-
÷àëüíàÿ ìàññà îáúåêòà; q = 3 · 10−5êã/(Í ñ) � óäåëüíûé
ðàñõîä òîïëèâà; Cx = 0.5 � êîýôôèöèåíò ëîáîâîãî ñî-
ïðîòèâëåíèÿ; S = 5 ì2 � ïëîùàäü àýðîäèíàìè÷åñêîãî
òîðìîæåíèÿ àïïàðàòà; TD = 0, 5ñ � ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè
äâèãàòåëÿ; KF = 4905 � êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ äâèãà-
òåëÿ; Kδ = 5 � êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ àâòîìàòà òÿãè;
Tϕ = 1ñ � ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè êàíàëà òàíãàæà; Tψ = 1.2ñ
� ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè êàíàëà êóðñà; g0 = 3.72 ì/c2 �
ãðàâèòàöèîííîå óñêîðåíèå; R = 3400000 ì � ðàäèóñ ïëà-
íåòû; ρ0 = 0.0078 Íc2/ì4 � ïëîòíîñòü àòìîñôåðû íà
ïîâåðõíîñòè ïëàíåòû; β = −0.0008 � ïîêàçàòåëü ýêñïî-
íåíòû â ìîäåëè àòìîñôåðû.

Ïîäñòàâèâ ðåãóëÿòîð, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (1.13) â ñèñòåìó
(1.14) è ðåøèâ åå, ìû ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòèêè äèíàìè-
êè äâèãàòåëÿ è àâòîìàòà òÿãè, óãëîâûõ äâèæåíèé îáúåêòà
âîêðóã öåíòðà ìàññ è äðóãèõ ïîêàçàòåëåé ïðè òàêîì óïðàâ-
ëåíèè.

Àíàëèç òàêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëÿåò èíæåíåðó îò-
âåòèòü íà âîïðîñ î äîïóñòèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðàññ÷è-
òàííîãî äëÿ ñèñòåìû (1.13) ðåãóëÿòîðà â ðåàëüíîé ìîäåëè
(1.14) è, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, ñôîðìóëèðîâàòü íîâóþ
çàäà÷ó òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïðèìåíèòåëüíî äëÿ ìî-
äåëèðóåìîãî ïðîöåññà.
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2. Ìîäåëè äâèæåíèÿ ñàìîëåòà
2.1. Ìîäåëü äâèæåíèÿ ñàìîëåòà â âåðòè-

êàëüíîé ïëîñêîñòè
Äèíàìèêó äâèæåíèÿ ðåàêòèâíîãî ñàìîëåòà, ëåòÿùåãî

â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ìîæíî ïðèáëèæåííî îïèñàòü
ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà [ 136 ]:




ẋ(t) = v(t) cos γ(t),
ż(t) = v(t) sin γ(t),

v̇(t) = g
ω(t)

[T cos α(t)−D[v(t), α(t)]− kv(t)
g

]− g sin γ(t),

γ̇(t) = g
v(t)ω(t)

[T sin α(t) + L[v(t), α(t)]]− g
v(t)

cos γ(t),

ω̇(t) = −k,

(2.1)
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ãäå (ñì. ðèñ. 23)
x(t) è z(t) � ãîðèçîíòàëüíîå è âåðòèêàëüíîå ñìåùåíèå ñà-
ìîëåòà;
v(t) � âåëè÷èíà âåêòîðà ñêîðîñòè ñàìîëåòà, íàïðàâëåííàÿ
ïîä óãëîì γ ðàä ê ãîðèçîíòó;
T � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà òÿãè, ðàçâèâàåìàÿ ðåàêòèâíûì
äâèãàòåëåì;
g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè;
ω � âåñ ñàìîëåòà, ïðåäïîëàãàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò âûñî-
òû ïîëåòà z ;
D è L � ñîîòâåòñòâåííî ëîáîâîå ñîïðîòèâëåíèå è ïîäúåì-
íàÿ ñèëà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè v è α ;
k � êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ïîòåðþ âåñà èç çà
ðàñõîäà òîïëèâà.
Óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð α(t) . Îí îãðàíè÷åí õà-
ðàêòåðèñòèêàìè ïëàíåðà è òÿãîé äâèãàòåëÿ 0 ≤ α ≤ αmax .

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïåðåâîäå ñèñòåìû (2.1)
èç òî÷êè (x0, z0, v0, γ0, ω0) ìîìåíò t = 0 â òî÷êó
(x1, z1, v1, γ1, ω1) ïðè íàëè÷èè ôàçîâîãî îãðàíè÷åíèÿ
(x(t), z(t)) /∈ N (ìíîæåñòâî N íàïðèìåð, ñîäåðæèò îá-
ëàñòü ãðîçîâîãî ôðîíòà).

2.2. Âûâåäåíèå ñàìîëåòà íà çàäàííóþ ëè-
íèþ ïóòè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñàìîëåò óêëîíèëñÿ îò çàäàííîé ëè-
íèè ïóòè è åãî â òå÷åíèå âðåìåíè T íåîáõîäèìî âåðíóòü
îáðàòíî. Íà ðèñ. 24 èçîáðàæåí ñàìîëåò, àâòîíîìíî (ñ ïî-
ìîùüþ áîðòîâûõ ñðåäñòâ) çàõîäÿùèé íà ïîñàäêó. Áîðòî-
âîé ðàäèîëîêàòîð èçìåðÿåò ðàññòîÿíèå d äî óãîëêîâîãî
îòðàæàòåëÿ èëè ðàäèîîòâåò÷èêà (óñòàíîâëåííîãî â òî÷-
êå À) è êóðñîâîé óãîë ν íà íåãî. Çíàÿ ñîáñòâåííûé êóðñ
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ψ , êóðñ âçëåòíî-ïîñàäî÷íîé ïîëîñû ψk è ðàññòîÿíèå äî
òî÷êè A, ìîæíî îïðåäåëèòü áîêîâîå îòêëîíåíèå ñàìîëå-
òà îò îñè ÂÏÏ, êîòîðîå äëÿ ìàëûõ ε âû÷èñëÿåòñÿ òàê:
z = (ψ − ψk + ν)d . Çäåñü âñå óãëû ïîëîæèòåëüíû ïðè îò-
ñ÷åòå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Àâòîïèëîò ñàìîëåòà ñîäåðæèò áëîê îãðàíè÷åíèÿ êðå-
íà. Íà âõîä îãðàíè÷èòåëÿ ïîäàåòñÿ ïåðåìåííàÿ γ , à ñ âû-
õîäà ïîñòóïàåò îãðàíè÷åííîå çíà÷åíèå êðåíà γL .

Áîêîâîå äâèæåíèå ñàìîëåòà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñè-
ñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [ 157 ]:

γ̈ = u,

ψ̇ = (g/V ) tg γL,
ż = V ψ,

γL = D(1− e−Aγ),
D = sign(γ)γmax,
A = sign(γ)a.

(2.2)

çäåñü
γ � çàäàííûé êðåí ñàìîëåòà;
ψ � êóðñ ñàìîëåòà;
z � áîêîâîå îòêëîíåíèå ñàìîëåòà îò îñè ÂÏÏ;
γL � îãðàíè÷åííîå çíà÷åíèå êðåíà ñàìîëåòà;
γmax � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå êðåíà;
a = 1/γmax � ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû áëîêà îãðàíè÷åíèÿ;
V � ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü ñàìîëåòà;
g = 9.81 ì/c2 � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.

Â êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè âûáðàíà âòîðàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ óãëà êðåíà γ , ïðîïîðöèîíàëüíàÿ äåéñòâóþùåìó
íà ñàìîëåò ìîìåíòó, êîòîðûé ñîçäàåòñÿ ýëåðîíàìè.

Òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.2) � ïðèáëèæåííîå, ñïðà-
âåäëèâîå ëèøü ïðè ìàëûõ óãëàõ ψ . Òî÷íîå óðàâíåíèå ñî-
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äåðæèò sin ψ .
Ïîñëåäíèå òðè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ðàáîòó îãðàíè÷è-

òåëÿ êðåíà; åãî õàðàêòåðèñòèêà ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíà
íà ðèñ. 26.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî îáúåêòà (2.2) ñòà-
âèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà÷àëüíîå (ïðè t = 0) ôàçîâîå
ñîñòîÿíèå îáúåêòà õàðàêòåðèçóåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè ñèñòåìû (2.2) z0 , ψ0 , γ0 , γ̇0 . Òðåáóåòñÿ â òå÷åíèå
âðåìåíè T ïåðåâåñòè ñèñòåìó (2.2) â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå:
zk , ψk , γk , γ̇k .

2.3. Äâèæåíèå ñàìîëåòà âåðòèêàëüíîãî
âçëåòà íà ýòàïå ïîñàäêè

Ìîäåëü 1
Ñàìîëåò âåðòèêàëüíîãî âçëåòà è ïîñàäêè (ÑÂÂÏ), êàê

îáúåêò óïðàâëåíèÿ, â ïîëåòå íå îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî ñà-
ìîëåòà, à ïðè ïîñàäêå ïîäúåìíàÿ ñèëà ñîçäàåòñÿ ñïåöèàëü-
íûìè âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííûìè ïîäúåìíûìè äâèãà-
òåëÿìè èëè ïîâîðîòîì âíèç ìîùíîé ãàçîâîé ñòðóè ìàðøå-
âûõ äâèãàòåëåé [ 157 ]. Íà ðèñ. 27 ïðèâåäåíà ñõåìà ïîñàäêè
ÑÂÂÏ. Ãàçîâàÿ ñòðóÿ åãî ìàðøåâûõ äâèãàòåëåé îòêëîíå-
íà âíèç è âïåðåä, ñîçäàâàÿ òîðìîçÿùóþ è ïîäúåìíóþ ñè-
ëû. Çà âðåìÿ ïîñàäêè (25 � 40 ñ) ÑÂÂÏ êàê óïðàâëÿåìûé
îáúåêò ïðåòåðïåâàåò ñóùåñòâåííûå èçìåíåíèÿ, ïðåâðàùà-
ÿñü èç îáû÷íîãî ñàìîëåòà â âèñÿùóþ íà ãàçîâûõ ñòðóÿõ
ïëàòôîðìó.

Ïðèâåäåì óïðîùåííóþ [ 157 ] ìîäåëü, ó÷èòûâàþùóþ
òîëüêî äâèæåíèå â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëü-
íîé ïðîäîëüíîé îñè ñàìîëåòà. Ãàçîâàÿ ñòðóÿ åãî ìàðøå-
âîãî äâèãàòåëÿ ìîæåò îòêëîíÿòüñÿ âíèç, ââåðõ è âïåðåä.
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Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûì óïðàâëÿþùèì îðãàíîì ÿâëÿåòñÿ
óãîë îòêëîíåíèÿ âåêòîðà òÿãè äâèãàòåëÿ ϕ , à âòîðûì �
ñåêòîð ãàçà δ , ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî èçìåíÿòü òÿãó
äâèãàòåëÿ F .

Êðîìå ñèëû òÿãè íà ÑÂÂÏ äåéñòâóþò àýðîäèíàìè÷å-
ñêèå ñèëû (Y � ïîäúåìíàÿ, X � ëîáîâîãî ñîïðîòèâëå-
íèÿ) è ñèëà òÿæåñòè G . Ðàññìîòðèì ïðîäîëüíîå äâèæåíèå
ÑÂÂÏ (â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çà-
äàííóþ òî÷êó ïðèçåìëåíèÿ), êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùåé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàïèñàííûõ
â ñêîðîñòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

V̇ = g(F
G

cos(α + ϕ)− ρSV 2

2G
Cx(α)− sin θ),

α̇ = g
V

(−F
G

sin(α + ϕ)− ρSV 2

2G
Cy(α) + cos θ),

ẋ = −V cos θ,

ḣ = V sin θ,

(2.3)

ãäå
V � âîçäóøíàÿ ñêîðîñòü ÑÂÂÏ;
α � óãîë àòàêè;
x � ðàññòîÿíèå ÑÂÂÏ äî òî÷êè ïðèçåìëåíèÿ;
h � âûñîòà ÑÂÂÏ íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè;
F � ñèëà òÿãè äâèãàòåëÿ;
g = 9, 81 m/c2 � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ;
p = 1, 225 c2/m4 � ïëîòíîñòü âîçäóõà íà óðîâíå ìîðÿ;
S = 35 m2 � ïëîùàäü êðûëüåâ;
Cx(α) � êîýôôèöèåíò ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ÑÂÂÏ, çà-
âèñÿùèé îò óãëà àòàêè (ðèñ. 28); ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôóíê-
öèÿ Cx(α) çàäàåòñÿ òàáëè÷íî; òàáëèöà ñîñòàâëåíà äëÿ âå-
ëè÷èíû α∗ , ñâÿçàííîé ñ óãëîì àòàêè α ñîîòíîøåíèåì α∗ =
α/0, 0582 ;
Cy(α) � êîýôôèöèåíò ïîäúåìíîé ñèëû, çàâèñÿùåé îò óã-
ëà àòàêè (ðèñ. 29); ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôóíêöèÿ Cy(α) çà-
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äàåòñÿ òàáëè÷íî è çíà÷åíèåì òàáëèöû ÿâëÿåòñÿ, êàê è â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, âåëè÷èíà α∗ ;
θ = (ϑ− α) � óãîë íàêëîíà òðàåêòîðèè (ϑ � óãîë òàíãà-
æà);
ϕ � óãîë îòêëîíåíèÿ âåêòîðà òÿãè äâèãàòåëÿ îòíîñèòåëü-
íî ñâÿçàííîé ñ ñàìîëåòîì ïðîäîëüíîé îñè;
G = 122625 H � âåñ ÑÂÂÏ;
ẋ � ïóòåâàÿ ñêîðîñòü ÑÂÂÏ (ïðè ãîðèçîíòàëüíîì ïîëåòå,
êîãäà θ = 0 , ïóòåâàÿ ñêîðîñòü ïî ìîäóëþ ðàâíà âîçäóø-
íîé, òàê êàê ïðèíÿòî, ÷òî âåòåð îòñóòñòâóåò);
ḣ � âåðòèêàëüíàÿ ñêîðîñòü ÑÂÂÏ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà âñåì ýòàïå ïîñàäêè àâòîïèëîò ñ
ïîìîùüþ àýðîäèíàìè÷åñêèõ è ãàçîñòðóéíûõ ðóëåé âûäåð-
æèâàåò çàäàííûé óãîë òàíãàæà ϑ , êîòîðûé ìåíÿåòñÿ ïî
ñïåöèàëüíîé ïðîãðàììå.

Îïèøåì ðàáîòó ìàðøåâîãî äâèãàòåëÿ èíåðöèîííûì çâå-
íîì ñ ïîñòîÿííîé âðåìåíè TF è êîýôôèöèåíòîì óñèëåíèÿ
KF :

Ḟ = (KF · δ − F )/TF , (2.4)
ãäå δ � âåëè÷èíà ïåðåìåùåíèÿ ñåêòîðà ãàçà.

Óðàâíåíèÿ (2.3), çàïèñàííûå â ñêîðîñòíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò, íåóäîáíû äëÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèé, õîòÿ ñòîëü æå
ïðàâèëüíî, êàê è çàïèñàííûå â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, îò-
ðàæàþò ñóòü ÿâëåíèÿ. Äëÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèé ÷àñòî èñ-
ïîëüçóþò áîëåå óäîáíóþ óïðîùåííóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ
ÑÂÂÏ, êîòîðàÿ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìå-
åò ñëåäóþùèé âèä:

V̇x = (Fx −X)/m,
ẋ = Vx,

V̇h = (Y + Fh −G)/m,

ḣ = Vh,

(2.5)
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ãäå
x � ðàññòîÿíèå ÑÂÂÏ äî òî÷êè ïðèçåìëåíèÿ;
h � âûñîòà ÑÂÂÏ íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè;
m � ìàññà ÑÂÂÏ;
G � âåñ ÑÂÂÏ;
X = ρSV 2Cx/2 � àýðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ;
Y = ρSV 2Cy/2 � àýðîäèíàìè÷åñêàÿ ïîäúåìíàÿ ñèëà.

Ïðîåêöèè ñèëû òÿãè íà îñè êîîðäèíàò âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì

Fx = F cos(ϕ + ϑ),
Fh = F sin(ϕ + ϑ),

(2.6)
ãäå
F � ñèëà òÿãè ìàðøåâîãî äâèãàòåëÿ, ïîëó÷àåìàÿ ïóòåì
èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (2.4);
ϕ � óãîë ïîâîðîòà âåêòîðà òÿãè;
ϑ � óãîë òàíãàæà (ðèñ. 25).

Êâàäðàò ñêîðîñòè, âõîäÿùèé â ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë, âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

V 2 = V 2
x + V 2

h = ẋ2 + ḣ2. (2.7)

Ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ (2.5) óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè δ
è ϕ èñïîëüçóåì çàòåì â ñèñòåìå (2.3). Ïðè ýòîì åùå ðàç
óáåäèìñÿ, ÷òî îáå ñèñòåìû (2.3) è (2.5) îïèñûâàþò îäíî
è òî æå ÿâëåíèå: ñèíòåçèðîâàííûå äëÿ ñèñòåìû (2.5) òåð-
ìèíàëüíûå óïðàâëåíèÿ óñïåøíî ïåðåâîäÿò ñèñòåìó (2.3) â
çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (2.5) ñîñòîèò â íàõîæ-
äåíèè óïðàâëåíèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ñèñòåìó èç íà÷àëüíîé ïî-
çèöèè: x0 , ẋ0 , h0 , ḣ0 â êîíå÷íóþ ïîçèöèþ: xk = 0 ì;
ẋk = 0 ì/ñ; ẍk = 0 ì/c2 ; hk = 0 ì; ḣk = 0 ì/ñ; ḧk = 0
ì/c2 .
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Ìîäåëü 2
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñàìîëåòà âåðòèêàëüíîãî âçëåòà,

èìåþùåãî äâà äâèãàòåëÿ ïðèêðåïëåííûå ïî ðàçíûå ñòîðî-
íû ôþçåëÿæà, íà ýòàïå âûïîëíåíèÿ ïðåäïîñàäî÷íûõ ìà-
íåâðîâ. Ïðèâåäåì óïðîùåííóþ ìîäåëü (ðèñ.25), êîòîðàÿ
ó÷èòûâàåò òîëüêî äâèæåíèå â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðîäîëüíîé îñè ñàìîëåòà. Ýòî äâèæå-
íèå îïèñûâàåò ñèñòåìà óðàâíåíèé [ 152 ]:





ẍ = u1 sin θ − εu2 cos θ,
z̈ = u1 cos θ + εu2 sin θ − 1,

θ̈ = u2,
(2.8)

ãäå
x, z � íîðìèðîâàííûå êîîðäèíàòû ñàìîëåòà ïî ãîðèçîí-
òàëüíîé è âåðòèêàëüíîé îñÿì ñîîòâåòñòâåííî;
θ � óãîë êðåíà;
u1 � óïðàâëåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå îáùåé òÿãå äâèãàòå-
ëåé;
u2 � óïðàâëåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîå ðàçíîñòè òÿã äâóõ äâè-
ãàòåëåé;
ε � ìàëàÿ êîíñòàíòà.

Âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè x, ẋ, z, ż, θ, θ̇ çàäàåò ñîñòîÿ-
íèå ñèñòåìû, âåêòîð (u1, u2) � åå óïðàâëåíèÿ.

Ïàðàìåòðû ìîäåëè èìåþò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ.
Ïóñòü (

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) ôèêñèðîâàííàÿ èíåðöèàëüíàÿ ñè-

ñòåìà è (
−→
ib ,

−→
jb ,

−→
kk) ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðèâÿ-

çàííàÿ ê ñàìîëåòíûì îñÿì. Îáîçíà÷èì θ óãîë ìåæäó ïî-
äâèæíûìè è èíåðöèàëüíûìè îñÿìè. Ñèëû, äåéñòâóþùèå
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Ðèñ. 25.

íà ñèñòåìó èìåþò âèä
−→
F1 = (cos α

−→
kb + sin α

−→
ib )F1−→

F2 = (cos α
−→
kb − sin α

−→
ib )F2

m−→g = −mg
−→
k

ãäå α � ôèêñèðîâàííûé óãîë.
Ñèëà òÿæåñòè m−→g ïðèëîæåíà â öåíòðå ìàññ C ; òÿãè−→

F1 è −→F2 ïðèëîæåíû â òî÷êàõ M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå
−−−→
CM1 = `

−→
ib − h

−→
kb ,

−−−→
CM2 = −`

−→
ib − h

−→
kb .

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàïèñàííûå äëÿ öåíòðà ìàññ C èìå-
þò âèä

m
−̇→
VC =

−→
F1 +

−→
F2 + m−→g ,

−̇→σ C =
−−−→
CM1 ×−→F1 +

−−−→
CM2 ×−→F2,

ãäå−→
VC � ñêîðîñòü òî÷êè C ;−→σ C � óãëîâîé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî òî÷êè C .
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Ðàñïèñûâàÿ ýòè óðàâíåíèÿ â ïðîåêöèÿõ íà îñè ôèêñè-
ðîâàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, èìååì

mẍC = (F1 + F2) cos α sin θ + (F1 − F2) sin α cos θ,
mz̈C = (F1 + F2) cos α cos θ + (F1 − F2) sin α sin θ −mg,

Jθ̈ = (F2 − F1)(` cos α + h sin α).

Ïîëàãàÿ

ε = [sin α/(` cos α + h sin α)] J/mg,
u1 = [cos α/mg](F1 + F2),
u2 = [(` cos α + h sin α)/J ](F2 − F1),
x = xC/g,
z = zC/g,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.8). Âåëè÷èíà ïàðàìåòðà
ε â îáùåì ñëó÷àå ìàëà, ïîñêîëüêó óãîë α ó òàêîé êîí-
ñòðóêöèè ìàë. Íîðìàëèçîâàííûå ðàññòîÿíèÿ x è z ñî-
îòâåòñòâóþò åñòåñòâåííûì äëèíàì, äåëåííûì íà ãðàâèòà-
öèîííóþ ïîñòîÿííóþ g , ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëèçîâàííîå
ðàññòîÿíèå 1 ñîîòâåòñòâóåò ðàññòîÿíèþ 10 ì.

Äâà óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðà u1 è u2 ïðîïîðöèîíàëü-
íû âåðòèêàëüíîìó óñêîðåíèþ è âðàùàþùåìó ìîìåíòó, ñî-
îòâåòñòâåííî, ïðèëîæåííûì â öåíòðå ìàññ.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè óïðàâ-
ëåíèÿ (u1(t), u2(t)) , ïåðåâîäÿùåãî ñèñòåìó èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ x(0) , ẋ(0) , z(0) , ż(0) , θ(0) , θ̇(0) â ñîñòîÿíèå
x(T ) , ẋ(T ) , z(T ) , ż(T ) , θ(T ) , θ̇(T ) .



156 Ïðèëîæåíèå 1

Ðèñ. 26. Ðèñ. 27.

Ðèñ. 28. Ðèñ. 29.

Ðèñ. 30.
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3. Ìîäåëè ýêîíîìèêè
3.1. Ìîäåëü ïëàíîâîé ìàêðîýêîíîìèêè

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ìàêðîýêîíîìèêè
[ 164 ], â êîòîðîé ìàêðîýêîíîìè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ñâÿçàíû
ëèíåéíûì ñòàòè÷åñêèì áàëàíñîâûì ñîîòíîøåíèåì [ 158 ]:

Y = C + I + A, (3.1)

ãäå Y � äîõîä (âàëîâîé âûïóñê), C � ïîòðåáëåíèå, I �
èíâåñòèöèè, A � àâòîíîìíîå ïîòðåáëåíèå, è íåëèíåéíîé
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèé (ÏÔ) Êîááà-Äóãëàñà [ 160 ]:

Y = NKm(wL)n. (3.2)

ãäå ïîä òðóäîì â ÏÔ ïîíèìàåòñÿ ïîëíàÿ ñòîèìîñòü òðó-
äà L′ = Lw êàê ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà ðàáîòàþùèõ L íà
ñðåäíþþ çàðïëàòó w . Â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå ÏÔ
âûðàæàåò âåëè÷èíó ïðîèçâîäñòâà ÷åðåç êàïèòàë èëè ôîí-
äîâîîðóæåííîñòü è ïîëíóþ ñòîèìîñòü òðóäà Lw . Ïîëî-
æèòåëüíûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè m è n â (3.2) ñâÿçûâàþò
ñîîòíîøåíèåì m + n = 1 [ 160 ]. Êîýôôèöèåíò N â (3.2)
ñâÿçàí ñ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèì ïðîãðåññîì è â äàëüíåéøåì
áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ïîñòîÿííûì.

Ïîëíûå èíâåñòèöèè I ðàçäåëÿþòñÿ íà äîëãîâðåìåííûå
I2 è ìãíîâåííûå I1 èíâåñòèöèè, ò.å.

I = I1 + I2. (3.3)

Ïðè ýòîì ìãíîâåííûå èíâåñòèöèè ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî
ëèíåéíîé ìîäåëè ïðîñòîãî àêñåëåðàòîðà, êîãäà îíè ïðî-
ïîðöèîíàëüíû ñ íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì α ñêîðîñòè
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ðîñòà âàëîâîãî ïðîäóêòà:

I1 = α
dY

dt
. (3.4)

Äèíàìèêó ðàçâèòèÿ êàïèòàëà [ 160 ] ñâÿçûâàåò èçìåíå-
íèå âåëè÷èíû ôîíäîâ ñ èçíîñîì êàïèòàëà è ñî ñêîðîñòüþ
ââîäà îñíîâíûõ ôîíäîâ ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ ïî âðåìåíè
îñâîåíèÿ èíâåñòèöèé:

dK

dt
= −µK + V, (3.5)

dV

dt
= −σV + γI, (3.6)

ãäå µK � èçíîñ êàïèòàëîâëîæåíèé, V � ñêîðîñòü ââîäà
ôîíäîâ.

Áàëàíñîâîå óðàâíåíèå (3.1) ñ ó÷åòîì (3.3) è (3.4) ïðè-
íèìàåò äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó [ 162 ]:

dY

dt
=

1

α
(Y − C − A− I2). (3.7)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.5), (3.6), (3.7) áóäåò
çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé Y, K, I2 , åñëè èñêëþ-
÷èòü îñòàâøèéñÿ ïàðàìåòð L ëèáî äîîïðåäåëèòü åãî äî-
ïîëíèòåëüíûì óðàâíåíèåì, ïîñêîëüêó ïàðàìåòðû ïîòðåá-
ëåíèÿ C è A ÿâëÿþòñÿ íåîäíîðîäíûìè ÷ëåíàìè è ìîãóò
áûòü ïðîèçâîëüíûìè. Ââåäåì íà÷àëüíóþ ãîäîâóþ âåëè÷è-
íó ïðîèçâîäñòâà Y0 êàê áàçîâóþ, è ïðè ãîäîâîì ðàñ÷åòíîì
ïåðèîäå T0 ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì:

y =
Y

Y0

, k =
K

Y0

, i2 =
I2

Y0

, l =
wL

Y0

, f =
C + A

Y0

, τ =
t

T0

.

(3.8)
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Åñëè òåïåðü çàôèêñèðîâàòü ñòîèìîñòü ðàáî÷åé ñèëû,
ñ÷èòàÿ åå êîíñòàíòîé l0 , òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
â óíèâåðñàëüíîé áåçðàçìåðíîé ôîðìå áóäåò çàìêíóòîé:

k′′ + (µ + σ)k′ + µσk = γi2, (3.9)

αy′ = y − i2 − f, (3.10)
y = Nl

1/2
0 k1/2. (3.11)

Çäåñü çíàê "øòðèõ" îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî τ ,
è âñå êîýôôèöèåíòû ïîä òåì æå îáîçíà÷åíèåì ñ÷èòàþò-
ñÿ áåçðàçìåðíûìè. Âåëè÷èíà f â (3.10), îïðåäåëÿþùàÿ
ïîòðåáëåíèå, â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèåé âðåìåíè.

Îòìåòèì, ÷òî ïîòðåáëåíèå C òàê æå, êàê è èíâåñòèöèè
ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ íå ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè, à áðàòüñÿ â
ôîðìå (3.4) èëè áûòü ïðîïîðöèîíàëüíûìè äîõîäó ñ íåêî-
òîðûì êîýôôèöèåíòîì, ò.å. C = βY êàê â [ 163 ]. È â òîì è
â äðóãîì ñëó÷àå ôîðìà óðàâíåíèé (3.9) � (3.11) îñòàíåòñÿ
ïðåæíåé, à èçìåíÿòñÿ ëèøü êîýôôèöèåíòû.

Çàôèêñèðóåì íàðÿäó ñî ñòîèìîñòüþ òðóäà òàêæå è âå-
ëè÷èíó ïîòðåáëåíèÿ, ñ÷èòàÿ f = const . ×òî êàñàåòñÿ äðó-
ãèõ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ êàòåãîðèé, íå âîøåäøèõ â óðàâ-
íåíèÿ, òàêèõ êàê êîëè÷åñòâî äåíåã M , öåíà p , ñïðîñ è
ïðåäëîæåíèå ðàáî÷åé ñèëû è äð., òî â äàííîé ìîäåëè îíè
ñ÷èòàþòñÿ ëèáî êîíñòàíòàìè, ëèáî ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå
íå âëèÿþò íà ìàêðîýêîíîìè÷åñêèå ïîêàçàòåëè.

Ìîäåëü, â êîòîðîé äîõîä îò ïðîèçâîäñòâà âêëàäûâàåòñÿ
â ïðîèçâîäñòâî, à ïîòðåáëåíèå è ñòîèìîñòü òðóäà îñòàþò-
ñÿ ôèêñèðîâàííûìè, îòâå÷àåò ìîäåëè ïëàíîâîé ýêîíîìèêè
[ 160 ].

Îöåíèì âåëè÷èíó áåçðàçìåðíûõ êîýôôèöèåíòîâ â
(3.9) � (3.11) èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ
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ïàðàìåòðîâ íà íà÷àëüíîì ýòàïå. Êîýôôèöèåíò µ îïðåäå-
ëÿåò ñêîðîñòü èçíîñà ôîíäîâ. Ïðè ãîäîâîì èçíîñå ôîíäîâ,
ðàâíîì 3% (ïðè ñðåäíåì èçíîñå ôîíäîâ çà 30 ëåò), ïîëó-
÷àåì, ÷òî µ ≈ 0.03 . Êîýôôèöèåíò σ îòðàæàåò ñêîðîñòü
ââîäà íîâûõ ôîíäîâ. Âåëè÷èíó èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ââîäà
ôîíäîâ áóäåì ñ÷èòàòü óïðàâëåíèåì: 0.8 ≤ σ ≤ 1.2 . Îöå-
íèì âåëè÷èíó γ . Ñ÷èòàÿ, ÷òî ãîäîâîé äîõîä îò êàïèòàëà
ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 15% , à äîëãîâðåìåííûå èíâåñòèöèè �
íå áîëåå 20% , ïîëó÷àåì îöåíêè k ≈ 5− 10, i2 ≈ 0.2 . À òàê
êàê ïðàâûå ÷àñòè â (3.5) � (3.6) äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëü-
íûìè, ïîëó÷àåì, ÷òî γ ≥ 1.5 . Âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà
ïðîñòîãî àêñåëåðàòîðà òàêæå îöåíèâàåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó èíâåñòèöèÿìè i1 ≈ i2/2 è óêàçàííîé âåëè÷èíîé ãî-
äîâîãî äîõîäà y′ , ÷òî äàåò α ≈ 0.8 − 1 . Äîëþ ñòîèìîñòè
òðóäà â âàëîâîì ïðîäóêòå ïðèìåì � l0 ≈ 0.1− 0.2 . Òîãäà
èç (3.11) ïîëó÷àåì ñ ó÷åòîì âåëè÷èíû k îöåíêó êîýôôè-
öèåíòà íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà: N ≈ 0.7− 1.4 .

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.9) � (3.11) ñâîäèòñÿ ê îäíîìó
íåëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà äëÿ áåçðàçìåðíîé âåëè÷èíû ïðîèçâîäñòâà y :

yy′′ + y′2 + a(σ)yy′ + by′ + c(σ)y2 − dy + g = 0, (3.12)

â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû b, d, g áóäåì ñ÷èòàòü ôèêñè-
ðîâàííûìè è âû÷èñëåííûìè íà îñíîâå ñäåëàííûõ âûøå
îöåíîê:

b =
γN2l0

2
α ' 0.12, d =

γN2l0
2

' 0.15, g =
γN2l0

2
f ' 0.05.

(3.13)
à êîýôôèöèåíòû a(σ), c(σ) , çàâèñÿùèå îò óïðàâëåíèÿ, èìå-
þò âèä

a(σ) = µ + σ ' 0.03 + σ, c(σ) =
µσ

2
' 0.015σ.
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Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè óïðàâëåíèÿ
σ(t) ∈ [0.8, 1.2] , îñóùåñòâëÿþùåãî ïåðåâîä ñèñòåìû (3.12)
èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ y(0) = y0, ẏ(0) = ẏ0 , â ïîëîæå-
íèå y(T ) = yT , ẏ(T ) = ẏT çà êîíå÷íîå âðåìÿ T .

3.2. Íåîêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñ-
êîãî ðîñòà

Íåîêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîñòà îïèñûâàåò ýêîíîìè÷å-
ñêèé ðîñò â àãðåãèðîâàííîé çàìêíóòîé ýêîíîìèêå [ 165 ],
[ 159 ]. Àãðåãèðîâàííàÿ ýêîíîìèêà îçíà÷àåò, ÷òî âî âðåìÿ t
ïðîèçâîäèòñÿ åäèíñòâåííûé îäíîðîäíûé ïðîäóêò, âûïóñê
êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò Y (t) . Ïðè ýòîì â ïðîöåññå ïðîèçâîä-
ñòâà èñïîëüçóåòñÿ äâà îäíîðîäíûõ ôàêòîðà: òðóä L(t) è
êàïèòàë K(t) . Çàìêíóòîñòü îçíà÷àåò, ÷òî íè âûïóñê, íè
çàòðàòû íå èìïîðòèðóþòñÿ è íå ýêñïîðòèðóþòñÿ: âåñü âû-
ïóñê ïîòðåáëÿåòñÿ, èëè èíâåñòèðóåòñÿ â ýêîíîìèêó. Åñëè
îáîçíà÷èòü ÷åðåç C(t) � ïîòðåáëåíèå â ìîìåíò t , I(t) �
èíâåñòèöèè â ìîìåíò t , òî, ñîãëàñíî òîæäåñòâåííîìó ðà-
âåíòñâó äîõîäà è ðàñõîäîâ,

Y (t) = C(t) + I(t). (3.14)

Ýòî òîæäåñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî âûïóñê ìîæåò èäòè òîëü-
êî íà ïîòðåáëåíèå è íà èíâåñòèöèè. Èíâåñòèöèè èäóò â
ñâîþ î÷åðåäü íà óâåëè÷åíèå ðàçìåðîâ íàëè÷íîãî êàïèòà-
ëà è íà çàìåùåíèå èçíîøåííîãî êàïèòàëà. Ïóñòü K(t) �
ðàçìåð êàïèòàëà â ìîìåíò t , òîãäà êàïèòàëüíûå âëîæå-
íèÿ èçìåðÿþòñÿ ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ íàëè÷íîãî êàïèòàëà
K̇(t) = dK(t)

dt
. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àìîðòèçàöèÿ íàëè÷íîãî

êàïèòàëà ïðîïîðöèîíàëüíà åãî âåëè÷èíå è ðàâíà µ (íîðìà
àìîðòèçàöèè), ò.å. â ìîìåíò t íåîáõîäèìî çàìåíèòü µK(t)
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àìîðòèçèðîâàííîãî êàïèòàëà. Ïðåäïîëîæèì, òàê æå, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå òîæäåñòâî äëÿ âàëîâûõ èíâåñòè-
öèé

I(t) = K̇(t) + µK(t). (3.15)
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñòûå êàïèòàëüíûå âëîæåíèÿ ñîñòàâ-

ëÿþò òó ÷àñòü èíâåñòèöèé I(t) , êîòîðàÿ íå èäåò íà çàìå-
ùåíèå èçíîøåííîãî êàïèòàëà. Ðàçìåðû âûïóñêà îïðåäåëÿ-
þòñÿ àãðåãèðîâàííîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé [ 159 ],
êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò òåõíè÷åñêèå âîçìîæíîñòè ïðîèç-
âîäñòâà â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû êàïèòàëà è òðóäà

Y = F (K, L). (3.16)

Â ñëó÷àå ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè Êîááà-Äóãëàñà, â
ïåðåìåííûõ ôîíäîâîîðóæåííîñòè è óäåëüíîãî ïîòðåáëå-
íèÿ, ìîäåëü èìååò âèä

k̇(t) = u(t)kα(t)− µk(t),

J̇(t) = (1− u(t))kα(t)e−δt,
(3.17)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 0 < k(t), 0 ≤ u(t) ≤ 1 . Çäåñü 0 ≤ α ≤ 1,
0 < δ êîíñòàíòû.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè óïðàâëåíèÿ
u(t) , ïåðåâîäÿùåãî ñèñòåìó (3.17) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà
ôàçîâûå ïåðåìåííûå k(t) > 0 èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ
k(0) = k0 , J(0) = 0, â êîíå÷íîå ïîëîæåíèå k(T ) = kT ,
J(T ) = JT .

3.3. Ìîäåëü äâóñåêòîðíîé ýêîíîìèêè
Ðàññìîòðèì ýêîíîìèêó [ 159 ], ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ñåê-

òîðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ïðîèçâîäñòâåííûìè ôóíêöèÿ-
ìè Y1 = F1(K1, L1) , Y2 = F2(K2, L2) . Ïåðâûé ñåêòîð
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ïðîèçâîäèò ñðåäñòâà ïðîèçâîäñòâà, âòîðîé � ïðåäìåòû ïî-
òðåáëåíèÿ. Èíâåñòèöèè â îñíîâíûå ôîíäû êàê ïåðâîãî òàê
è âòîðîãî ñåêòîðîâ îñóùåñòâëÿþòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò âûïóñ-
êà Y1 ïåðâîãî ñåêòîðà, à ïîòðåáëåíèå C ñîâïàäàåò ñ âû-
ïóñêîì Y2 âòîðîãî ñåêòîðà. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îáùèé îáúåì
òðóäîâûõ ðåñóðñîâ L = L1 + L2 ïîñòîÿíåí è ïîäëåæèò
ðàñïðåäåëåíèþ ìåæäó äâóìÿ ñåêòîðàìè â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè. Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ � ôóíêöèÿ Êîááà-
Äóãëàñà. Â áåçðàçìåðíîé ôîðìå [ 159 ], äèíàìèêà ýêîíî-
ìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

k̇1 = u1u2 kα
1 − µ1k1,

k̇2 = (1− u1)u2 kα
1 − µ2k2,

J̇ = (1− u2)k
β
2 ,

(3.18)

ãäå óïðàâëÿåìûå ïàðàìåòðû óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì
0 ≤ u1(t) ≤ 1, 0 ≤ u2(t) ≤ 1.

Ïðè ýòîì 0 ≤ k1 , 0 ≤ k2 , 0 ≤ α ≤ 1 , 0 ≤ β ≤ 1 , 0 < µi ,
i = 1, 2.

Íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíè-
ÿìè k1(0) = k10 , k2(0) = k20 , J(0) = 0 ; k1(T ) = k1T ,
k2(T ) = k2T , J(T ) = JT .

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè óïðàâëåíèÿ
(u1(t), u2(t)) , ïåðåâîäÿùåãî ñèñòåìó (3.18) èç íà÷àëüíîãî
ïîëîæåíèÿ â êîíå÷íîå ïîëîæåíèå, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà
ôàçîâûå ïåðåìåííûå 0 ≤ k1 , 0 ≤ k2 .

3.4. Ìîäåëü êîíòðîëÿ çà çàãðÿçíåíèåì
îêðóæàþùåé ñðåäû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì ìîäåëü êîíòðîëÿ çà çà-
ãðÿçíåíèåì îêðóæàþùåé ñðåäû ïîäðîáíî îïèñàííóþ â ðà-
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áîòå [ 159 ]. Èìååòñÿ ïðîèçâîäñòâåííûé ïðîöåññ, ïðîèçâî-
äÿùèé ïîëåçíûé ïðîäóêò è çàãðÿçíÿþùèé ïðè ýòîì îêðó-
æàþùóþ ñðåäó. Çàãðÿçíåíèå ïîíèìàåòñÿ â øèðîêîì ñìûñ-
ëå è âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàãðÿçíåíèå âîçäóõà è âîäû, çàãðÿç-
íåíèå ïî÷âû, ïîâûøåíèå óðîâíÿ ðàäèàöèè è ò.ä.

Â êà÷åñòâå ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ïðîöåññà ïðî-
èçâîäñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîêëàññè÷åñêàÿ îäíîïðîäóê-
òîâàÿ äâóõôàêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, àðãóìåíòàìè êîòîðîé ñëó-
æàò, îáúåì K îñíîâíîãî êàïèòàëà è îáúåì L òðóäîâûõ ðå-
ñóðñîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäëîæåíèå òðóäîâûõ ðåñóð-
ñîâ íå èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îñíîâíîé
êàïèòàë àìîðòèçèðóåò ñ ïîñòîÿííûì òåìïîì µ > 0 . Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî çàãðÿçíèòåëü íå èñïîëüçóåòñÿ â ïðîèçâîäñòâå
êàê ïîëåçíûé ïðîäóêò, à ÿâëÿåòñÿ åãî ïîáî÷íûì ïðîäóê-
òîì. Ñ÷èòàåì, ÷òî îáúåì çàãðÿçíèòåëÿ ïðÿìî ïðîïîðöèî-
íàëåí îáúåìó ïðîäóêòà ïðîèçâîäñòâà è ñîñòàâëÿåò îò íåãî
äîëþ ε, 0 < ε < 1 . Ïðèìåðàìè ïîäîáíîãî ïðîèçâîäñòâà
ìîãóò ñëóæèòü ìåòàëëóðãè÷åñêàÿ îòðàñëü, ïðîèçâîäñòâî
áóìàãè è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, çàãðÿçíåíèå èçìåðÿåòñÿ â
òåõ æå åäèíèöàõ, ÷òî è îñíîâíàÿ ïðîäóêöèÿ. Ïåðåìåííóþ,
õàðàêòåðèçóþùóþ îáúåì çàãðÿçíåíèÿ îáîçíà÷èì P .

Îêðóæàþùàÿ ñðåäà îáëàäàåò îïðåäåëåííîé ñïîñîáíî-
ñòüþ àññèìèëèðîâàòü îòõîäû ïðîèçâîäñòâà. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî åñòåñòâåííàÿ óáûëü îòõîäîâ â êàæäûé ìîìåíò âðåìå-
íè ñîñòàâëÿåò äîëþ γ îò èõ îáùåãî êîëè÷åñòâà. Ñîáñòâåí-
íèê, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò âûäåëÿòü ÷àñòü ïðèáûëè îò
ïðîèçâåäåííîãî ïðîäóêòà íà áîðüáó ñ çàãðÿçíåíèåì. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü çàòðàò íà óìåíüøåíèå çà-
ãðÿçíåíèÿ ïîñòîÿííà. Ïðè ýòîì çàòðàòà ñòîèìîñòè îäíîé
åäèíèöû ïðîäóêöèè óìåíüøàåò çàãðÿçíåíèå íà σ åäèíèö
(áóäåì ñ÷èòàòü σ > 1).

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè äîëåé α è
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β âûïóñêà, ïðåäíàçíà÷åííûõ íà ïðîäîëæåíèå ïðîèçâîä-
ñòâåííîãî ïðîöåññà è áîðüáó ñ çàãðÿçíåíèåì ñîîòâåòñòâåí-
íî. Èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

K̇ = (1− α− β)F (K, L)− µK,

Ṗ = (ε− σβ)F (K, L)− γP.
(3.19)

Çäåñü 0 ≤ α(t) ≤ 1, 0 ≤ β(t) ≤ 1, α(t) + β(t) ≤ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîêàçàòåëåì ýôôåêòèâíîñòè ðàáî-
òû ïðåäïðèÿòèÿ äëÿ ýêîëîãè÷åñêîé ñëóæáû ÿâëÿåòñÿ ïî-
êàçàòåëü w(t) , äèíàìèêà êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíè-
åì

ẇ(t) = ert[A(αF (K, L))α1 −BP β1 ], (3.20)
ãäå A > 0, B > 0, r > 0; 0 < α1 < 1, β1 > 1 �
ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè óïðàâëåíèé
α, β , ïåðåâîäÿùèõ ñèñòåìó (3.19), (3.20) èç íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ K(0) , L(0) , w(0) = 0 â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå
k(T ) = K1 , l(T ) = L1 , w(T ) = w1 , ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà
ôàçîâûå ïåðåìåííûå 0 ≤ K(t) , 0 ≤ P (t) .

4. Ìîäåëè áèîôèçèêè
4.1. Ìîäåëü õèùíèê æåðòâà

Ðàññìîòðèì ìîäåëü äèíàìèêè èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé äâóõ âèäîâ [ 168 ]: îäèí âèä
� õèùíèêè, à äðóãîé � èõ äîáû÷à (æåðòâû). Ïóñòü x1 è
x2 � ïîïóëÿöèè æåðòâ è õèùíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ìåæäó îñîáÿìè îäíîãî âèäà íåò ñîïåðíè-
÷åñòâà. Ïóñòü ïðèðîñò íà îñîáü ẋ1

x1
äëÿ æåðòâ ñîñòàâëÿåò

α−bx2, α , b > 0 , ãäå α � ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ æåðòâ â
îòñóòñòâèå õèùíèêîâ, à −bx2 åñòü ÷ëåí, ó÷èòûâàþùèé ïî-
òåðè îò õèùíèêîâ. Ïîïóëÿöèÿ õèùíèêîâ óìåíüøàëàñü áû
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â îòñóòñòâèå èõ ïèùè (ò.å. æåðòâ), òàê ÷òî ẋ2/x2 = −c ,
c > 0 ïðè x1 = 0 . Îäíàêî íàëè÷èå æåðòâ â ñëó÷àå óäà÷íîé
îõîòû íà íèõ êîìïåíñèðóåò ýòî óìåíüøåíèå, òàê ÷òî ïðè
x1 > 0 èìååì ẋ2/x2 = −c + dx1 , d > 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà èìååò âèä

{
ẋ1 = (α− bx2)x1,
ẋ2 = (−c + dx1)x2,

(4.1)

ãäå α, b, c, d > 0 . Óðàâíåíèÿ (4.1) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíè-
ÿìè Ëîòêè-Âîëüòåððà.

Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáîâ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà
ïîïóëÿöèþ [ 168 ] ðàçëè÷àþò ìîäåëü Ëîòêè-Âîëüòåððà ñ
ìóëüòèïëèêàòèâíûìè óïðàâëåíèÿìè

{
ẋ1 = (α− bx2)x1 − u1x1,
ẋ2 = (−c + dx1)x2 − u2x2,

(4.2)

è ìîäåëü Ëîòêè-Âîëüòåððà ñ àääèòèâíûìè óïðàâëåíèÿìè

{
ẋ1 = (α− bx2)x1 − u1,
ẋ2 = (−c + dx1)x2 − u2,

(4.3)

Îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ èìåþò âèä 0 ≤ u1(t) ≤ ρ,
0 ≤ u2(t) ≤ ρ .

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïåðåâîäå ñèñòåìû (4.2)
èëè (4.3) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x(0) = x0 , y(0) = y0

â ïîëîæåíèå x(T ) = c/d , y(T ) = α/b , ãäå T � íåêîòîðûé
êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Çäåñü öåëåâîå ìíîæåñòâî � ïî-
ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè óïðàâëåíèÿ.
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4.2. Ìîäåëü Õîëëèíãà-Òýííåðà
Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìîäåëè Õîëëèíãà-Òýííåðà èìå-

þò âèä {
ẋ1 = r(1− x1

K
)x1 − wx1x2

D+x1
− u1,

ẋ2 = s(1− J x2

x1
)x2 − u2,

(4.4)

ãäå r, s, K, D, J > 0 � êîýôôèöèåíòû.
Ñêîðîñòüþ ðîñòà ïîïóëÿöèè æåðòâ ẋ1 ÿâëÿåòñÿ ðàç-

íîñòü äâóõ ÷ëåíîâ:
(a) r(1−x1/K)x1 � çàäàþùåãî ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ
æåðòâ â îòñóòñòâèå õèùíèêîâ. Ñþäà âêëþ÷åí ÷ëåí, ñîîò-
âåòñòâóþùèé ìåæâèäîâîé êîíêóðåíöèè â óñëîâèÿõ îãðà-
íè÷åííûõ ðåñóðñîâ;
(b) wx1x2(D +x1)

−1 � îïèñûâàþùåãî âëèÿíèå õèùíè-
êîâ.

×ëåí (b) îïèñûâàåò âëèÿíèå õèùíèêîâ â òåðìèíàõ "êî-
ýôôèöèåíòà õèùíè÷åñòâà". Ýòî � êîëè÷åñòâî æåðòâ, óáè-
âàåìûõ îäíèì õèùíèêîì â åäèíèöó âðåìåíè. Â óðàâíåíè-
ÿõ Ëîòêè-Âîëüòåððà (4.1) êîýôôèöèåíò õèùíè÷åñòâà ðà-
âåí bx1 . Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîëè÷åñòâî æåðòâ, óáèâàåìûõ îä-
íèì õèùíèêîì â åäèíèöó âðåìåíè, íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò
âìåñòå ñ ïîïóëÿöèåé æåðòâ. Ñäåëàåì äðóãîå ïðåäïîëîæå-
íèå: ñóùåñòâóåò âåðõíèé ïðåäåë êîýôôèöèåíòà õèùíè÷å-
ñòâà, ò.å. ÷òî õèùíèê ïåðåñòàåò óáèâàòü, êîãäà íàñûùàåò-
ñÿ. Ýòî ó÷èòûâàåòñÿ âèäîì ÷ëåíà (b), â êîòîðîì êîýôôè-
öèåíò õèùíè÷åñòâà ðàâåí wx1(D + x1)

−1 . Ñêîðîñòü ðîñòà
ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ ẋ2 îòðèöàòåëüíàÿ, â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî æåðòâû äîñòàòî÷íî ðåäêè. Äîïóñòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî
æåðòâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîääåðæàíèÿ æèçíè îäíîãî õèù-
íèêà, ðàâíî J . Òàêèì îáðàçîì, ïîïóëÿöèÿ èç x1 æåðòâ ìî-
æåò ïîääåðæèâàòü íå áîëåå ÷åì x1/J õèùíèêîâ. Ìîäåëü
ïîñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîëè÷åñòâî õèùíèêîâ íå
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ïðåâûøàëî êðèòè÷åñêóþ âåëè÷èíó x1/J . Ýòî äîñòèãàåòñÿ
ïðè

ẋ2 = x2(s− sJx2

x1

).

Èìåííî ýòî óðàâíåíèå çàäàíî â (4.4).
Îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ èìåþò âèä 0 ≤ u1(t) ≤ ρ,

0 ≤ u2(t) ≤ ρ .
Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïåðåâîäå ñèñòåìû (4.4) èç

íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x(0) = x0 , y(0) = y0 â ïîëîæåíèå
x(T ) = xT , y(T ) = yT , ãäå T � íåêîòîðûé êîíå÷íûé ìî-
ìåíò âðåìåíè. Â ðÿäå ðàáîò, íàïðèìåð [36], â êà÷åñòâå öåëå-
âîãî ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ îêðåñòíîñòü ïðåäåëüíîãî
öèêëà ñèñòåìû (4.4) ïðè îòñóòñòâèè óïðàâëåíèÿ.

5. Ìîäåëè õèìè÷åñêîé êèíåòèêè
Ìîäåëü òðåõñòàäèéíîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè

Ñèñòåìû óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèå ïðè îïèñàíèè áèî-
ëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé, âî ìíîãîì áëèçêè ê ñèñòåìàì äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êèíåòèêó õèìè-
÷åñêèõ ðåàêöèé. Òàê, ñèñòåìà Ëîòêè-Âîëüòåððà áûëà ïåð-
âîíà÷àëüíî âûâåäåíà Ëîòêîé êàê ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ
íåêîòîðóþ ãèïîòåòè÷åñêóþ õèìè÷åñêóþ ðåàêöèþ (ñì. ðå-
àêöèþ (5.3) íèæå), è ëèøü ïîçæå Âîëüòåððà âûâåë åå êàê
ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ ïîïóëÿöèþ õèùíèê � æåðòâà. Õè-
ìè÷åñêàÿ êèíåòèêà îïèñûâàåò õèìè÷åñêèå ðåàêöèè ñ ïîìî-
ùüþ òàê íàçûâàåìûõ ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðî-
ñòåéøèé ïðèìåð òàêîãî óðàâíåíèÿ � ýòî èçâåñòíîå óðàâ-
íåíèå ãîðåíèÿ âîäîðîäà: H2 + O → H2O .

Îáùèé âèä ñòåõèîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêîé
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ðåàêöèè òàêîâ:
p∑

l=1

mlXl →
p∑

l=1

nlYl, (5.1)

(íàòóðàëüíûå ÷èñëà ml è nl íàçûâàþòñÿ ñòåõèîìåòðè÷å-
ñêèìè êîýôôèöèåíòàìè). Ýòî ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü õèìè-
÷åñêîé ðåàêöèè, â êîòîðîé m1 ìîëåêóë ðåàãåíòà X1 , m2

ìîëåêóë ðåàãåíòà X2, ..., mp ìîëåêóë ðåàãåíòà Xp , âñòó-
ïèâ â ðåàêöèþ îáðàçóþò n1 ìîëåêóë âåùåñòâà Y1 , n2

ìîëåêóë âåùåñòâà Y2 , ..., nq ìîëåêóë âåùåñòâà Yq . Îñ-
íîâíîé çàêîí, âûðàæàþùèé ñêîðîñòü ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè
(5.1) � çàêîí äåéñòâóþùèõ ìàññ ãëàñèò: ñêîðîñòü ïðîòåêà-
íèÿ ðåàêöèè ïðîïîðöèîíàëüíà êîíöåíòðàöèÿì ðåàãåíòîâ.
Ïîýòîìó, åñëè îáîçíà÷èòü áóêâàìè xl, yl , êîíöåíòðàöèè
ñîîòâåòñòâóþùèõ âåùåñòâ, òî

ẋ1(t) = ... = ẋp(t) = −K

p∏

l=1

xml
l (t) = −ẏ1(t) = ... = −ẏq(t);

(5.2)
çäåñü K � êîíñòàíòà ñêîðîñòè ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè (îíà
îáû÷íî ïèøåòñÿ â óðàâíåíèè (5.1) íàä ñòðåëêîé è èçìåðÿ-
åòñÿ â ìîëü −1 · c−1 ).

Ñèñòåìà Ëîòêè-Âîëüòåððà îïèñûâàåò ãèïîòåòè÷åñêóþ
òðåõñòàäèéíóþ ðåàêöèþ âèäà

A + X
K1→ 2X, X + Y

K2→ 2Y, Y
K3→ B, (5.3)

â êîòîðîé êîíöåíòðàöèè a è b èñõîäíîãî ðåàãåíòà A è
ïðîäóêòà ðåàêöèè B ïîääåðæèâàþòñÿ ïîñòîÿííûìè (ýòà
ðåàêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé â òîì ñìûñëå, ÷òî ðåàêòîð îá-
ìåíèâàåòñÿ âåùåñòâàìè A è B ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé). Òî-
ãäà â ñèëó çàêîíà äåéñòâóþùèõ ìàññ

ẋ = K1ax−K2xy, (5.4)
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ẏ = K2xy −K3y. (5.5)

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòîâ ñîâ-
ïàäàåò ñ ìîäåëüþ Ëîòêè-Âîëüòåððà (a = const). Ñèñòåìà
(5.4) � (5.5) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ïåðâîé ðå-
àêöèè "ñî ñêîðîñòüþ K1ax" èñ÷åçàåò îäíà ìîëåêóëà âåùå-
ñòâà X è ñ ýòîé æå ñêîðîñòüþ ïîÿâëÿþòñÿ äâå ìîëåêóëû
ýòîãî âåùåñòâà. Ñóììàðíàÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ êîíöåí-
òðàöèè ðåàãåíòà X â ðåçóëüòàòå ïåðâîé ðåàêöèè ñëåäîâà-
òåëüíî ðàâíà −K1ax+2K1ax = K1ax . Âî âòîðîé ðåàêöèè,
î÷åâèäíî, êîíöåíòðàöèÿ X óáûâàåò ñî ñêîðîñòüþ −K2xy .
Íàêîíåö, â òðåòüåé ðåàêöèè X íå ó÷àñòâóåò. Â èòîãå ïî-
ëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå (5.4). Óðàâíåíèå (5.5) âûâîäèòñÿ àíà-
ëîãè÷íî.

Ñèñòåìû óðàâíåíèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè, îïèñûâàþ-
ùèå ðåàêöèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ïðàêòè÷åñêèõ èíòåðåñ,
îáû÷íî èìåþò áîëüøèå ðàçìåðíîñòè è ñèëüíûå íåëèíåé-
íîñòè. Åñëè

K1 = K0
1 + u1, K3 = K0

3 + u2,

ãäå u1 è u2 � óïðàâëåíèÿ, 0 ≤ u1 ≤ ρ , ≤ u2 ≤ ρ , òî
ñèñòåìà ïðèìåò âèä :

ẋ = K0
1ay −K2xy + u1ax, (5.6)

ẏ = K2xy −K0
3y − u2y. (5.7)

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (5.6) � (5.7) çàêëþ-
÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè óïðàâëåíèÿ (u1, u2) , ïåðåâîäÿùåãî
ñèñòåìó èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x(0), y(0) â ñîñòîÿíèå
x(T ), y(T ) , ãäå T � íåêîòîðûé êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìå-
íè.
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6. Ìîäåëè ìåäèöèíû
6.1. Ìîäåëü äèíàìèêè ñàõàðà è èíñóëèíà

â êðîâè
Ââåäåíèå
Áîëåçíü, èçâåñòíàÿ ïîä íàçâàíèåì ñàõàðíîãî äèàáåòà,

ñâÿçàíà ñ íàðóøåíèåì îïðåäåëåííûõ ïðîöåññîâ â îðãàíèç-
ìå, ñâÿçàííûõ ñ ïðîöåññàìè îêèñëåíèÿ ñàõàðà, ïðèâîäÿ-
ùèõ ê âûðàáîòêå ýíåðãèè. Åñëè íàðóøåíî ôóíêöèîíèðîâà-
íèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåõàíèçìà, ðåãóëèðóþùåãî ñîäåð-
æàíèå ñàõàðà â êðîâè, òî îíî âîçðàñòàåò. Îñíîâíîå âëè-
ÿíèå íà ãîìåîñòàç îêàçûâàåò èíñóëèí, êîòîðûé ó÷àñòâóåò
â ïðîöåññàõ ìåòàáîëèçìà ñàõàðà. Ïî òåì èëè èíûì ïðè-
÷èíàì íàðóøàåòñÿ äåéñòâèå èìåííî ýòîãî ìåõàíèçìà. Â
îáùåì ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíûå ìîäåëè ñâÿçàíû ñ ïðè-
ðîäíûìè ïðîöåññàìè, â êîòîðûõ ñóùåñòâåííû ñêîðîñòè èç-
ìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ, äðóãèìè ñëîâàìè � ñ äèíàìè÷åñêè-
ìè ïðîöåññàìè, îïðåäåëÿåìûìè ðàçëè÷íûìè âåëè÷èíàìè,
íåïðåðûâíî èçìåíÿþùèìèñÿ ñî âðåìåíåì. Íàáëþäåíèÿ èëè
ýêñïåðèìåíòû ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ïðàâèëà, êîòîðûì ïîä-
÷èíÿþòñÿ ýòè èçìåíåíèÿ. Ýòè ïðàâèëà ïðèâîäÿò ê óðàâíå-
íèÿì, âêëþ÷àþùèì êàê ñàìè ïåðåìåííûå, òàê è èõ ïðîèç-
âîäíûå, ò.å. ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ó÷åò áîëü-
øåãî ÷èñëà ïðîöåññîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê áîëåå ñëîæíîé ìî-
äåëè. Îñòàíîâèìñÿ íà ïîëó÷åíèè ïðîñòåéøåé äèôôåðåí-
öèàëüíîé ìîäåëè äèàáåòà [ 167 ].

Îñíîâíûå ïåðåìåííûå
Äâå îñíîâíûå ïåðåìåííûå, âêëþ÷åííûå â ìîäåëü, ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé âåëè÷èíû, êîòîðûå ìîæíî èçìåðÿòü èëè
óïðàâëÿòü èìè â êëèíè÷åñêîé ïðàêòèêå: ýòî óðîâåíü ñàõà-
ðà â êðîâè x è óðîâåíü èíñóëèíà â êðîâè y . Âàæíóþ ðîëü
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èãðàþò òàêæå äâå äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå � ââîä ïè-
ùè z è, äëÿ áîëüíûõ äèàáåòîì, ââîä èíñóëèíà w .

Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
Êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå áèîõèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îð-

ãàíèçìå çäîðîâîãî ÷åëîâåêà ìîæíî êðàòêî èçëîæèòü òàê
[ 166 ]. Óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå, ïðèíèìàåìîå çà òî÷êó îò-
ñ÷åòà, åñòü óðîâåíü ñàõàðà â êðîâè ïðè ãîëîäàíèè, x0 , ïðè
íóëåâîì óðîâíå èíñóëèíà. Åñëè ýòè óðîâíè îòëè÷àþòñÿ îò
ñîîòâåòñòâóþùèõ óñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèþ, òî îíè èçìåíÿ-
þòñÿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ ìå-
õàíèçìîâ.
1. Åñëè óðîâåíü ñàõàðà â êðîâè ïðåâûøàåò óñòîé÷èâûé, òî
ïîäæåëóäî÷íàÿ æåëåçà ñåêðåòèðóåò èíñóëèí â êðîâåíîñ-
íîå ðóñëî. Ýòî ÿâëåíèå ìîæíî îïèñàòü êóñî÷íî-ëèíåéíîé
ìîäåëüþ

[
dy

dt
]1 =

{
b1(x− x0), ïðè x > x0;
0, ïðè x < x0.

2. Ñîäåðæàíèå ñàìîãî èíñóëèíà óìåíüøàåòñÿ ïîä âëèÿ-
íèåì íåñêîëüêèõ áèîõèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ; â æèâîì îð-
ãàíèçìå ïîëîâèíà ñâîáîäíîãî èíñóëèíà èíàêòèâèðóåòñÿ çà
âðåìÿ îò 10 äî 25 ìèí. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü

[
dy

dt
]2 = −b2y, y ≥ 0.

3. Ëþáîé âíåøíèé èñòî÷íèê èíñóëèíà áóäåò òî÷íî îïèñû-
âàòüñÿ ñëàãàåìûì, ñîîòâåòñòâóþùèì âíåøíåé ñèëå â äèô-
ôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè. Äëÿ çäîðîâîãî îðãàíèçìà ýòî
ñëàãàåìîå òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ; äëÿ áîëüíûõ äèàáå-
òîì îíî áóäåò ôóíêöèåé âðåìåíè, îïðåäåëÿåìîé ãðàôèêîì
èíúåêöèé

[
dy

dt
]3 = b3w(t).
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Òðè ïîñòîÿííûõ b1, b2 è b3 ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèòåëü-
íû. Îíè ìîãóò áûòü íàçâàíû ÷óâñòâèòåëüíîñòÿìè è ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî ÷óâñòâèòåëüíîñòè ãðàäè-
åíòà èíñóëèíà ê: à) âûñîêîìó óðîâíþ ñàõàðà â êðîâè,
á) óðîâíþ èíñóëèíà è â) ê ââîäó èíñóëèíà. Íåêîòîðóþ
ñëîæíîñòü ó÷åòà ôàêòîðà à) ìîæíî îòðàçèòü ïðè ïîìîùè
ôóíêöèè Õåâèñàéäà, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèÿìè

H(ξ) =

{
0, ïðè ξ < 0;
1, ïðè ξ ≥ 0,

ãäå ξ ∈ R1 , òàê ÷òî ñóììàðíûé ãðàäèåíò óðîâíÿ èíñóëèíà
ìîæíî òåïåðü âûðàçèòü â âèäå

dy

dt
= b1(x− x0)H(x− x0)− b2y + b3w(t). (6.1)

Ïðè ðàññìîòðåíèè ãðàäèåíòà óðîâíÿ ñàõàðà âûäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå ñîñòàâëÿþùèå:
1. Ïðèñóòñòâèå èíñóëèíà ïðèâîäèò ê ìåòàáîëèçìó ñàõàðà,
÷òî ïîíèæàåò ñîäåðæàíèå åãî â êðîâè. ×åì âûøå ñîäåð-
æàíèå ñàõàðà â êðîâè èëè óðîâåíü èíñóëèíà, òåì áûñòðåå
ïðîèñõîäèò ýòî ïîíèæåíèå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïî êðàé-
íåé ìåðå äëÿ ìàëûõ èçìåíåíèé ïåðåìåííûõ ýòîò ýôôåêò
áóäåò äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàòüñÿ ïðîèçâåäåíèåì óêà-
çàííûõ äâóõ óðîâíåé

[
dx

dt
]1 = −a1xy.

2. Óðîâåíü ñàõàðà â êðîâè ìîæåò ïàäàòü íèæå ðàâíîâåñ-
íîãî (íàïðèìåð, âñëåäñòâèå áîëüøîé ôèçè÷åñêîé íàãðóçêè
ïðè ãîëîäàíèè). Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîäíÿòü åãî äî íîðìàëü-
íîãî óðîâíÿ, âûñâîáîæäàþòñÿ çàïàñû óãëåâîäîâ èç ïå÷åíè.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

[
dx

dt
]2 =

{
a0(x0 − x)), ïðè x < x);
0, ïðè x ≥ x0.

3. Èìååò ìåñòî, òàêæå, åñòåñòâåííîå ïàäåíèå êîíöåíòðà-
öèè ñàõàðà, âëèÿíèå êîòîðîãî íà ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
ñîãëàñíî ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, ìàëî. Îíî îïèñûâàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì:

[
dx

dt
]3 = −a′2(x− x0).

4. Âíåøíèì èñòî÷íèêîì ñàõàðà â êðîâè ÿâëÿåòñÿ ïîòðåá-
ëÿåìàÿ ïèùà, ÷òî ìîæíî îïèñàòü ÿâíîé ôóíêöèåé âðåìåíè

[
dx

dt
]4 = a3z(t)

Ïîñòîÿííûå a1, a2, a′2 è a3 òàêæå ïîëîæèòåëüíû è ÿâëÿ-
þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷óâñòâèòåëüíîñòÿìè ãðàäèåíòà óðîâ-
íÿ ñàõàðà ê: à) ïðèñóòñòâèþ èíñóëèíà, á) íèçêîìó óðîâíþ
ñàõàðà â êðîâè, â) âûñîêîìó óðîâíþ ñàõàðà â êðîâè è ã)
ïðèåìó ïèùè.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè Õåâèñàéäà âûðàæåíèå äëÿ
ñóììàðíîãî ãðàäèåíòà óðîâíÿ ñàõàðà â êðîâè ìîæåò áûòü
çàïèñàíî â âèäå

dx

dt
= −a1xy+a2(x0−x)H(x0−x)−a′2(x−x0)H(x−x0)+a3z(t).

(6.2)
Îòìåòèì, ÷òî îòêëîíåíèÿ ñîäåðæàíèÿ ñàõàðà â ñòîðîíó ïî-
âûøåíèÿ èëè ïîíèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ðàâíîâåñíîãî óðîâ-
íÿ êîìïåíñèðóþòñÿ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñòàáèëèçèðóþùè-
ìè ïðîöåññàìè, òàê ÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåëè-
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íåéíîé. Êðîìå òîãî, ïðîòåêàíèå îñíîâíîãî ïðîöåññà óäàëå-
íèÿ ñàõàðà çàâèñèò îò ñîäåðæàíèÿ êàê ñàõàðà, òàê è èíñó-
ëèíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëàãàåìîå, îïðåäåëÿþùåå óáûëü ñà-
õàðà, òàêæå ñóùåñòâåííî íåëèíåéíî, ïîýòîìó èñïîëüçîâàí-
íîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå åãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîíöåí-
òðàöèé ñîîòâåòñòâóåò, âåðîÿòíî, ñàìîìó ïðîñòîìó âàðèàí-
òó ìîäåëè.

Âíåøíèå èñòî÷íèêè
Ïîñòóïëåíèå ñàõàðà â êðîâü çàâèñèò îò ïðèåìà ïèùè.

Çàïàñû ïèùè â îðãàíèçìå ïîïîëíÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè, à
íå íåïðåðûâíî; êðîìå òîãî, äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà
ëþáîé ñòàäèè ýòè çàïàñû óìåíüøàþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî.

Òîãäà ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå ïîñòóïëåíèå ñàõàðà çà
ñ÷åò âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ, ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
a3z(t) , ãäå

z(t) =

{
0, ïðè t < t0;
Qe−K(t−t0), ïðè t ≥ t0.

(6.3)

Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèÿ, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü çàäàíà
îòíîñèòåëüíî êàæäîãî ïðèåìà ïèøè, ñîäåðæèòñÿ â ïàðà-
ìåòðàõ Q (êîëè÷åñòâî), K (ïàðàìåòð çàïàçäûâàíèÿ), t0
(âðåìÿ ïðèåìà ïèùè). Ðàçëè÷íûå K ñîîòâåòñòâóþò ðàç-
ëè÷íîé ïèùå. Èíúåêöèþ ãëþêîçû ìîæíî îïèñàòü, îäíî-
âðåìåííî çàäàâ áîëüøèå çíà÷åíèÿ äëÿ Q è äëÿ K . Ðà-
çóìååòñÿ, ïàðàìåòðû a3 è Q âõîäÿò â óðàâíåíèÿ ìîäåëè
òîëüêî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ, èõ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ïî
îòäåëüíîñòè ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðèðîâàòü ñ "êîëè÷å-
ñòâîì" ïèùè, èçìåðÿåìûì áîëåå èëè ìåíåå ïðèâû÷íûìè
÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè.

Åñòåñòâåííîå ïîñòóïëåíèå èíñóëèíà â êðîâü ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèéñÿ ïðîöåññ, êîòî-
ðûé ðåãóëèðóåòñÿ ìåõàíèçìîì îáðàòíîé ñâÿçè. Ïðè íàðó-
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øåíèè ýòîãî ìåõàíèçìà ïðèìåíÿåòñÿ ââåäåíèå èíñóëèíà,
àíàëîãè÷íîå ââåäåíèþ ñàõàðà. Ïåðèîäè÷åñêèå ïîäêîæíûå
èíúåêöèè ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ïîïîëíåíèåì <äåïî èíñó-
ëèíà>, èç êîòîðîãî ïîñëåäíèé â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðå-
ìåíè ïîñòóïàåò â êðîâü. Èçâåñòíî, ÷òî <ìàêñèìàëüíûé
ýôôåêò> èíúåêöèè äîñòèãàåòñÿ ïî èñòå÷åíèè îïðåäåëåí-
íîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè (îáû÷íî îêîëî òðåõ ÷àñîâ), è
÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ äåéñòâèå èíúåêöèè ïîëíîñòüþ
ïðåêðàùàåòñÿ. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ýôôåêò
ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ïîñòóïëåíèÿ èíñó-
ëèíà êðîâü è, ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøåìó âëèÿíèþ íà
ãðàäèåíò èíñóëèíà, òî îïèñàííóþ ñèòóàöèþ ìîæíî ìîäå-
ëèðîâàòü, âûáèðàÿ ôóíêöèþ w(t) òàêîé, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 30. Äëÿ ôóíêöèè w(t) ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå â
âèäå êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè âðåìåíè; äëÿ ýòîãî òðå-
áóþòñÿ ñëåäóþùèå äàííûå: âðåìÿ èíúåêöèè; êîëè÷åñòâî
ââîäèìîãî èíñóëèíà; âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ
ìàêñèìàëüíîãî ýôôåêòà; à òàêæå, íàêëîíû ó÷àñòêîâ âîç-
ðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ êðèâîé. Â äàííîì ñëó÷àå ïàðàìåòð
b3 � ÷óâñòâèòåëüíîñòü óðîâíÿ èíñóëèíà ê èíúåêöèè � ââî-
äèòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ïîñòóïàþùåãî èçâíå èí-
ñóëèíà èçìåðÿëîñü ïðèâû÷íûìè ÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè.

Ïàðàìåòðû óïðàâëåíèÿ è êà÷åñòâà ïðîöåññà
Óðàâíåíèÿ (6.1), (6.2) íàçûâàþòñÿ â ëèòåðàòóðå ìîäå-

ëüþ Äýâèñà. Îíà ñîäåðæèò äâà ïàðàìåòðà óïðàâëåíèÿ z(t)
è w(t) . Â òðåòüåì óðàâíåíèè, îïèñûâàþùåãî êà÷åñòâî ïðî-
öåññà óïðàâëåíèÿ, ôèãóðèðóåò ñàõàðíàÿ êðèâàÿ çäîðîâîãî
îðãàíèçìà x̄(t) . Îíà ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíå-
íèé (6.1), (6.2) ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ çäîðîâîìó îðãàíèçìó: a1 = 0.05 , a2 = 1.0 , a3 = 4.0 ,
b1 = 0.5 , b2 = 2.0 , b3 = 1 , x0 = 100 , y(0) = 0 , t ∈ [0, 24] .

Óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ z(t) (6.3), îïèñûâàþ-
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ùàÿ ïðèåì ïèùè çäîðîâûì îðãàíèçìîì: 8.00 � çàâòðàê,
50 åäèíèö, 13.00 � îáåä, 100 åäèíèö, 20.00 � óæèí, 100
åäèíèö. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ çäîðîâîãî îðãàíèçìà w(t) = 0 .

Óðàâíåíèå äëÿ ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà ïðîöåññà èìååò âèä

J̇(t) = A(x(t)− x̄(t))2 + Bw2(t), J(0) = 0, (6.4)

è ïðåäñòàâëÿåò âçâåøåííóþ ñóììó êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ
çíà÷åíèÿ ñàõàðíîé êðèâîé áîëüíîãî ÷åëîâåêà â ìîìåíò t
îò çíà÷åíèÿ ñàõàðíîé êðèâîé çäîðîâîãî îðãàíèçìà â ìî-
ìåíò t è êâàäðàòà âòîðîãî óïðàâëåíèÿ � èíúåêöèé èíñó-
ëèíà. Çäåñü A è B � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü (6.1), (6.2), (6.4) ïðè ïàðàìåòðàõ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ áîëüíîìó äèàáåòîì ñðåäíåé òÿæåñòè îð-
ãàíèçìó: a1 = 0.03 , b1 = 0.01 , b3 = 1.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå óïðàâëåíèé
z(t) , w(t) , t ∈ [0, T ] ïðè êîòîðûõ J(T ) ≤ C , C, T �
ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

6.2. Ìîäåëü äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè áîëü-
íûõ ïðè ýïèäåìèè

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèîííîãî çà-
áîëåâàíèÿ â èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
îñîáè ïîïóëÿöèè äåëÿòñÿ íà òðè êëàññà. Èíôèöèðîâàííûé
êëàññ ÷èñëåííîñòüþ x(t) (t � âðåìÿ) ñîñòîèò èç èíôè-
öèðîâàííûõ (çàáîëåâøèõ) îñîáåé, êàæäàÿ èç ýòèõ îñîáåé
çàðàçíà (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíêóáàöèîííûé ïåðèîä çà-
áîëåâàíèÿ ïðåíåáðåæèìî êîðîòîê). Âòîðîé êëàññ ÷èñëåí-
íîñòüþ y(t) ñîñòàâëÿþò âîñïðèèì÷èâûå îñîáè, ò.å. îñîáè,
êîòîðûå ìîãóò çàðàçèòüñÿ ïðè êîíòàêòå ñ èíôèöèðîâàí-
íûìè îñîáÿìè. È, íàêîíåö, òðåòèé êëàññ ñîñòîèò èç íåâîñ-
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ïðèèì÷èâûõ îñîáåé (ïðèîáðåòøèõ èììóíèòåò èëè ïîãèá-
øèõ â ðåçóëüòàòå çàáîëåâàíèÿ). Åãî ÷èñëåííîñòü îáîçíà÷à-
åòñÿ z(t) . Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî îáùàÿ ÷èñëåííîñòü
ïîïóëÿöèè N ïîñòîÿííà (ò.å. íå ó÷èòûâàþòñÿ ðîæäåíèÿ,
åñòåñòâåííûå ñìåðòè è ìèãðàöèÿ).

Äâå ãèïîòåçû, ëåæàùèå â îñíîâå ìîäåëè òàêîâû:
1) çàáîëåâàåìîñòü â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíà x(t)y(t)

(ýòà ãèïîòåçà îñíîâûâàåòñÿ íà ïðàâäîïîäîáíîì ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ÷èñëî çàáîëåâàþùèõ ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó
âñòðå÷ ìåæäó áîëüíûìè è âîñïðèèì÷èâûìè îñîáÿìè, êî-
òîðîå â ñâîþ î÷åðåäü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðîïîðöèî-
íàëüíî x(t)y(t)); òàêèì îáðàçîì ÷èñëåííîñòü êëàññà x ðàñ-
òåò, à ÷èñëåííîñòü êëàññà y óáûâàåò ñî ñêîðîñòüþ ax(t)y(t),
(a > 0) ;

2) ÷èñëåííîñòü ñòàíîâÿùèõñÿ íåâîñïðèèì÷èâûìè îñî-
áåé (ïðèîáðåòøèõ èììóíèòåò èëè ïîãèáøèõ) ðàñòåò ñî ñêî-
ðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ÷èñëåííîñòè çàáîëåâøèõ, ò.å.
ñî ñêîðîñòüþ bx(t), (b > 0) . Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì
ñèñòåìó óðàâíåíèÿ

ẋ = axy − bx,
ẏ = −axy − u(t),
ż = bx.

Óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð u(t) îïèñûâàåò ïðîöåññ ïðî-
ôèëàêòè÷åñêèõ ìåð ïî âàêöèíàöèè âîñïðèèì÷èâûõ îñîáåé
è óìåíüøåíèþ ÷èñëà êîíòàêòîâ áîëüíûõ è âîñïðèèì÷èâûõ
îñîáåé.

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïåðåâîäå ñèñòåìû èç íà-
÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x0, y0, z0 â êîíå÷íîå x1, y1, z1

ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåííûå x, y, z :
x(t) ≤ 0.7(x(t) + y(t) + z(t)) . U
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1. Ëèíåàðèçàöèÿ äèíàìè÷åñêîé îá-
ðàòíîé ñâÿçüþ

1.1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì, äëÿ êàæäîé èç êî-
òîðûõ ñóùåñòâóåò ñâîÿ, èçîìîðôíàÿ åé ïî Ëè-Áýêëóíäó
[ 148 ], ëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ óïðàâëåíèåì. Ñ÷è-
òàåòñÿ, ÷òî â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå, çàäà÷à î íàõîæäå-
íèè òàêîãî êëàññà íåëèíåéíûõ ñèñòåì áûëà ïîñòàâëåíà Ã.
Ìîíæåì â 1784 ãîäó. Äëÿ åå ðåøåíèÿ, â ðàáîòå [ 149 ] ïðåä-
ëîæåí ïîäõîä íà îñíîâå ïîíÿòèÿ äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçó-
åìîé ñèñòåìû, à â ðàáîòå [ 150 ] ïðåäëîæåí ïîäõîä íà îñíî-
âå ïîíÿòèÿ ïëîñêîé ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì. Îáà ïîäõîäà
îêàçàëèñü ýôôåêòèâíûìè ïðè èññëåäîâàíèè êîíêðåòíûõ
óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Â ðåçóëüòàòå ñðàâíèòåëüíîãî àíàëè-
çà ýòèõ ïîäõîäîâ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
Â ðàáîòå [ 152 ] ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ïëîñêàÿ ñèñòåìû ñ
óïðàâëåíèåì äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìà. Â ðàáîòå [ 155 ]
ïîêàçàíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ëþ-
áàÿ äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ "ïëîñ-
êîé" íåçàâèñèìî îò òèïà ëèíåàðèçóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè.
Çäåñü êîðîòêî èçëàãàåòñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ àëãîðèòìà ïî-
èñêà ëèíåàðèçóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè, îáîñíîâàííûé â ðà-
áîòàõ [ 150 ], [ 156 ], è ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû åãî ïðè-
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ìåíåíèÿ ê íåêîòîðûì íåëèíåéíûì ìîäåëÿì.

1.2. Ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

óïðàâëåíèåì âèäà
ẋ = f(t, x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rm, (1.1)

ãäå t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, âåêòîð x = (x1, ..., xn)
� ñîñòîÿíèå, âåêòîð u = (u1, ..., um) � óïðàâëåíèå,
f = (f1, ..., fn) � ãëàäêàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, à
ẋ ≡ dx/dt . Ïîä ãëàäêîñòüþ çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ áåñ-
êîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü.

Ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ âåêòîðíóþ ôóíêöèþ y ïåðå-
ìåííûõ t, x, u è ïðîèçâîäíûõ u ïî t äî êàêîãî-òî êîíå÷-
íîãî ïîðÿäêà ` : y(t, x, u, u̇, ü, ..., u(`)) áóäåì íàçûâàòü
âûõîäîì ñèñòåìû (1.1). Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëü-
êî ãëàäêèå ôóíêöèè. Ïîýòîìó òåðìèí "ãëàäêàÿ" èíîãäà
áóäåò îïóñêàòüñÿ. Ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n + m + 1 ñ
êîîðäèíàòàìè t, x1, ..., xn, u1, ..., um áóäåì íàçûâàòü ïðî-
ñòðàíñòâîì ñèñòåìû (1.1). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t, x, u)
îïðåäåëåíà â îáëàñòè Ω ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ñèñòåìó (1.1) íàçûâàþò ðåãóëÿðíîé â îáëàñòè Ω ,
åñëè ðàíã ìàòðèöû ∂fl/∂uj â êàæäîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè
ðàâåí m .

Ïóñòü êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé U ñîäåðæèò äèô-
ôåðåíöèðóåìûå äî ïîðÿäêà `+1 ôóíêöèè u(t), t ∈ [0, T ] ,
è äëÿ ñèñòåìû (1.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì ñóùåñòâî-
âàíèÿ, åäèíñòâåííîñòè è íåëîêàëüíîé ïðîäîëæèìîñòè ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïðè äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè u(t) .

Ïðåäïîëîæèì çàäàíû íà÷àëüíîå x0 è êîíå÷íîå xf ñî-
ñòîÿíèÿ ñèñòåìû â íà÷àëüíûé t0 è êîíå÷íûé tf ìîìåíòû



1. Ëèíåàðèçàöèÿ îáðàòíîé ñâÿçüþ 181

âðåìåíè.
Çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïî-

èñêå ôóíêöèè u(t) , t ∈ [t0, tf ] â êëàññå äîïóñòèìûõ óïðàâ-
ëåíèé, äëÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå x(t) ñ íà÷àëü-
íûì óñëîâèåì x(t0) = x0 è êîíå÷íûì óñëîâèåì x(tf ) = xf .

1.3. Ëèíåàðèçàöèÿ äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé
ñâÿçüþ è ïëîñêèå ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå 2.3. Äèíàìè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì óïðàâ-
ëÿåìîé ñèñòåìû (1.1) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà âèäà

ξ̇ = a(t, x, ξ, v), u = b(t, x, ξ, v), ξ ∈ R`, v ∈ Rm,
(1.2)

ñ âõîäîì (x, v) è âûõîäîì (ξ, u) .
Îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè t, x, ξ, v , ãäå

îïðåäåëåíû ôóíêöèè a è b , íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäå-
ëåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ (1.2) óïðàâëÿåìîé
ñèñòåìû (1.1).
Îïðåäåëåíèå 2.4. Äèíàìè÷åñêè ðàñøèðåííûì âàðèàíòîì
ñèñòåìû (1.1) íàçîâåì ñèñòåìó

ẋ = f(t, x, b(t, x, ξ, v)), ξ̇ = a(t, x, ξ, v), (1.3)

ñ ñîñòîÿíèåì (x, ξ) ∈ Rn+` è óïðàâëåíèåì v ∈ Rm .
Âòîðîå óðàâíåíèå â (1.2) îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå èç

ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (1.3) â ìíîæåñòâî óïðàâëå-
íèé ñèñòåìû (1.1).

Îïðåäåëåíèå 2.5. Äèíàìè÷åñêîå ðàñøèðåíèå (1.2) ñèñòåìû
(1.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîîòâåòñòâèÿ ðåøåíèé, åñëè
äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ (x(t), u(t)) ñèñòåìû (1.1) ñóùåñòâóþò
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âåêòîðíûå ôóíêöèè ξ(t) è v(t) , êîòîðûå âìåñòå ñ ôóíêöè-
ÿìè x(t) è u(t) òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì
(1.2).

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ðåøåíèé äëÿ
äèíàìè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ (1.2) ñèñòåìû (1.1) ñëåäóåò,
÷òî íàáîð ôóíêöèé (x(t), ξ(t), v(t)) îáðàçóåò ðåøåíèå
ñèñòåìû (1.3).

Ïîëàãàÿ z = (x, ξ) , çàïèøåì ñèñòåìó (1.3) â ôîðìå
ż = Φ(t, z, v), z ∈ Rn+`, v ∈ Rm. (1.4)

Îïðåäåëåíèå 2.6. Çàìåíà ïåðåìåííûõ:t = t,

y = Y (t, z, v, v̇, ..., v(`1)), w = W (t, z, v, v̇, ..., v(`2)),
(1.5)

"ïðåîáðàçóåò" ñèñòåìó (1.4) â ñèñòåìó
ẏ = g(t, y, w), y ∈ Rs, w ∈ Rm, (1.6)

åñëè äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ (z = z(t), v = v(t)) ñèñòåìû
(1.4) âåêòîðíûå ôóíêöèè

y(t) = Y (t, z(t), v(t), v̇(t), ..., v(`1)(t)),
w(t) = W (t, z(t), v(t), v̇(t), ..., v(`2)(t)),

(1.7)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèå ñèñòåìû (1.6).

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ñèñòåìà (1.4) íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé
ñèñòåìå (1.6), åñëè ñóùåñòâóåò çàìåíà ïåðåìåííûõ âèäà
(1.5), ïðåîáðàçóþùàÿ ïàðó (z(t), v(t)) , ÿâëÿþùóþñÿ ðåøå-
íèåì ñèñòåìû (1.4) â ïàðó (y(t), w(t)) , ÿâëÿþùóþñÿ ðåøå-
íèåì ñèñòåìû (1.6), è îáðàòíàÿ ê (1.5) çàìåíà ïåðåìåííûõ
âèäà: t = t,

z = Z(t, y, w, ẇ, ..., w(k1)), v = V (t, y, w, ẇ, ..., w(k2)),
(1.8)
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ïðåîáðàçóþùàÿ ïàðó (y(t), w(t)) , ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû (1.6) â ïàðó (z(t), v(t)) , ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû (1.4).

Òåðìèí "îáðàòíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ" çäåñü îçíà÷à-
åò, ÷òî îòîáðàæåíèå ðåøåíèé, ïîðîæäåííîå ýòîé çàìåíîé,
ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþ, ïîðîæäåííîìó çàìå-
íîé (1.5). Îòîáðàæåíèÿ (Y, W ) è (Z, V ) ãëàäêèå, âçàèìíî
îäíîçíà÷íûå â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ñèñòåìà (1.4) íàçûâàåòñÿ ëèíåàðèçóå-
ìîé â îáëàñòè U ⊂ R1×Rn+`×Rm , åñëè îíà ýêâèâàëåíòíà
ñèñòåìå

y
(ni)
i = wi, i = 1, ..., m.

Ïóñòü `1 íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 2.9. Ñèñòåìà (1.4) íàçûâàåòñÿ "ïëîñêîé" â
îáëàñòè U1 , åñëè íà U1 îïðåäåëåíà òàêàÿ ãëàäêàÿ âåêòîð-
íàÿ ôóíêöèÿ y = h(t, z, v, v̇, ..., v(`1)) äëÿ êîòîðîé

1. z = F (t, y) , ãäå y = (y, ẏ, ÿ, ..., y(`2)) , F � ãëàäêàÿ
ôóíêöèÿ;

2. ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ îáðàòíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ
y = Φ(t, z) .

Ïðè ýòîì âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ h íàçûâàåòñÿ "ïëîñêèì"
(èëè "ëèíåàðèçóþùèì") âûõîäîì ñèñòåìû (1.4).

Ïîêàæåì, ÷òî ïëîñêàÿ ñèñòåìà ëèíåàðèçóåìà. Ïóñòü
ñèñòåìà (1.4) "ïëîñêàÿ" è z(t) åå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâó-
þùåå äîïóñòèìîìó óïðàâëåíèþ v(t) .

Ïðåäïîëîæåíèå 2.11. Óðàâíåíèå Φ(t, z, v) = g ,
(t, z, v) ∈ U , g ∈ Φ(U) ⊂ Rn èìååò ðåøåíèå îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðà v = P (t, z, g) , íóæíîé ãëàäêîñòè.
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Äèôôåðåíöèðóÿ ðåøåíèå z(t) = F (t, ȳ) ïî íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé t , ïîëó÷àåì

dz

dt
= Φ(t, F (t, y), u) =

∂F

∂t
+

∂F

∂y
ẏ + ... +

∂F

∂y`2
y`2+1,

è ñëåäîâàòåëüíî v =

= P (t, F (t, y),
∂F

∂t
+

∂F

∂y
ẏ+...+

∂F

∂y`2
y`2+1) = P (t, y, y(`2+1)).

Ïîëàãàÿ y(`2+1) = w óïðàâëåíèåì, äëÿ ïåðåìåííîé y
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

y(`2+1) = w (1.9)

è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñèñòåì (1.4) è (1.9).
Òàê, åñëè w(t), y(t) ðåøåíèå ñèñòåìû (1.9), òî v = P (t, y, w) ,
z = F (t, y) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1.4), òî åñòü ñèñòåìà (1.4)
ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèÿ 2.11 ýêâèâàëåíòíà ëèíåé-
íîé ñèñòåìå (1.9).

Òåîðåìà 2.5. [ 155 ]. Ïóñòü ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà (1.1) ïëîñ-
êàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè θ åå äèôôåîòîïà ε∞ . Òîãäà â
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêîå ðàñøè-
ðåíèå (1.2), ïðè êîòîðîì ñèñòåìà (1.4) ëèíåàðèçóåìà.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ðåãóëÿðíàÿ ïëîñêàÿ ñèñòåìà äè-
íàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìà. Óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà ïðîâåð-
êè ïëîñêîñòíîñòè ñèñòåìû (íàõîæäåíèÿ âåêòîð ôóíêöèè
hi(t, x, u, u̇, ..., u(`3))) ñåé÷àñ íåò. Îäíàêî, äëÿ áîëüøîãî
÷èñëà ïðèêëàäíûõ ìîäåëåé òàêèå ôóíêöèè íàéäåíû [ 150 ].

Ïîèñê ëèíåàðèçóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè ìîæåò áûòü ïðî-
âåäåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1. Íàõîäÿòñÿ ôóíêöèè y1 = h1, ..., ym = hm â âèäå
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hi(t, x, u, u̇, ..., u(`3)) îáðàçóþùèå ïëîñêèé âûõîä ñèñòåìû
âèäà (1.1).
2. Ïåðåìåííûå x âûðàæàþòñÿ ÷åðåç t è ôóíêöèè
ỹ = (y1, ẏ1, ..., y

(n1−1)
1 , y2, ..., y

(nm−1)
m ). (Â ðàáîòå [ 155 ]

ïîêàçàíî, ÷òî êîíå÷íîå ni, i = 1, .., m îáÿçàòåëüíî ñóùå-
ñòâóåò.)
3. Âûáèðàåòñÿ âåêòîð ôóíêöèÿ ξ = (ξ, ξ̇, ..., ξ(k3)) , ãäå
ξ = H(t, y) ïåðåìåííûõ t, ỹ òàê, ÷òîáû ìàòðèöà ßêîáè
∂(ξ, x)

∂ỹ
áûëà íåâûðîæäåííîé.

4. Ïðîèçâîäíûå ξ̇1, ..., ξ̇l ýòèõ ôóíêöèé â ñèëó ñèñòå-
ìû (1.1) è ôóíêöèè u1, ..., um âûðàæàþòñÿ ÷åðåç t, ỹ ,
v = (v1, ..., vm) , ãäå vi = y

(ni)
i , i = 1, ..., m.

5. Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííûõ t, ỹ, v ê ïåðåìåííûì t, ξ, x, v ,
ïîëó÷àåì ëèíåàðèçóåìûé, äèíàìè÷åñêè ðàñøèðåííûé âà-
ðèàíò èñõîäíîé ñèñòåìû.

2. Ëèíåàðèçóåìîñòü ìîäåëè òðåõêî-
ëåñíîé òåëåæêè

Ðàññìîòðèì ìîäåëü òðåõêîëåñíîé òåëåæêè îïèñàííóþ
â §1 ãë.3. Ñèñòåìà (1.1) ãë.3 äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìà
[ 155 ]. Ïîêàæåì ýòî.

Äèíàìè÷åñêîå ðàñøèðåíèå (1.2) âûáåðåì ñ ñëåäóþùåì
âèäå

ξ̇ = v1 cos θ + v2 sin θ,
VR = ξ(1 + `(v2 cos θ − v1 sin θ)/2ξ2),
VL = ξ(1− `(v2 cos θ − v1 sin θ)/2ξ2),

(2.1)

Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ y1 = x, y2 = y , ðàñøèðåííàÿ
ñèñòåìà ((1.1, ãë.3), 2.1) ïðåîáðàçóåòñÿ â ëèíåéíóþ ñèñòåìó
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y1 = x, ẏ1 = ξ cos θ, ÿ1 = ξ̇ cos θ − ξ sin θθ̇ = v1,

y2 = y, ẏ2 = ξ sin θ, ÿ2 = ξ̇ sin θ + ξ cos θθ̇ = v2.
(2.2)

Èòîãîâàÿ ðàñøèðåííàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä:

ÿ1 = v1, ÿ2 = v2. (2.3)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è êîíå÷íûå óñëîâèÿ:

y1(0) = x0,
y2(0) = y0,
y1(T ) = x1,
y2(T ) = y1,

ẏ1(0) = ẋ(0) = 1
2
(VR(0) + VL(0)) cos θ(0),

ẏ2(0) = ẏ(0) = 1
2
(VR(0) + VL(0)) sin θ(0),

ẏ1(T ) = ẋ(T ) = 1
2
(VR(T ) + VL(T )) cos θ(T ),

ẏ2(T ) = ẏ(T ) = 1
2
(VR(T ) + VL(T )) sin θ(T ).

(2.4)

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.3) c íà÷àëüíûìè
è êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè (2.4) ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè ëèíå-
àðèçîâàííûì àíàëîãîì ñèñòåìû (1.1), ãë.3.

Îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ (1.2), ãë.3 ïîðîæäàþò ñëå-
äóþùèå ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è óïðàâ-
ëåíèÿ (2.3) � (2.4):
1. Ò. ê., ñîãëàñíî (1.1), ãë.3, (2.1) 0 ≤ 1

2
(VR + VL) = ξ ≤ ρ ,

òî èç (2.2) ñëåäóåò ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå íà y1, y2 :
√

ẏ2
1 + ẏ2

2 ≤ ρ. (2.5)

2. Òàê êàê −ρ ≤ VR − VL = `(v2 cos θ − v1 sin θ)/ξ ≤ ρ , òî
(−ρξ/`) ≤ v2 cos θ−v1 sin θ =

√
v2

1 + v2
2 sin(θ+ϕ(θ)) ≤ ρξ/` .



2. Ëèíåàðèçóåìîñòü ìîäåëè òðåõêîëåñíîé òåëåæêè 187

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, äîñòàòî÷íî
√

v2
1 + v2

2 ≤ ρξ/`. (2.6)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.3) äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ñìåøàííîå îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå (2.6)
è ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå (2.5).

Îãðóáèì ñèòóàöèþ, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ òå
óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

√
v2

1 + v2
2 ≤ a (2.7)

ãäå a, ξ òàêîâû, ÷òî a ≤ ρξ/` .
Òîãäà ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå áóäåò èìåòü âèä

(a`/ρ) ≤
√

ẏ2
1 + ẏ2

2 ≤ ρ. (2.8)

è îãðàíè÷åííîå óïðàâëåíèå
√

v2
1 + v2

2 ≤ a , ãäå a ≤ ρ2/` ,
ðåøàþùåå òåðìèíàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ íà÷àëüíîé è êîíå÷-
íîé ïîçèöèè ( 2.4) è, ãàðàíòèðóþùåå âûïîëíåíèå ôàçîâîãî
îãðàíè÷åíèÿ (2.8), áóäó÷è ïîäñòàâëåííûì â (2.1) ôîðìè-
ðóåò óïðàâëåíèÿ VR, VL , ðåøàþùèå çàäà÷ó òåðìèíàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (1.1) ãë.3.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà èìå-
åò âèä:

ÿ1 = v1, y1(0) = x(0),
ÿ2 = v2, y2(0) = y(0),

(2.9)

y1(0) = ẋ(0), y1(T ) = x1, ẏ1(T ) = ẋ(T ),
y2(0) = ẏ(0), y2(T ) = y1, ẏ2(T ) = ẏ(T ),

(2.10)

c îãðàíè÷åíèåì íà óïðàâëåíèå è ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì
âèäà

√
v2

1 + v2
2 ≤ a, a`/ρ ≤

√
ẏ2

1 + ẏ2
2 ≤ ρ, (2.11)
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ãäå a ≤ ρ2/` .
Íàëè÷èå â çàäà÷å (1.1), ãë.3 ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé âèäà

(x, y) ∈ M1 , ãäå M1 � âûïóêëîå ìíîæåñòâî â R2 , âëå÷åò
äîïîëíèòåëüíîå ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå (y1, y2) ∈ M1 äëÿ
ëèíåéíîé çàäà÷è (2.9). Îòìåòèì, ÷òî âûáîð ïàðàìåòðà a
âëèÿåò íà âåëè÷èíó âðåìåíè T . Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëÿåìîñòè äëÿ çàäàííîé íà÷àëüíîé
ïîçèöèè ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.9) ñ ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì,
íàäî ïîäñòàâèòü ïîëó÷èâøååñÿ óïðàâëåíèå v1(t), v2(t) â
ñîîòíîøåíèÿ (2.1) è èíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó (1.1), (2.1) ïðè
íà÷àëüíîì óñëîâèè íà ξ âèäà a`/ρ ≤ ξ(0) ≤ ρ .

3. Ëèíåàðèçóåìîñòü ìîäåëè ÷åòû-
ðåõêîëåñíîé òåëåæêè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1.6), ãë.3 áåç ïîñëåäíåãî óðàâíå-
íèÿ: 


ẋ
ẏ

θ̇


 =




cos θ
sin θ

tan φ/`


 u, (3.1)

ãäå óïðàâëåíèåì ÿâëÿþòñÿ u è φ , ñêîðîñòü òåëåæêè è óãîë
îòêëîíåíèÿ ïåðåäíèõ êîëåñ.

Ñêîðîñòü òåëåæêè è óãîë îòêëîíåíèÿ êîëåñ îãðàíè÷å-
íû

0 ≤ u ≤ ρ1, |φ| ≤ 4/9π = ρ2. (3.2)

Çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïåðåâîäå
ñèñòåìû (3.1) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x(0) = x0 ,
y(0) = y0 , θ(0) = θ0 , â ïîëîæåíèå x(T ) = x1, y(T ) = y1,
θ(T ) = θ1 , ãäå T � íåêîòîðûé êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè.
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Äëÿ ñèñòåìû (3.1) ñóùåñòâóåò ëèíåàðèçóåìîå äèíàìè-
÷åñêîå ðàñøèðåíèå [ 155 ]. Ïîêàæåì ýòî.
1. Ðàññìîòðèì ïëîñêèé âûõîä âèäà y1 = x, y2 = y .
2. Ëåâûé ñòîëáåö � íîâûå ïåðåìåííûå, ïðàâûé ñòîëáåö
� âûðàæåíèå ñòàðûõ ïåðåìåííûõ ÷åðåç íîâûå:

y1 = x,
y2 = y,
ẏ1 = u cos θ,
ẏ2 = u sin θ,
ÿ1 = d

dt
(u cos θ),

ÿ2 = d
dt

(u sin θ),
... ... .......

x = y1,
y = y2,
θ = arcsin ẏ2√

ẏ2
1+ẏ2

2

= g1(ẏ1, ẏ2),

u =
√

ẏ2
1 + ẏ2

2 = g2(ẏ1, ẏ2),

ϕ = arctg `(ÿ2ẏ1−ÿ1ẏ2)

(ẏ2
1+ẏ2

2)3/2 .

Ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ â èñõîäíîé ñèñòåìå òðè: x, y, θ .
Îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷åòûðå íîâûå ïåðåìåííûå y1, ẏ1,
y2, ẏ2 â îáëàñòè U = {(y1, y2, ẏ1, ẏ2) :

√
ẏ2

1 + ẏ2
2 6= 0} .

Äëÿ íàëè÷èÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ â îá-
ëàñòè U , äîáàâèì íîâóþ ïåðåìåííóþ ξ èç óñëîâèÿ îäíî-
çíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êîìïîíåíò âåêòîðà x, y, θ, ξ ÷åðåç
êîìïîíåíòû âåêòîðà y1, y2, ẏ1, ẏ2 . Â êà÷åñòâå "ïåðâî-
ãî" ïðåòåíäåíòà ïîëîæèì: ξ = u =

√
ẏ2

1 + ẏ2
2. Ôóíêöèè

y1, y2, g1(ẏ1, ẏ2), g2(ẏ1, ẏ2) � ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìû
â îáëàñòè U è òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå (x, y, θ, ξ)
⇔ (y1, y2, g1(ẏ1, ẏ2), g2(ẏ1, ẏ2)) âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

2. Ëåâûé ñòîëáåö � íîâûå ïåðåìåííûå, âûðàæåííûå
÷åðåç ðàñøèðåííûé âåêòîð èñõîäíûõ ôàçîâûõ ïåðåìåí-
íûõ, ïðàâûé ñòîëáåö � ðàñøèðåííûé âåêòîð èñõîäíûõ ôà-
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çîâûõ ïåðåìåííûõ âûðàæåííûé ÷åðåç íîâûå.

y1 = x,
y2 = y,
ẏ1 = ξ cos θ,
ẏ2 = ξ sin θ,

ÿ1 = ξ̇ cos θ − ξ sin θθ̇,

ÿ2 = ξ̇ sin θ + ξ cos θθ̇,

x = y1,
y = y2,
θ = arcsin ẏ2√

ẏ2
1+ẏ2

2

,

ξ =
√

ẏ2
1 + ẏ2

2,

u =
√

ẏ2
1 + ẏ2

2,

ϕ = arctg `(ÿ2ẏ1−ÿ1ẏ2)

(ẏ2
1+ẏ2

2)3/2 .

Â âûðàæåíèÿ äëÿ x, y, θ, ξ âõîäÿò y1, ẏ1, y2, ẏ2 .
Óïðàâëåíèÿ u, ϕ çàâèñÿò îò ÿ1, ÿ2 . Ïîëàãàÿ

ÿ1 = ξ̇ cos θ − ξ sin θθ̇ = v1,

ÿ2 = ξ̇ sin θ + ξ cos θθ̇ = v2,
(3.3)

íàõîäèì

ξ̇ = v1 cos θ + v2 sin θ,
u = ξ,
ϕ = arctg `

ξ2 (v2cosθ − v1 sin θ).
(3.4)

Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (3.1) äèíàìè÷å-
ñêè ëèíåàðèçóåìà è åå ëèíåéíûì àíàëîãîì ÿâëÿåòñÿ ñè-
ñòåìà (3.3).

Â êà÷åñòâå "âòîðîãî" ïðåòåíäåíòà íà ïàðàìåòð äèíà-
ìè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ ðàññìîòðèì ξ = ẏ1 .

x = y1,
y = y2,

tgθ = ẏ2

ẏ1
,

ξ = ẏ1,

u =
√

y2
1 + y2

2,

ϕ = arctg `(ÿ2ẏ1−ÿ1ẏ2)

(ẏ2
1+ẏ2

2)3/2 .

y1 = x,
y2 = y,
ẏ1 = ξ,
ẏ2 = ξ tg θ,

ÿ1 = ξ̇,

ÿ2 = ξ̇ tg θ + ξ 1
cos2 θ

θ̇,
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Ôóíêöèè y1, y2, arctg ẏ2

ẏ1
, ẏ1 � ôóíêöèîíàëüíî íåçàâè-

ñèìû. Ïîëàãàÿ
ÿ1 = ξ̇ = v1,

ÿ2 = ξ̇ tg θ + ξ 1
cos2 θ

θ̇ = v2,

íàõîäèì
ξ̇ = v1,

u = ξ
cos θ

,

ϕ = arctg `(v2−v1 tg θ) cos3 θ
ξ2 .

Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêè ðàñøèðåííàÿ ìîäåëü (3.1)
ñîîòíîøåíèåì ξ = ẏ1 ëèíåàðèçóåìà.

Âåðíåìñÿ ê ïåðâîìó âàðèàíòó (3.4) äèíàìè÷åñêîãî ðàñ-
øèðåíèÿ ñèñòåìû (3.1). Èñõîäíàÿ çàäà÷à ñîäåðæèò îãðàíè-
÷åíèÿ íà óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû (3.2). Îíè ïîðîæäàþò
â ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷å ôàçîâûå îãðà-
íè÷åíèå. Ïîêàæåì ýòî.

Ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ y1 = x, y2 = y , ñèñòåìà (3.1
� 3.4) ïðåîáðàçóåòñÿ â ëèíåéíóþ ñèñòåìó ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

y1 = x, ẏ1 = ξ cos θ, ÿ1 = ξ̇ cos θ − ξ sin θθ̇ = v1,

y2 = y, ẏ2 = ξ sin θ, ÿ2 = ξ̇ sin θ + ξ cos θθ̇ = v2.
(3.5)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

y1(0) = x0, ẏ1(0) = ẋ(0) = u(0) cos θ(0),
y2(0) = y0, ẏ2(0) = ẏ(0) = u(0) sin θ(0),

(3.6)

è êîíå÷íûå óñëîâèÿ

y1(T ) = x1, ẏ1(T ) = ẋ(T ) = u(T ) cos θ(T ),
y2(T ) = y1, ẏ2(T ) = ẏ(T ) = u(T ) sin θ(T ).

(3.7)
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Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (3.5) c íà÷àëüíûìè
è êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè (3.6), (3.7) ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè
ëèíåàðèçîâàííûì àíàëîãîì ñèñòåìû (3.1).

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ (3.2):
1. Òàê êàê, ñîãëàñíî (3.2) 0 ≤ u = ξ ≤ ρ1 , òî èç (3.4)
ñëåäóåò îãðàíè÷åíèå íà ẏ1, ẏ2 :

√
ẏ2

1 + ẏ2
2 ≤ ρ1.

2. Òàê êàê −ρ2 ≤ φ = arctg `(v2 cos θ−v1 sin θ)
ξ2 ≤ ρ2,

òî (−tg(ρ2)ξ
2)/` ≤ v2 cos θ − v1 sin θ =

√
v2

1 + v2
2 sin(θ +

η(θ)) ≤ tg(ρ2)ξ
2/` .

Ïðè √
v2

1 + v2
2 ≤ a

è âûáîðå a èç ñîîòíîøåíèÿ a ≤ tg(ρ2)ξ
2/` , ïîëó÷àåì,

÷òî åñëè ôóíêöèè ẏ1(t), ẏ2(t) , â ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷å,
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

√
a`/tg(ρ2) ≤

√
ẏ2

1 + ẏ2
2 ≤ ρ1, (3.8)

òî â èñõîäíîé çàäà÷å áóäóò âûïîëíÿòüñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà
óïðàâëåíèÿ (3.2).

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà èìå-
åò âèä

ÿ1 = v1, y1(0) = x(0),
ÿ2 = v2, y2(0) = y(0),

(3.9)

ẏ1(0) = ẋ(0), y1(T ) = x1, ẏ1(T ) = ẋ(T ),
ẏ2(0) = ẏ(0), y2(T ) = y1, ẏ2(T ) = ẏ(T ),

(3.10)
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c îãðàíè÷åíèåì íà óïðàâëåíèå è ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì
âèäà





√
v2

1 + v2
2 ≤ a,√

a`/tg(ρ2) ≤
√

ẏ2
1 + ẏ2

2 ≤ ρ1,
a ≤ ρ2

1 tg(ρ2)/`.

(3.11)

Íàëè÷èå â çàäà÷å (3.1) ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé âèäà
(x, y) ∈ M1 , ãäå M1 � âûïóêëîå ìíîæåñòâî â R2 , âëå÷åò
äîïîëíèòåëüíîå ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå (y1, y2) ∈ M1 äëÿ
ëèíåéíîé çàäà÷è (3.9). Îòìåòèì, ÷òî âûáîð ïàðàìåòðà a
âëèÿåò íà âåëè÷èíó âðåìåíè T . Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëÿåìîñòè äëÿ çàäàííîé íà÷àëüíîé
ïîçèöèè ëèíåéíîé ñèñòåìû (3.9) ñ ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì,
íàäî ïîäñòàâèòü ïîëó÷èâøååñÿ óïðàâëåíèå v1(t), v2(t) â
ñîîòíîøåíèÿ (3.4) è èíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó (3.1), (3.4) ïðè
íà÷àëüíîì çíà÷åíèè ξ(0) , óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ

√
a`/tg(ρ2) ≤ ξ(0) ≤ ρ1.

4. Ëèíåàðèçóåìîñòü ìîäåëè àâòîìî-
áèëÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1.6), ãë.3 ñ÷èòàÿ ïàðàìåòðû u1, u2

óïðàâëåíèÿìè:



ẋ
ẏ

θ̇

φ̇


 =




cos θ
sin θ

tan φ/`
0


 u1 +




0
0
0
1


 u2. (4.1)

Çäåñü óïðàâëåíèåì ÿâëÿþòñÿ u1 è u2 , ñêîðîñòü àâòîìîáè-
ëÿ è ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ óãëà îòêëîíåíèÿ ïåðåäíèõ êîëåñ.
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Ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ è ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ óãëà îò-
êëîíåíèÿ êîëåñ îãðàíè÷åíû

0 ≤ u1 ≤ ρ1, |φ| ≤ 4/9π = ρ2, −ρ3 ≤ u2 ≤ ρ3. (4.2)

Çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â ïåðå-
âîäå ñèñòåìû (4.1) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ x(0) = x0,
y(0) = y0, θ(0) = θ0, φ(0) = φ0 , â ïîëîæåíèå x(T ) = x1,
y(T ) = y1, θ(T ) = θ1 , φ(T ) = φ1 , ãäå T � íåêîòîðûé êî-
íå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè.

Äëÿ ñèñòåìû (4.1) ñóùåñòâóåò ëèíåàðèçóåìîå äèíàìè-
÷åñêîå ðàñøèðåíèå [ 156 ]. Ïîêàæåì ýòî.
1. Ðàññìîòðèì ïëîñêèé âûõîä âèäà y1 = x, y2 = y .
2. Ëåâûé ñòîëáåö � íîâûå ïåðåìåííûå, ïðàâûé ñòîëáåö
� âûðàæåíèå ñòàðûõ ïåðåìåííûõ ÷åðåç íîâûå:

y1 = x,
y2 = y,
ẏ1 = u1 cos θ,
ẏ2 = u1 sin θ,
ÿ1 = d

dt
(u1 cos θ),

ÿ2 = d
dt

(u1 sin θ),
... ... .......

x = y1,
y = y2,

θ = arcsin ẏ2√
ẏ2
1+ẏ2

2

,

φ = arctg `(ÿ2ẏ1−ÿ1ẏ2)

(ẏ2
1+ẏ2

2)3/2 ,

u1 =
√

ẏ2
1 + ẏ2

2,

u2 = φ̇.

Ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ â èñõîäíîé ñèñòåìå ÷åòûðå: x, y, θ,
φ . Îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç øåñòü íîâûõ ïåðåìåííûõ y1,
ẏ1, y2, ẏ2, ÿ1, ÿ2 â îáëàñòè U = {(y1, y2, ẏ1, ẏ2, ÿ1, ÿ2 :√

ẏ2
1 + ẏ2

2 6= 0} .
Äëÿ íàëè÷èÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ â îá-

ëàñòè U , äîáàâèì ïåðåìåííûå ξ1, ξ2 ê ïåðåìåííûì x, y, θ,
φ èç óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êîìïîíåíò âåêòî-
ðà x, y, θ, φ, ξ1, ξ2 ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòîðà y1, y2, ẏ1, ẏ2,
ÿ1, ÿ2 .
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1. Ïîëîæèì ξ1 = u1 =
√

ẏ2
1 + ẏ2

2, ξ2 = ξ̇1.

Ôóíêöèè y1, y2 , arcsin ẏ2√
ẏ2
1+ẏ2

2

, arctg `(ÿ2ẏ1−ÿ1ẏ2)

(ẏ2
1+ẏ2

2)3/2 ,
√

ẏ2
1 + ẏ2

2 , (ẏ1ÿ1 + ẏ2ÿ2)/
√

ẏ2
1 + ẏ2

2 � ôóíêöèîíàëüíî
íåçàâèñèìû â îáëàñòè U è òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå
(x, y, θ, ϕ, ξ1, ξ2) ⇔ (y1, y2, ẏ1, ẏ2, ÿ1, ÿ2) ÿâëÿåòñÿ
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.

2. Ëåâûé ñòîëáåö � íîâûå ïåðåìåííûå,âûðàæåííûå ÷å-
ðåç ðàñøèðåííûé âåêòîð èñõîäíûõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ,
ïðàâûé ñòîëáåö � ðàñøèðåííûé âåêòîð èñõîäíûõ ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ âûðàæåííûé ÷åðåç íîâûå.

y1 = x,
y2 = y,
ẏ1 = ξ1 cos θ,
ẏ2 = ξ1 sin θ,

ÿ1 = ξ̇1 cos θ − ξ1 sin θθ̇,

ÿ2 = ξ̇1 sin θ + ξ1 cos θθ̇,...
y 1 = ξ̇2 cos θ − ξ2 sin θθ̇−

−ξ2 sin θθ̇ − ξ1 cos θθ̇−
−ξ1 sin θθ̈,...

y 2 = ξ̇2 sin θ + ξ2 cos θθ̇+

+ξ2 cos θθ̇ − ξ1 sin θθ̇+

+ξ1 cos θθ̈,

x = y1,
y = y2,
θ = arcsin ẏ2√

ẏ2
1+ẏ2

2

,

φ = arctg `(ÿ2ẏ1−ÿ1ẏ2)

(ẏ2
1+ẏ2

2)3/2 ,

ξ1 =
√

ẏ2
1 + ẏ2

2 = u1,

ξ2 = ẏ1ÿ1+ẏ2ÿ2√
ẏ2
1+ẏ2

2

= ξ̇1,

u1 =
√

ẏ2
1 + ẏ2

2,

u2 = φ̇ = `
ξ̇2
1+`2θ̇2×

×(v2 cos θ−
−v1 sin θ−
−3ξ2θ̇).

Â âûðàæåíèÿ äëÿ x, y, θ, φ, ξ1, ξ2 âõîäÿò y1, ẏ1, ÿ1, y2,
ẏ2, ÿ2 . Óïðàâëåíèå u2 çàâèñèò îò ...

y 1,
...
y 2 . Ñëåäîâàòåëüíî

[ 156 ] ni = 3, i = 1, 2 .
Ïîëàãàÿ

...
y 1 = v1,...
y 2 = v2,

(4.3)
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íàõîäèì

ξ̇1 = v1 cos θ + v2 sin θ,

ξ̇2 =
ξ2
1 tan φ

`
+ v1 cos θ + v2 sin θ,

u1 = ξ1,

u2 = `[v2 cos θ−v1 sin θ−ξ2θ̇]

1+ξ1`2θ̇2 .

(4.4)

Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìà.
Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ (4.2).

1. Òàê êàê, ñîãëàñíî (4.2) 0 ≤ u1 ≤ ρ1 , òî èç ñîîòíîøåíèé
ï.2 ñëåäóåò îãðàíè÷åíèå íà ẏ1, ẏ2 :

√
ẏ2

1 + ẏ2
2 ≤ ρ1. (4.5)

2. Òàê êàê −ρ2 ≤ φ = arctg `(ÿ2ξ1 cos θ−ÿ1ξ1 sin θ)

ξ3
1

≤ ρ2 , òî

−tg(ρ2)ξ
2
1/` ≤ ÿ2 cos θ − ÿ1 sin θ =

=
√

ÿ2
1 + ÿ2

2 sin(θ + η(θ)) ≤ tg(ρ2)ξ
2
1/`.

Ïðè √
ÿ2

1 + ÿ2
2 ≤ tg(ρ2)(ẏ

2
1 + ẏ2

2)/` (4.6)

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ φ âûïîëíåíî îãðàíè÷åíèå (4.2).
3. Òàê êàê, ñîãëàñíî (4.2) −ρ3 ≤ u2 ≤ ρ3 , òî èç ñîîòíî-
øåíèé ï.2:

−ρ3 ≤ u2 = `[v2 cos θ − v1 sin θ − 3ξ2θ̇]/(ξ
2
1 + `2θ̇2) ≤ ρ3,

−ρ3[ξ
2
1 + `2θ̇2]/` + 3ξ2θ̇ ≤ v2 cos θ − v1 sin θ ≤

≤ ρ3[ξ
2
1 + `2θ̇2]/` + 3ξ2θ̇,
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îòêóäà ïîëó÷àåì

−ρ3[ξ
2
1 + l2θ̇2]/`+3ξ2θ̇ ≤

√
v2

1 + v2
2 ≤ ρ3[ξ

2
1 +`2θ̇2]/`+3ξ2θ̇.

(4.7)
Òàêèì îáðàçîì, â ëèíåéíîé çàäà÷å (4.3) äîëæíû áûòü

âûïîëíåíû ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ (4.5), (4.6) è ñìåøàííîå
îãðàíè÷åíèå (4.7).

Îãðóáèì çàäà÷ó, ñ öåëüþ èçáàâèòüñÿ îò ñìåøàííîãî
îãðàíè÷åíèÿ.

Åñëè ôóíêöèè v1(t), v2(t) , â ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷å,
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

√
v2

1 + v2
2 ≤ a, è äëÿ a âûïîë-

íåíî íåðàâåíñòâî
a ≤ ρ3[ξ

2
1 + `2θ̇2]/` + 3ξ2θ̇, (4.8)

òî â èñõîäíîé çàäà÷å áóäóò âûïîëíÿòüñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà
óïðàâëåíèå u2 (4.2). Äëÿ âûïîëíåíèÿ (4.8) äîñòàòî÷íî âû-
ïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

9(ÿ2
1 + ÿ2

2) + 4ρ3a ` ≤ 4ρ2
3(ẏ

2
1 + ẏ2

2).

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à óïðàâ-
ëåíèÿ èìååò âèä ...

y 1 = v1,...
y 2 = v2,

(4.9)

y1(0) = x(0), ẏ1(0) = ẋ(0), ÿ1(0) = ẍ(0),
y1(T ) = x1, ẏ1(T ) = ẋ(T ), ÿ1(T ) = ẍ(T ),
y2(0) = y(0), ẏ2(0) = ẏ(0), ÿ2(0) = ÿ(0),
y2(T ) = y1, ẏ2(T ) = ẏ(T ), ẏ2(0) = ÿ(0),

(4.10)
c îãðàíè÷åíèåì íà óïðàâëåíèå è ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì
âèäà √

v2
1 + v2

2 ≤ a, (4.11)
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max{ `

tan(ρ2)

√
ÿ2

1 + ÿ2
2,

9

4ρ2
3

(ÿ2
1 + ÿ2

2)+
a`

ρ3

} ≤
√

ẏ2
1 + ẏ2

2 ≤ ρ1.

(4.12)
Íàëè÷èå â çàäà÷å (4.1) ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé âèäà

(x, y) ∈ M1 , ãäå M1 � âûïóêëîå ìíîæåñòâî â R2 , âëå÷åò
äîïîëíèòåëüíîå ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå (y1, y2) ∈ M1 äëÿ
ëèíåéíîé çàäà÷è (4.9). Îòìåòèì, ÷òî âûáîð ïàðàìåòðà a
âëèÿåò íà âåëè÷èíó âðåìåíè T . Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëÿåìîñòè äëÿ çàäàííîé íà÷àëü-
íîé ïîçèöèè ëèíåéíîé ñèñòåìû (4.9) ñ ôàçîâûì îãðàíè-
÷åíèåì (4.12), íàäî ïîäñòàâèòü ïîëó÷èâøååñÿ óïðàâëåíèå
v1(t), v2(t) â ñîîòíîøåíèÿ (4.4) è èíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó
(4.1), (4.4) ïðè íà÷àëüíîì çíà÷åíèè ξ1(0), ξ2(0) , óäîâëå-
òâîðÿþùåì óñëîâèþ

ξ2(0) = v1(0) cos θ(0) + v2(0) sin θ(0), ρ1 ≥ ξ1(0) ≥

≥ max{ `

tan(ρ2)

√
ÿ2

1(0) + ÿ2
2(0),

9

4ρ2
3

(ÿ2
1(0) + ÿ2

2(0)) +
a`

ρ3

}.
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