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1 Ââåäåíèå

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå îõâàòûâàåò øèðîêèé êðóã çàäà÷, â êîòîðûõ ïðè îïðåäå-
ëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðåñóðñû òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü (ìàêñèìèçèðîâàòü)
çàäàííûé êðèòåðèé êà÷åñòâà. Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ â
ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè, òåõíèêè, ìåäèöèíû, ýêîíîìèêè. Íàïðèìåð: çàäà÷è
ÿäåðíîé ýíåðãåòèêè (óïðàâëåíèå îõëàæäåíèåì ðåàêòîðà), ðîáîòîòåõíèêè (äâèæå-
íèå ðîáîòîâ, óïðàâëåíèå âñåâîçìîæíûìè ñòàíêàìè è àâòîìàòàìè), ìåõàíèêè ïî-
ëåòà (ñàìîíàâîäÿùèåñÿ ðàêåòû, àâòîïèëîòû, àâòîìàòè÷åñêàÿ ñòûêîâêà íà îðáèòå,
óïðàâëåíèå ñàìîëåòîì), ýêîíîìèêè (çàäà÷è äîëãîâðåìåííîãî ïëàíèðîâàíèÿ), ýêî-
ëîãèè (ðàñ÷åò äîïóñòèìîãî âîçäåéñòâèÿ íà ýêîñèñòåìó), áèîôèçèêè è ò.ä.
Â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âàæíåéøóþ ðîëü èãðàåò ìíîæåñòâî äîñòè-

æèìîñòè. Îíî õàðàêòåðèçóåò âñå âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû â
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.
Â êóðñîâîé ðàáîòå èçó÷åíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòè-

æèìîñòè äëÿ ïëîñêèõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Òàê êàê ýòè àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò
ýôôåêòèâíî ðàçäåëèòü ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèé íà ìíîæåñòâî íåçàâèñèìûõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðîöåññîâ, òî äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òåõíîëîãèÿ CUDA
(Compute Uni�ed Device Architecture) ñ Ñè-ïîäîáíûì ÿçûêîì ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ. Èñïîëüçîâàíèå òàêîé òåõíîëîãèè ïîìîãàåò óìåíüøèòü âðåìÿ âû÷èñëåíèé â
íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ðàç.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè îáúåêò
èç ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé M0 íà ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé M1 çà
ñ÷åò âûáîðà äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u = u(t) èç êëàññà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé
YU òàê, ÷òîáû ôóíêöèîíàë J ïðèíèìàë ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Óïðàâëåíèå u(t),
ðåøàþùåå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, îïòèìàëüíîå â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèî-
íàëà

J =

t1∫
t0

f 0(t, x(t), u(t))dt.

Òðàåêòîðèÿ x(t), îòâå÷àþùàÿ îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ u(t), íàçûâàåòñÿ îïòè-
ìàëüíîé òðàåêòîðèåé. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ â êðàòêîé ôîðìå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ẋ = f(t, x, u), u(t) ∈ U,
x(t0) ∈M0, x(t1) ∈M1,

J → min
u(·)∈Y

.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à òðåáóåò çàäàíèÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà èñõîäíûõ äàííûõ:
{ f0, f , Y = YU ; M0, M1, t0 }, ãäå f0, f - íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, ìíîæåñòâà M0,
M1, U âûïóêëû è êîìïàêòíû.
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3 Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè

3.1 Îïðåäåëåíèå

Ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ìíîæå-
ñòâî äîñòèæèìîñòè X(t0, t,M0). Ýòî ìíîæåñòâî çàâèñèò îò ñëåäóþùåãî íàáîðà
ïàðàìåòðîâ:

• M0 � ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé

• t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

• t ≥ t0 � ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè

• f � ôóíêöèÿ, â ëèíåéíîì ñëó÷àå çàâèñÿùàÿ îò ìàòðèöû A

• Y = YU � êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè îòâå÷àåò íà âîïðîñ: êóäà ìîæíî ïåðåéòè ê ìîìåíòó
âðåìåíè t ïî òðàåêòîðèÿì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ( ẋ = f(t, x, u)), èñõî-
äÿùèì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 èç ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ
çíà÷åíèé M0 ïðè èñïîëüçîâàíèè âñåâîçìîæíûõ óïðàâëåíèé u(·) ∈ Y ? Ìíîæåñòâî
â ìîìåíò âðåìåíè t êîíöîâ âñåõ òàêèõ òðàåêòîðèé îáðàçóåò ìíîæåñòâî äîñòèæè-
ìîñòè � X(t0, t,M0).
Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìî-

ñòè â ñëó÷àå ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû:
ẋ = Ax+ u, u(t) ∈ U,
x(t0) ∈M0, x(t1) ∈M1,

J → min
u(·)∈Y

.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè {
ẋ = Ax+ u, t0 ≤ t,

x(t0) = x0.

Ôîðìóëà Êîøè äëÿ å¼ ðåøåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x(t) = e(t−t0)Ax0 +

t∫
t0

e(t−s)Au(s)ds.

Òîãäà ôîðìóëà äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè èìååò âèä:

X(t0, t,M0) =
⋃

x0∈M0
u(·)∈Y

e(t−t0)Ax0 +

t∫
t0

e(t−s)Au(s)ds

 ,

èëè
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X(t) = X(t0, t,M0) = e(t−t0)AM0 +

t∫
t0

e(t−s)AYU(s)ds.

3.2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà

• Êîìïàêòíîñòü è âûïóêëîñòü

� åñëè ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèéM0 ∈ Ω(En) êîìïàêòíî, òî ìíîæåñòâî
äîñòèæèìîñòè òîæå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì X(t) ∈ Ω(En) [2]

� åñëè ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé åñòü âûïóêëûé êîìïàêò M0 ∈
conv Ω(En), òî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè òîæå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîì-
ïàêòîì X(t) ∈ conv Ω(En), çäåñü Ω(En) � ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîì-
ïàêòîâ En

• Íåïðåðûâíîñòü
� ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè X(t) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò âðåìåíè t:
h(X(t′), X(t))→ 0 ïðè t′ → t, çäåñü h � ìåòðèêà Õàóñäîðôà

Çàìå÷àíèå 1 Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè X(t0, t,M0) íèêàê íå çàâèñèò îò
ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé M1.

4 Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè

4.1 Ïåðâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè

Îïðåäåëåíèå 1 Ãèïåðïëîñêîñòü Gψ0 = {x ∈ En : (x, ψ0) = c(ψ0)} íàçûâàåòñÿ
îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ êîìïàêòà â íàïðàâëåíèè ψ0.

[2]
Ìíîæåñòâî Hψ0 = U

⋂
Gψ0 � îïîðíîå ìíîæåñòâî êîìïàêòà U â íàïðàâëåíèè

ψ0. [2]
Hψ0 = {u ∈ U : (u, ψ0) = c(ψ0)} 6= 0 � îïîðíîå ìíîæåñòâî Hψ0 ñîñòîèò èç òåõ

òî÷åê u ∈ U , íà êîòîðûõ ïðè ψ = ψ0 äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì c(ψ).
Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó î ãðàäèåíòå îïîðíîé ôóíêöèè:

Òåîðåìà 1 Ïóñòü U ∈ conv Ω(En), c(ψ) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ âûïóêëîãî êîìïàê-
òà U , Hψ0

� îïîðíîå ìíîæåñòâî êîìïàêòà U â íàïðàâëåíèè ψ0 6= 0, ψ ∈ En

• Åñëè â òî÷êå ψ0 ñóùåñòâóåò ãðàäèåíò c′(ψ0) îïîðíîé ôóíêöèè c(ψ), òî îïîð-
íîå ìíîæåñòâî Hψ0 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè h0, ïðè÷åì h0 = c′(ψ0),
ò.å. îïîðíàÿ òî÷êà h0 ñîâïàäàåò ñ ãðàäèåíòîì îïîðíîé ôóíêöèè â òî÷êå ψ0.

• Åñëè îïîðíîå ìíîæåñòâî Hψ0 âûïóêëîãî êîìïàêòà U ñîñòîèò èç åäèíñòâåí-
íîé òî÷êè h0, òî îïîðíàÿ ôóíêöèÿ c(ψ) èìååò â òî÷êå ψ0 ãðàäèåíò c′(ψ0),
ïðè÷åì c′(ψ0) = h0.
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Ñëåäñòâèå 1 Ïðèìåíåíèå òåîðåìû î ãðàäèåíòå îïîðíîé ôóíêöèè äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ãðàíèöû ñòðîãî âûïóêëîãî êîìïàêòà ïî åãî îïîðíîé ôóíêöèè :
ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ãðàíèöû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x = c′(ψ)|ψ=(cosα
sinα)≡q(α)

,
x1 = c′ψ1

(ψ)
∣∣∣
ψ=q(α)

,

x2 = c′ψ2
(ψ)
∣∣∣
ψ=q(α)

,
α ∈ [0, 2π),

èëè, â äðóãîé ôîðìå:

c0(α) = c(ψ)|ψ=q(α) ,

∂U : x = c0(α)q(α) + c′0(α)q(α)
m{

x1 = c0(α) cosα− c′0(α) sinα,

x2 = c0(α) sinα + c′0(α) cosα,
α ∈ [0, 2π].

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ïëîñêîé ëèíåéíîé
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, çíàÿ åãî îïîðíóþ ôóíêöèþ.
Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ äàííîãî ìåòîäà óìåñòíû íà ñòàäèè âû÷èñëåíèÿ

êîîðäèíàò ãðàíèöû ìíîæåñòâà (çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà α): îòðåçîê [0; 2π] ðàçáè-
âàåì íà n ðàâíûõ îòðåçêîâ è ïàðàëëåëüíî ñòðîèì ó÷àñòêè ãðàíèöû äëÿ êàæäîãî
èõ íèõ.

4.2 Âòîðîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè

Ñôîðìóëèðóåì ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ ëèíåéíîé çàäà÷è áûñòðîäåé-
ñòâèÿ:

Òåîðåìà 2 Ðàññìîòðèì ïàðó:

(x(t), u(t)), t0 ≤ t ≤ t1,

ãäå

• u(·) ∈ Yu, ò. å. u(t) - äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå t0 ≤
t ≤ t1, ïðè÷åì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ [t0; t1] çíà÷åíèå u(t) ∈ U
• x(t) - òðàåêòîðèÿ, îòâå÷àþùàÿ óïðàâëåíèþ u(t), ò.å. ẋ = Ax(t) + u(t) äëÿ
ïî÷òè âñåõ t ∈ [t0; t1], è óäîâëåòâîðÿþùàÿ êðàåâûì óñëîâèÿì: x(t0) ∈ M0 è
x(t1) ∈M1

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòà ïàðà (x(t), u(t)) óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìó-
ìà Ïîíòðÿãèíà íà îòðåçêå [t0, t1], åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñîïðÿæåííàÿ ïåðå-
ìåííàÿ (íåíóëåâîå ðåøåíèå ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ), ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
òðè óñëîâèÿ:
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• óñëîâèå ìàêñèìóìà: (u(t), ψ(t)) = c(U, ψ(t)) äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [t0, t1]

• óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè íà ìíîæåñòâå M0:

(x(t0), ψ(t0)) = c(M0, ψ(t0))

• óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè íà ìíîæåñòâå M1:

(x(t1),−ψ(t1)) = c(M1,−ψ(t0))

Ñëåäñòâèå 2 Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:{
ẋ = Ax+ c′(ψ), x(t0) = x0,

ψ̇ = −ATψ, ψ(t0) = p, p ∈ S.

Çäåñü c′(ψ) - ãðàäèåíò îïîðíîé ôóíêöèè îáëàñòè óïðàâëåíèÿ. Ïðèìåíèì òåîðåìó
î ãðàäèåíòå îïîðíîé ôóíêöèè äëÿ c(U, ψ) = c(ψ). Âåêòîð p ïðîáåãàåò åäèíè÷íóþ
ñôåðó S. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé èìååò âèä:

ψ(t, p) = e−tA
T

p.

Ïîäñòàâèâ åãî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ p â ïåðâîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ
x, ïîëó÷èì òî÷êè, ëåæàùèå íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè.

Ïàðàëëåëèçàöèþ âû÷èñëåíèé óäîáíî ïðîâîäèòü, ïîäñòàâëÿÿ ðàçëè÷íûå çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðà p. Íà ýòîé ñòàäèè âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò
äðóãà. Äëÿ áîëüøåé òî÷íîñòè íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ìíîãî òî÷åê, ÷òî ïîòðå-
áîâàëî áû áîëüøåãî âðåìåíè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ. Ïîýòîìó òàêîé
ñïîñîá ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì.

5 Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äëÿ ïëîñ-

êèõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ñðåäû

Maple è Matlab

5.1 Àëãîðèòìû

Äëÿ ïåðâîãî ìåòîäà: èñõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:
{f0, A, U,M0, t0}Ìíîæåñòâî óïðàâëåíèÿ è ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé çàäàþò-
ñÿ ÷åðåç èõ îïîðíûå ôóíêöèè. Âûðàæàåì ÷åðåç îïîðíûå ôóíêöèè ýòèõ ìíîæåñòâ
îïîðíóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè.

1 ex := s -> exponential((t - s) * transpose(A));

2 CX := psi -> CM0(ex(t0) . psi) + integral(s -> CU(ex(s) . psi), t0, t, 20);

Ñòðîèì ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ.

1 getX := proc(Cv) local C:

2 C := (psi1, psi2) -> Cv(Vector([psi1, psi2])):

3 subs([psi1 = cos(phi), psi2 = sin(phi)], diff(C(psi1, psi2), psi1));

6



4 end proc:

5

6 getY := proc(Cv) local C:

7 C := (psi1, psi2) -> Cv(Vector([psi1, psi2])):

8 subs([psi1 = cos(phi), psi2 = sin(phi)], diff(C(psi1, psi2), psi2));

9 end proc:

10

11 DrawSet := proc(C)

12 plot([getX(C)(phi), getY(C)(phi), phi = 0..2*Pi], color = COLORR);

13 end proc:

Äëÿ âòîðîãî ìåòîäà: èñõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ òå æå ïàðàìåòðû, ÷òî è â
ïåðâîì ìåòîäå: {f0, A, U,M0, t0, ψ0} Ìíîæåñòâî óïðàâëåíèÿ òàêæå çàäàåòñÿ ÷åðåç
åãî îïîðíóþ ôóíêöèþ. Ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

1 gradC = matlabFunction([diff(C, psi1); diff(C, psi2)], 'vars', {[psi1; psi2]});

2 ansx = zeros(length(t_levels), nalpha);

3 ansy = zeros(length(t_levels), nalpha);

4 i = 0;

5 for alpha = linspace(0, 2*pi, nalpha)

6 dx = @(t, x) [A*x(1:2) + gradC(x(3:4)); -A'*x(3:4)];

7 sol = ode45(dx, [0 T], [x0; cos(alpha); sin(alpha)]);

8 i = i + 1;

9 ansx(:, i) = deval(sol, t_levels, 1);

10 ansy(:, i) = deval(sol, t_levels, 2);

11 end
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5.2 Ïðèìåð: çàäà÷à î òåëåæêå

5.2.1 Çàäà÷à �1

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

• T ≥ t0 � ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè

• f0 = 1

• A =

(
0 1
0 0

)
� ìàòðèöà ñèñòåìû

• c(U) = |ψ2| � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè óïðàâëåíèÿ

• t0 = 0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

• M0 =

{(
0
0

)}
� ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé.

Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ äâóõ ìåòîäîâ ìíîæåñòâà:

ïðèìåíåíèå 1 ìåòîäà ïðè T = 1, T = 2, T = 3 ïðèìåíåíèå 2 ìåòîäà ïðè T = 1, T = 2, T = 3
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5.2.2 Çàäà÷à �2

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

• T ≥ t0 � ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè

• f0 = 1

• A =

(
0 1
0 0

)
� ìàòðèöà ñèñòåìû

• c(U) = |ψ1|+ |ψ2| � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè óïðàâëåíèÿ

• t0 = 0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

• M0 =

{(
0
0

)}
� ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé.

Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ äâóõ ìåòîäîâ ìíîæåñòâà:

ïðèìåíåíèå 1 ìåòîäà ïðè T = 1, T = 2, T = 3 ïðèìåíåíèå 2 ìåòîäà ïðè T = 1, T = 2, T = 3
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5.3 Ïðèìåð: çàäà÷à î ìàòåìàòè÷åñêîì ìàÿòíèêå

5.3.1 Çàäà÷à �3

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

• T ≥ t0 � ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè

• f0 = 1

• A =

(
0 1
−1 0

)
� ìàòðèöà ñèñòåìû

• c(U) = |ψ2| � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà óïðàâëåíèÿ

• t0 = 0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

• M0 =

{(
0
0

)}
� ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé

Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ äâóõ ìåòîäîâ ìíîæåñòâà:

ïðèìåíåíèå 1 ìåòîäà ïðè T = 1, T = 2, T = 3 ïðèìåíåíèå 2 ìåòîäà ïðè T = 1, T = 2, T = 3
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5.3.2 Çàäà÷à �4

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è:

• T ≥ t0 � ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè

• f0 = 1

• A =

(
0 1
−1 0

)
� ìàòðèöà ñèñòåìû

• c(U) = |ψ1|+ |ψ2| � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà óïðàâëåíèÿ

• t0 = 0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

• M0 =

{(
0
0

)}
� ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé

Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ äâóõ ìåòîäîâ ìíîæåñòâà:

ïðèìåíåíèå 1 ìåòîäà ïðè T = 1, T = 2, T = 3 ïðèìåíåíèå 2 ìåòîäà ïðè T = 1, T = 2, T = 3

6 CUDA

6.1 Îïðåäåëåíèå

CUDA (àíãë. Compute Uni�ed Device Architecture) � òåõíîëîãèÿ GPGPU (àíãë.
General-Purpose computing on Graphics Processing Units), ïîçâîëÿþùàÿ ïðîãðàì-
ìèñòàì ðåàëèçîâûâàòü íà óïðîù¼ííîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñè àëãîðèòìû,
âûïîëíèìûå íà ãðàôè÷åñêèõ ïðîöåññîðàõ óñêîðèòåëåé GeForce âîñüìîãî ïîêîëå-
íèÿ è ñòàðøå (GeForce 8 Series, GeForce 9 Series, GeForce 200 Series), Nvidia Quadro
è Tesla êîìïàíèè Nvidia. Òåõíîëîãèÿ CUDA ðàçðàáîòàíà êîìïàíèåé nVidia.
Ôàêòè÷åñêè, CUDA ïîçâîëÿåò âêëþ÷àòü â òåêñò ïðîãðàììû íà C ñïåöèàëüíûå

ôóíêöèè. Ýòè ôóíêöèè ïèøóòñÿ íà îñîáîì äèàëåêòå Ñ, è âûïîëíÿþòñÿ íà ãðàôè-
÷åñêîì ïðîöåññîðå.
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CUDA äà¼ò ðàçðàáîò÷èêó âîçìîæíîñòü ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ îðãàíèçîâûâàòü
äîñòóï ê íàáîðó èíñòðóêöèé ãðàôè÷åñêîãî óñêîðèòåëÿ è óïðàâëÿòü åãî ïàìÿòüþ,
îðãàíèçîâûâàòü íà í¼ì ñëîæíûå ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ. Ãðàôè÷åñêèé óñêî-
ðèòåëü ñ ïîääåðæêîé CUDA ñòàíîâèòñÿ ìîùíîé ïðîãðàììèðóåìîé îòêðûòîé àð-
õèòåêòóðîé, ïðèáëèæàÿñü ê ñåãîäíÿøíèì öåíòðàëüíûì ïðîöåññîðàì.
Èñïîëüçóåò grid-ìîäåëü ïàìÿòè, êëàñòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîòîêîâ è SIMD èí-

ñòðóêöèè. Ïðèìåíèì â îñíîâíîì äëÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ãðàôè÷åñêèõ âû-
÷èñëåíèé è ðàçðàáîòîê NVIDIA-ñîâìåñòèìîãî ãðàôè÷åñêîãî API. Âêëþ÷åíà âîç-
ìîæíîñòü ïîäêëþ÷åíèÿ ê ïðèëîæåíèÿì, èñïîëüçóþùèì Microsoft Direct3D 9 è
OpenGL. Ñîçäàí â âåðñèÿõ äëÿ Linux, Mac OS X è Windows.
Ïåðâîíà÷àëüíàÿ âåðñèÿ CUDA SDK áûëà ïðåäñòàâëåíà 15 ôåâðàëÿ 2007 ãîäà.

Â îñíîâå CUDA API ëåæèò ÿçûê Ñè ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Äëÿ óñïåø-
íîé òðàíñëÿöèè êîäà íà ýòîì ÿçûêå, â ñîñòàâ CUDA SDK âõîäèò ñîáñòâåííûé
Ñè-êîìïèëÿòîð êîìàíäíîé ñòðîêè nvcc êîìïàíèè Nvidia. Êîìïèëÿòîð nvcc ñîçäàí
íà îñíîâå îòêðûòîãî êîìïèëÿòîðà Open64 è ïðåäíàçíà÷åí äëÿ òðàíñëÿöèè host-
êîäà (ãëàâíîãî, óïðàâëÿþùåãî êîäà) è device-êîäà (àïïàðàòíîãî êîäà) (ôàéëîâ ñ
ðàñøèðåíèåì .cu) â îáúåêòíûå ôàéëû, ïðèãîäíûå â ïðîöåññå ñáîðêè êîíå÷íîé ïðî-
ãðàììû èëè áèáëèîòåêè â ëþáîé ñðåäå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàïðèìåð â Microsoft
Visual Studio.

6.2 Ïðåèìóùåñòâà

Ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûì ïîäõîäîì ê îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé îáùåãî íà-
çíà÷åíèÿ ïîñðåäñòâîì âîçìîæíîñòåé ãðàôè÷åñêèõ API, ó àðõèòåêòóðû CUDA îò-
ìå÷àþò ñëåäóþùèå ïðåèìóùåñòâà â ýòîé îáëàñòè:

• Èíòåðôåéñ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèëîæåíèé CUDA (CUDA API) îñíîâàí íà
ñòàíäàðòíîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñè ñ íåêîòîðûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïî
ìíåíèþ ðàçðàáîò÷èêîâ, ýòî äîëæíî óïðîñòèòü è ñãëàäèòü ïðîöåcñ èçó÷åíèÿ
àðõèòåêòóðû CUDA

• Ðàçäåëÿåìàÿ ìåæäó ïîòîêàìè ïàìÿòü (shared memory) ðàçìåðîì â 16 Êá ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïîä îðãàíèçîâàííûé ïîëüçîâàòåëåì êýø ñ áîëåå øè-
ðîêîé ïîëîñîé ïðîïóñêàíèÿ, ÷åì ïðè âûáîðêå èç îáû÷íûõ òåêñòóð

• Áîëåå ýôôåêòèâíûå òðàíçàêöèè ìåæäó ïàìÿòüþ öåíòðàëüíîãî ïðîöåññîðà è
âèäåîïàìÿòüþ

• Ïîëíàÿ àïïàðàòíàÿ ïîääåðæêà öåëî÷èñëåííûõ è ïîáèòîâûõ îïåðàöèé

6.3 Îãðàíè÷åíèÿ

• Âñå ôóíêöèè, âûïîëíèìûå íà óñòðîéñòâå, íå ïîääåðæèâàþò ðåêóðñèè è èìåþò
íåêîòîðûå äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ

• Àðõèòåêòóðó CUDA ïîääåðæèâàåò è ðàçâèâàåò òîëüêî ïðîèçâîäèòåëü NVidia
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6.4 Ïðèìåð

1 __global__ void kernel ( float * data )

2 {

3 // íîìåð òåêóùåé íèòè

4 int idx = blockIdx.x * blockDim.x + threadIdx.x;

5

6 // çíà÷åíèå àðãóìåíòà

7 float x = 2.0f * 3.1415926f * (float) idx / (float) N;

8

9 // íàéòè çíà÷åíèå è çàïèñàòü åãî â ìàññèâ

10 data [idx] = sinf ( sqrtf ( x ) );

11 }

12

13 float a [N];

14 float * dev = NULL;

15

16 // âûäåëèòü ïàìÿòü íà GPU ïîä N ýëåìåíòîâ

17 cudaMalloc ( (void**)&dev, N * sizeof ( float ) );

18

19 // çàïóñòèòü N íèòåé áëîêàìè ïî 512 íèòåé

20 // âûïîëíÿåìàÿ íà íèòè ôóíêöèÿ - kernel

21 // ìàññèâ äàííûõ - dev

22 kernel<<<dim3((N/512),1), dim3(512,1)>>> ( dev );

23

24 // ñêîïèðîâàòü ðåçóëüòàòû èç ïàìÿòè GPU (DRAM) â

25 // ïàìÿòü CPU (N ýëåìåíòîâ)

26 cudaMemcpy ( a, dev, N * sizeof ( float ), cudaMemcpyDeviceToHost );

27

28 // îñâîáîäèòü ïàìÿòü GPU

29 cudaFree ( dev );

6.5 Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

1 #include <stdio.h>

2 #include <stdlib.h>

3 #include <cutil_inline.h>

4

5 #define SET_MATRIX(A, B, C, D) \

6 __constant__ const float A00 = A; \

7 __constant__ const float A01 = B; \

8 __constant__ const float A10 = C; \

9 __constant__ const float A11 = D;

10 #define SET_INITIAL(A, B) \

11 __constant__ const float x0_0 = A; \

12 __constant__ const float x0_1 = B;

13

14 __constant__ const float pi = 3.141592653589793;

15

16 const int tsteps = 100;

17 const int nalpha = 1024;

18 const int gridSize = 64;

19 __constant__ const float T = 3;

20 SET_MATRIX(0, 1, 0, 0);

21 SET_INITIAL(0, 0);

22

23 inline __device__ __host__ float2 gradC(float2 psi)

24 {

25 return make_float2(0, psi.y > 0 ? 1 : -1);
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26 }

27

28 inline __device__ __host__ float4 operator* (float a, float4 b)

29 { return make_float4(a*b.x, a*b.y, a*b.z, a*b.w); }

30

31 inline __device__ __host__ float4 operator* (float4 b, float a)

32 { return make_float4(a*b.x, a*b.y, a*b.z, a*b.w); }

33

34 inline __device__ __host__ float4 operator/ (float4 a, float b)

35 { return make_float4(a.x/b, a.y/b, a.z/b, a.w/b); }

36

37 inline __device__ __host__ float4 operator+ (float4 a, float4 b)

38 { return make_float4(a.x+b.x, a.y+b.y, a.z+b.z, a.w+b.w); }

39

40 inline __device__ __host__ float4 operator- (float4 a, float4 b)

41 { return make_float4(a.x-b.x, a.y-b.y, a.z-b.z, a.w-b.w); }

42

43 inline __device__ __host__ float4 operator- (float4 a)

44 { return make_float4(-a.x, -a.y, -a.z, -a.w); }

45

46 inline __device__ __host__ float4& operator*= (float4& a, float b)

47 { a.x*=b; a.y*=b; a.z*=b; a.w*=b; return a; }

48

49 inline __device__ __host__ float4& operator/= (float4& a, float b)

50 { a.x/=b; a.y/=b; a.z/=b; a.w/=b; return a; }

51

52 inline __device__ __host__ float4& operator+= (float4& a, float4 b)

53 { a.x+=b.x; a.y+=b.y; a.z+=b.z; a.w+=b.w; return a; }

54

55 inline __device__ __host__ float4& operator-= (float4& a, float4 b)

56 { a.x-=b.x; a.y-=b.y; a.z-=b.z; a.w-=b.w; return a; }

57

58 __device__ __host__ float4 f(float t, float4 y)

59 {

60 float2 x = make_float2(y.x, y.y);

61 float2 psi = make_float2(y.z, y.w);

62 float2 grad = gradC(psi);

63 return make_float4(

64 A00*x.x + A01*x.y + grad.x,

65 A10*x.x + A11*x.y + grad.y,

66 -A00*psi.x - A10*psi.y,

67 -A01*psi.x - A11*psi.y);

68 }

69

70 template <class Tx, class Ty>

71 __device__ __host__ Ty rk4(Tx x, Tx x1, Ty y, int steps)

72 {

73 int i;

74 Tx h = (x1-x)/steps;

75 Tx h2 = h/2;

76 Ty k1, k2, k3, k4;

77

78 for (int i = 1; i <= steps; ++i)

79 {

80 k1 = h*f(x, y);

81 x += h2;

82 k2 = f(x, y+k1/2)*h;

83 k3 = f(x, y+k2/2)*h;

84 x += h2;
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85 k4 = f(x, y+k3)*h;

86 y += (k1+2*(k2+k3)+k4)/6;

87 }

88 return y;

89 }

90

91 __global__ void kernel(float2* result)

92 {

93 int i = blockDim.x * blockIdx.x + threadIdx.x;

94 float alpha = (float)i / (float)nalpha * 2 * pi;

95 float4 y0 = make_float4(x0_0, x0_1, cos(alpha), sin(alpha));

96 float4 res = rk4(0.0f, T, y0, 100);

97 result[i] = make_float2(res.x, res.y);

98 }

99

100 int main(int argc, char* argv[])

101 {

102 if(!InitCUDA()) {

103 return 0;

104 }

105

106 float2* device_result = 0;

107 float2 host_result[nalpha];

108

109 cudaMalloc((void**)&device_result, sizeof(float2) * nalpha);

110

111 unsigned int timer = 0;

112 cutilCheckError( cutCreateTimer( &timer));

113 cutilCheckError( cutStartTimer( timer));

114

115 kernel<<<gridSize, nalpha/gridSize>>>(device_result);

116 cutilCheckMsg("Kernel execution failed\n");

117

118 cudaThreadSynchronize();

119 cutilCheckError( cutStopTimer( timer));

120 printf("Processing time: %f (ms)\n", cutGetTimerValue( timer));

121 cutilCheckError( cutDeleteTimer( timer));

122

123 cudaMemcpy(host_result, device_result, sizeof(float2) * nalpha, cudaMemcpyDeviceToHost);

124 cudaFree(device_result);

125

126 FILE* fp = fopen("C:\\alina\\output.txt", "w");

127 for (int i = 0; i < nalpha; ++i)

128 fprintf(fp, "%f %f\n", host_result[i].x, host_result[i].y);

129

130 return 0;

131 }

7 Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïðîãðàìì

Ïðîãðàììû ïðîòåñòèðîâàíû íà ÷åòûðåõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ íà êîì-
ïüþòåðå AMD TurionTMX2 Dual-Core Mobile RM-70 2.00 GHz ñ 3.00 Gb RAM. Äëÿ
ïðîãðàììû íà CUDA èñïîëüçîâàëàñü âèäåîêàðòà NVidia GeForce 9800 GT. Ðåçóëü-
òàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå.
Ðàçíèöà âðåìåíè âû÷èñëåíèé îáóñëîâëåíà ýôôåêòèâíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ òåõíî-
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Òàáëèöà 1: Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ

Maple MatLab CUDA

Çàäà÷à 1 1.0 ñ 3.8 ñ � 0.1 c

Çàäà÷à 2 1.7 ñ 4.3 ñ � 0.1 c

Çàäà÷à 3 1.2 ñ 3.2 ñ � 0.1 c

Çàäà÷à 4 1.9 ñ 4.5 ñ � 0.1 c

ëîãèè ÑUDA äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè.
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