
×àñòü 1. Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò
ïàðàìåòðà

Ñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ
1. Ñëó÷àé ïîñòîÿííûõ ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ

I(y) =
b∫
a

f(x, y)dx

Òåîðåìà 1 (î íåïðåðûâíîñòè).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) ∈ C([a, b]× [c, d]).
Òîãäà I(y) ∈ C[c, d].

Äîê-âî: f(x, y) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå [a, b]× [c, d] ⇒
∀ ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 : ∀ y1, y2 ∈ [c, d] : |y1 − y2| < δ,∀x ∈ [a, b] |f(x, y1)− f(x, y2)| < ε

b−a ⇒
|I(y1)− I(y2)| = |

b∫
a

f(x, y1)dx−
b∫
a

f(x, y2)dx| = |
b∫
a

(f(x, y1)− f(x, y2))dx| ≤
b∫
a
|(f(x, y1)− f(x, y2))|dx <

b∫
a

ε
b−adx = ε ⇒

|I(y1)− I(y2)| < ε ïðè |y1 − y2| < δ ⇒
I(y) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [c, d] ⇒ I(y) ∈ C[c, d], ÷.ò.ä.

Òåîðåìà 2 (èíòåãðèðóåìîñòü).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) ∈ C([a, b]× [c, d]).

Òîãäà ∀t ∈ [c, d]
t∫
c

I(y)dy =
b∫
a

dx
t∫
c

f(x, y)dy

Äîê-âî: Çàôèêñèðóåì t ∈ [c, d], òîãäà f(x, y) ∈ C([a, b]× [c, t]) ⇒ ∃ ∫∫
[a,b]×[c,t]

f(x, y)dxdy,

∀x ∈ [a, b] ∃
t∫
c

f(x, y)dy, ∀ y ∈ [c, t] ∃
b∫
a

f(x, y)dx ⇒
t∫
c

I(y)dy =
t∫
c

dy
b∫
a

f(x, y)dx =
∫∫

[a,b]×[c,t]

f(x, y)dxdy =
b∫
a

dx
t∫
c

f(x, y)dy

Òåîðåìà 3 (î äèôôåðåíöèðóåìîñòè).
Ïóñòü ôóíêöèè f(x, y), ∂f(x,y)

∂y ∈ C([a, b]× [c, d]).

Òîãäà I(y) äèôôåðåíöèðóåìà íà [c, d], ïðè÷åì I ′(y) =
b∫
a

∂f(x,y)
∂y dx

Äîê-âî: ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ K(y) =
b∫
a

∂f(x,y)
∂y dx.

Ïî òåîðåìå 1 K(y) ∈ C[c, d] êàê è.ç.ï. îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
Ðàññìîòðèì ∀t ∈ [c, d] è ïðîèíòåãðèðóåì K(y) îò ñ äî t:
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t∫
c

K(y)dy = {ïî òåîðåìå 2} =
b∫
a

dx
t∫
c

∂f(x,y)
∂y dy = {ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà} =

b∫
a

(f(x, t)− f(x, c))dx = I(t)−I(c) - èíòåãðàë îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì
ïðåäåëîì,
ò.ê. d

dt(
t∫
c

K(y)dy) = K(t),òî ∃ d
dt(I(t)− I(c)) = K(t),

ò.å. I ′(t) = K(t) =
b∫
a

∂f(x,t)
∂t dx

2. Ñëó÷àé ïåðåìåííûõ ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ

I(y) =
β(y)∫
α(y)

f(x, y)dx

Òåîðåìà 1 (′ î íåïðåðûâíîñòè).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) ∈ C([a, b]× [c, d]),
âûïîëíåíû óñëîâèÿ íà ãðàíèöû:
α(y), β(y) ∈ C[c, d], a ≤ α(y) ≤ β(y) ≤ b 1.
⇒ Òîãäà I(y) ∈ C[c, d].

Äîê-âî: I(y) îïðåäåëåíà íà [c, d].
Ôèêñèðóåì ∀ y0 ∈ [c, d] è â îêðåñòíîñòè 2 y0 ïðåäñòàâèì I(y) â âèäå:

I(y) =

β(y0)∫

α(y0)

f(x, y)dx +

β(y)∫

β(y0)

f(x, y)dx−
α(y)∫

α(y0)

f(x, y)dx = I1(y) + I2(y)− I3(y)

Ïî òåîðåìå 1 lim
y→y0

I1(y) =
β(y0)∫
α(y0)

f(x, y0)dx = I1(y0) = I(y0)

Ïîêàæåì, ÷òî lim
y→y0

I2(y) = 0. Àíàëîãè÷íî è äëÿ lim
y→y0

I3(y) = 0

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì çíà÷åíèè:
I2(y) = f(ξy, y)(β(y)− β(y0)), ãäå ∀ y ∈ [c, d] ξy - ìåæäó β(y) è β(y0)
Ïðè y → y0

f(ξy, y) → f(β(y0), y0), β(y)− β(y0) → 0 ⇒ lim
y→y0

I2(y) = 0

Îêîí÷àòåëüíî: lim
y→y0

I(y) = I(y0) + 0− 0 = I(y0)

Òåîðåìà 2 (′ äèôôåðåíöèðóåìîñòü).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y), ∂f(x,y)

∂y ∈ C([a, b]× [c, d])
è âûïîëíåíû óñëîâèÿ íà ãðàíèöû:
α(y), β(y) ∈ C[c, d], a ≤ α(y) ≤ β(y) ≤ b ∀ y ∈ [c, d]
α(y), β(y) äèôôåðåíöèðóåìû íà [c, d].

Òîãäà I ′(y) =
β(y)∫
α(y)

∂f(x,y)
∂y dx + β′(y)f(β(y), y)− α′(y)f(α(y), y)

1Âîïðîñ: ãäå ìû â äîêàçàòåëüñòâå âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî α(y) ≤ β(y) ?
2Âîïðîñ: ÷òî òàêîå îêðåñòíîñòü òî÷êè ñ? Âñïîìíèòå îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè
íà îòðåçêå.
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Äîê-âî: Ôèêñèðóåì ∀ y0 ∈ [c, d] :

I(y) =

β(y0)∫

α(y0)

f(x, y)dx +

β(y)∫

β(y0)

f(x, y)dx−
α(y)∫

α(y0)

f(x, y)dx = I1(y) + I2(y)− I3(y)

Ïî òåîðåìå 3 I ′1(y0) =
β(y0)∫
α(y0)

∂f(x,y0)
∂t dx

Ïîêàæåì, ÷òî I ′2(y0) = β′(y0)f(β(y0), y0). (Àíàëîãè÷íî I ′3(y0) = α′(y0)f(α(y0), y0)

I2(y)−I2(y0)
y−y0

= 1
y−y0

β(y)∫
β(y0)

f(x, y)dx = {òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè} =

= β(y)−β(y0)
y−y0

f(ξy, y) → β′(y0)f(β(y0), y0), ïðè y → y0 ÷.ò.ä.

Ïðèìåðû:

1. (
y3∫
y2

e−x2 cos(y)dx)′ =
y3∫
y2

e−x2 cos(y)(x2 sin y)dx + 3y2e−y6 cos y − 2ye−y4 cos y = . . .

2. 0 < a < b Âû÷èñëèì èíòåãðàë:
1∫
0

xb−xa

ln x dx =
1∫
0

dx
b∫
a

xydy =
b∫
a

dy
1∫
0

xydx =
b∫
a

dy xy+1

y+1 |10 =
b∫
a

dy
y+1 =

= ln(b + 1)− ln(a + 1)
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Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ

I(y) =
∞∫
a

f(x, y)dx (∗) - ïåðâîãî ðîäà

I(y) =
b∫
a

f(x, y)dx èìååò îñîáåííîñòü â îäíîé èç òî÷åê a èëè b - âòîðîãî ðîäà
Ïîêà ÷òî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåñîáñòâåííûå è.ç.ï. ïåðâîãî ðîäà.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà
Îïðåäåëåíèå. (∗) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Y,

åñëè ∀ ε > 0 ∃A(ε) ≥ a : ∀R ≥ A(ε), ∀ y ∈ Y |
∞∫
R

f(x, y)dx| < ε

Çàìå÷àíèå: åñëè (∗) ñõ-ñÿ ðàâíîìåðíî íà Y ⇒ (∗) ñõîäèòñÿ ∀ y ∈ Y
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà∀ y ∈ Y
Ïðè ýòîì óñëîâèè ìû ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ òàêèì ïðåäñòàâëåíèåì:
I(y) =

+∞∑
n=1

a+n∫
a+n−1

f(x, y)dx

Ïðèìåð:
∞∫
1

dx
xα

Èññëåäóåì íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü: 1) α ≥ α0 > 1 2) α > 1
∞∫
A

x−αdx = x1−α

1−α

∣∣∣
∞

A
= 1

(α−1)Aα−1 âîçüì¼ì A ≥ 1

1. α− 1 ≥ α0 − 1

Aα−1 ≥ Aα0−1 ⇒
∞∫
A

x−αdx ≤ 1
(α0−1)Aα0−1

A→∞−−−−→ 0 ⇒

∀ ε > 0 ∃A(ε) : ∀R > A
∞∫
1

dx
xα < ε ∀α ≥ α0

2. ε = 1,∀R > 1
∞∫
R

x−αdx = 1
(α−1)Rα−1

α→1+0−−−−−→∞⇒

∃α > 1 :
∞∫
A

x−αdx ≥ 1

Êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà:
(∗) ñõ-ñÿ ðàâíîìåðíî íà Y ⇔
∀ ε > 0 ∃A(ε) ≥ a : ∀R1, R2 ≥ A(ε), ∀ y ∈ Y |

R2∫
R1

f(x, y)dx| < ε

(ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ∀ y ∈ Y f(x, y) èíòåãðèðóåìà íà ëþáîì îòðåçêå [R1, R2] ⊂ [a,∞))

Äîê-âî: ⇒ (∗) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ⇒
∀ ε > 0 ∃A(ε) ≥ a : ∀R ≥ A(ε), ∀ y ∈ Y |

∞∫
R

f(x, y)dx| < ε/2 ⇒
∀R1, R2 ≥ A(ε)

|
R2∫
R1

f(x, y)dx| = |
∞∫

R1

f(x, y)dx−
∞∫

R2

f(x, y)dx| ≤ |
∞∫

R1

f(x, y)dx|+ |
∞∫

R2

f(x, y)dx| ≤ ε
2 + ε

2 = ε

ó÷èòûâàÿ èíòåãðèðóåìîñòü (∗) íà ëþáîì îòðåçêå [R1, R2] R1, R2 > a, âûïîëíåíû óñëîâèÿ
Êðèòåðèÿ Êîøè
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⇐ ∀ ε > 0 ∃A(ε) ≥ a : ∀R1, R2 ≥ A(ε), ∀ y ∈ Y |
R2∫
R1

f(x, y)dx| < ε/2 (1)

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå y0 ∈ Y ⇒
∀ ε > 0 ∃A(ε) ≥ a : ∀R1, R2 ≥ A(ε) |

R2∫
R1

f(x, y0)dx| < ε/2 < ε ⇒
∞∫
a

f(x, y0)dx ñõîäèòñÿ â ñèëó Êðèòåðèÿ Êîøè äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ⇒

∀ y0 ∈ Y ∀R1 ≥ a ∃
∞∫

R1

f(x, y0)dx ⇒ Â (1) ìîæåì óñòðåìèòü R2 → ∞ ( è ïðåäåë áóäåò

ñóùåñòâîâàòü ) : ∀ ε > 0 ∃A(ε) ≥ a : ∀R1 ≥ A(ε), ∀ y ∈ Y |
∞∫

R1

f(x, y)dx| ≤ ε/2 < ε ⇒
(∗) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî îïðåäåëåíèþ.

Ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà:
Ïóñòü f(x,y) èíò-ìà ïî õ â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà [a,R], ∀R > a, ∀ y ∈ Y

Åñëè ∀x > a ∀ y ∈ Y |f(x, y)| ≤ φ(x) è
∞∫
a

φ(x)dx ñõîäèòñÿ ⇒
(∗) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Y

Äîê-âî: Ïî Êðèòåðèþ Êîøè ñõîäèìîñòè
∞∫
a

φ(x)dx :

∀ ε > 0 ∃A(ε) ≥ a ∀R1, R2 ≥ A(ε) |
R2∫
R1

φ(x)dx| < ε ⇒

∀ y ∈ Y |
R2∫
R1

f(x, y)dx| ≤
R2∫
R1

|f(x, y)|dx ≤
R2∫
R1

φ(x)dx < ε ⇒
(∗) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Y â ñèëó Êðèòåðèÿ Êîøè

Çàìå÷àíèå: Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà ïðèìåíèì ëèøü ê àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ èíòåãðàëàì.

Ïðèçíàê Äèíè:
Ïóñòü f(x,y) íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà íà [a,+∞)× [c, d] è
∀ y ∈ [c, d] ∃

∞∫
a

f(x, y)dx = I(y), ïðè÷åì I(y) ∈ C[c, d].
Òîãäà (∗) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [c,d].

Äîê-âî: Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç In(y) =
a+n∫
a

f(x, y)dx. Òîãäà:
1. In(y) ∈ C[c, d] ïî òåîðåìå 1
2. lim

n→∞ In(y) = I(y), y ∈ [c, d], ïðè÷åì I ∈ C[c, d]

3. In(y0) íåóáûâàþùàÿ íà [c,d] äëÿ ∀ y0 ∈ [c, d]
4. [c,d] - êîìïàêò⇒ âûïîëíåíû âñå 4 óñëîâèÿ ïðèçíàêà Äèíè äëÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

In(y) ⇒ In(y)
[c,d]

⇒ I(y)

Ò.å. ∀ ε > 0 ∃N(ε) : ∀n ≥ N(ε), ∀ y ∈ [c, d] I(y)− In(y) =
∞∫

a+n
f(x, y)dx < ε

Ò.ê. f(x, y) ≥ 0, òî ∀R ≥ a + N(ε) |
∞∫
R

f(x, y)dx| ≤
∞∫

a+N(ε)

f(x, y)dx < ε ⇒

(∗) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [c,d] ïî îïðåäåëåíèþ.
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(∗∗)
∞∫

a

f(x, y)g(x, y)dx

Ïðèçíàê Äèðèõëå-Àáåëÿ:

Ïóñòü: (I)
{

f(x,y) èíò-ìà ïî õ â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà [a,R] ∀R ≥ a,∀ y ∈ Y

g(x, y)ìîíîòîííà ïî x ∀ y ∈ Y

Òîãäà äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (∗∗) íà Y äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ îäíîé èç 2 ïàð óñëîâèé:

1. a) {
R∫
a

f(x, y)dx} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà,
ò.å. ∃M > 0 : ∀ y ∈ Y,∀R ≥ a |

R∫
a

f(x, y)dx| ≤ M

b) g(x, y) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê 0 íà Y ïðè x →∞
ò.å. ∀ ε > 0 ∃A(ε) ≥ a : ∀x ≥ A(ε) ∀ y ∈ Y |g(x, y)| < ε

2. a)
∞∫
a

f(x, y)dx ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà Y

b) g(x, y) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà [a,+∞)× Y ,
ò.å. ∃M > 0 : ∀x ≥ a, ∀ y ∈ Y |g(x, y)| ≤ M

Çàìå÷àíèå: Åñëè âûïîëíåíû îñíîâíûå óñëîâèÿ ïðèçíàêà (I),
ìîæåì èñïîëüçîâàòü âòîðóþ òåîðåìó î ñðåäíåì (èç 2ãî ñåìåñòðà):
∀ y ∈ Y ∀R1, R2 ≥ a
R2∫
R1

f(x, y)g(x, y)dx = g(R1, y)
ξy∫

R1

f(x, y)dx + g(R2, y)
R2∫
ξy

f(x, y)dx

ξy-ìåæäó R1 è R2, çàâèñèò îò y,R1, R2

Äîê-âî:
1. Èç (a) ⇒ ∀R1, R2, ξy ≥ a, |

ξy∫
R1

f(x, y)dx| ≤ 2M, |
R2∫
ξy

f(x, y)dx| ≤ 2M

Èç (b) ⇒ ∀ ε > 0 ∃A(ε) : ∀R1, R2 ≥ A(ε),∀ y ∈ Y

|g(R1, y)| < ε
4M , |g(R2, y)| < ε

4M

⇒Èç ò. î ñðåäíåì: |
R2∫
R1

f(x, y)g(x, y)dx| ≤ ε
4M 2M + ε

4M 2M = ε ⇒
(∗∗) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî Êðèòåðèþ Êîøè

2. (b) ⇒ ∀R1, R2 ≥ a |g(R1, y)| < M, |g(R2, y)| < M

(a) ⇒ ∀ ε > 0 ∃A(ε) ≥ a : ∀R′, R′′ ≥ A(ε), ∀ y ∈ Y |
R′′∫
R′

f(x, y)dx| < ε
2M

Â ÷àñòíîñòè, |
ξy∫

R1

f(x, y)dx| < ε
2M , |

R2∫
ξy

f(x, y)dx| < ε
2M , ∀R1, R2, ξy ≥ A(ε)

⇒Èç ò. î ñðåäíåì |
R2∫
R1

f(x, y)g(x, y)dx| ≤ M ε
2M + M ε

2M = ε ⇒
(∗∗) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî Êðèòåðèþ Êîøè
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Ïðèìåðû:

1.
∞∫
1

y2 cos(xy)
x+y2 dx, y ∈ R

f(x, y) = y cos(xy), |
∞∫
1

y cos(xy)dx| ≤ 2,

g(x, y) = y
x+y2 ìîíîòîííà ïî õ ∀ y ∈ Y

x + y2 ≥ 2
√

x|y| ⇒ |g(x, y)| ≤ | y
2
√

x|y| | = | 1
2
√

x
|

∀ ε > 0 ∃A(ε) = 1
ε2 : ∀ y ∈ Y, ∀x ≥ A(ε) ⇒ |g(x, y)| < 1

21
ε

= ε/2 < ε ⇒
Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, ò.ê. âûïîëíåíî 1) ïðèçíàêà Äèðèõëå-Àáåëÿ

2.
∞∫
0

sin x
x e−xydx, y ≥ 0

∞∫
0

sin x
x dx ñõîäèòñÿ è íå çàâèñèò îò y ⇒ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî,

|e−xy| ≤ 1, e−xy ìîíîòîííà ïî x ∀ y ≥ 0
Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî , ò.ê. âûïîëíåíî 2) ïðèçíàêà Äèðèõëå-Àáåëÿ

Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ èíòåãðàëîâ,
çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ
Òåîðåìà 4 (íåïðåðûâíîñòü).
Ïóñòü f(x, y) ∈ C[a,∞)× [c, d]
(∗) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [c,d].

Òîãäà I(y) =
∞∫
a

f(x, y)dx íåïðåðûâíà íà [c,d].

Äîê-âî: Ïóñòü In(y) =
a+n∫
a

f(x, y)dx.

Ïî òåîðåìå 1 In(y) ∈ C[c, d]. Ïîêàæåì, ÷òî In

[c,d]

⇒ I
Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè (∗) :

∀ ε > 0 ∃A(ε) ≥ a : ∀R > A(ε), ∀ y ∈ [c, d] |
∞∫
R

f(x, y)dx| < ε ⇒

∀n ∈ N : a + n > A(ε) |I(y)− In(y)| = |
∞∫

a+n
f(x, y)dx| < ε

Ò.ê In(y) ∈ C[c, d] ïðè n ∈ N, In

[c,d]

⇒ I ⇒ I(y) òàêæå íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [c, d] êàê
ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ÷.ò.ä.

Çàìå÷àíèå: Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà ïðè ëþáîì ìíîæåñòâå Y (íå òîëüêî äëÿ Y = [c, d]), íå
ñòîèò çàáûâàòü, ÷òî íà íåïðåðûâíîñòü I(y) ìîæíî èññëåäîâàòü òîëüêî â ïðåäåëüíîé òî÷êå
ìíîæåñòâà Y.
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Òåîðåìà 5 (äèôôåðåíöèðóåìîñòü).
Ïóñòü f(x, y), ∂f

∂y (x, y) ∈ C[a,+∞)× [c, d],
∞∫
a

f(x, y)dx = I(y) ñõîäèòñÿ ∀ y ∈ [c, d],
∞∫
a

∂f
∂y (x, y)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [c,d].

Òîãäà I ′(y) =
∞∫
a

∂f
∂y (x, y)dx, ∀ y ∈ [c, d]

Äîê-âî: Ðàññìîòðèì In(y) =
a+n∫
a

f(x, y)dx

Ïî òåîðåìå 3 I ′n(y) =
a+n∫
a

∂f
∂y (x, y)dx.

Ïî òåîðåìå 4 (ñì. åå äîê-âî) I ′n(y) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [c,d].
In(y) ñõîäèòñÿ íà [c,d] ê I(y), ðÿä ïðîèçâîäíûõ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ⇒
Ïî òåîðåìå î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

I ′(y) = lim
n→∞ I ′n(y) =

∞∫
a

∂f
∂y (x, y)dx, y ∈ [c, d]

Òåîðåìà 6 (ñîáñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå).
Ïóñòü f ∈ C[a,+∞)× [c, d],
∞∫
a

f(x, y)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [c,d] ê I(y).

Òîãäà
d∫
c

I(y)dy =
∞∫
a

dx
d∫
c

f(x, y)dy (ïðè ýòîì óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàë ñïðàâà òîæå
ñõîäèòñÿ)

Äîê-âî: Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî lim
ρ→∞

ρ∫
a

dx
d∫
c

f(x, y)dy =
d∫
c

I(y)dy (I)
d∫
c

I(y)dy −
ρ∫
a

dx
d∫
c

f(x, y)dy =
d∫
c

dy
∞∫
a

f(x, y)dx−
d∫
c

dy
ρ∫
a

f(x, y)dx =
d∫
c

dy
∞∫
ρ

f(x, y)dx

Âî âòîðîì èíòåãðàëå ïîìåíÿëè ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ñèëó òåîðåìû 2
Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè f(x,y):
∀ ε > 0 ∃A(ε) ≥ a ∀ρ ≥ A(ε), ∀ y ∈ [c, d] |

∞∫
ρ

f(x, y)dx| < ε
d−c

|
d∫
c

I(y)dy −
ρ∫
a

dx
d∫
c

f(x, y)dy| ≤
d∫
c

dy|
∞∫
ρ

f(x, y)dx| <
d∫
c

ε
d−cdy = ε,

÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà è âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (I)

Ñëåäñòâèå: Ìîæåì èçìåíèòü óñëîâèÿ òåîðåìû, ÷òîáû ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñëåäîâàëà
èç ïðèçíàêà Äèíè:
Ïóñòü f(x,y) íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà íà [a,∞)× [c, d] ,
∀ y ∈ [c, d] ∃I(y) =

∞∫
a

f(x, y)dx, ïðè÷åì I(y) ∈ C[c, d].

Òîãäà
d∫
c

I(y)dy =
∞∫
a

dx
d∫
c

f(x, y)dy
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Òåîðåìà 7 (íåñîáñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå).
Ïóñòü f(x,y) íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà íà [a,∞)× [c,∞) ,

∀x ≥ a ∃
∞∫
c

f(x, y)dy = K(x), ∀ y ≥ c ∃
+∞∫
a

f(x, y)dx = I(y),
ïðè÷åì K ∈ C[a,+∞), I ∈ C[c,∞).
Òîãäà åñëè ñõîäèòñÿ îäèí èç èíòåãðàëîâ

∞∫
a

K(x)dx,
∞∫
c

I(y)dx, òî ñõîäèòñÿ è äðóãîé,

è îíè ðàâíû:
∞∫

a

dx

∞∫

c

f(x, y)dy =

∞∫

c

dy

∞∫

a

f(x, y)dx

Äîê-âî: Ïóñòü
∞∫
a

dx
∞∫
c

f(x, y)dy ñõîäèòñÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî lim
p→+∞

p∫
c

dy
∞∫
a

f(x, y)dx =
∞∫
a

dx
∞∫
c

f(x, y)dy (îïðåäåëåí ∀p ≥ c êàê èíòåãðàë îò
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè)
Ïî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 6:

p∫
c

dy
∞∫
a

f(x, y)dx =
∞∫
a

dx
p∫
c

f(x, y)dy ∀p ≥ a

Òàêèì îáðàçîì :
|
∞∫
a

dx
∞∫
c

f(x, y)dy −
p∫
c

dy
∞∫
a

f(x, y)dx| = |
∞∫
a

dx(
∞∫
c
−

p∫
c

)| =
∞∫
a

dx
∞∫
p

f(x, y)dy =

Ò.ê.
∞∫
a

dx(
∞∫
c

f(x, y)dy) ñõîäèòñÿ ⇒

∀ ε > 0 ∃R1(ε) ≥ a :
∞∫

R1

dx
∞∫
c

f(x, y)dy < ε/2

⇒
∞∫

R1

dx
∞∫
p

f(x, y)dy < ε/2 ∀p ≥ c, ò.ê. f(x, y) ≥ 0

=
R1∫
a

dx
∞∫
p

f(x, y)dy +
∞∫

R1

dx
∞∫
p

f(x, y)dy <
R1∫
a

dx
∞∫
p

f(x, y)dy + ε/2 <

Ò.ê. f(x,y) íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà íà [a,R1]× [c,∞),

K(x) =
∞∫
c

f(x, y)dy íåïðåðûâíà íà [a,R1] ⇒

ïî ïðèçíàêó Äèíè
∞∫
c

f(x, y)dy ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a,R1] ⇒

∀ ε > 0 ∃p1(ε) : ∀ρ ≥ p1(ε), ∀ y ∈ [a,R1]
∞∫
ρ

f(x, y)dy < ε
2(R1−a) ⇒

R1∫
a

dx
∞∫
p

f(x, y)dy < ε/2 ⇒

< ε
2 + ε

2 = ε ⇒ ∀ρ ≥ p1(ε) ⇒
∞∫
a

dx
∞∫
c

f(x, y)dy −
p∫
c

dy
∞∫
a

f(x, y)dx < ε, ÷.ò.ä.
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Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 2ãî ðîäà, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ

(∗̂)
b∫
a

f(x, y)dx,∀ y ∈ Y f(x, y) èíòåãðèðóåìà â ñîáñòâ. ñìûñëå íà ∀ [a, c], ãäå a < c < b

è ôóíêöèÿ f(x,y) èìååò îñîáåííîñòü ïðè x=b.

Îïðåäåëåíèå. (∗̂)
b∫
a

f(x, y)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Y, åñëè

∀ ε > 0 ∃b1(ε) ∈ [a, b) : ∀ρ ∈ [b1(ε), b],∀ y ∈ Y |
b∫
ρ

f(x, y)dx| < ε

Êðèòåðèé Êîøè. (∗̂) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà Y ⇔
∀ ε > 0 ∃b1(ε) ∈ [a, b) : ∀ρ1, ρ2 ∈ [b1(ε), b], ∀ y ∈ Y |

ρ2∫
ρ1

f(x, y)dx| < ε

Äîê-âî: òàêîå æå, êàê è äëÿ èíòåãðàëîâ 1ãî ðîäà.
Ïðèçíàêè Äèíè è Âåéåðøòðàññà àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ èíòåãðàëîâ 1ãî ðîäà.

Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà:
Ïóñòü f(x,y) èíòåãðèðóåìà â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà ∀ [a, c], ãäå a < c < b,
∃φ(x) : |f(x, y)| ≤ φ(x) ∀ y ∈ Y, ∀x ∈ [a, b],
φ(x) èíòåãðèðóåìà â ñîáñòâåííîì ñìûñëå íà [a, c], a < c < b,
b∫
a

φ(x)dx ñõîäèòñÿ. Òîãäà (∗̂) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè, äèôôåðåíöèðóåìîñòè, ñîáñòâåííîì èíòåãðèðîâàíèè îñòàþòñÿ

â ñèëå. Ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ I(y) =
b∫
a

f(x, y)dx ïîëåçíà çàìåíà ïåðåìåííîé: t = b−a
b−x ,

ñâîäÿùàÿ èíòåãðàë ê I(y) =
∞∫
1

f(b− b−a
t , y) b−a

t2
dt - èíòåãðàëó I ðîäà.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Äèðèõëå

I =

∞∫

0

sinx

x
dx

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé èíòåãðàë I(y) =
∞∫
0

sin x
x e−xydx (∗), y ≥ 0

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè x=0 ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà 1, òîãäà îíà íåïðåðûâíà ïðè
x ≥ 0, y ≥ 0 , à èíòåãðàë îò ýòîãî íå èçìåíèëñÿ.

1. Ïóñòü f(x, y) = sin x
x , òîãäà

∞∫
0

f(x, y)dx ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà y ≥ 0

2. g(x, y) = e−xy - ìîíîòîííà ïî x, |g(x, y)| ≤ 1 - ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà

⇒ (∗) ñõ-ñÿ ðàâíîìåðíî íà y ≥ 0 ïî II ïàðå óñëîâèé Äèðèõëå-Àáåëÿ

1. sin x
x e−xy - íåïðåðûâíà íà x ≥ 0, y ≥ 0 (ïðè x=0 ïåðåîïðåäåëèëè)

∂
∂y ( sin x

x e−xy) = − sinx e−xy ∈ C(R2)

2. Ñàì èíòåãðàë, êàê ìû óæå äîêàçàëè, ñõîäèòñÿ
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3. Ïðè y ≥ y0 > 0 èíòåãðàë îò ïðîèçâîäíîé :
∞∫
0

− sinx e−xydx ñõ-ñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà:

| − sinx e−xy| ≤ e−xy0 , èíòåãðàë
∞∫
0

e−xy0dx - ñõîäèòñÿ

⇒ Âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5 î äèôôåðåíöèðóåìîñòè
⇒ I ′(y) = −

∞∫
0

sinx e−xydx ∀ y ∈ [y0, y1], 0 < y0 < y1 < ∞

•
∞∫
0

sinx e−xydx = −
∞∫
0

e−xyd(cosx) = − cosxe−xy|∞0 − y
∞∫
0

cosxe−xydx =

= 1− y
∞∫
0

e−xyd(sinx) = 1−
[
ye−xy sinx|+∞0 + y2

∞∫
0

sinxe−xydx

]
= 1− y2

∞∫
0

sinxe−xydx

⇒ I ′(y) = −
∞∫
0

sinx e−xydx = − 1
1+y2

• Èíòåãðèðóåì ⇒ I(y) = − arctan y + c ïðè y>0

• Ïîñòîÿííóþ c íàéäåì, ïîñ÷èòàâ lim
y→∞ I(y) :

Ïðè y > 0 |I(y)| ≤
∞∫
0

e−xydx = 1
y → 0, ïðè y →∞, ò.ê. | sinx

x | ≤ 1

⇒ 0 = lim
y→∞ I(y) = lim

y→∞− arctan y + c = −π/2 + c ⇒ c = π/2

• Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü I(y) â íóëå, òîãäà I(0) = lim
y→0+0

I(y) = c = π/2

I(y) =
∞∫
0

sin x
x e−xydx- ñõ-ñÿ ðàâíîìåðíî ïðè y ≥ 0 ,

ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà
⇒ Íåïðåðûâíîñòü I(y) ïðè y ≥ 0 ïî òåîðåìå 4. Çíà÷èò, I(0) = π/2

∞∫
0

sin αx
x dx =

∞∫
0

sin αx
αx d(αx) =





+∞∫
0

sin x
x dx , α > 0

0 , α = 0
−∞∫
0

sin x
x dx , α < 0

∞∫

0

sinαx

x
dx =

π

2
sgn(α)
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Èíòåãðàëû Ýéëåðà

Γ(x) =
∞∫
0

tx−1e−tdt - Ãàììà-ôóíêöèÿ

B(x, y) =
1∫
0

tx−1(1− t)y−1dt - Áåòà-ôóíêöèÿ

1. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè

Îêîëî 0: tx−1e−t v tx−1 ⇒
∞∫
0

tx−1e−tdt ñõîäèòñÿ ∀x > 0

Íà áåñêîíå÷íîñòè:
|tx−1e−t| < e−t/2, ïðè t ≥ t0(x) ⇒

∞∫
0

tx−1e−tdt ñõîäèòñÿ äëÿ ∀x

Òàêèì îáðàçîì, Γ(x) îïðåäåëåíà ïðè x>0

tx−1(1− t)y−1 v tx−1 îêîëî 0 ⇒ x > 0
tx−1(1− t)y−1 v (1− t)y−1 îêîëî 1 ⇒ y > 0
⇒ B(x, y) îïðåäåëåíà ïðè x > 0, y > 0

2. Âû÷èñëåíèå Γ(n), n ∈ N

Γ(1) =
∞∫
0

e−tdt = 1,

Γ(x + 1) =
∞∫
0

txe−tdt = −
∞∫
0

txd(e−t) = −txe−t|∞0 +
∞∫
0

xtx−1e−tdt ⇒
Γ(x + 1) = xΓ(x) ∀x > 0 (íå òîëüêî íàòóðàëüíûõ)

n ∈ N ⇒ Γ(n + 1) = n ∗ (n− 1) ∗ · · · 1 ∗ Γ(1) = n! ⇒ Γ(n + 1) = n!

3. Íåïðåðûâíîñòü è áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü Γ(x), x > 0

Γ(x) =
1∫
0

tx−1e−tdt +
∞∫
1

tx−1e−tdt

Ïîêàæåì, ÷òî îáà èíòåãðàëà ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ∀ [a, b], 0 < a < b < +∞
|tx−1e−t| ≤

{
ta−1e−t, 0 < t ≤ 1
tb−1e−t, t ≥ 1

⇒
ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà Ã(õ) ñõ-ñÿ ðàâíîìåðíî íà [a, b]
⇒ ïî òåîðåìå 4 î íåïðåðûâíîñòè Γ(x) ∈ C[a, b]
⇒ Γ(x) ∈ C(0,∞), ò.ê. a,b>0 - ëþáûå

dk

dxk (tx−1e−t) = (ln t)ktx−1e−t ∈ C(0,∞)

×òîáû èñïîëüçîâàòü òåîðåìó î äèôôåðåíöèðóåìîñòè, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàëû
1∫
0

tx−1e−t(ln t)kdt,
∞∫
1

tx−1e−t(ln t)kdt

ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà ∀[a, b], 0 < a < b < ∞ ∀k ∈ N ⇒
òîãäà, èñïîëüçóÿ ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ è òåîðåìó 5, ìîæíî äîêàçàòü:
Γ(k)(x) =

∞∫
0

tx−1e−t(ln t)kdt

|tx−1e−t(ln t)k| ≤
{

ta−1e−t| ln t|k = ta−1e−t(− ln t)k, 0 < t ≤ 1
tb−1e−t| ln t|k = tb−1e−t(ln t)k, 1 ≤ t < ∞

1∫
0

ta−1e−t(ln t)kdt ñõîäèòñÿ, ò.ê. äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t
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ìîæíî ïîäîáðàòü δ > 0: |ta−1e−t(ln t)k| ≤ ta−1−kδ, a− kδ > 0
∞∫
1

tx−1e−t(ln t)kdt ñõîäèòñÿ,ò.ê. |tb−1e−t(ln t)k| ≤ tbe−t äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t

Ãðàôèê Γ(x): Γ(1) = 1, Γ(2) = 1! = 1

Γ′′(x) =
∞∫
0

tx−1e−t(ln t)2dt > 0 ⇒ Γ′(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ⇒
ó Ã(õ) åñòü åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ìåæäó 1 è 2.
lim

x→0+0
Γ(x) = lim

x→0+0

Γ(x+1)
x = +∞, ò.ê. lim

x→0+0
Γ(x + 1) = Γ(1) = 1

Γ(n + 1) = n! ⇒ lim
x→∞Γ(x) = +∞

Ñâîéñòâà Â(x,y)

1. Ñèìåòðè÷íîñòü B(x, y) = B(y, x) {çàìåíà s = 1− t}

2. B(x,y+1)
y = B(x+1,y)

x

Äîêàçàòåëüñòâî. B(x, y + 1) =
1∫
0

tx−1(1− t)ydt = 1
x

1∫
0

(1− t)ydtx =

= 1
x

(
tx(1− t)y

∣∣∣∣
1

0

−
1∫
0

txd(1− t)y

)
= 1

x

(
0 + y

1∫
0

tx(1− t)y−1dt

)
= y

xB(x + 1, y)

3. B(x, y + 1) = y
x+yB(x, y)

(
àíàëîãè÷íî B(x + 1, y) = x

x+yB(x, y)
)

Äîêàçàòåëüñòâî. x, y > 0 B(x, y + 1) =
1∫
0

tx−1(1− t)ydt =
1∫
0

tx−1(1− t)(1− t)y−1dt =

=
1∫
0

tx−1(1− t)y−1dt−
1∫
0

tx(1− t)y−1dt = B(x, y)−B(x + 1, y) = B(x, y)− x
y B(x, y + 1) ⇒

(x + y)B(x, y + 1) = yB(x, y) ⇒ B(x, y + 1) = y
x+yB(x, y)

4. Çàìåíà t =
1

τ + 1
, t ∈ (0, 1) ⇒ 0 < τ < +∞, dt = − dτ

(τ + 1)2

B(x, y) =
0∫

+∞

(
1

τ + 1

)x−1 (
τ

τ + 1

)y−1 − dτ

(τ + 1)2
=

∞∫
0

τy−1dτ

(1 + τ)x+y
=

∞∫
0

τx−1dτ

(1 + τ)x+y

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî - ñëåäñòâèå ñèììåòðè÷íîñòè B(x, y).
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5. Ñâÿçü ìåæäó B(x,y) è Ã(õ)

(∗) B(x, y) = Γ(x) · Γ(y)
Γ(x + y) x, y > 0

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Äîêàæåì äëÿ ñëó÷àÿ x>1,y>1 B(x, y)·Γ(x+y) =
∞∫
0

dτ

∞∫
0

f(τ,z)dz

︷ ︸︸ ︷
τx−1

(1 + τ)x+y
·
∞∫

0

dt · e−ttx+y−1 =

=
∞∫
0

dτ · τx−1
∞∫
0

dt

1 + τ
· e−t

(
t

1 + τ

)x+y−1

=
{

z = t
1+τ , t = z(1 + τ) , z ∈ (0, +∞)

}
=

=
∞∫
0

dτ
∞∫
0

dz · τx−1e−ze−τzzx+y−1 ⊗=
∞∫
0

dz
∞∫
0

dτ ·
f(τ,z)︷ ︸︸ ︷

τx−1 e−z e−τz zx+y−1 =

=
∞∫
0

dz · e−z
∞∫
0

d(τz) · (τz)x−1 e−τz zy−1 =
∞∫
0

dz · e−z zy−1 ·
∞∫

0

du · ux−1 e−u

︸ ︷︷ ︸
∞∫
0

f(τ,z)dτ

= Γ(y) ·Γ(x)

⊗ Èçìåíåíèå ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ âîçìîæíî â ñèëó òåîðåìû 7:
a) f(τ, z) - íåïðåðûâíà è íåîòðèöàòåëüíà íà [0,+∞)× [0,+∞) ïðè x>1, y>1

b)
∞∫
0

f(τ, z) dz = {ñì. ðàíåå} =
τx−1

(1 + τ)x+y
· Γ(x + y) - íåïðûâíà ïî τ ïðè x>1

c)
∞∫
0

f(τ, z) dτ = {ñì. ðàíåå} = e−z zy−1 · Γ(x) - íåïðûâíà ïî z

d)
∞∫
0

dτ
∞∫
0

f(τ, z) dz = B(x, y) · Γ(x + y) - ñõîäèòñÿ

2) Òåïåðü ìîæåì äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ïðè x>0,y>0.
Äåéñòâèòåëüíî, B(x, y) =

x + y

x
B(x + 1, y) =

x + y

x

x + y + 1
y

B(x + 1, y + 1) =

= {ïîëüçóåìñÿ ñëó÷àåì 1} =
(x + y)(x + y + 1)

xy

Γ(x + 1)Γ(y + 1)
Γ(x + y + 2)

=

=
(x + y)(x + y + 1)

xy

xΓ(x)yΓ(y)
(x + y + 1)(x + y)Γ(x + y)

=
Γ(x) · Γ(y)
Γ(x + y)

, x > 0, y > 0

Çàìå÷àíèå: Çíàÿ ïîñëåäíåå ñâîéñòâî, ëåãêî âîññòàíîâèòü çàáûòûå êîýôôèöèåíòû â 2,3.

Ïðèìåð: Γ(1/2) =
∞∫
0

t−1/2e−tdt = {t = x2} =
∞∫
0

x−1e−x2
2xdx = 2

∞∫
0

e−x2
dx = 2

√
π

2 =
√

π
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Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå Γ(x) ïðè x → +∞
Γ(x + 1) =

√
2πx(x

e )x(1 + α(x)), ãäå lim
x→+∞α(x) = 0

Ïðè x = n ∈ N ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ñòèðëèíãà:
Γ(n + 1) = n! =

√
2πn(n

e )n(1 + αn), αn - á.ì. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Äîê-âî: Γ(x + 1) =
∞∫
0

txe−tdt = {t = x(τ + 1), τ = 1− t
x − 1 < τ < ∞} =

=
∞∫
−1

xx(τ + 1)xe−x(τ+1)xdτ = (x
e )x x

∞∫
−1

e−x(τ−ln(τ+1))dτ

1. Ïëàí íàøèõ äåéñòâèé: τ − ln(τ + 1) = u2

2 è âûðàçèòü dτ ÷åðåç du
Îáîçíà÷èì φ(τ) = τ − ln(τ + 1)
φ′(τ) = 1− 1

τ+1 = τ
τ+1 ⇒ φ(τ) - èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì â 0, φ(0) = 0

lim
τ→−1+0

φ(τ) = +∞, lim
τ→+∞φ(τ) = +∞

Ïóñòü u(τ) = sgnτ
√

2(τ − ln(τ + 1)) , òîãäà φ(τ) = u2

2 , −∞ < u < +∞ 3

u′(τ) =





sgn τ
(√

2φ(τ)
)′

=
√

2 sgn τ

2
√

φ(τ)
φ′(τ) > 0; ïðè τ 6= 0

lim
τ→0

sgn τ
√

2(τ − ln(τ + 1))
τ = lim

τ→0

√
2(τ−(τ− 1

2
τ2+O(t3)))

|τ | =

= lim
τ→0

√
τ2+O(t3)

|τ | = 1 > 0; ïðè τ = 0

∃u′(τ) ⇒ τ − ln(τ + 1) = u2

2 äèôôåðåíöèðóåìà ïî τ .
Äèôôåðåíöèðóåì: τ

τ+1 = udu
dτ ⇒ ïðè τ 6= 0 dτ

du = u τ+1
τ = u + u

τ (∗∗)

Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà:
ln(τ + 1) = τ − τ2

2
1

(1+θτ)2
, 0 < θ = θ(τ) < 1

Òàêèì îáðàçîì, u2

2 = τ − ln(τ + 1) = τ2

2
1

(1+θτ)2
⇒ {ò.ê. sgn u = sgn τ è 1 + θτ > 0}[

u = τ
1+θτ

]
⇒

[
(1 + θτ)u = τ

]
⇒

[
τ(1− θu) = u

]
⇒

[
u
τ = 1− θu (τ 6= 0)

]

Ïîäñòàâèì ýòî â (∗∗) : dτ
du = u + 1− θu = 1 + (1− θ)u ( ïðè τ 6= 0)

Ïðè τ = 0 du
dτ = 1 ⇒ dτ

du = 1 ⇒ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà è ïðè τ = 0.
Èòîã: îöåíèëè dτ

du = 1 + (1− θ)u 4 (íå çàáûâàåì, ÷òî θ - çàâèñèò îò τ, u)

2. Èòàê, dτ
du = 1 + (1− θ)u, ïðè −∞ < u < +∞. Òåïåðü äåëàåì îöåíêó:

Γ(x + 1) = (x
e )xx

∞∫
−1

e−x(τ−ln(τ+1))dτ = (x
e )xx

∞∫
−∞

e−x u2

2 [1 + (1− θ)u]du =

1)
+∞∫
−∞

e
−xu2

2 du = {s = u
√

x
2} =

√
2
x

+∞∫
−∞

e−s2
ds =

√
2
x

√
π

2) |
+∞∫
−∞

e
−xu2

2 (1− θ)udu| ≤
+∞∫
−∞

e
−xu2

2 |u|du =

= 2
+∞∫
0

e
−xu2

2 udu = 2
+∞∫
0

e
−xu2

2 du2

2 = {xu2

2 = s} = 2
x

∞∫
0

e−sds = 2
x

= (ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî) =
√

2πx(x
e )x(1 + α(x)), |α(x)| ≤ 2√

2π
1√
x
→ 0, x →∞

3Îñîçíàéòå, îòêóäà áåðóòñÿ ýòè ïðåäåëû è çà÷åì ìû èññëåäîâàëè ïîâåäåíèå φ(τ)
4Òåïåðü âñïîìíèòå, ÷òî ìû äîêàçûâàëè, ÷òî u′(τ) > 0. Ãäå ìû ýòî èñïîëüçîâàëè?
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×àñòü 2. Ðÿäû Ôóðüå

Ïîíÿòèå ðÿäà Ôóðüå â åâêëèäîâîì è ïî÷òè åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâàõ
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü L - ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R. L íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì,

åñëè ∀x, y ∈ L → (x, y) ∈ R:
1) (x, y) = (y, x) ∀x, y ∈ L (ñèììåòðèÿ)
2) (αx + βy, z) = α(x, z) + β(y, z) ∀x, y, z ∈ L, ∀α, β ∈ R (ëèíåéíîñòü)
3) (x, x) > 0 ∀x ∈ L
4) (x, x) = 0 ⇔ x = 0

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L íàä ïîëåì R íàçûâàåòñÿ ïî÷òè åâêëèäîâûì,
åñëè ∀x, y ∈ L → (x, y) ∈ R è (x, y) óäîâëåòâîðÿåò 1), 2), 3).
Çàìå÷àíèå: Ëþáîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè åâêëèäîâûì.

Ïðèìåð: L2
R[a, b] - ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ â ñîáñòâåííîì ñìûñëå ïî Ðèìàíó

íà îòðåçêå [a, b] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x, y) =

b∫

a

x(t)y(t)dt (∗)

1), 2), 3), ñëåäóþò èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ðèìàíà, 4) íå âûïîëíåíî:

Ïóñòü x(t) =

{
0, x ∈ (a, b]
1, t = a

⇒
b∫
a

x2(t)dt = 0, ïðè ýòîìx 6= 0

ò.å. L2
R[a, b] ïî÷òè åâêëèäîâî.

Ïðèìåð: Ĉ[a, b] - ïð-âî êóñî÷íî-íåïð. ôóíêöèé íà [a, b] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (∗)
x ∈ Ĉ[a, b] ⇔ x(t) íåïðåðûâíà íà [a, b], çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê,ïðè ýòîì:
∀t ∈ (a, b) ∃ x(t− 0), x(t + 0); ∃ x(a + 0), x(b− 0).
{

x(t) = 1
2 [x(t− 0) + x(t + 0)] , t ∈ (a, b)

x(a) = x(b) = 1
2 [x(a + 0) + x(b− 0)]

Íàïðèìåð sgn(sin t) ∈ Ĉ[−π, π]

Ïîêàæåì, ÷òî Ĉ[a, b] - åâêëèäîâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ÷åòâåðòîãî ñâîéñòâà:

0 = (x, x) =
b∫
a

x2(t)dt = {a = t0 < ... < tn = b; x(t) ∈ C(tk−1, tk), 1 ≤ k ≤ n} =
n∑

k=1

tk∫
tk−1

x2(t)dt

⇒ ∀ k = 1, ..., n
tk∫

tk−1

x2(t)dt = 0 ⇒ x(t) = 0 ïðè t ∈ (tk−1, tk) ⇒ x(tk−1+0) = x(tk−0) = 0

Òàêèì îáðàçîì, x(t1) = ... = x(tn) = x(a) = x(b) = 0 ⇒ x(t) ≡ 0, t ∈ [a, b] ⇒ Ĉ[a, b] −
åâêëèäîâî.
Çàìå÷àíèå: Ĉ[a, b] ⊂ L2

R[a, b] - ïîòîì ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ôàêòîì
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Îïðåäåëåíèå. L - Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì, åñëè
∀x ∈ L → ‖x‖ ∈ R:
1) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖, λ ∈ R, x ∈ L
2) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, x, y ∈ L (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà)
3) ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ L
4) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî ïî÷òè íîðìèðîâàííîå, åñëè ∀x ∈ L îïðåäåëåíî ‖x‖ ∈
R, óäîâëåòâîðÿþùåå 1),2),3).
Çàìå÷àíèå: Åñëè L - íîðìèðîâàííîå, òî L - ïî÷òè íîðìèðîâàííîå.

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü L - ïî÷òè åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ∀(x, y) ∈ L ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî:

|(x, y)| ≤
√

(x, x) · (y, y) (∗∗)

Äîê-âî: ∀x, y ∈ L, ∀λ ∈ R (x + λy, x + λy) ≥ 0 ⇒ (x, x) + 2λ(x, y) + λ2(y, y) ≥ 0.
Åñëè (y, y) = 0, òî (x, x) + 2λ(x, y) ≥ 0, ∀λ ∈ R ⇒ (x, y) = 0 ⇒ (∗∗)
Åñëè (y, y) 6= 0 ⇒ D

4 = (x, y)2 − (x, x) · (y, y) ≤ 0 ⇒ (∗∗).

Â L2
R[a, b] íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî èìååò âèä

∣∣∣
b∫
a

x(t)y(t)dt
∣∣∣ ≤

√
b∫
a

x2(t)dt ·
b∫
a

y2(t)dt

(÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà äëÿ èíòåãðàëîâ)
Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü L - ïî÷òè åâêëèäîâî (ñîîòâåòñòâåííî åâêëèäîâî).
Òîãäà L ìîæíî ñäåëàòü ïî÷òè íîðìèðîâàííûì (ñîîòâåòñòâåííî íîðìèðîâàííûì), ïîëîæèâ
‖x‖ =

√
(x, x) (íîðìà, ñîãëàñîâàííàÿ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì).

Äîê-âî: Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖:
‖x + y‖2 = (x + y, x + y) = (x, x) + 2(x, y) + (y, y) ≤ (x, x) + 2

√
(x, x) · (y, y) + (y, y) = (x, x) +

2
√

(x, x) ·
√

(y, y) + (y, y) = (
√

(x, x) +
√

(y, y))2 = (‖x‖+ ‖y‖)2 ⇒ ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

Çàäà÷è ê ýêçàìåíó
1. L - íîðìèðîâàííî. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ‖x‖ ñîãëàñîâàíà ñ íåêîòîðûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì,

òî 2(‖x‖2 + ‖y‖2) = (‖x + y‖2 + ‖x− y‖2) (Êðèòåðèé åâêëèäîâîñòè íîðìû ïîìíèòå?)

2. C[a, b]. Ïîëîæèì ‖x‖ = max
t∈[a,b]

|x(t)|. Ïîêàçàòü, ÷òî ‖ · ‖ - íîðìà, íå ñîãëàñîâàííàÿ íè ñ
êàêèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

3. Â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó íà [a, b], ‖x‖ =
b∫
a

∣∣x(t)
∣∣dt. Ïîêàçàòü,

÷òî ïðîñòðàíñòâî ïî÷òè íîðìèðîâàíî, íî íîðìà íå ñîãëàñîâàíà íè ñ êàêèì ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì.

4. Ïîêàçàòü,÷òî (∗) íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äëÿ ïðîñòðàíñòâà C(a, b) .
Îïðåäåëåíèå. {ψn} - ñèñòåìà ýëåìåíòîâ èç ïî÷òè åâêëèäîâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé (ÎÍÑ), åñëè (ψi, ψj) = δij ∀i, j ∈ N
Îïðåäåëåíèå. f ∈ L, {ψn} - ÎÍÑ â ïî÷òè åâêëèäîâîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L.

Ðÿä
∞∑

k=1

fk · ψk, ãäå fk = (f, ψk) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ýëåìåíòîâ f ïî ñèñòåìå {ψk},
fk - êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. 5

5Àíàëîãèÿ ñ ðàçëîæåíèåì ïî ÎÍÁ â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå äîëæíà áûòü î÷åâèäíà c©
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Çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè

Ln =
{ n∑

k=1

ckψk, c1, ..., ck ∈ R
}
- ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïåðâûõ n âåêòîðîâ ñèñòåìû

Íåîáõîäèìî íàéòè inf
c1,...,cn∈R

‖f −
n∑

k=1

ckψk‖

‖f −
n∑

k=1

ckψk‖2 = (f −
n∑

k=1

ckψk, f −
n∑

k=1

ckψk) = (f, f)− 2
n∑

k=1

ck(f, ψk) + (
n∑

k=1

ckψk,
n∑

k=1

ckψk) =

= ‖f‖2 − 2
n∑

k=1

ckfk +
n∑

k=1

c2
k = ‖f‖2 −

n∑
k=1

f2
k +

n∑
k=1

f2
k − 2

n∑
k=1

ckfk +
n∑

k=1

c2
k = ‖f‖2 −

n∑
k=1

f2
k +

n∑
k=1

(fk − ck)2, ãäå fk = (f, ψk) - êîýôôèöèåíòû Ôóðüå.

Ïðè
n∑

k=1

(fk − ck)2 = 0 äîñòèãàåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü, ïîäâåäåì èòîã:

Òåîðåìà 1. inf
c1,...,cn∈R

‖f −
n∑

k=1

ckψk‖ =

√
‖f‖2 −

n∑
k=1

f2
k è äîñòèãàåòñÿ ⇔ ck = fk, 1 ≤ k ≤ n

Ñëåäñòâèå: ∀n ∈ N ‖f‖2 −
n∑

k=1

f2
k ≥ 0 (âîîáùå-òî, ìû èì óæå âîñïîëüçîâàëèñü)

Ñëåäñòâèå: ∀f ∈ L ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ:
∞∑

k=1

f2
k ≤ ‖f‖2

Äîê-âî:
n∑

k=1

f2
k ≤ ‖f‖2, ∀n ∈ N⇒ âñå ÷ëåíû íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îãðàíè÷åíû

êîíñòàíòîé ‖f‖2 ⇒
∞∑

k=1

f2
k ≤ ‖f‖2

Ïðèìåð: Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà â L2
R[−π, π] (â Ĉ[−π, π]):

1√
2π

, cos x√
π

, sin x√
π

, cos 2x√
π

, sin 2x√
π

, ... - ÿâëÿåòñÿ ÎÍÑ (äîêàæèòå ýòî)

f Ã f0√
2π

+
∞∑

k=1

(
f

(1)
k

cos kx√
π

+ f
(2)
k

sin kx√
π

)
- ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ïî ýòîé ñèñòåìå





f0 =
π∫
−π

1√
2π

f(x)dx

f
(1)
k =

π∫
−π

1√
π
f(x) cos kxdx

f
(2)
k =

π∫
−π

1√
π
f(x) sin kxdx

⇒Ïîëîæèì





a0 =
√

2
πf0 = 1

π

π∫
−π

f(x)dx

ak = 1√
π
f

(1)
k = 1

π

π∫
−π

f(x) cos kxdx

bk = 1√
π
f

(2)
k = 1

π

π∫
−π

f(x) sin kxdx

Òîãäà f Ã a0
2 +

∞∑
k=1

(
ak cos kx + bk sin kx

)
- òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå (ÒÐÔ)

Íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ äëÿ ÒÐÔ, çàïèñàííîå â ðàçíûõ îáîçíà÷åíèÿõ:
f2
0 +

∞∑
k=1

((
f

(1)
k

)2 +
(
f

(2)
k

)2
)
≤

π∫
−π

f2(x)dx

π
2 a2

0 +
n∑

k=1

π(a2
k + b2

k) ≤
π∫
−π

f2(x)dx

a2
0

2
+

∞∑

k=1

(a2
k + b2

k) ≤
1
π

π∫

−π

f2(x)dx

Ïðèìåð:
∞∑

n=1

sin nx√
n

ñõîäèòñÿ, íî íå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå íè äëÿ êàêîé ôóíêöèè f ∈ L2
R[−π, π]

(èíà÷å bn = 1√
n
, an = 0,

∞∑
n=1

b2
n ðàñõîäèòñÿ).
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Çàìêíóòûå è ïîëíûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü {ψn} - ÎÍÑ â ïî÷òè åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå L.
{ψn} íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè ∀f ∈ L, ∀ε ≥ 0 ∃

n∑
k=1

ckψk : ‖f −
n∑

k=1

ckψk‖ ≤ ε

Òåîðåìà 2 (Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ). Ïóñòü {ψn} çàìêíóòà â L. Òîãäà
∞∑

n=1
f2

k = ‖f‖2

Äîê-âî: {ψn} - çàìêíóòà ⇒ ∀ ε > 0 ∃
n∑

k=1

ckψk : ‖f −
n∑

k=1

ckψk‖ <
√

ε

⇒ {çàäà÷à î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè} ⇒ ‖f −
n∑

k=1

fkψk‖2 = ‖f‖2 −
n∑

k=1

f2
k < ε

Ò.å. ∀ ε > 0 ∃n :
n∑

k=1

f2
k ≥ ‖f‖2 − ε. Íî ïî íåð-âó Áåññåëÿ

n∑
k=1

f2
k ≤ ‖f‖2 ⇒

∞∑
k=1

f2
k = ‖f‖2.

Ñëåäñòâèå: ∀f ∈ L lim
n→∞ ‖f −

n∑
k=1

fkψk‖ = 0, ãäå {ψn} - çàìêíóòàÿ ÎÍÑ.

Äîê-âî: ‖f −
n∑

k=1

fkψk‖2 = ‖f‖2 −
n∑

k=1

f2
k

n→∞−−−→ 0

Çàìå÷àíèå: Â L2
R[a, b] ñõîäèìîñòü ïî íîðìå ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì ò.ê.

‖f − g‖ =

√
b∫
a

(f − g)2dx

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü {ψn} - ÎÍÑ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå L.
{ψn} íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â L, åñëè (f, ψn) = 0 ∀n ∈ N⇔ f = 0

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü {ψn} ïîëíà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå L.
Òîãäà ∀ f, g ∈ L, f 6= g ∃n : (f, ψn) 6= (g, ψn)
Äîê-âî: h = f − g, h 6= 0. Ò.ê. {ψn} ïîëíà, ∃n : (h, ψn) 6= 0, ò.å. (f, ψn) 6= (g, ψn)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü L-åâêëèäîâî è {ψn} - çàìêíóòàÿ ÎÍÑ â L.
Òîãäà {ψn} ïîëíà â L.

Äîê-âî: Ïóñòü ∃f ∈ L : (f, ψn) = fn = 0 ∀n ∈ N.
Èç ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ‖f‖ =

∞∑
n=0

f2
n = 0 ⇒ f = 0 (ïî 4-ìó ñâîéñòâó íîðìû).

Ëåììà (îá èíòåãðèðóåìîñòè ïî ïåðèîäó). Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [−π, π] è
èìååò ïåðèîä 2π.
Òîãäà ∀x ∈ R

π−x∫
−π−x

f(t)dt =
π∫
−π

f(t)dt

Äîê-âî:
π−x∫
−π−x

f(t)dt =
−π∫

−π−x
f(t)dt +

π−x∫
π

f(t)dt +
π∫
−π

f(t)dt = {τ = t + 2π} =
π∫

π−x
f(τ)dτ +

π−x∫
π

f(t)dt+
π∫
−π

f(t)dt =
π∫
−π

f(t)dt (äîêàæèòå, ÷òî ïðîìåæóòî÷íûå èíòåãðàëû îïðåäåëåíû)

Çàäà÷à: Ïóñòü L - åâêëèäîâî, ñèñòåìà {ψn} : ∀f ∈ L, ∀ε ≥ 0 ∃
n∑

k=1

ckψk : ‖f −
n∑

k=1

ckψk‖ ≤ ε,
íî íå ÎÍÑ. Ïî ýòîé ñèñòåìå ïîñòðîèòü çàìêíóòóþ ÎÍÑ â L.
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Âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà
Ôóðüå è ÷åçàðîâñêèõ ñóìì òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå
f ∈ L2

R[−π, π], ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2π

Sn(f, x) =
a0

2
+

n∑

k=1

(
ak cos kx + bk sin kx

)− ÷àñòè÷íûå ñóììûÒÐÔ

σn(f, x) =
S0(f, x) + ... + Sn−1(f, x)

n
− ÷åçàðîâñêèå ñóììûÒÐÔ

Sn(f, x) = 1
2π

π∫
−π

f(t)dt +
n∑

k=1

(
1
π

π∫
−π

f(t) cos kt dt · cos kx + 1
π

π∫
−π

f(t) sin kt dt · sin kx
)

=

= 1
π

π∫
−π

f(t)
[

1
2 +

n∑
k=1

(cos kt cos kx + sin kt sin kx)
]
dt = 1

π

π∫
−π

f(t)
[

1
2 +

n∑
k=1

cos k(t− x)
]
dt =

{u = t− x, ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷íà} = 1
π

π∫
−π

f(u + x)
[

1
2 +

n∑
k=1

cos ku

]
du;

[
1
2 +

n∑
k=1

cos ku

]
=

1
2 sin u

2

[
sin u

2 +
n∑

k=1

2 sin u
2 cos ku

]
=

1
2 sin u

2

[
sinu

2 +
n∑

k=1

sin (k + 1
2)u− sin (k − 1

2)u
]

=

=





sin (n + 1
2)u

2 sin u
2

u 6= 0 äàëåå áóäåìïîäðàçóìåâàòü èìåííî ýòóôóíêöèþ,

n + 1
2 u = 0 ò.ê. îíà− äðîáü ñâåðõó, äîîïðåäåëåííàÿ ïî íåïðåðûâíîñòè

,

Sn(f, x) =
1
π

π∫

−π

sin (n + 1
2)u

2 sin u
2

f(u + x)du (∗)

Dn(u) =
sin (n + 1

2)u
2 sin u

2

- ÿäðî Äèðèõëå.

Äëÿ f ≡ 1: a0 = 1
π

π∫
−π

dt = 2; an = 1
π

π∫
−π

cosntdt = bn = 1
π

π∫
−π

sinntdt = 0 ⇒ Sn(f, x) = 1, ∀n ∈ N

Ïîäñòàâèì â (∗): 1 = 1
π

π∫
−π

sin (n + 1
2)u

2 sin u
2

du (∗̂)

σn(f, x) = S0(f,x)+...+Sn−1(f,x)
n = 1

n

n−1∑
k=0

[
1
π

π∫
−π

Dk(u)f(u + x)du

]
= 1

πn

π∫
−π

n−1∑
k=0

sin (k + 1
2)u

2 sin u
2

f(u + x)du

n−1∑
k=0

sin (k + 1
2)u =

1
2 sin u

2

·
n−1∑
k=0

2 sin (k + 1
2)u sin u

2 =
1

2 sin u
2

·
n−1∑
k=0

(
cos ku− cos(k + 1)u

)
=

=
1− cosun

2 sin u
2

=
2 sin2 un

2

2 sin u
2

=
sin2 un

2

sin u
2

σn(f, x) =
1

πn

π∫

−π

sin2 nu
2

2 sin2 u
2

f(u + x)du (∗∗)

Îáîçíà÷èì Ôn(u) =
sin2 nu

2

2 sin2 u
2

- ÿäðî Ôåéåðà, òîæå äîîïðåäåëåíî ïðè u=0 ïî íåïðåðûâíîñòè

Äëÿ f ≡ 1: σn(f, x) ≡ 1. Ïîäñòàâèì â (∗∗) : 1
πn

π∫
−π

Ôn(u)du = 1 (∗̂∗)

20



Òåîðåìà 4 (Ôåéåðà). Ïóñòü f(x) ∈ C[−π, π], f(−π) = f(π). Òîãäà σn(f, x)
[−π,π]

⇒ f(x)

Äîê-âî: Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ f ñ ïåðèîäîì 2π íà âñþ ïðÿìóþ R.
Ò.ê. f ∈ C(R) è ïåðèîäè÷íà, òî f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R,
ò.å. ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0: ∀u ∈ [−δ, δ], ∀x ∈ R ∣∣f(x + u)− f(x)

∣∣ < ε
2

Êðîìå òîãî, f(x) îãðàíè÷åíà íà R:∃M > 0: |f(x)| ≤ M ∀x ∈ R
σn(f, x)− f(x) = (∗̂∗) = 1

πn

π∫
−π

Ôn(u)f(u + x)du− f(x) 1
πn

π∫
−π

Ôn(u)du =

= 1
πn

π∫
−π

Ôn(u)
(
f(u + x)− f(x)

)
du = 1

πn

δ∫
−δ

(. . . )du + 1
πn

∫
δ≤|u|≤π

(. . . )du

•
∣∣∣ 1
πn

δ∫
−δ

|f(x + u)− f(x)|Ôn(u)du
∣∣∣ ≤ ε

2 · 1
πn

δ∫
−δ

Ôn(u)du ≤ ε
2 · 1

πn

π∫
−π

Ôn(u)du = ε
2

•
∣∣∣∣∣

1
πn

∫
δ≤|u|≤π

(. . . )du

∣∣∣∣∣ ≤
1

πn

∫
δ≤|u|≤π

2M |Ôn(u)|du ≤ 2M
πn

π∫
−π

1
sin2 δ

2

du ≤ ε
2 ïðè n> N0(ε)

∀ε ∃N0(ε) : |σn(f, x)− f(x)| ≤ ε

2
+

ε

2
≤ ε∀x ∈ [−π, π] ⇒ σn(f, x)

[−π,π]

⇒ f(x)

Îïðåäåëåíèå. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì íàçîâåì ôóíêöèþ âèäà:
Tn(x) = c0 +

n∑
k=1

ck cos kx + dk sin kx

Íàïðèìåð, Sn(f, x), σn(f, x) - òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

Òåîðåìà 5 (ïåðâàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü f ∈ C[−π, π], f(−π) = f(π).

Òîãäà f ìîæíî íà [−π, π] ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì,
ò.å. ∀ε > 0 ∃T (x) - òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí: max

x∈[−π,π]
|T (x)− f(x)| < ε

Äîê-âî: Ïî ò. Ôåéåðà σn(f, x) ⇒
[−π,π]

f(x), ãäå σn(f, x) - òðèã. ìíîãî÷ëåí.

Òåîðåìà 6 (âòîðàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü f ∈ C[a, b].

Òîãäà f ìîæíî íà [a,b] ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü ìíîãî÷ëåíîì (îáû÷íûì),
ò.å. ∀ε > 0 ∃P (x) - ìíîãî÷ëåí: max

x∈[a,b]
|P (x)− f(x)| < ε

Äîê-âî:

I. Äîêàæåì äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ : [a, b] = [−π, π], f(π) = f(−π).

Òîãäà ∀ε > 0∃Tn(x) = c0 +
n∑

k=1

ck cos kx + dk sin kx : max
x∈[−π,π]

|T (x)− f(x)| < ε.

T(x) - ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ sin kx, cos kx, 0 ≤ k ≤ n, êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé
ïðåäñòàâèìà ñòåïåííûì ðÿäîì ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè R = ∞
⇒ T (x) =

∞∑
k=0

akx
k, R = ∞

Íà [−π, π] ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî òåîðåìå Àáåëÿ

⇒ ∃N : |T (x)−
N∑

k=0

akx
k| < ε/2, x ∈ [−π, π] , îáîçíà÷èì P (x) =

N∑
k=0

akx
k

⇒ |f(x)− P (x)| ≤ |f(x)− T (x)|+ |T (x)− P (x)| < ε/2 + ε/2 = ε, ∀ x ∈ [−π, π]
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II. Òåïåðü ñëó÷àé : [a, b] = [−π, π], íî óñëîâèé íà çíà÷åíèÿ íåò
Ïîäáåðåì g(x) âèäà: g(x) = f(x)− αx, ñ óñëîâèåì g(−π) = g(π),
ò.å. f(−π) + απ = f(π)− απ ⇒ α = f(π)−f(−π)

2π
∀ ε > 0 ∃Q(x) - ìíîãî÷ëåí: max

x∈[−π,π]
|g(x)−Q(x)| < ε (èç I øàãà)

|g(x)−Q(x)| = |f(x)− αx−Q(x)| = |f(x)− P (x)|,
P (x) = αx + Q(x) - ìíîãî÷ëåí , max

x∈[−π,π]
|f(x)− P (x)| < ε, ÷.ò.ä.

III. Îáîáùèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà [a, b] ïðè ïîìîùè
ëèíåéíîé çàìåíû: x = αt + β , ïåðåâîäÿùåé x ∈ [a, b] â îòðåçîê t ∈ [−π, π]{
−πα + β = a

πα + β = b
⇒ β = a+b

2 , α = b−a
2π 6= 0, t = x−β

α

f(x) ∈ C[a, b]. Ïóñòü F (t) = f(αt + β). Òîãäà F (t) ∈ C[−π, π]
⇒ ∃Q(t) - ìíîãî÷ëåí: max

t∈[−π,π]
|F (t)−Q(t)| < ε ( ïî øàãó II )

⇒ max
x∈[a,b]

|f(x)−Q(x−β
α )| < ε ⇒ P (x) = Q(x−β

α ) - èñêîìûé ìíîãî÷ëåí

Çàìêíóòîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû
Òåîðåìà 7. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà { 1√

2π
, cos x√

π
, sin x√

π
, . . . } çàìêíóòà â L2

R[−π, π]

Äîê-âî:
Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ∀ f ∈ L2

R[−π, π] ∀ ε > 0 ∃T (x)− òðèã.ìíîãî÷ëåí : ‖f − T (x)‖ < ε

1. ∃g1 ∈ Ĉ[−π, π] : ||f − g1|| < ε/3
f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó ⇒
a) f îãðàíè÷åíà íà [−π, π], ò.å. ∃M > 0 : |f(x)| ≤ M ∀x ∈ [−π, π]

á) ∃ τ - ðàçáèåíèå [−π, π] : −π = x0 < · · · < xl = π :
π∫
−π

f(x)dx− sτ (f) <
ε2

18M

sτ (f) =
l∑

k=1

mk∆xk, mk = inf
[xk−1,xk]

f(x)

g1(x) =





mk, x ∈ (xk−1, xk), 1 ≤ k ≤ l
mk+mk+1

2 , x = xk, k = 1, · · · , l − 1
m1+mn

2 , x = ±π

⇒ |g1(x)| ≤ M , ò.ê. |mk| ≤ M

π∫
−π

g1(x)dx = sτ (f)

Òàêèì îáðàçîì,
π∫
−π

f(x)dx− sτ (f) =
π∫
−π

(f(x)− g1(x))dx =

= {f(x)− g1(x) ≥ 0 êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê} =
π∫
−π
|f(x)− g1(x)|dx <

ε2

18M

||f − g1|| =
√

π∫
−π

(f(x)− g1(x)) 2dx ≤
√

π∫
−π
|f(x)− g1(x)| (|f(x)|+ |g1(x)|) dx ≤

≤
√

2M
π∫
−π
|f(x)− g1(x)|dx ≤

√
2M ε2

18M = ε/3
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2. . Ñòðîèì g2 ∈ C[−π, π], g2(−π) = g2(π), ||g2 − g1|| < ε/3 .
Â g2(x) δ-îêðåñòíîñòè òî÷åê ðàçðûâà g1(x) çàìåíÿåì ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè
g2(x) = g1(x) âíå [−π,−π + δ] ∪ [x1 − δ, x1 + δ] ∪ · · · ∪ [π − δ, π]
g2(x) ëèíåéíà íà êàæäîì ñåãìåíòå, ïðè÷åì g2(x) ∈ C[−π, π],
g2(−π) = g2(π), |g2(x)| ≤ M, x ∈ [−π, π] ⇒ |g1(x)− g2(x)| ≤ 2M

||g1 − g2|| =
√ ∫

[−π,−π+δ]∪[x1−δ,x1+δ]∪···∪[π−δ,π]

(g1(x)− g2(x))2dx ≤
√

(2M)22δl < ε/3 äëÿ

äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ

3. Ïîêàæåì, ÷òî ∃T (x) : ||g2 − T || < ε/3
Äëÿ g2(x) (î ÷óäî! ) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïåðâîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà
⇒ ∃T (x) : òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí: max

x∈[−π,π]
|g2(x)− T (x)| ≤ ε

3
√

2π

||g2(x)− T (x)|| =
√

π∫
−π

(g2(x)− T (x))2dx ≤
√

π∫
−π

ε2

9·2πdx =

√
ε2

9
1
2π

2π = ε/3 ⇒

||f(x)− T (x)|| ≤ ||f − g1||+ ||g1 − g2||+ ||g2 − T || ≤ ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε
⇒ ∀ε > 0 ∃T (x) − òðèãîíîìåòðè÷åñêèéìíîãî÷ëåí : ||f(x)− T (x)|| < ε

Ñëåäñòâèÿ:

1. a2
0
2 +

∞∑
k=1

(a2
k + b2

k) = 1
π

π∫
−π

f2(x)dx, f ∈ L2
R[−π, π] - ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

2. lim
n→∞ ||f(x)− Sn(f, x)|| = 0 (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2)

3. {Sn(f, x)} ñõîäèòñÿ ê f(x) â ñðåäíåì íà [−π, π], ò.ê. ||f(x)−Sn(f, x)|| =
π∫
−π

(f(x)− Sn(f, x))2dx

4. ∀[a, b] ⊂ [−π, π]
b∫
a

f(x)dx = lim
n→∞

b∫
a

Sn(f, x)dx

Äîê-âî: Cõîäèìîñòü â ñðåäíåì íà [−π, π] ⇒ ñõîäèìîñòü
â ñðåäíåì íà ∀[a, b] ⊂ [−π, π] ⇒ ïî÷ëåííàÿ èíòåãðèðóåìîñòü íà [a, b] ,÷.ò.ä.

5. Ĉ[−π, π] ⊂ L2
R[−π, π] ⇒ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàìêíóòà â Ĉ[−π, π] è (+åâêëèäîâîñòü

ïðîñòðàíñòâà) ïîëíà â Ĉ[−π, π]

6. f, g ∈ Ĉ[−π, π], f 6= g. Òîãäà ðÿäû Ôóðüå äëÿ f è g íå ìîãóò ñîâïàäàòü
( âñå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå f 6= g íå ìîãóò ñîâïàäàòü - ñâîéñòâî ïîëíûõ ÎÍÑ )

Çàäà÷è ê ýêçàìåíó

1. Áóäåò ëè çàìêíóòîé { sin nx√
π
} â L2

R[−π, π]?

2. Áóäåò ëè çàìêíóòîé { sin nx
cn

}, c2
n =

π∫
0

sin2 nxdx â L2
R[0, π] ?
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Òåîðåìà 8 (Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ôåéåðà).
Ïóñòü f èíòåãðèðóåìà íà [−π, π], ïåðèîä f = 2π; â òî÷êå x0 ∃ f(x0 + 0), f(x0 − 0).
Òîãäà σn(f, x0)

n→∞−→ 1
2 [f(x0 + 0) + f(x0 − 0)]

Äîê-âî: σn(f, x0) = 1
πn

π∫
−π

f(x0 + t)Ôn(t) dt. Â ñèëó ÷åòíîñòè ÿäðà Ôåéåðà è (∗̂∗):

1
πn

π∫
0

Ôn(t)dt = 1
πn

0∫
−π

Ôn(t)dt = 1
2

1
πn

π∫
−π

Ôn(t)dt = 1
2

1
2 [f(x0 + 0) + f(x0 − 0)] = 1

πn

π∫
0

f(x0 + 0)Ôn(t) dt + 1
πn

0∫
−π

f(x0 − 0)Ôn(t) dt

Òàêèì îáðàçîì, σn(f, x)− 1
2 [f(x0 + 0) + f(x0 − 0)] =

= 1
πn

π∫
0

[f(x0 + t)− f(x0 + 0)]Ôn(t) dt + 1
πn

0∫
−π

[f(x0 + t)− f(x0 − 0)]Ôn(t) dt = In
1 + In

2

Ïîêàæåì, ÷òî lim
n→∞ In

1 = 0 (àíàëîãè÷íî lim
n→∞ In

2 = 0)

• ∀ ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 (ìîæíî ñ÷èòàòü δ < π) : |f(x0 + t)− f(x0 + 0)| < ε ∀t ∈ [0, δ)

• f îãðàíè÷åíà íà R (ò.ê. èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó è ïåðèîäè÷íà)
⇒ ∃M > 0 : |f(x)| ≤ M ∀x ∈ R

In
1 = 1

πn

δ∫
0

[f(x0 + t)− f(x0 + 0)]Ôn(t) dt + 1
πn

π∫
δ

[f(x0 + t)− f(x0 + 0)]
sin2 nt

2

2 sin2 t
2

dt

•
∣∣∣∣ 1
πn

δ∫
0

[f(x0 + t)− f(x0 + 0)]Ôn(t) dt

∣∣∣∣ < 1
πn

δ∫
0

εÔn(t) dt < ε 1
πn

π∫
0

Ôn(t) dt = ε
2 ∀n ∈ N

• |f(x0 + t)− f(x0 + 0)| ≤ 2M sin2 nt
2 ≤ 1, 1

2 sin2 t
2

≤ 1
2 sin2 δ

2∣∣∣∣ 1
πn

π∫
δ

[f(x0 + t)− f(x0 + 0)] sin2 nt
2

2 sin2 t
2

dt

∣∣∣∣ ≤ 2M
2πn

π∫
δ

1
sin2 δ

2

dt ≤ πM
πn sin2 δ

2

= C
n ≤ ε

2 ïðè n ≥ N0(ε)

⇒ |In
1 | ≤ ε

2 + ε
2 = ε ïðèn ≥ N0(ε) ⇒ lim

n→∞ In
1 = 0

Ñëåäñòâèå: Ïóñòü f ∈ L2
R[−π, π] , ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2π,

∃ f(x0 ± 0), ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0: ∃ lim
n→∞Sn(f, x0)

òîãäà lim
n→∞Sn(f, x0) = 1

2 [f(x0 + 0) + f(x0 − 0)]

Äîê-âî: ∃ lim
n→∞σn(f, x0) = lim

n→∞Sn(f, x0) (ðåãóëÿðíûé ìåòîä ×åçàðî), ïðè÷åì ïî ëîêàëüíîé
òåîðåìå Ôåéåðà ýòîò ïðåäåë ðàâåí 1

2 [f(x0 + 0) + f(x0 − 0)]

Ïðîñòåéøèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè è ïî÷ëåííîé
äèôôåðåíöèðóåìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå
Îïðåäåëåíèå. f(x) èìååò íà [a,b] êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ,

åñëè ∃ a = x0 < · · · < xl = b, f äèôôåðåíöèðóåìà íà [a, b]\
l⋃

j=0
{xj},

∃f ′(xj−1 + 0), f ′(xj − 0), f ′ ∈ C(xj−1, xj) ïðè j = 1, .., l 6

6îöåíèòå ðàçíèöó ñ ïîíÿòèåì: ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè êóñî÷íî-íåïðåðûâíà
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Ïðèìåð: f(x) = |x| íà [−π, π] èìååò êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ

Òåîðåìà 9. Ïóñòü f(x) ∈ C[−π, π], f(−π) = f(π),
f(x) èìååò êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå [−π, π]

a0
2 +

∞∑
k=1

(ak cos (kx) + bk sin (kx)) Ã f(x) ÒÐÔ ôóíêöèè f(x)

α0
2 +

∞∑
k=1

(αk cos (kx) + βk sin (kx)) Ã f ′(x) ÒÐÔ ôóíêöèè f'(x), äîîïðåäåëåííîé ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì â òî÷êàõ ðàçðûâà
Òîãäà

1. ÒÐÔ ôóíêöèè f'(x) ïîëó÷åí ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì TÐÔ f(x),
ò.å. α0 = 0, αk = −kbk, βk = kak, k ∈ N,

èíûìè ñëîâàìè, α0
2 +

∞∑
k=1

[αk cos (kx) + βk sin (kx)] =
(

a0
2

)′+
∞∑

k=1

[ak cos′ (kx) + bk sin′ (kx)]7

2. ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ íà [−π, π] àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ê f(x)

Äîê-âî:

1. αk = 1
π

π∫
−π

f ′(x) cos kxdx = 1
π

l∑
j=1

xj∫
xj−1

f ′(x) cos kxdx = {èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì} =

= 1
π

l∑
j=1

[
f(x) cos kx

∣∣xj

xj−1
+

xj∫
xj−1

f(x)k sin kxdx

]
= 1

π [ f(π)cosπk-f(-π)cos(-πk) ]+

+ k
π

π∫
−π

f(x) sin kxdx = 0 + kbk ⇒ αk = kbk. Àíàëîãè÷íî βk = −kαk, k ∈ N

2. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑

k=1

|ak|+ |bk|.
Òîãäà ÒÐÔ f(x) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [−π, π] ïî ïð. Âåéåðøòðàññà;
(à ðÿä ñàìîé ôóíêöèè áóäåò ñõîäèòüñÿ ê íåé ñàìîé: ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæàåì f(x) íà
R è ïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì ëîêàëüíîé òåîðåìû Ôåéåðà⇒ ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ
ê f(x)).

|ak|+ |bk| = |αk|
k + |βk|

k ≤ 1
2(β2

k + 1
k2 ) + 1

2(α2
k + 1

k2 ) = α2
k+β2

k
2 + 1

k2

∞∑
k=1

(α2
k + β2

k) ñõîäèòñÿ â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ,
∞∑

k=1

1
k2 ñõîäèòñÿ

⇒
∞∑

k=1

|ak|+ |bk| ñõîäèòñÿ

Çàìå÷àíèå: Â óñëîâèè ïðåäûäóùåé òåîðåìû lim
k→∞

k(|ak|+ |bk|) = 0

Äîê-âî:
∞∑

k=1

(α2
k + β2

k) ñõîäèòñÿ ⇒ lim
k→∞

|αk| = lim
k→∞

|βk| = 0.

Íî |αk|+ |βk| = k(|ak|+ |bk|)

Ïðèìåð: f(x) = sinx10 Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ÒÐÔ íà [−π, π]

f(x) ∈ C[−π, π], f(−π) = f(π), f ′(x) ∈ C[−π, π]
⇒ ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f(x) íà [−π, π].

7ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïî÷ëåííîå ðàâåíñòâî ðÿäîâ, à íå ðàâåíñòâî ñóìì
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Òåîðåìà 10. Ïóñòü f(x), f ′(x), · · · , f (m)(x) ∈ C[−π, π],
f (m)(x) èìååò êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà [−π, π],
f(−π) = f(π), f ′(−π) = f ′(π), · · · , f (m)(−π) = f (m)(π).

a0
2 +

∞∑
k=1

(ak cos (kx) + bk sin (kx)) Ã f(x),

α
(j)
0
2 +

∞∑
k=1

(α(j)
k cos (kx) + β

(j)
k sin (kx)) Ã f (j)(x), 1 ≤ j ≤ m + 1

Òîãäà

1. α
(j)
0 = 0 α

(j)
k cos kx + β

(j)
k sin kx = ak(cos kx)(j) + bk(sin kx)(j) 1 ≤ j ≤ m + 1

2. ÒÐÔ ôóíêöèè f (j−1)(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f (j−1)(x) íà [−π, π] 1 ≤ j ≤ m + 1

Äîê-âî: Íàäî m ðàç ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ òåîðåìó

Çàìå÷àíèå: Â óñëîâèè ïðåäûäóùåé òåîðåìû lim
k→∞

km+1(|ak|+ |bk|) = 0

Äîê-âî: |α(m+1)
k |+ |β(m+1)

k | = km+1(|ak|+ |bk|), lim
k→∞

|α(m+1)
k |+ |β(m+1)

k | = 0

ò.ê. ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ
∞∑

k=1

(α(m+1)
k )2 + (β(m+1)

k )2 < ∞.

Êîìïëåêñíàÿ çàïèñü òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå
ak cos kx + bk sin kx = ak−ibk

2 eikx + ak+ibk
2 e−ikx = cke

ikx + c−ke
−ikx, k = 0, 1, · · ·

Åñëè f(x) âåùåñòâåííàÿ ⇒ c−k = ck, k = 0, 1, · · ·




c0 = a0
2 = 1

2π

π∫
−π

f(x)dx ⇒ c0e
i0x = a0

2

ck = 1
2π

π∫
−π

f(x)(cos kx− i sin kx)dx = 1
2π

π∫
−π

f(x)e−ikxdx k ∈ N

c−k = 1
2π

π∫
−π

f(x)(cos kx + i sin kx)dx = 1
2π

π∫
−π

f(x)e ikxdx k ∈ N

èòîã : f(x) Ã
+∞∑

k=−∞
cke

ikx ck =
1
2π

π∫

−π

f(x)e−ikxdx, k ∈ Z

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ âñå ñòàëî áîëåå åñòåñòâåííî è ëîãè÷íî -
èñ÷åçëà íåñèììåòðè÷íîñòü (∃a0, @b0), ïðîïàë êîýôôèöèåíò 1/2
f(φ = x) Ã

∞∑
k=−∞

cke
ikφ = {z = eiφ} =

∞∑
k=−∞

ckz
k - ðÿä Ëîðàíà íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè8

Ìû ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè âîññòàíîâèëè å¼ ðÿä Ëîðàíà
(ïðè óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ, ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé â òî÷êàõ ðàçðûâà)
Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû ðÿäà íàõîäÿòñÿ ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ïðàâèëó:

ck = 1
2π

π∫
−π

f(x)e−ikxdx = {z = eix, f1(z) = f(x)} = 1
2πi

∫
|z|=1

f1(z)
zk+1

dz, k ∈ Z

Â óñëîâèè òåîðåìû 9: f ′(x) Ã
+∞∑

k=−∞
ck ik eikx

8âîò è òàéíà óäîáñòâà ìíîæåñòâà [−π, π] - ýòî óãîë, à òàêæå òðåáîâàíèé: 2π-ïåðèîäè÷íîñòü,
f(−π) = f(π) è ò.ï. - áîëåå åñòåñòâåííî çàäàâàòü ôóíêöèþ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
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Èíòåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè è åãî ñâîéñòâà
Îïðåäåëåíèå. Èíòåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè f íà [a,b]:

ω̂[a,b](f, δ)
def
= sup

|h|≤δ

b∫
a
|f(t + h)− f(t)|dt, δ > 0,

f äîëæíà áûòü èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a,b] è å¼ ïåðèîä ðàâåí b-a
Èç îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ω̂[a,b](f, δ) íåîòðèöàòåëüíàÿ è íåóáûâàþùàÿ ïî δ

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå : ω̂(f, δ) = ω̂[−π,π](f, δ)

Òåîðåìà 11. lim
δ→0+0

ω̂(f, δ) = 0

Äîê-âî: f ä.á. èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [−π, π] è 2π-ïåðèîäè÷íà, f ∈ L2
R[−π, π]

Èç çàìêíóòîñòè L2
R[−π, π]: ∀ ε > 0 ∃T (x) - òðèã. ìíîãî÷ëåí: ||f − T || ≤ ε

3
√

2π
9,

•
π∫
−π
|f(t)− T (t)|dt =

π∫
−π
|f(t)− T (t)| ∗ 1 dt = ( |f(t) − T (t)| , 1) ≤ {íåðàâåíñòâîÊîøè −

Áóíÿêîâñêîãî} ≤
∥∥∥|f − T |

∥∥∥ ||1|| =
∥∥∥f − T

∥∥∥ ||1|| < ε
3
√

2π

√
π∫
−π

12dt = ε
3

• |f(t)− f(t + h)| ≤ |f(t)− T (t)|+ |T (t)− T (t + h)|+ |T (t + h)− f(t + h)| ⇒
π∫
−π
|f(t)− f(t + h)|dt ≤

π∫
−π
|f(t)− T (t)|dt+

π∫
−π
|T (t)− T (t + h)|dt+

π∫
−π
|T (t + h)− f(t + h)|dt

• Çàìåòèì, ÷òî
π∫
−π

|f(t + h)− T (t + h)|dt =
π∫
−π

|f(t)− T (t)|dt ≤ ε
3

â ñèëó ëåììû îá èíòåãðèðóåìîñòè ïî ïåðèîäó

• T èìååò ïåðèîä 2π è íåïðåðûâíà íà R ⇒ Ò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R
∃δ > 0 : ∀h ∈ [−δ, δ] ∀t ∈ R |T (t + h)− T (t)| ≤ ε

6π ⇒
π∫
−π

|T (t + h)− T (t)|dt ≤ ε
3

π∫
−π
|f(t)− f(t + h)|dt ≤ ε

3 + ε
3 + ε

3 ≤ ε ⇒ ω̂(f, δ) ≤ ε ⇒ lim
δ→0+0

ω̂(f, δ) = 0

Òåîðåìà 12. Ïóñòü f,g ∈ L2
R[−π, π] è ïåðèîäû f è g ðàâíû 2π.

Ðàññìîòðèì Fx(t) = f(x + t)g(t) x ∈ R

Òîãäà ω̂(Fx, δ) ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R ñõîäèòñÿ ê 0 ïðè δ → 0 + 0,
ò.å. ∀ε > 0 ∃δ0 > 0 : ∀δ ∈ (0, δ0) ∀x ∈ R ω̂(Fx, δ) < ε

Äîê-âî: f,g îãðàíè÷åíû íà R ⇒ ∃M ≥ 0 : |f(t)| ≤ M, |g(t)| ≤ M ∀t ∈ R
|Fx(t + h)− Fx(t)| = |f(x + t + h)g(t + h)− f(x + t)g(t)| ≤
≤

∣∣∣g(t + h) [f(x + t + h)− f(x + t)]
∣∣∣ +

∣∣∣f(x + t) [g(t + h)− g(t)]
∣∣∣ ≤

≤ M
∣∣∣f(x + t + h)− f(x + t)

∣∣∣ + M
∣∣∣g(t + h)− g(t)

∣∣∣ (∗∗),
π∫
−π
|f(x + t + h)− f(x + t)|dt = {τ = x + t} =

π∫
−π
|f(τ + h)− f(τ)|dτ

Èíòåãðèðóåì (**) íà [−π, π], âçÿâ |h| ≤ δ :
π∫

−π

|Fx(t + h)− Fx(t)|dt ≤ M

π∫

−π

|f(τ + h)− f(τ)|dτ + M

π∫

−π

|g(τ + h)− g(τ)|dτ

|ω̂(Fx, δ)| ≤ M(ω̂(f, δ) + ω̂(g, δ)) → 0 (ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå)
9ïîäðàçóìåâàþòñÿ íîðìà è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâà L2

R[−π, π]
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âûðàæåíèå ñïðàâà íå çàâèñèò îò x - çíà÷èò, ñòðåìëåíèå ðàâíî(äóøíîå)ìåðíîå

Òåîðåìà 13. Ïóñòü f ∈ L2
R[−π, π], an, bn - êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f

Òîãäà
√

a2
n + b2

n ≤ 1
2π ω̂(f, π

n)

Äîê-âî: an = 1
π

π∫
−π

f(x) cosnx dx, bn = 1
π

π∫
−π

f(x) sinnx dx

an + ibn = 1
π

π∫
−π

f(x)einxdx = {y = x− π
n} = 1

π

π−π
n∫

−π−π
n

f(y + π
n)einy+iπ dy =

= {einy+iπ = −einy} = − 1
π

π∫
−π

f(y + π
n)einy dy

2(an + ibn) = 1
π [

π∫
−π

(f(t)− f(t + π
n))eintdt] ⇒

√
a2

n + b2
n = |an + ibn| ≤ 1

2π

π∫
−π

[|f(t)− f(t + π
n)| ∗ 1

]
dt ≤ ω̂(f, π

n
)

2π

Ñëåäñòâèå: Ïóñòü f, g, Fx óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 12,
an(x) = 1

π

π∫
−π

Fx(t) cos nt dt, bn(x) = 1
π

π∫
−π

Fx(t) sinnt dt - êîýôôèöèåíòû Ôóðüå Fx.

Òîãäà an(x) ⇒ 0, bn(x) ⇒ 0 ïðè n →∞

Äîê-âî:
√

a2
n(x) + b2

n(x) ≤ 1
2π ω̂(Fx, π

n) ⇒ 0; an(x), bn(x) ≤
√

a2
n(x) + b2

n(x)

Ñëåäñòâèå: Ïóñòü f - 2π-ïåðèîäè÷íà, f,g ∈ L2
R[−π, π].

Òîãäà 1
π

π∫
−π

f(x + t)g(t) cos nt dt, 1
π

π∫
−π

f(x + t)g(t) sinnt dt
x∈R
⇒ 0 .

Äîê-âî:Ìåíÿåì, åñëè íóæíî, ôóíêöèþ g(x) â òî÷êå−π, ÷òîáû g(−π) = g(π), è ïåðèîäè÷åñêè
ïðîäîëæàåì. Íà çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ ýòî íå ïîâëèÿåò.
Ïðèìåíÿåì ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå.

Ëåììà. Ïóñòü f - 2π-ïåðèîäè÷íà, f ∈ L2
R[−π, π], δ ∈ (0, π).

Òîãäà Cn(x) = 1
π

∫
δ≤|t|≤π

f(x + t) Dn(t) dt
x∈R
⇒ 0

Äîê-âî: Cn(x) = 1
π

∫
δ≤|t|≤π

f(x + t)Dn(t) dt = 1
π

∫
δ≤|t|≤π

f(x + t)
sin (n + 1

2)t
2 sin t

2

dt =

= 1
2π

∫
δ≤|t|≤π

f(x + t)
sinnt · cos t

2 + cos nt · sin t
2

sin t
2

dt =

= 1
2π

π∫
−π

f(x + t)g1(t) · sinnt dt + 1
2π

π∫
−π

f(x + t)g2(t) · cosnt dt
x∈R
⇒ 0 + 0 ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó

ñëåäñòâèþ, ãäå îáîçíà÷èëè g1(t) =

{
ctg t

2 δ ≤ |t| ≤ π

0 |t| < δ
g2(t) =

{
1 δ ≤ |t| ≤ π

0 |t| < δ
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Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè Ðèìàíà
Ñõîäèìîñòü (è ïðåäåë) ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) (f - 2π-ïåðèîäè÷íà, f ∈ L2

R[−π, π]) â òî÷êå x0

çàâèñÿò ëèøü îò ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè f(x) â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.

Äîê-âî:
Sn(x0, f) = 1

π

π∫
−π

f(x0 + t) sin (n+ 1
2
)t

2 sin t
2

dt = 1
π

δ∫
−δ

f(x0 + t) sin (n+ 1
2
)t

2 sin t
2

dt + Ñn(x0), δ ∈ (0, π), (~)

èíòåãðàë ó÷èòûâàåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà [x0 − δ, x0 + δ] ,
Ñn(x0)

x0∈R
⇒ 0 - î÷åâèäíî, íå èãðàåò ðîëè

Ëåììà (Óòî÷íåííàÿ Ðèìàíà).
Ïóñòü f - 2π-ïåðèîäè÷íà, f ∈ L2

R[−π, π], ∃[a, b] : f[a,b] ≡ 0.

Òîãäà ∀ δ ∈ (0, b−a
2 ) ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) ðàâíîìåðíî ñõ-ñÿ ê 0 íà [a + δ, b− δ].

Äîê-âî: (~) ⇒ Sn(f, x) = Ñn(x)
x∈R
⇒ 0

Ñëåäñòâèå: Ïóñòü f1, f2 - 2π-ïåðèîäè÷íû, f1, f2 ∈ L2
R[−π, π],

f1(x) = f2(x), ∀x ∈ [a, b], ÒÐÔ ôóíêöèè f1(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [a,b].
Òîãäà ∀ δ ∈ (0, b−a

2 ) ÒÐÔ ôóíêöèè f2(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê f1(x) íà [a + δ, b− δ].

Äîê-âî: Sn(f2, x) = Sn(f1, x) + Sn(f2 − f1, x),
Sn(f1, x) ⇒ f1(x), Sn(f2 − f1, x) ⇒ 0 ⇒ Sn(f2, x) ⇒ f1(x) (êàê ñóììà äâóõ ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé).
Çàìå÷àíèå: èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà [a + δ, b − δ] ∀δ ∈ (0, b−a

2 ) ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ
ñõ-ñòü íà ∀ [c, d] ⊂ (a, b)

Ïðèìåð: f(x) =





x10 x ∈ [0, π/2]
sinx x ∈ [−π, 0]√

x x ∈ [π/2, π)

è f(x) èìååò ïåðèîä 2π

Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü f(x) íà [δ, π/2− δ]
g(x) = x10 íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé, g(−π) = g(π)
⇒ ÒÐÔ ôóíêöèè g(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê g(x) íà [0, π/2]
íà [0, π/2]⇒ÒÐÔ f(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f(x)=g(x) íà [δ, π/2− δ] ⊂[0, π/2]

Îïðåäåëåíèå. f óäîâëåòâîðÿåò â ò.x0 óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïîðÿäêà α (α ∈ (0, 1])
ñïðàâà ( ñëåâà ), åñëè ∃ f(x0 + 0), ∃ c1, δ1 > 0 : |f(x0 + t) − f(x0 + 0)| < c1t

α, t ∈ (0, δ1)
(ñîîòâåòñòâåííî, ∃ f(x0 − 0), ∃ c2, δ2 > 0 : |f(x0 + t)− f(x0 − 0)| < c2|t|α, t ∈ (−δ2, 0).

Ïðèìåð: x2 óäîâë. óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïîðÿäêà α â òî÷êå 0 ñëåâà è ñïðàâà, ∀α ∈ (0, 1].

Çàìå÷àíèå: Åñëè f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0,
òî f(x) óäîâëåòâîðÿåò â ò. x0 óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïîðÿäêà 1:

lim
t→0

f(x0+t)−f(x0)
t = f ′(x0) ⇒ |f(x0 + t)− f(x0)| ≤ (|f ′(x0)|+ 1)|t| ïðè |t| < δ
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Òåîðåìà 14. Åñëè f - 2π-ïåðèîäè÷íà, f ∈ L2
R[−π, π], â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïîðÿäêà α1 ñïðàâà è α2 ñëåâà (α1, α2 ∈ (0, 1]),
òîãäà ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0 ê 1

2 [f(x0 + 0) + f(x0 − 0)]

Äîê-âî: Ïóñòü α = min (α1, α2)
⇒ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïîðÿäêà α â òî÷êå x0 è ñïðàâà, è ñëåâà.
Âñïîìíèì,÷òî Dn(t)

def
= sin (n+ 1

2
)t

2 sin t
2

, Dn(−t) = Dn(t)

(∗̂) ⇒ 1
π

0∫
−π

Dn(t)dt = 1
π

π∫
0

Dn(t)dt = 1
2

1
π

π∫
−π

Dn(t)dt = 1
2

Sn(f, x) = 1
π

π∫
−π

f(x0 + t)Dn(t)dt,

Sn(f, x)− 1
2 [f(x0 + 0) + f(x0 − 0)] =

= 1
π

π∫
−π

f(x0 + t)Dn(t)dt− 1
π

π∫
0

f(x0 + 0)Dn(t)dt− 1
π

0∫
−π

f(x0 − 0)Dn(t)dt =

= 1
π

δ∫
0

[f(x0 + t)− f(x0 + 0)]Dn(t)dt + 1
π

0∫
−δ

[f(x0 + t)− f(x0 − 0)]Dn(t)dt +

{ïðîâåðüòå!}+ 1
π

∫
δ≤|t|≤π

(
f(x + t)− [f(x0+0)+f(x0−0)]

2

)
Dn(t)dt = I1

n + I2
n + I3

n

• sin t
2 ≥ t

π ,10 t ∈ [0, π]. Îöåíèì ÿäðî Äèðèõëå: |Dn(t)| ≤ 1

2 |t|π
= π

2|t| , t ∈ [−π, π]

Èç óñëîâèÿ Ãåëüäåðà: |In
1 | ≤ 1

π

δ∫
0

ctα π
2|t|dt = c

2

δ∫
0

tα−1dt = c
2

δα

α < ε
3 ïðè δ = δ(ε)

Àíàëîãè÷íî |I2
n| ≤ ε

3 (äëÿ âñåõ n , ò.ê. âñå çàâèñÿùåå îò n, îöåíåíî 1)

• I3
n → 0 ïî ëåììå ïåðåä ïðèíöèïîì ëîêàëèçàöèè,
ò.ê. ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ - 2π-ïåðèîäè÷íà, ∈ L2

R[−π, π]
Çíà÷èò, ∃N(ε, δ(ε)) = N(ε) : |I3

n| < ε
3 , ∀n ≥ N(ε)

Çíà÷èò:
∣∣∣Sn(f, x)− 1

2 [f(x0 + 0) + f(x0 − 0)]
∣∣∣ < ε, ∀n ≥ N(ε)

Óòî÷íåííûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÒÐÔ
ω[a,b](f, δ) = sup

x1,x2∈[a,b]
|x1−x2|<δ

|f(x1)− f(x2)| - ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè f(x) íà [a,b]

Îïðåäåëåíèå. f ïðèíàäëåæèò íà [a,b] ê êëàññó Ãåëüäåðà ïîðÿäêà α(α ∈ (0, 1]),
(îáîçíà÷åòñÿ f ∈ Cα[a, b] ), åñëè ω[a,b](f, δ) = Î(δα).
Ïðè α = 1 îçíà÷àåò ëèïøèöåâîñòü ôóíêöèè íà [a, b]

Çàìå÷àíèå: f ∈ Cα[a, b] ⇒ f ∈ C[a, b]
Çàìå÷àíèå: Åñëè f äèôôåðåíöèðóåìà íà [a,b] è f ′(x) îãðàíè÷åíà íà [a,b], òî α = 1

Äîê-âî: M = sup
x∈[a,b]

|f ′(x)|
|f(x1)− f(x2)| = |f ′(ξ)(x1 − x2)| ≤ M(x1 − x2) ≤ Mδ, åñëè |x1 − x2| ≤ δ

10âñïîìèíàåì êóðñ ÒÔÊÏ - òàì ýòîò ôàêò äîêàçûâàëñÿ î÷åíü ïðîñòî ãðàôè÷åñêè.
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Òåîðåìà 15. Ïóñòü f ∈ Cα[−π, π], f(−π) = f(π).
Òîãäà ÒÐÔ f(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f(x) íà [−π, π]

Äîê-âî: Ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæàåì ôóíêöèþ f íà R : f(x + 2π) = f(x) .
Ïî óñëîâèþ : ∃c1 : ω[−π,π](f, δ) ≤ c1δ

α, äîêàæåì : ω[−2π,2π](f, δ) ≤ 2c1δ
α

x1, x2 ∈ [−2π, 2π]; |x1 − x2| < δ

• Åñëè x1, x2 ∈ [−π, π] ⇒ |f(x1)− f(x2)| < c1δ
α

• Åñëè x1, x2 ∈ [π, 2π] ⇒ |f(x1)− f(x2)| = |f(x1 − 2π)− f(x2 − 2π)| < c1δ
α

• Åñëè x1, x2 ∈ [−2π,−π] ⇒ |f(x1)− f(x2)| = |f(x1 + 2π)− f(x2 + 2π)| < c1δ
α

• òî÷êà π- ìåæäó x1, x2 :
|f(x1)− f(x2)| ≤ |f(x1)− f(π)|+ |f(π)− f(x2)| ≤ c1|x1 − π|α + c1|π − x2|α ≤ 2c1δ

α

• àíàëîãè÷íî : òî÷êà −π- ìåæäó x1, x2

Sn(f, x)− f(x) =
1
π

π∫

−π

f(x + t)Dn(t)dt− 1
π

π∫

−π

f(x)Dn(t)dt =

1
π

δ∫

−δ

[f(x + t)− f(x)]Dn(t)dt +
1
π

∫

δ≤|t|≤π

f(x + t)Dn(t)dt− 1
π

f(x)
∫

δ≤|t|≤π

Dn(t)dt =

I1
n(x) + I2

n(x) − I3
n(x), x ∈ [−π, π]

1. |I1
n(x)| ≤ 1

π

δ∫
−δ

2c1|t|α π
2|t|dt = 2c1

|δ|α
α < ε

3 ∀n, ∀x ∈ [−π, π]11

ïðè δ(ε) ∈ (0, π) : 2c1δα

α < ε
3

2. Ïî ëåììå ïåðåä ïðèíöèïîì ëîêàëèçàöèè I2
n

x∈R
⇒ 0

3. Ïî íåé æå
∫

δ<|t|<π

Dn(t)dt → 0, |f(x)| ≤ M , ò.ê. f ïåðèîäè÷åñêàÿ è èíòåãðèðóåìàÿ

⇒ |I3
n| ≤ M | ∫

δ<|t|<π

Dn(t)dt| → 0, I3
n(x)

x∈R
⇒ 0

⇒ ∃N(ε, δ(ε)) = N(ε) : |I2
n(x)− I3

n(x)| ≤ 2ε
3 ∀x ∈ R, ∀n ≥ N(ε)

Îêîí÷àòåëüíî ∀n ≥ N(ε), ∀x ∈ [−π, π] |f(x)− Sn(f, x)| < ε

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ãåëüäåðîâîé íà [−π, π],
åñëè ∃ − π = x0 < x1 < · · · < xn = π, â òî÷êàõ xj ∃ f(xj−1 + 0), f(xj − 0), 1 ≤ j ≤ n

à ôóíêöèè fj(x) =





f(x) x ∈ (xj−1, xj)
f(xj−1 + 0) x = xj−1

f(xj − 0) x = xj

óäîâëåòâîðÿþò: fj ∈ Cαj [xj−1, xj ], αj ∈ (0, 1], 1 ≤ j ≤ n

11çàìåòüòå, ÷òî çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ïðèíàäëåæíîñòü ê êëàññó Ãåëüäåðà íà [−2π, 2π] , à íå [−π, π]
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Çàìå÷àíèå: Ïîëîæèì f(π) = f(−π) (ìåíÿÿ ôóíêöèþ f â îäíîé òî÷êå). Ýòî íå èçìåíèò
ðÿäà Ôóðüå. Ïðîäîëæèì f(x) ïåðèîäè÷åñêè íà R.



x ∈ (xj−1, xj) f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþÃåëüäåðà â òî÷êåx ïîðÿäêàαj

x = xj (1 ≤ j ≤ n− 1) óñë.Ãåëüäåðà â òî÷êåx ïîðÿäêàαj+1 ñïðàâà, αj ñëåâà
x = ±π óñë.Ãåëüäåðà â òî÷êåx ïîðÿäêàα1 ñïðàâà, αn ñëåâà

⇒ ÒÐÔ ñõîäèòñÿ â ò. xj ê 1
2 [f(xj − 0) + f(xj + 0)], 1 ≤ j ≤ n− 1 ,

â òî÷êàõ x = ±π ê 1
2 [f(π − 0) + f(−π + 0)], â îñòàëüíûõ òî÷êàõ x ê f(x)

Òåîðåìà 16. f - êóñî÷íî-ãåëüäåðîâà, â îáîçíà÷åíèÿõ â îïðåäåëåíèè: [a, b] ⊂ (xj−1, xj).
Òîãäà ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè f(x) íà [a,b]

Äîê-âî: ∃δ > 0 [a, b] ⊂ (xj + 2δ, xj − 2δ)

ââåäåì g(x) =





f(x), x ∈ [xj−1 + δ, xj − δ]
ëèíåéíà íà [−π, xj−1 + δ], [xj − δ, π]
g(−π) = g(π) = 0

ÒÐÔ ôóíêöèè g(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê g(x) ïî òåîðåìå 15
è ïðèìåíèì ê ôóíêöèÿì f1 = g, f2 = f , ñëåäñòâèå óòî÷íåííîé ëåììû Ðèìàíà

Îïðåäåëåíèå. f ïðèíàäëåæèò êëàññó Äèíè-Ëèïøèöà íà [a,b],
åñëè ω[a,b](f, δ) = î ( 1

ln 1
δ

)

Òåîðåìà 17 (Äèíè-Ëèïøèöà). Áåç äîêàçàòåëüñòâà
Ïóñòü f ïðèíàäëåæèò íà [−π, π] êëàññó Äèíè-Ëèïøèöà,
òîãäà ÒÐÔ ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê f(x) íà [−π, π].

Çàìå÷àíèå: 1√
2l

,
cos π

l
x√

l
,

sin π
l
x√

l
, · · · ,

cos πn
l

x√
l

, . . . - ÎÍÑ íà [a, a + 2l], çàìêíóòà â L2
R[a, a + 2l]

f ∈ L2
R[a, a + 2l] f Ã a0

2 +
∞∑

k=1

(ak cos πk
l x + bk sin πk

l x),

ãäå ak = 1
l

a+2l∫
a

f(t) cos (πk
l t)dt, bk = 1

l

a+2l∫
a

f(t) sin (πk
l t)dt

Çàäà÷à ê ýêçàìåíó: Íàïèñàòü ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ f ÷åðåç ak, bk

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Îïðåäåëåíèå. f ∈ LR(R), ( èíîãäà îáîçíà÷àþò L1(R) ) åñëè f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó

íà ëþáîì îòðåçêå [a, b] ⊂ R, è, êðîìå òîãî,
∞∫
−∞

|f(x)|dx ñõîäèòñÿ

Ïðèìåð: f(x) = e−x2
, f(x) ∈ LR(R)

Ëåììà. Ïóñòü f ∈ LR(R).

Òîãäà ∀x ∈ R ∃ f̂(x)
def
=

∞∫
−∞

f(t) eixtdt = (∗), ïðè÷åì

a) f̂(x) ∈ C(R),
b) lim

x→∞ f̂(x) = 0

Äîê-âî:
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• f(t)eixt èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà ëþáîì îòðåçêå (êàê ïðîèçâåäåíèå èíòåãðèðóåìûõ
ôóíêöèé), |f(t)eixt| = |f(t)| ⇒ (∗) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî x íà R.

• Äîêàæåì ïóíêò a
∀ε > 0 ∃A > 0 :

∫
R\[−A,A]

|f(t)|dt < ε
3 (∗∗)

∀x ∈ R f̂(x + ∆x)− f̂(x) =
∞∫
−∞

f(t)(eit(x+∆x) − eixt) dt =
∞∫
−∞

f(t)eixt[1− eit∆x] dt =

=
A∫
−A

f(t)eixt[1− eit∆x] dt +
∫

R\[−A,A]

f(t)eixt[1− eit∆x] dt. Îöåíèì îáà èíòåãðàëà:

• | ∫
R\[−A,A]

f(t)eixt[1− eit∆x]dt| ≤ ∫
R\[−A,A]

∣∣∣f(t)eixt[1− eit∆x]
∣∣∣dt ≤ 2

∫
R\[−A,A]

|f(t)|dt ≤ 2ε
3

• 1− eiy íåïðåðûâíà ïî y ⇒ ∃δ > 0 : ∀y ∈ (−δ, δ) |1− eiy| < ε

3(
∞∫
−∞

|f(t)|dt+1)

⇒ ∆x ∈ (− δ
A , δ

A) ⇒ t∆x ∈ (−δ, δ) ⇒
∣∣ A∫
−A

f(t)eixt[1− eit∆x]dt
∣∣ ≤

A∫
−A

|f(t)||1− eit∆x|dt < ε
3

A∫
−A

|f(t)|dt

∞∫
−∞

|f(t)|dt+1
≤ ε

3

Îêîí÷àòåëüíî |f̂(x + ∆x)− f̂(x)| < ε ïðè ∀∆x ∈ (− δ
A , δ

A) ∀x ∈ R

• Äîêàæåì ïóíêò b: âîçüìåì A > 0 :
∫

R\[−A,A]

|f(t)|dt < ε
3 ,

|f̂(x)| ≤ |
A∫
−A

f(t)eitxdt|+ ∫
R\[−A,A]

|f(t)|dt < |
A∫
−A

f(t)eitx dt|+ ε
3

Ñòðîèì ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ g(t) : f(t) ≥ g(t) âñþäó íà [-A,A] , êðîìå êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê è óñëîâèåì:
A∫
−A

f(t)dt−
A∫
−A

g(t)dt =
A∫
−A

(f(t)− g(t))dt <
A∫
−A

|f(t)− g(t)|dt < ε
3

Ðàç f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó ⇒ ∃ T : −A = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = A :
A∫
−A

f(t)dt− sT (t) < ε
3 , ãäå sT (t) =

n∑
k=1

mk∆tk, mk = inf
t∈[tk−1,tk]

f(t), ∆tk = tk − tk−1

Ïóñòü g(t) =

{
mk, t ∈ (tk−1, tk)
t ∈ {t0, t1, · · · , tn} − ïðîèçâîëüíî

⇒
A∫
−A

g(t)dt = sT (t)

• |
A∫
−A

f(t)eitx dt| = |
A∫
−A

(f(t)− g(t))eitx dt +
A∫
−A

g(t)eitx dt| ≤

≤
A∫
−A

|f(t)− g(t)| |eitx| dt + |
A∫
−A

g(t)eitx dt| < ε
3 + |

A∫
−A

g(t)eitxdt|

⇒ |f̂(x)| < 2ε
3 + |

A∫
−A

g(t)eitxdt|

Îöåíèì
A∫
−A

g(t)eitxdt:

|
A∫
−A

g(t)eitxdt| =
∣∣∣

n∑
k=1

tk∫
tk−1

mke
itxdt

∣∣∣ =
∣∣∣

n∑
k=1

mk
eitkx−eitk−1x

ix

∣∣∣ ≤ 1
|x|

n∑
k=1

2|mk| =
c

|x|

⇒ |
A∫
−A

g(t)eitxdt| < ε
3 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî ìîäóëþ x

⇒ |f̂(x)| < ε ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ |x|, ÷.ò.ä.
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Ñëåäñòâèå: Åñëè f ∈ LR(R), òî lim
x→∞

∞∫
−∞

f(t) cos xtdt = lim
x→∞

∞∫
−∞

f(t) sinxtdt = 0

Äîê-âî: eixt = cosxt + i sinxt è ïðèìåíèì ïóíêò b)

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f̂(x) íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå(Ôóðüå-îáðàçîì)
ôóíêöèè f(t).
Îïðåäåëåíèå. f(t) ∈ LR(R) ðàçëîæèìà â òî÷êå t0 â èíòåãðàë Ôóðüå,

åñëè ñóùåñòâóåò v.p. 1
2π

+∞∫
−∞

f̂(x)e−it0xdx = lim
R→+∞

+R∫
−R

f̂(x)e−it0xdx

Òåîðåìà 18. Åñëè f ∈ LR(R) è â òî÷êå t0 f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïîðÿäêà α
ñëåâà è ñïðàâà,

òîãäà v.p.
1
2π

+∞∫

−∞
f̂(x)e−it0x dx =

f(t0 + 0) + f(t0 − 0)
2

(∗ ∗ ∗)

Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå:
f ∈ LR(R), ∀ t0 ∈ R 1

2π

R∫
−R

f̂(x)e−it0x dx = 1
π

∞∫
−∞

f(u + t0) sin Ru
u du

Äîê-âî óòâåðæäåíèÿ:
R∫
−R

f̂(x)e−it0xdx =
R∫
−R

dx
∞∫
−∞

f(t)eixte−it0xdt =
R∫
−R

dx
∞∫
−∞

f(t)eix(t−t0)dt = {u = t− t0} =

=
R∫
−R

dx
∞∫
−∞

f(u + t0)eixudu =12
{
∀ε > 0 ∃A(ε) > 0 : ∀A1, A2 ≥ A

∫
R\[−A1,A2]

|f(u + t0)|du < ε
2R

}
=

=
R∫
−R

dx
A2∫
−A1

f(u + t0)eixudu+îñòàòîê.

• |îñòàòîê|=
∣∣∣∣∣

R∫
−R

dx
∫

R\[−A1,A2]

f(u + t0)eixudu

∣∣∣∣∣ ≤
R∫
−R

dx
∫

R\[−A1,A2]

|f(u + t0)|du <

<
R∫
−R

ε
2Rdu = ε

• Â ïîä÷åðêíóòîì èíòåãðàëå ìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:13
R∫
−R

dx
A2∫
−A1

f(u + t0)eixudu =
A2∫
−A1

f(u + t0)du
R∫
−R

eixudx =

=
A2∫
−A1

f(u + t0)du eiuR−e−iuR

iu = 2
A2∫
−A1

f(u + t0) sin uR
u du

Òàêèì îáðàçîì, |
R∫
−R

f̂(x)e−it0xdx− 2
A2∫
−A1

f(u + t0) sin uR
u du| < ε ∀A1, A2 ≥ A(ε)

⇒
R∫
−R

f̂(x)e−it0xdx = 2
∞∫
−∞

f(u + t0) sin uR
u du, äåëèì íà 2π è ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå

12f òîëüêî èíòåãðèðóåìà, à íå íåïðåðûâíà - íå ìîæåì ïðîñòî ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ
13ýòî ìîæíî äåëàòü ïî ò. èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà ?
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Äîê-âî òåîðåìû: 1
π

∞∫
0

sin Ru
u du = 1

π

0∫
−∞

sin Ru
u du = {èíò.Äèðèõëå, R > 0} =

1
π

π

2
=

1
2

f(t0+0)
2 = 1

π

∞∫
0

sin Ru
u f(t0 + 0) du

f(t0−0)
2 = 1

π

0∫
−∞

sin Ru
u f(t0 − 0) du

Óñëîâèå Ãåëüäåðà ïîðÿäêà α ñëåâà è ñïðàâà â t0 ⇒ ∃ c > 0, ∃ δ0 > 0 :{
|f(t0 + u)− f(t0 + 0)| < Cuα u ∈ (0, δ0)
|f(t0 + u)− f(t0 − 0)| < C|u|α u ∈ (−δ0, 0)

∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 < δ < δ0 ⇒ Cδα

πα < ε
5 . Â ñëåä. âûêëàäêå èñïîëüçóåì ýòî δ :

1
2π

R∫

−R

f̂(x)e−it0xdx− 1
2
[f(t0 + 0) + f(t0 − 0)] = {âñïîì. óòâåðæäåíèå}

=
1
π

∞∫

−∞
f(u + t0)

sinRu

u
du− 1

π

∞∫

0

f(t0 + 0)
sinRu

u
du − 1

π

0∫

−∞
f(t0 − 0)

sinRu

u
du =

= 1
π

δ∫
0

[f(u + t0)− f(t0 + 0)] sin Ru
u du + 1

π

0∫
−δ

[f(u + t0)− f(t0 − 0)] sin Ru
u du+

+
∫

R\[−δ,δ]

f(u + t0) sin Ru
u − 1

πf(t0 + 0)
∞∫
δ

sin Ru
u du− 1

πf(t0 − 0)
−δ∫
−∞

sin Ru
u du = I1 + I2 + I3 − I4 − I5

• |I1| < 1
π

δ∫
0

Cuα 1
udu = 1

π

δ∫
0

Cuα−1du = Cδα

πα < ε
5 (èç âûáîðà δ)

|I2| < ε
5 - àíàëîãè÷íî ∀R > 0

• I3 : φ(u) =

{
f(u+t0)

u |u| ≥ δ

0 |u| < δ
, φ(u) ∈ LR(R) ⇒ ïî ñëåäñòâèþ îñíîâíîé ëåììû

lim
R→∞

+∞∫
−∞

φ(u) sin (Ru)du = 0 ⇒ I3 < ε
5 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R

•
−δ∫
−∞

sin Ru
u du =

+∞∫
δ

sin Ru
u du = {Ru = y} =

+∞∫
δR

sin y
y dy

R→∞−→ 0,

⇒ lim
R→∞

I4 = lim
R→∞

I5 = 0 ⇒ |I4| < ε
5 , |I5| < ε

5 äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R

Çíà÷èò, |I1 + I2 + I3 − I4 − I5| < ε äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R ⇒ (∗ ∗ ∗) :

lim
R→+∞

1
2π

+R∫

−R

f̂(x)e−it0xdx =
f(t0 + 0) + f(t0 − 0)

2
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Ïîäâåäåì èòîã :
Ïóñòü f(x) ∈ LR(R) f(x) = f(x0+0)+f(x0−0)

2 , x ∈ R

f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà â êàæäîé ò. x ∈ R

òîãäà





f̂(x) =
+∞∫
−∞

eitxf(t)dt − îïðåäåëåíà íàR

f(t) = 1
2π v.p.

+∞∫
−∞

e−itxf̂(x)dx −ñïðàâåäëèâî (îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèåÔóðüå)

Âòîðàÿ ôîðìóëà òàêæå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ.
Çàìå÷àíèå: ôîðìóëû îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, åñëè ïåðåíåñòè ìèíóñ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû

èç âòîðîé ôîðìóëû â ïåðâóþ - èíîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëÿþò òàê.
Êîýôôèöèåíò 1

2π òîæå èíîãäà êî÷óåò (à òî è ðàçíîñèòñÿ íà äâå ôîðìóëû â âèäå 1√
2π

)

Çàìå÷àíèå: âñå âûøåñêàçàííîå ñïðàâåäëèâî è ïðè f(x) - êîìïëåêñíîé, äîêàæèòå ýòî,
îïèðàÿñü íà ñëó÷àé f(x) - âåùåñòâåííîé.
Óïðàæíåíèå: îïðåäåëèòå Ôóðüå-îáðàçû ÷èñòî âåùåñòâåííûõ (÷èñòî ìíèìûõ) ÷åòíûõ è

íå÷åòíûõ ôóíêöèé. Äàëåå èäåò ðåçóëüòàò äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ôóíêöèé

• Ïóñòü f(t) - ÷åòíàÿ âåùåñòâåííàÿ: f(t) = f(−t)

f̂(x) =
+∞∫
−∞

(cos tx + i sin tx)f(t)dt =

= 2
+∞∫
0

cos txf(t)dt - 'êîñèíóñ'-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, f̂(x) - ÷åòíàÿ âåùåñòâåííàÿ

f(t) = 1
2π v.p.

+∞∫
−∞

(cos tx− i sin tx)f̂(x)dx = 1
π

+∞∫
0

f̂(x) cos txdx - îáðàòíîå 'êîñèíóñ'-ïð. Ôóðüå

• Ïóñòü f(t) - íå÷åòíàÿ âåùåñòâåííàÿ: −f(t) = f(−t)

f̂(x) = 2i
+∞∫
0

sin txf(t) dt - 'ñèíóñ'-ïðåîáðàçîâàíèe Ôóðüå, f̂(x) - íå÷åòíàÿ ìíèìàÿ

f(t) = − i
π

+∞∫
0

sin tx f̂(x) dx - îáðàòíîå 'ñèíóñ'-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
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Ïðèìåð ôóíêöèè f ∈ C[−π, π], f(−π) = f(π), ÒÐÔ êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ â íóëå
Ïðèâåäåì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèé Ãåëüäåðà èëè Äèíè-Ëèïøèöà äëÿ
ñõîäèìîñòè ÒÐÔ. Åãî ïðèäóìàë Ôåéåð â íà÷àëå XX âåêà.
Âîçüìåì íåîòðèöàòåëüíûé ñõîäÿùèéñÿ ðÿä: bn ≥ 0, ∀n ∈ N,

∞∑
n=1

bn - ñõîäèòñÿ.
Êàêîé èìåííî - ðåøèì ïîòîì, ïîêà ïðîâåäåì èññëåäîâàíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî bn

Ïðè x ∈ [0, π] ôóíêöèþ îïðåäåëèì: f(x) =
∞∑

n=1
bn sinnx,

|bn sinnx| ≤ bn ⇒ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [0, π] ⇒ f ∈ C[0, π]
Ïðè x ∈ [−π, 0] äîîïðåäåëèì ÷åòíûì îáðàçîì: f(−x) = f(x) ⇒ f ∈ C[−π, π], f(−π) = f(π)

×àñòè÷íàÿ ñóììà ÒÐÔ ôóíöèè f(x) â íóëå:
Sk(f, 0) = a0

2 + a1 + · · ·+ ak, ò.ê. ñèíóñû íå äàþò âêëàäà ïðè x = 0

aj = 2
π

π∫
0

f(x) cos jx dx = { f(x) cos jx =
∞∑

n=1
bn sinnx cos jx− ñõîäèòñÿ àáñ. è ðàâíîìåðíî, ìîæåì

ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü} = 1
π

∞∑
n=1

bn

π∫
0

2 sin nx cos jxdx = 1
π

∞∑
n=1

bn

π∫
0

(sin (n− j)x + sin (n + j)x)dx

Ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ïîëó÷èì:
Sk(f, 0) = 1

π

∞∑
n=1

bn

π∫
0

[sinnx + sin (n− 1)x + sin (n + 1)x + sin (n− 2)x + sin (n + 2)x + · · ·

· · ·+ sin (n− k)x + sin (n + k)x]dx =
∞∑

n=1
bnβnk,

ãäå βnk = 1
π

π∫
0

[sinnx + sin (n− 1)x + · · ·+ sin (n− k)x + sin (n + k)x]dx

Ïîêàæåì,÷òî βnk ≥ 0 ∀n, k ∈ N :
Åñëè n ≥ k, òî â [...] âõîäÿò sinmx, m ≥ 0 ⇒ βnk ≥ 0
Åñëè n < k, òî [sin (n− k) + · · ·+ sin (k − n)x︸ ︷︷ ︸

0

+sin (k − n + 1)x + · · ·+ sin (k + n)x] =

= sin (k − n + 1)x + · · ·+ sin (k + n)x ⇒ βnk ≥ 0

bn ≥ 0, βnk ≥ 0 ⇒ Sk(f, 0) =
∞∑

n=1
bnβnk ≥ bkβkk

βkk = 1
π

π∫
0

[
2k∑

j=1
sin jx]dx = {

π∫
0

sinmxdx = − cos mx
m

∣∣∣
π

0
= 1−(−1)m

m ≥ 0, m ∈ N} =

= 2
π (1+ 1

3 + · · ·+ 1
2k−1) > 2

π (1
2 + 1

4 + · · ·+ 1
2k ) = 1

π (1+ 1
2 + · · ·+ 1

k ) ≥14 1
π

k+1∫
1

dx
x = ln (k+1)

π > ln k
π

Sk(f, 0) ≥ bkβkk ≥ bk ln k
π

Âîçüìåì bk =

{
1

m2 k = 2m3

0 ïðè îñòàëüíûõ k
, bk ≥ 0, ∀k ∈ N,

∞∑
k=1

bk =
∞∑

m=1

1
m2 - ñõîäèòñÿ

ïðè k = 2m3 : Sk(f, 0) ≥ bk ln k
π ≥ 1

π
1

m2 ln 2m3
= 1

πm ln 2 m→+∞−→ +∞,
çíà÷èò Si(f, 0) íå ìîæåò èìåòü êîíå÷íîãî ïðåäåëà

14äîêàçûâàåòñÿ ãðàôè÷åñêè èëè îöåíêîé èíòåãðàëà
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Âäàëåêå îò ôîðìàëüíîñòåé (ðåäàêòîðñêèé áðåä)
Êàê óæå íàìåêàëîñü, ÎÍÑ ÿâëÿþòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå �ñ÷åòíûì� ïðîäîëæåíèåì èäåè
ÎÍÁ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ìû èññëåäîâàëè ðàçëîæåíèå ïî ïðîèçâîëüíîìó áàçèñó, ñâåäÿ

çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ê ðåøåíèþ ÑËÀÓ, äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
ðàçëîæåíèÿ.
Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ìû ñðàçó ïåðåøëè ê ÎÍÑ, ò.ê. åäèíñòâåííûé äëÿ íàñ ñïîñîá ïîëó÷èòü

êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ - ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Ðàçëè÷íûõ ÎÍÑ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü âåëèêîå ìíîæåñòâî (îäíè

ïåðåñòàíîâêè ïîðÿäêà âåêòîðîâ â ÎÍÑ è âûáîð �ïîäñèñòåì�15 äàþò êîíòèíóóì âàðèàíòîâ ).
Èç ïðèìåðà ñ �ïîäñèñòåìàìè� ñëåäóåò ïðîñòàÿ ìûñëü - ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà íå ïî âñåì ÎÍÑ
áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íåìó ïî íîðìå, ò.å. ðàçëîæåíèå íå áóäåò �àäåêâàòíûì� .
Ïîýòîìó ìû ââåëè ïîíÿòèå çàìêíóòîñòè ÎÍÑ - ïîòðåáîâàëè ñóùåñòâîâàíèå16 ðàçëîæåíèÿ

äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà. Ñ îäíîçíà÷íîñòüþ ðàçëîæåíèÿ ïðîáëåì íåò - ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ
ïðîâåðèòü, ÷òî äâà ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ ïî ÎÍÑ íå ìîãóò ñòðåìèòüñÿ ê îäíîìó ýëåìåíòó
ïî íîðìå.
Íî â ïî÷òè åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ïðîáëåìà - îäèí ðÿä ìîæåò ñîïîñòàâëÿòüñÿ äâóì

ðàçíûì ýëåìåíòàì f è g: ‖f − g‖ = 0 (íàïðèìåð, ôóíêöèè, îòëè÷àþùèåñÿ â îäíîé òî÷êå), ÷òî
îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü ïî ðÿäó Ôóðüå îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ýëåìåíò. Ïîëíîòà ôàêòè÷åñêè
îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ïî ðÿäó âîññòàíîâèòü ýëåìåíò (ïðèìåð : òðèã. ñèñòåìà ïîëíà â Ñ̂[−π, π]
- ðÿäó Ôóðüå ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ 17, õîòÿ îí ê íåé íå îáÿçàí ñòðåìèòüñÿ
äàæå ïîòî÷å÷íî).

Íó à èíòåãðàë Ôóðüå - ýòî �êîíòèíóàëüíîå� ïðîäîëæåíèå âñå òîé æå èäåè.
Ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåä. íà X ⊂ R18

(f, g)X =
∫

X

f(x)g(x)dx

òîãäà ðÿä Ôóðüå: f(x) Ã
+∞∑

k=−∞
f̂kψk(x) f̂k = ( f, ψk )[−π,π], ψk(x) = 1√

2π
eikx , (ψi, ψj) = δij

èíòåãðàë Ôóðüå: f(x) Ã
+∞∫
−∞

f̂tψt(x) dt f̂t = f, ψt )R, ψt(x) = 1√
2π

eitx ,

(ψt1,ψt2) = δ (t1 − t2) - äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà (îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ).19

Ïî ñóòè, ìû íàïèñàëè ðàçëîæåíèå ïî êîíòèíóàëüíîé ñèñòåìå ôóíêöèé ( ÿçûê ÷åøåòñÿ
ñêàçàòü - êîíòèíóàëüíîìó áàçèñó - íî íåò, óäåðæóñü).

15ïîäñèñòåìîé ÎÍÑ {ψi} íàçîâåì {ψki} - êîòîðàÿ òîæå áóäåò ÎÍÑ
16Ïðîñòî ðàçëîæåíèå ïî ÎÍÑ åñòü âñåãäà - òåïåðü ÿ ïîäðàçóìåâàþ �àäåêâàòíîå� ðàçëîæåíèå, êîòîðîå áóäåò

ñòðåìèòüñÿ ê ñâîåìó ýëåìåíòó ïî íîðìå
17Äîãàäàëèñü, êàê å¼ âîññòàíîâèòü ïî ðÿäó Ôóðüå? Ýòî íåïëîõàÿ çàäà÷êà äëÿ ïðîâåðêè ïàìÿòè.
18Çäåñü è äàëåå îïóùåíû âñå òðåáîâàíèÿ íà ôóíêöèè, âàæíûå äåòàëè â äóõå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà,

åãî âîçìîæíîé íåðèìàíîâîñòè, âîçìîæíîé ïðèíàäëåæíîñòè îáðàçà Ôóðüå ê îáîáùåííûì ôóíêöèÿì - ÿ
íå ïðåòåíäóþ íà ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðîãîñòü

19Ïðî äåëüòà-ôóíêöèþ ìîæíî ñêàçàòü ìíîãî èíòåðåñíîãî - ïîýòîìó ÿ ïîìîë÷ó, à åñëè âàì èíòåðåñíî - âû
ñàìè âñå óçíàåòå. Ýòî �êîíòèíóàëüíàÿ� çàìåíà äåëüòû Êðîíåêåðà. Êñòàòè, íå ïûòàéòåñü äîêàçàòü ýòî
ðàâåíñòâî - áåç ðåãóëÿðèçàöèè èíòåãðàëà (ëèáî óñëîâèé íà ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé) ýòî áåçíàäåæíî.
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À çà÷åì? (ðåäàêòîðñêèé áðåä)
×àñòî ó ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà âîçíèêàåò ëîãè÷íûé âîïðîñ: �È çà÷åì ýòî âñå?�.
Êî âòîðîìó êóðñó ýòîò âîïðîñ çà÷àñòóþ îòïàäàåò - ïðàâäà, íå èç-çà òîãî, ÷òî îòâåò áûë
íàéäåí. Ïîïûòàåìñÿ íåìíîãî ðàçâåÿòü îùóùåíèå èäåàëüíîé áåñïîëåçíîñòè

• Âîçüìåì ñëó÷àéíóþ îäíîìåðíóþ âåëè÷èíó, èìåþùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x).
è å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ χ(t) = E eitX =

∫
R

eitxf(x)dx - óçíàåì â íåé Ôóðüå-
îáðàç ïëîòíîñòè.
Íó à â ôîðìóëå îáðàùåíèÿ - îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

� À åñëè ïëîòíîñòè, ò.å. ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) íåò? Íàïðèìåð,
ó íàñ äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà?

� Ñðåäè îáû÷íûõ ôóíêöèé ïðîèçâîäíîé íåò. À ñðåäè îáîáùåííûõ åñòü - ïðè ýòîì
Ôóðüå-îáðàçîì îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé áóäåò îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ.
Ïðàâäà, âñ¼ ýòî (è îáîáùåííûå ôóíêöèè, è ìàòîæèäàíèå) - ëèøü çàìàñêèðîâàííûé
èíòåãðàë Ëåáåãà

• Èíòåãðàë Ôóðüå (ìíîãîìåðíûé) ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè, èñïîëüçóþùèõ îïåðàòîð Ëàïëàñà (èíîãäà ïîçâîëÿÿ íàéòè ôóíäàìåíòàëüíóþ
ñèñòåìó ðåøåíèé)

� Óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, äèôôóçèè
� Óðàâíåíèÿ ñòðóíû, ìåìáðàíû (óðàâíåíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ)
� Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ýâîëþöèè êâàíòîâîé ÷àñòèöû
� Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â âèäå äëÿ 4õ-ïîòåíöèàëà ñ êàëèáðîâêîé Ëîðåíöà

• Ðÿäû Ôóðüå è èíòåãðàëû Ôóðüå âàæíû ïðè ÷àñòîòíîì àíàëèçå ñèãíàëà - íà ñàìîì
äåëå, îíè ïðîñòî �ðàñêëàäûâàþò� ôóíêöèþ íà ÷àñòîòû
Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñêëàäûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ðÿäà Ôóðüå ïî âîëíàì (âîëíîâûì
ôóíêöèÿì) êðàòíûõ ÷àñòîò (è òîëüêî ïî íèì!). Êñòàòè, ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ â äàííîì
ñëó÷àå èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë àääèòèâíîñòè ýíåðãèè âîëí ðàçíûõ ÷àñòîò. 20

• ÐÿäûÔóðüå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ êîìïàêòíîãî è óäîáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èçîáðàæåíèé
è çâóêîâîãî ñèãíàëà - ïî ñóòè, õðàíèòñÿ ïðîñòî êîíå÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå. Ñîãëàñèòåñü,
çâóê ( âîëíó ïî ñâîåé ïðèðîäå) è ïðåäñòàâëÿòü ëîãè÷íåå â âèäå âîëí. Çàîäíî âûïîëíÿåòñÿ
äðóãàÿ âàæíàÿ çàäà÷à - îòñåÿíüå ñêà÷êîîáðàçíûõ øóìîâ. Â êà÷åñòâå òðåíèðîâêè ïðåäëàãàþ
âñïîìíèòü äðóãèå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè, è ïîíÿòü, ÷åì îíè â äàííîì ñëó÷àå ëó÷øå
èëè õóæå.

20Êîëè óæ êîñíóëñÿ - ó èíòåãðàëà Ôóðüå åñòü ðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ.
Òîëüêî îíî íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ L2-íîðìû.
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Âîîáùå îá ýòîì êóðñå (ðåäàêòîðñêèé áðåä)
Êóðñ äîâîëüíî óçêèé è îáùèïàííûé äî ìèíèìóìà - òîãî ìèíèìóìà, êîòîðîãî äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ïðèíèìàòü ýêçàìåí. Ïðè ýòîì îí íåñîäåðæàòåëåí - âûáîð ìàãè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ,
ðàçáèåíèå ðàçíèöû äâóõ ôóíêöèé íà 3,4,5 èíòåãðàëîâ(ïî æåëàíèþ), îöåíêà ïîäûíòåãðàëüíîãî
âûðàæåíèÿ ñâåðõó - ÿâíî íå òå ìåòîäû, êîòîðûå íàäî âûó÷èâàòü ñòóäåíòó.21 Îòäåëüíûì
ïóíêòîì - îòñóòñòâèå îáúÿñíåíèé ëîãèêè â äîêàçàòåëüñòâàõ, õîòÿ ëîãèêà â êóðñå äåéñòâèòåëüíî
åñòü è îíà õîðîøî ïðîäóìàíà.
ß áû ñ îãðîìíîé ðàäîñòüþ ïåðåêðîèë ìíîãèå âåùè â êóðñå. Âîò òå âåùè, êîòîðûå ÿ áû

èçìåíèë:

1. Äîáàâèë áû ñõîäèìîñòü è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà (
òàê ñäåëàíî â ÈÑÑ ). Íåãîæå ïðîõîäèòü ìèìî ýòîãî ïóíêòà è ñðàçó áåæàòü ê ñõîäèìîñòè
èíòåãðàëîâ - âñå ðàâíî, ÷òî ïðîõîäèòü ðÿäû áåç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íåïëîõî áû
äîáàâèòü ïðåäåë, ïîðîæäåííûé ìåòðèêîé - ñòðàííî îñòàâëÿòü íà òðåòèé êóðñ òî, ÷òî
íàäî áûëî ïðîéòè íà ïåðâîì.

2. Äîâîëüíî ñåðüåçíîé ïåðåðàáîòêè òðåáóåò ôðàãìåíò, ïîñâÿùåííûé ÿäðàì Äèðèõëå è
Ôåéåðà. Ïðèíÿòûå íàìè ÿäðà íåóäîáíû, è ñìûñë îò ýòèõ îáîçíà÷åíèé ïðàêòè÷åñêè
òåðÿåòñÿ, íî ýòî äàíü òðàäèöèè, ñòàðîé íåäàëüíîâèäíîé òðàäèöèè. Äàëåå, âìåñòî çàíóäíîãî
âûïèñûâàíèÿ äîêàçàòåëüñòâ äåñÿòêîâ ëåìì/ñëåäñòâèé/òåîðåì î ñõîäèìîñòè ñóìì, êóäà
êàê ïîëåçíåå áûëî áû ïðîñòî ïîñìîòðåòü íà ýòè ÿäðà è èõ ïîâåäåíèå â îêðåñòíîñòè
íóëÿ è âíå å¼ - ýòî ïðîëèâàåò ñâåò íà ïîâåäåíèå ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Âìåñòî ýòîãî â êóðñå
ïðåäëàãàåòñÿ ó÷èòü îãðîìíîå êîëè÷åñòâî àáñîëþòíî íåçàïîìèíàåìîãî òåêñòà. Ñâåë áû
ïîä åäèíûé çíàìåíàòåëü è èíòåãðàë Ôóðüå, ââåäÿ èíòåãðàëüíîå ÿäðî : IR(u) = 1

2π
sin Ru
u/2 .

Êñòàòè, ñðàâíèòå ñ èñïðàâëåííûì ÿäðîì Äèðèõëå: Dn(u) = 1
2π

sin(n+1/2)u
sin u/2 .

3. Èñïîëüçîâàòü ñèíóñû è êîñèíóñû - ýòî áåçâêóñíî. Ïîä÷àñ òå æå ìàãè÷åñêèå (äëÿ âåùåñòâåííîãî
ñëó÷àÿ) äîêàçàòåëüñòâà â êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ è êîðî÷å, è ïîíÿòíåå, è êðàñèâåå. Ëó÷øå
çàïîìíèòü îäíó ôîðìóëó äëÿ êîìïëåêñíîãî ñëó÷àÿ, ÷åì 5 äëÿ âåùåñòâåííîãî. 22Âäîáàâîê,
â êîìëåêñíûõ ÷èñëàõ ïðîùå óâèäåòü ñõîäñòâî èíòåãðàëà è ðÿäà Ôóðüå (íàïðèìåð, ó
ðÿäà Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå òîæå íàäî ñ÷èòàòü ãëàâíîå çíà÷åíèå ðÿäà). Âîîáùå,
ìíå êàæåòñÿ, äàæå ïîñëå 2õ êóðñîâ ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî sin è cos - ýòî âñåãî ëèøü
ïîðîæäåíèÿ ìíèìîé ýêñïîíåíòû, íå âëåçàþùåé â R. Äàëåêî íå âñåãäà ñòîèò ñðàçó
îâåùåñòâëÿòü ðåøåíèå.

4. Ïîêàçàë áû ðîäñòâåííóþ ñâÿçü Ðÿäà Ôóðüå è Ðÿäà Ëîðàíà, à òàêæå Èíòåãðàëà Ôóðüå
è Èíòåãðàëà Ëàïëàñà.

Íî ìåòîäè÷êà ïèñàëàñü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîìî÷ü ñäàòü ýêçàìåí. Òàê ÷òî - óâû, íî ïðèäåòñÿ
îñòàâèòü âñ¼ òàê äî ëó÷øèõ âðåìåí.

21Òåïåðü, êîãäà ÿ ñäàë, íàêîíåö, âñå 4 ñåìåñòðà ìàòàíàëèçà, ÿ ìîãó ãîâîðèòü î íåì âñ¼, ÷òî äóìàþ.
22Êñòàòè, ïîïðîáóéòå íàïèñàòü â ñèíóñàõ è êîñèíóñàõ ìíîãîìåðíûé ðÿä (èëè èíòåãðàë) Ôóðüå.

Ïî÷óâñòâóéòå ðàçíèöó.
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Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó,
ôàêóëüòåò ÂÌèÊ, 4é ñåìåñòð

Ëåêöèè ñîñòàâëåíû ïî êóðñó Äîìðèíîé Àëåêñàíäðû Âëàäèìèðîâíû,
ïðî÷òåííîìó íà òðåòüåì ïîòîêå ÂÌèÊ â 2009 ãîäó

20 ñåíòÿáðÿ 2009 ã.

Ïå÷àòíàÿ âåðñèÿ ëåêöèé ïîäãîòîâëåía ñòóäåíòàìè 217-é ãðóïïû:

Ðîãîæíèêîâ Àëåêñåé
( ðåäàêöèÿ, âåðñòêà, ñèíõðîíèçàöèÿ ðàáîòû )

Ñòðåëêîâñêèé Íèêèòà
( îñí. TEX- íàáîð)

Ôåäîðîâà Ñàøà
( àâòîð ðóêîïèñíîãî âàðèàíòà, ïîèñê îïå÷àòîê)

Ìîë÷àíîâ Àëåêñàíäð
( TEX- íàáîð )


