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1. []2] Êàêîâà ìîùíîñòü âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà [a; b]?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì C = ff(x) j f(x) 2 C[a; b]g.
Ïîêàæåì äëÿ íà÷àëà, ÷òî ìîùíîñòü C íå ìåíüøå êîíòèíóóì. Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ êàæäîãî c 2 R ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f(x) = c 8 x 2 [a; b], ïðè÷åì äëÿ ðàçíûõ

c ýòè ôóíêöèè ðàçëè÷íû.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìîùíîñòü C íå ïðåâîñõîäèò êîíòèíóóì (ýòèì ìû ïî-

êàæåì, ÷òî ìîùíîñòü C â òî÷íîñòè ðàâíà êîíòèíóóì). Äåéñòâèòåëüíî, çàäà-

äèìñÿ íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé " > 0. Ïóñòü
f(a) = �; f(b) = �. Òîãäà ôóíêöèè f(x) 2 C íà [a; b] ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

åå íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà îòðåçêå [a; b+ "] ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

f 0(x) =

(
f(x); x 2 [a; b];
�

"
x +

�
� � �

"
b
�
; x 2 (b; b + "] :

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêîå ïðîäîëæåíèå íåïðåðûâíî. Çàìåòèì, ÷òî îíî âçàèìíî

îäíîçíà÷íî: äåéñòâèòåëüíî, êàæäîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà îòðåç-

êå [a; b+"], ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íûì îáðàçîì íåïðåðûâíóþ

ôóíêöèþ, çàäàííóþ íà îòðåçêå [a; b] ïðîñòûì ñóæåíèåì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ f 0(x) íà êîíöàõ îòðåçêà îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò, ñëå-

äîâàòåëüíî, ñðåäíèå ×åçàðî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè

ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ê f 0(x). Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëîâûå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë fang1n=0
; fbng1n=0

, ÷òî

f 0(x) =
1X
n=0

�
an cos

�
2�n

b� a
x +

a+ b

a� b
�

�
+ bn sin

�
2�n

b� a
x+

a + b

a� b
�

��
:

Ñïîñîáîâ îïðåäåëèòü òàêóþ ôóíêöèþ íå áîëüøå, ÷åì ñïîñîáîâ âûáîðà ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé fang1n=0
; fbng1n=0

. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà òàêèõ

ðÿäîâ ðàâíà êîíòèíóóì, òàê êàê îíà ñîâïàäàåò ñ ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà ñïîñî-

áîâ âûáðàòü ñ÷åòíîå ÷èñëî âåùåñòâåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Äðóãèì ñïîñîáîì ïîêàçàòü âåðõíþþ îöåíêó íà ìîùíîñòü ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäå-

íèå, ÷òî ëþáóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ äîñòàòî÷íî çàäàòü íà ìíîæåñòâå ðàöè-

îíàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðîå âñþäó ïëîòíî íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Êîíå÷íî, íå

âñÿêîå òàêîå çàäàíèå îïðåäåëèò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ, íî, òåì íå ìåíåå, ìíî-

æåñòâî âñåõ òàêèõ çàäàíèé ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà âñå íåïðåðûâíûå

ôóíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ê ëþáîìó ÷èñëó íà ïðÿìîé ñõîäèòñÿ êàêàÿ-òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî åñòü çíà÷åíèå â ýòîé òî÷êå îäíîçíà÷íî
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îïðåäåëåíî. Íî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà òàêèõ çàäàíèé ðàâíà â òî÷íîñòè êîíòèíó-

óì, òàê êàê ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

2. []2] Äîêàçàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî M � C[0; 1] òàêîå, ÷òî

M = ff(x) jA 6 f(x) 6 Bg;

� çàìêíóòîå â C[0; 1].

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèëüíî ñõîäÿùóþñÿ ôóíêöèîíàëüíóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü

ffn(x)g1n=0
�M:

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî x0, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ffn(x0)g1n=0
îãðà-

íè÷åíà ñâåðõó è ñíèçó êîíñòàíòàìè A è B ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäîâàòåëüíî, ïî

èçâåñòíîé òåîðåìå î ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, lim
n!1

fn(x0), åñëè îí ñóùå-

ñòâóåò, òàêæå îãðàíè÷åí ñâåðõó è ñíèçó êîíñòàíòàìè A è B. Ýòî âåðíî äëÿ

ëþáûõ x 2 [0; 1], ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ äâîéíîå íåðàâåíñòâî

A 6 lim
n!1

fn(x) 6 B 8 x 2 [0; 1]:

Òàêèì îáðàçîì, lim
n!1

fn(x) 2M è ffn(x0)g1n=0
ñõîäèòñÿ ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ M � çàìêíóòî.

3. []2] ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî M íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ A < f(x) < B îòêðûòûì â C[0; 1]?

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç M âõîäèò â íåãî âìåñòå ñ íåêîòî-

ðûì ìíîæåñòâîì, äëÿ êîòîðîãî îíà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé. Äåéñòâèòåëü-

íî,

8 f(x) 2 C[0; 1]; A < f(x) < B =) 9 " > 0 : A+ " 6 f(x) 6 B � ":

Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî � "

2
6 Æ 6 "

2
ôóíêöèè âèäà f(x) + Æ âõîäÿò â M ,

òî åñòü äîñòàòî÷íî âçÿòü ìíîæåñòâî M 0 =
�
f(x) jA+ "

2
< f(x) < B � "

2

	
, äëÿ

êîòîðîãî f(x) áóäåò ÿâëÿòüñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé, ñîäåðæàùååñÿ â M .

4. []3] Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî m îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ìåòðè-

êîé �(x; y) = sup
i

jxi � yij ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Ðåøåíèå. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fxng1n=0
:

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíäàìåíòàëüíîñòè

�(xn; xm) ����!
m;n!1

0() sup
i

j(xn)i � (xm)ij ����!
n;m!1

0

=) 8 " > 0 9 N : 8 n;m > N; 8 i) j(xn)i � (xm)ij < "

2
:

Èç ýòîãî ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè f(xn)ig1i=0
ê íåêîòîðîìó (x0)i. Â òàêîì ñëó÷àå, óñòðåìèâ â ïîñëåä-

íåì íåðàâåíñòâå m ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷èì, ÷òî

8 " > 0 9 N : 8 n > N; 8 i) j(xn)i � (x0)ij 6 "

2
< ":

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî sup
i

j(xn)i � (x0)ij ���!
n!1

0, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fxng1n=0

ñõîäèòñÿ ê x0 = ((x0)1; (x0)2; : : : ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî m � ïîëíîå.

5. []2] Ïóñòü A � îòîáðàæåíèå n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ, çàäàâàåìîå ñèñòå-

ìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé yi =
nP

j=1

(aijxj + bj) èëè Ax = Y � b. Â ïðîñòðàíñòâå

ââåäåíà ìåòðèêà äâóìÿ ñïîñîáàìè:

(a) �(x; y) = max
i

jxi � yij, è

(b) �(x; y) =
nP
i=1

jxi � yij,

ãäå x = (x1; x2; : : : ; xn); y = (y1; y2; : : : ; yn). Äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå

nX
i=1

jaijj 6 � < 1; j = 1; : : : ; n

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû îòîáðàæåíèå ÿâëÿëîñü ñæàòèåì.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî èç óñëîâèÿ ÷åðåç M . Íóæíî ïðî-

âåðèòü óñëîâèå

9 � 2 [0; 1) : 8 x; y 2M =) �(Ax;Ay) 6 ��(x; y):
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(a) Ëåãêî ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð: ïðåîáðàçîâàíèå A çàäàåòñÿ ìàòðèöåé�
3

4

3

4

0 0

�
:

Îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîñòàíîâêè, íî äëÿ y =
�
0 0

�
T

è x =
�
1 1

�
T

óñëîâèå ñæèìàåìîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ: �(x; y) = 1 < 3

2
= �(Ax;Ay).

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî â ïîñòàíîâêå çàäà÷è äîïóùåíà íåòî÷íîñòü: â äàííîì

ñëó÷àå íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèå ñæèìàåìîñòè îòîáðàæåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âñå ñòðî÷íûå ñóììû íå ïðåâîñõîäÿò íåêîòîðîãî íàïåðåä

çàäàííîãî � < 1:
nX
j=1

jaijj 6 � < 1; i = 1; : : : ; n:

Ðàññòîÿíèå ìåæäó îáðàçàìè â äàííîì ñëó÷àå ðàâíî

�(Ax;Ay) = max
i

�����
nX

j=1

(aijxj + bj)�
nX

j=1

(aijyj + bj)

����� = max
i

�����
nX

j=1

aij(xj � yj)

����� :
Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü A � ñæàòèå è ñóùåñòâóåò

ñòðîêà (ñ íîìåðîì k), ñóììà ìîäóëåé ýëåìåíòîâ êîòîðîé áîëüøå åäèíèöû.

Òîãäà â êà÷åñòâå y âîçüìåì íóëåâîé ýëåìåíò, à â êà÷åñòâå x � âåêòîð,

ðàâíûé ñóììå âñåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

�(x; y) = 1 < max
i

nX
j=1

jaijj = max
i

nX
j=1

jaij(xj � yj)j = �(Ax;Ay);

ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå A íå ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïî-

ñûëêå.

Òåïåðü ïîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

nX
j=1

jaijj 6 � < 1; i = 1; : : : ; n:

Òîãäà äëÿ ëþáûõ x; y 2M

�(Ax;Ay) = max
i

�����
nX

j=1

aij(xj � yj)

����� 6 max
i

nX
j=1

jaijj jxj � yjj

6 max
i

nX
j=1

jaijj �(x; y) = �(x; y)max
i

nX
j=1

jaijj 6 ��(x; y):

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì ñ êîíñòàíòîé � = �.
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(b) Ðàññòîÿíèå ìåæäó îáðàçàìè â äàííîì ñëó÷àå ðàâíî

�(Ax;Ay) =
nX
i=1

�����
nX

j=1

(aijxj + bj)�
nX

j=1

(aijyj + bj)

����� =
nX
i=1

�����
nX

j=1

aij(xj � yj)

����� :
Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü A � ñæàòèå è ñóùåñòâóåò

ñòîëáåö (ñ íîìåðîì k), ñóììà ìîäóëåé ýëåìåíòîâ êîòîðîãî áîëüøå åäèíè-

öû. Òîãäà â êà÷åñòâå y âîçüìåì íóëåâîé ýëåìåíò, à â êà÷åñòâå x � âåêòîð,

ó êîòîðîãî k-ÿ êîîðäèíàòà ðàâíà åäèíèöå, à îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ. Íî

òîãäà

�(x; y) = 1 <
nX
i=1

jaikj =
nX
i=1

�����
nX

j=1

aij(xj � yj)

����� = �(Ax;Ay);

ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå A íå ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïî-

ñûëêå.

Òåïåðü ïîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

nX
i=1

jaijj 6 � < 1; j = 1; : : : ; n:

Òîãäà äëÿ ëþáûõ x; y 2M

�(Ax;Ay) =
nX
i=1

�����
nX

j=1

aij(xj � yj)

����� 6
nX
i=1

nX
j=1

jaij(xj � yj)j

=

nX
j=1

nX
i=1

jaij(xj � yj)j =
nX

j=1

jxj � yjj
nX
i=1

jaijj 6 �

nX
j=1

jxj � yjj = ��(x; y):

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì ñ êîíñòàíòîé � = �.

6. []2] Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E íà ïðÿìîé ñ ìåðîé jEj = p > 0
ñîäåðæèò èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî ìåðû q; 0 < q < p.

Ðåøåíèå. Ðàçîáüåì âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ íà ñ÷åòíîå ÷èñëî ïîëóèíòåðâàëîâ

âèäà [n; n + 1) äëÿ êàæäîãî öåëîãî n. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ,
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êàæäûé èç íèõ èçìåðèì, è âñå îíè â îáúåäèíåíèè îáðàçóþò âñþ ïðÿìóþ. Òàê

êàê ïåðåñå÷åíèå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ èçìåðèìî, âñå ìíîæåñòâà âèäà

An = [n; n+ 1) \ E � E 8 n 2 Z
èçìåðèìû. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ è â îáúåäèíåíèè äàþò

ìíîæåñòâî E. Åñëè ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâà Am è A`, èìåþùèå íåíó-

ëåâóþ ìåðó, íàïðèìåð, jAmj = r > 0; jA`j = s > 0, òî ìíîæåñòâî Am áóäåò

òàêæå èçìåðèìî è èìåòü ìåðó p 2 [r; p� s], íåíóëåâóþ, è ñòðîãî ìåíüøóþ p. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè ëèøü îäíî èç An èìååò ìåðó íå íîëü (âñå An íå ìîãóò

èìåòü ìåðó íîëü, òàê êàê îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ íóëåâîé ìåðû

èìååò íóëåâóþ ìåðó), òî ïåðåíåñåì äåéñòâèå íà ïîëóèíòåðâàë [n; n + 1) = B0.

Ðàçäåëèì åãî ïîïîëàì, ïðè ýòîì ïîëó÷èì äâà ìíîæåñòâà B1; B2. Åñëè îíè îáà

èìåþò ïåðåñå÷åíèå íåíóëåâîé ìåðû ñ E, òî âûáðàñûâàÿ îäíî èç íèõ, ïîëó÷àåì

ïîäìíîæåñòâî ìåíüøåé ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Åñëè æå ëèøü îäíî èìååò íåíó-

ëåâóþ ìåðó, òî ïîäåëèì åãî ïîïîëàì è ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ. Âàæíî çàìåòèòü,

÷òî â ñèëó òîãî, ÷òî E èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó, íåïðåìåííî íàñòóïèò ìî-

ìåíò, êîãäà îáà ïîëóèíòåðâàëà ðàçáèåíèÿ áóäóò èìåòü íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ

E, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî ëåììå î âëîæåííûõ îòðåçêàõ, îíî ñîéäåòñÿ

ê òî÷êå, òî åñòü ìíîæåñòâó ìåðû íóëü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è.

7. []3] Ïóñòü E � èçìåðèìîå íà ñåãìåíòå [0; 1] è äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà � èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî jE \�j 6 �j�j; � < 1. Äîêàçàòü, ÷òî jEj = 0.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà

8 " > 0 9A : j(E [ A) n (E \ A)j < "(1� �); A � ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî.

Ìåðà ðàçíîñòè ñ îäíîé ñòîðîíû ðàâíà jE [ Aj � jE \ Aj > jAj � � jAj, îòêóäà
ïîëó÷àåì, ÷òî jAj < ". Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìåðà ðàçíîñòè ìîæåò áûòü îöåíåíà

ñíèçó êàê jEj � � jAj > jEj � �". Îòñþäà âûðàæàåì ìåðó èñõîäíîãî ìíîæåñòâà:

jEj < "(1� �) + �" = ", ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî jEj = 0.

8. []1] Ïóñòü A1 è A2 � èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà ñåãìåíòà [0; 1] è jA1j+ jA2j > 1.
Äîêàçàòü, ÷òî jA1 \ A2j > 0.

Ðåøåíèå. Òàê êàê A1 è A2 èçìåðèìû, èõ îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå òàêæå

èçìåðèìû, íî òîãäà

1 > jA1 [ A2j = jA1j+ jA2j � jA1 \ A2j > 1� jA1 \ A2j =) jA1 \ A2j > 0:
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9. []2] Ìîæåò ëè îòêðûòîå íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èìåòü êîíå÷íóþ ìåðó?

Ðåøåíèå. Âîçüìåì âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ. Îíà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì íåîãðàíè-

÷åííûì ìíîæåñòâîì. Â êà÷åñòâå ìåðû âîçüìåì âåðîÿòíîñòíóþ, íàïðèìåð, ïëîò-

íîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè a è �2:

�(E) =
1p
2��

Z
E

e�
(x�a)2

2�2 dx:

Êàê èçâåñòíî, èíòåãðàë ïëîòíîñòè ïî âñåé ïðÿìîé ðàâåí åäèíèöû, òàê êàê ñî-

îòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòè îñóùåñòâëåíèÿ ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà:

�(R) =
1p
2��

+1Z
�1

e�
(x�a)2

2�2 dx = 1:

Òàêèì, îáðàçîì, îòêðûòîå íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ìîæåò èìåòü êîíå÷íóþ

ìåðó.

10. []1] Ïóñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èìååò êîíå÷íóþ ìåðó. Ìîæåò ëè îíî áûòü

íåîãðàíè÷åííûì?

Ðåøåíèå. Âîçüìåì âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ. Îíà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì íåîãðà-

íè÷åííûì ìíîæåñòâîì. Â êà÷åñòâå ìåðû âîçüìåì âåðîÿòíîñòíóþ, íàïðèìåð,

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè:

�(E) =
1

�

Z
E

1

1 + x2
dx:

Êàê èçâåñòíî, èíòåãðàë ïëîòíîñòè ïî âñåé ïðÿìîé ðàâåí åäèíèöû, òàê êàê ñî-

îòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòè îñóùåñòâëåíèÿ ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà:

�(R) =
1

�

+1Z
�1

1

1 + x2
dx = 1:

Òàêèì, îáðàçîì, îòêðûòîå íåîãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ìîæåò èìåòü êîíå÷íóþ

ìåðó.

11. []2] Äîêàçàòü, ÷òî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà [0; 1] ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíè ðàâíû.
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Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ëþáûå äâå ôóíêöèè (â òîì ÷èñëå è íåïðåðûâíûå)

ðàâíû, òî îíè ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê îíè ðàçëè÷àþòñÿ íà ïóñòîì ìíîæåñòâå, à

îíî èìååò ìåðó íóëü. Ïóñòü f(x); g(x) 2 C[0; 1] � ýêâèâàëåíòíûå, è ïóñòü ñóùå-

ñòâóåò òî÷êà x0 : f(x0) 6= g(x0). Òîãäà â ñèëó ëîêàëüíîãî ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ñóùåñòâóåò è îêðåñòíîñòü (èíòåðâàë), íà êîòîðîì ýòè äâå ôóíêöèè

ðàçëè÷àþòñÿ. Íî òîãäà f(x) íå ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíîé g(x), òàê êàê èõ çíà-
÷åíèÿ ðàçëè÷íû â ýòîé îêðåñòíîñòè, êîòîðàÿ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó.

12. []2] Äîêàçàòü, ÷òî íåïðåðûâíûå íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå E ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ

èçìåðèìûìè.

Ðåøåíèå. Ïî êðèòåðèþ èçìåðèìîñòè ôóíêöèé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïðîâå-

ðèòü èçìåðèìîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ âèäà Ea = fx j f(x) > ag. Ïðåäñòàâèì
E â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâà E1 è E2, ãäå ìíîæåñòâî E2 � òèïà FÆ (ÿâëÿ-

åòñÿ îáúåäèíåíèåì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ), ïðè ýòîì jE2j = jEj ) jE1j = 0. Òàê
êàê f(x) íåïðåðûâíà íà E2, îíà íà íåì èçìåðèìà (âî âñÿêîå çàìêíóòîå ìíîæå-

ñòâî îíà îòîáðàæàåò çàìêíóòîå, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîîáðàçîì Ea áóäåò ÿâëÿòüñÿ

ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, î÷åâèäíî, èçìåðèìîå). Îñòàëîñü çà-

ìåòèòü, ÷òî f(x) èçìåðèìà íà âñåì ìíîæåñòâå E, òàê êàê, êàê è ëþáàÿ ôóíêöèÿ,

îíà èçìåðèìà íà ìíîæåñòâå E1 ìåðû íîëü.

13. []2] Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ íà ñåãìåíòå [a; b], òî ïðîèçâîä-
íàÿ f 0(x) èçìåðèìà.

Ðåøåíèå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî f(x) ïðîäîëæåíà âïðàâî îò òî÷êè x = b äèôôåðåíöèðó-
åìûì îáðàçîì (íàïðèìåð, f(a+ �) = f(b) + �f 0(a)), ïîëîæèì

'n(x) = n

����f
�
x+

1

n

�
� f(x)

���� :
Òîãäà f 0(x) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ

è, ñëåäîâàòåëüíî, èçìåðèìûõ ôóíêöèé: f 0(x) = lim
n!1

'n(x), ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ

èçìåðèìîé.

14. []2] Ïðèâåñòè ïðèìåð îãðàíè÷åííîé, èçìåðèìîé ôóíêöèè, íå ýêâèâàëåíòíîé íè-
êàêîé ôóíêöèè, èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó.
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Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî A íà îòðåçêå [0; 1] ñ íàïåðåä çàäàííîé ïîëîæè-

òåëüíîé ìåðîé � > 1. Ñíà÷àëà óäàëèì èç [0; 1] âñå òî÷êè èíòåðâàëà�
1

2
� 1

4
�;

1

2
+

1

4
�

�

äëèíû 1

2
� ñ öåíòðîì â òî÷êå 1

2
. Èç äâóõ îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ

�
0; 1

2
� 1

4
�
�
è�

1

2
+ 1

4
�
�
, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò äëèíó 1

2

�
1� 1

2
�
�
, óäàëèì ñðåäíèå èíòåðâà-

ëû, äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 1

4

�
1� 1

2
�� 1

4
�
�
, óäàëèì ñðåäíèå èíòåð-

âàëû, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò äëèíó 1

32
�. Èç âîñüìè îñòàâøèõñÿ îòðåçêîâ,

äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 1

8

�
1� 1

2
�� 1

4
�� 1

8
�
�
, óäàëèì ñðåäíèå èíòåð-

âàëû, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò äëèíó 1

128
�. Ïîñëå n øàãîâ ìåðà óäàëåííûõ

èíòåðâàëîâ áóäåò ðàâíà �
�
1

2
+ 1

4
+ � � �+ 2�n

�
, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåðà ñîâîêóï-

íîñòè óäàëåííûõ èíòåðâàëîâ ïîñëå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäàëåíèé

áóäåò ðàâíà �. Ìåðà îñòàâøåãîñÿ ìíîæåñòâà A áóäåò ðàâíà 1��. Îíî ÿâëÿåòñÿ
ñîâåðøåííûì è íèãäå íå ïëîòíûì.

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà A:

f(x) =

(
1; x 2 A;

0; x =2 A:

Îíà îãðàíè÷åíà è èçìåðèìà (òàê êàê ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà). Íî òàê êàê ìíîæåñòâî åå òî÷åê ðàçðûâà åñòü A è ìåðà

ìíîæåñòâà A ïîëîæèòåëüíà, òî f(x) íå èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó (â ÷àñòè÷íûõ
ñóììàõ ìåðà îòðåçêîâ ðàçáèåíèé, ñîäåðæàùèõ òî÷êè ðàçðûâà, ïîëîæèòåëüíà,

ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî äîáèòüñÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé âåðõíåé è íèæíåé ñóìì Äàð-

áó). Åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) èçìåíèòü íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ìåðû íîëü,

òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà âíîâü ïîëó÷åííîé ôóíêöèè òàêæå áóäåò èìåòü ïî-

ëîæèòåëüíóþ ìåðó, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñíîâà íå áóäåò èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó.

Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêàÿ ôóíêöèÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ f(x), íå èíòåãðèðóåìà ïî Ðè-
ìàíó (îäíàêî èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà A).

15. []2] Ïðèâåñòè ïðèìåð íåèçìåðèìîé ôóíêöèè. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî è åãî

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìû èëè íå èçìåðèìû îäíîâðåìåííî.

Ðåøåíèå. Îïðåäåëèì íà îòðåçêå [0; 1] îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: x � y, åñëè

x� y 2 Q . Ïóñòü A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì (0; 1], ñîäåðæàùèì ïî îäíîìó ýëå-

ìåíòó èç êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëÿ r 2 (0; 1] îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Ar � (0; 1], ïîëó÷àþùååñÿ èç A ñäâèãîì íà r ïî ìîäóëþ 1:

Ar � ([r + A] [ [(r � 1) + A]) \ (0; 1]:

10



Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíòåðâàë (0; 1] ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ ìíîæåñòâ fArg, ãäå r 2 Q \ (0; 1]. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè A èçìåðèìî, òî åãî

ìåðà ñîâïàäàåò ñ ìåðîé Ar äëÿ ëþáîãî r. Ìåðà A íå ìîæåò áûòü ðàâíà íóëþ,

òàê êàê èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì Ar, à îíî èìååò ìåðó íîëü. Ìåðà A

òàêæå íå ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ìåðà îáúåäèíåíèÿ

Ar áåñêîíå÷íà. Ñëåäîâàòåëüíî, A íåèçìåðèìî.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A íåèçìåðèìà, òàê

êàê åå îáðàç ñîäåðæèò ëèøü äâå òî÷êè: 0 è 1. Äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, âçÿòü
ïðîîáðàç åäèíèöû (ðàâíûé íåèçìåðèìîìó ìíîæåñòâó A), ÷òîáû óáåäèòüñÿ â åå

íåèçìåðèìîñòè.

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî èçìåðèìî èëè íåèçìåðèìî âìåñòå ñî ñâî-

åé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé, ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà

èçìåðèìî èëè íåèçìåðèìî îäíîâðåìåííî ñ ñàìèì ìíîæåñòâîì, è òîãî, ÷òî ïðî-

îáðàçàìè èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñàìî

ìíîæåñòâî, åãî äîïîëíåíèå, à òàêæå ïóñòîå ìíîæåñòâî è óíèâåðñóì.

16. []1] Áóäåò ëè èçìåðèìà ôóíêöèÿ f(x) = 1

x(x�1)
íà [0; 1]?

Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâ E
h

1

x(x�1)
> �

i
(â äàëü-

íåéøåì âåçäå áåðåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ìíîæåñòâ ñ îòðåçêîì [0; 1]). Âîçìîæíû
äâà ñëó÷àÿ:

(a) � 6 �4. Â ýòîì ñëó÷àå E
h

1

x(x�1)
> �

i
=

�
x : x 2

�
1�
p

1+
4
�

2
;
1+

p
1+

4
�

2

��
,

î÷åâèäíî, èçìåðèìî, è åãî ìåðà ðàâíà ïðîñòî

q
1 + 4

�
.

(b) � > �4. Â ýòîì ñëó÷àå E
h

1

x(x�1)
> �

i
= ?. Ïóñòîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîîáðàçàìè óêàçàííûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûå ìíî-

æåñòâà, ñëåäîâàòåëüíî, ïî èçâåñòíîìó êðèòåðèþ, ýòà ôóíêöèÿ èçìåðèìà.

17. []2] Áóäåò ëè èçìåðèìà ôóíêöèÿ f(x) =

(
n; x = m

n
2 Q ; (m;n) = 1;

1; x 2 R n Q ?

Ðåøåíèå. Îáðàçîì ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë ñ íóëåì. Åñëè â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà îáðàçà âçÿòü êàêîå-òî ìíîæåñòâî

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî åãî ïðîîáðàçîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ êàêîå-òî ïîäìíîæåñòâî
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ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, èìåþùèõ ìåðó íîëü. Â ñèëó ïîëíîòû ìåðû Ëåáåãà ëþáîå

òàêîå ïîäìíîæåñòâî èìååò òàêæå íóëåâóþ ìåðó. Åñëè â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà

îáðàçà âçÿòü òî÷êó 0, òî åãî ïðîîáðàçîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ âñå ìíîæåñòâî èððà-

öèîíàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðîå èçìåðèìî. Åñëè â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà îáðàçà

âçÿòü òî÷êó íîëü, è âäîáàâîê åùå êàêîå-òî ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

òî ïðîîáðàç áóäåò èçìåðèì êàê îáúåäèíåíèå èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà è ìíîæå-

ñòâà ìåðû íîëü.

Òàêèì îáðàçîì, ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé.

18. []2] Ïóñòü E � íåèçìåðèìîå ìíîæåñòâî íà èíòåðâàëå
�
0; �

2

�
. Áóäåò ëè ôóíêöèÿ

f(x) =

(
0; x 2 {E;
sin x; x 2 E

èçìåðèìîé?

Ðåøåíèå. Íå áóäåò â ñèëó ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé: ìíîæåñòâî {E íå ÿâëÿåòñÿ

èçìåðèìûì íà èíòåðâàëå
�
0; �

2

�
, òàê êàê åñëè îíî áûëî áû èçìåðèìûì, åãî äî-

ïîëíåíèå E áûëî áû òàêæå èçìåðèìûì. Òîãäà â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà îáðàçà

äîñòàòî÷íî âçÿòü òî÷êó íîëü. Îíà ñîñòàâëÿåò èçìåðèìîå ìíîæåñòâî ìåðû íîëü.

Åå ïðîîáðàçîì ÿâëÿåòñÿ íåèçìåðèìîå ìíîæåñòâî {E.

19. []2] Ïðèâåñòè ïðèìåð îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè, ðàçðûâíîé â êàæäîé òî÷êå îò-

ðåçêà [a; b] è èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó. Áóäåò ëè ýòà ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî

Ðèìàíó?

Ðåøåíèå. Ýòî � ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå â êàæäîé àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êå îò-

ðåçêà [a; b], è ðàâíàÿ íóëþ â êàæäîé òðàíñöåíäåíòíîé òî÷êå ýòîãî æå îòðåçêà.

Îíà íå áóäåò èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó, òàê êàê íèæíèå ñóììû Äàðáó áóäóò ðàâ-

íû íóëþ, à âåðõíèå � åäèíèöå, íî áóäåò èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó, òàê êàê ÷èñëî

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñ÷åòíî, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ìåðà ðàâíà íóëþ, è ôóíêöèÿ

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è èçìåðèìîé.

20. []1] Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè, èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó íà [0; 1], íî íåîãðàíè-
÷åííîé íà ëþáîì îòðåçêå [�; �] � [0; 1].

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ðèìàíà:

f(x) =

(
n; x = m

n
2 Q ; (m;n) = 1;

1; x 2 R n Q :
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Îíà ýêâèâàëåíòíà òîæäåñòâåííîìó íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, îíà èíòåãðèðóåìà ïî

Ëåáåãó, è èíòåãðàë îò íåå ðàâåí íóëþ. Â òî æå âðåìÿ îíà íåîãðàíè÷åíà, òàê

êàê ñðåäè ÷èñåë ëþáîãî îòðåçêà [�; �] � [0; 1] ñóùåñòâóþò íåñîêðàòèìûå äðîáè
ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì çíàìåíàòåëåì.

21. []2] Ïðè êàêèõ � è � ôóíêöèÿ f(x) = x� sin(x�) èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà

[0; 1]?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì äëÿ íà÷àëà, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ âñþäó íåîòðè-

öàòåëüíà. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé:

1Z
0

x� sin(x�)dx =

+1Z
1

�
1

t

�
�+2

sin

�
1

t

�
�

dt

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

(a) � 6 0. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë Ëåáåãà îò f(x) íà [0; 1] ñóùåñòâóåò ïðè

� > �1, òàê êàê ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ

����1
t

�
�+2

sin
�
1

t

�
�

��� 6 �1
t

�
�+2

è

+1Z
1

�����
�
1

t

��+2

sin

�
1

t

��

����� dt
ñõîäèòñÿ (êàê íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà), à, êàê èçâåñòíî, èç àáñî-

ëþòíîé ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà âûòåêàåò ñóùåñòâî-

âàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà Ëåáåãà. Îáðàòíî, ïðè � 6 �1 èíòåãðàë
àáñîëþòíî ðàñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë Ëåáåãà íå

ñóùåñòâóåò.

(b) � > 0. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë Ëåáåãà îò f(x) íà [0; 1] ñóùåñòâóåò ïðè

� > �� � 1 è íå ñóùåñòâóåò ïðè � 6 �� � 1, òàê êàê ïî ïðèçíàêó ñðàâ-

íåíèÿ
�
2

�

�� �1
t

��+�+2

6

����1
t

��+2

sin
�
1

t

����� 6 �
1

t

��+�+2

. Òàêèì îáðàçîì, ïðè

� > �� � 1 íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, ÷òî âëå-

÷åò çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà Ëåáåãà, à ïðè � 6 ���1 íåñîáñòâåí-
íûé èíòåãðàë Ðèìàíà àáñîëþòíî ðàñõîäèòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë Ëå-

áåãà íå ñóùåñòâóåò.
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22. []2] Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(x) > 0 íà ìíîæåñòâå E è C > 0, òî ôóíêöèÿ óäîâëå-

òâîðÿåò íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà: jE[f(x) > C]j 6 1

C

R
E

f(x)dx.

Ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî,Z
E

f(x)�(dx) =

Z
E[f(x)>C]

f(x)�(dx) +

Z
EnE[f(x)>C]

f(x)�(dx)

>

Z
E[f(x)>C]

f(x)�(dx) > C jE[f(x) > C]j :

23. []1] Ñóùåñòâóåò ëè èíòåãðàë Ëåáåãà îò f(x) = 1p
x
p
1�x íà [0; 1]?

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íåîòðèöàòåëüíà è íåïðåðûâíà íà âñåé ñâîåé îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî íàëè÷èÿ ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

Ðèìàíà:
1Z

0

dxp
x
p
1� x

=

1Z
0

2dtp
1� t2

= 2 arcsin t
���1
0

= �:

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë Ëåáåãà ñóùåñòâóåò è ðàâåí �.

24. []1] Áóäåò ëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà [0;+1), åñëè

f(x) =

(
1

x�
; x 2 R n Q ;

0; x 2 Q ?

Ðåøåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë îò f(x), òî

+1Z
0

f(x)dx =

Z
x2[0;+1)\{Q

1

x�
dx+

Z
x2[0;+1)\Q

0 dx =

+1Z
0

1

x�
dx;

òàê êàê äîáàâëåíèå èíòåãðàëà ïî ìíîæåñòâó ìåðû íîëü íå ìåíÿåò ôàêòà åãî ñó-

ùåñòâîâàíèÿ, à òàêæå åãî çíà÷åíèÿ. Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåîòðè-

öàòåëüíà è íåïðåðûâíà, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà íåîáõîäèìî è
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äîñòàòî÷íî íàëè÷èÿ ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

Ðèìàíà. Îäíàêî, èçâåñòíî, ÷òî èíòåãðàë Ðèìàíà îò ýòîé ôóíêöèè ðàñõîäèòñÿ

ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ �, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë Ëåáåãà íå ñóùåñòâóåò íè ïðè

êàêèõ �.

25. []2] Ïðè êàêèõ � è � ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Ëåáåãà íà [0;+1) îò ôóíêöèè

f(x) = x� ln� x?

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, èíòåãðàë Ëåáåãà ñó-

ùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî:
+1Z
0

��x� ln� x�� dx = I < +1:

Ïîëüçóÿñü íåîòðèöàòåëüíîñòüþ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ, à òàêæå, âûïîëíÿÿ çàìå-

íó ïåðåìåííîé x = 1

t
, èìååì:

I =

1Z
0

x�
��ln� x�� dx+

+1Z
1

x� ln� x dx =

+1Z
1

t���2
��ln� t�� dt+

+1Z
1

x� ln� x dx

=

+1Z
1

ln� x(x� + x���2)dx =

+1Z
1

ln� x � x�dx +

+1Z
1

ln� x � x���2dx = I1 + I2:

Òàê êàê âñå ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè íåïðåðûâíû è íåîòðèöàòåëüíû, äëÿ

îïðîâåðæåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ I äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ðàñõîäèìîñòü îäíîãî èç

èíòåãðàëîâ I1; I2, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü îáîèõ èíòåãðàëîâ. Ñëåäóåò ðàçëè-

÷àòü äâà ñëó÷àÿ:

(a) � < 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè � < �1 ðàñõîäèòñÿ I2, ïðè � > �1 ðàñõîäèòñÿ

I1. Â ñëó÷àå æå � = �1 îáà èíòåãðàëà ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà � < �1.

(b) � > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè � < �1 ðàñõîäèòñÿ I2, ïðè � > �1 ðàñõîäèòñÿ I1,

à ïðè � = �1 ðàñõîäÿòñÿ îáà ýòè èíòåãðàëà.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë Ëåáåãà ñóùåñòâóåò ïðè � = �1; � < �1, â îñòàëüíûõ
æå ñëó÷àÿõ èíòåãðàë Ëåáåãà íå ñóùåñòâóåò.
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26. []1] Ñóùåñòâóåò ëè èíòåãðàë Ëåáåãà íà [2;+1) îò ôóíêöèè f(x) = 1

x ln
2
x
?

Ðåøåíèå. Òàê êàê ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà è íåïðåðûâíà íà âñåé îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñõîäè-

ìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà:

+1Z
2

dx

x ln2 x
=

1Z
2

d(lnx)

ln2 x
= � 1

lnx

���+1
2

= ln 2;

ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë Ëåáåãà ñóùåñòâóåò è ðàâåí ln 2.

27. []1] Ïðèâåñòè ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùåéñÿ ïî ìåðå íà èçìåðèìîì

E, íî íå ñõîäÿùåéñÿ íè â îäíîé òî÷êå ìíîæåñòâà E?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ffn(x)g1n=1
íà ïîëóèíòåð-

âàëå [0; 1):

fn(x) =

(
1; x 2

h
n�2

blog2 nc

1+blog2 nc
; 1+n�2

blog2 nc

1+blog2 nc

�
;

0; èíà÷å.

Îíà ïî ìåðå ñõîäèòñÿ ê íóëþ, òàê êàê ìåðà ìíîæåñòâà, ãäå fn(x) îòëè÷íà îò

íóëÿ 1

1+blog2 nc
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n ! 1. Â òî æå âðåìÿ ýòà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü íå ñõîäèòñÿ íè â îäíîé òî÷êå, òàê êàê äëÿ ëþáîãî x íàéäóòñÿ äâå

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn
k
(x) è fn

`
(x), îäíà èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç åäèíèö, à

âòîðàÿ � èç íóëåé.

28. []2] Ïîêàçàòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì.

Ðàññìîòðåòü ïðèìåð: fn(x) =

(
n; 0 < x < 1

n
;

0; èíà÷å.

Ðåøåíèå. Ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó î÷åâèäíà: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ, íà

êîòîðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ êî âñåé ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî òî÷åê, íà êî-

òîðîì ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (�1; 0][ � 1
n
;+1� ìîíîòîííî çàïîëíÿåò âñþ

ïðÿìóþ, çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà ìåðû íîëü (îäíîé òî÷êè). Ïî îïðåäåëåíèþ

ýòî îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó.
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Â òî æå âðåìÿ ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì íåò:

Z
R

(f(x)� fn(x))
2dx =

1
nZ

0

f 2(x)dx =
1

n
� n2 = n! +1:

29. []2] Ïîêàçàòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó.

Ïðèìåð: äëÿ ëþáîãî n = 2k +m, ãäå 0 6 m < 2k îïðåäåëèì

fn(x) =

(
1; m

2k
6 x 6 m+1

2k
;

0; x =2 �m
2k
; m+1

2k

�
:

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî çäåñü ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó íå èìååò ìåñòà, òàê

êàê fn(x) íå ñõîäèòñÿ íè â îäíîé òî÷êå îòðåçêà [0; 1], òî åñòü íà ìíîæåñòâå

ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Îäíàêî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì ê íóëþ,

òàê êàê Z
R

f 2

n
(x)dx =

m+1

2kZ
m

2k

1 dx =
1

2k
=

1

blog
2
nc ���!n!1

0:

30. []3] Ïîêàçàòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïî ìåðå íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó.

Ðàññìîòðåòü ïðèìåð çàäà÷è 29.

Ðåøåíèå. Ñõîäèìîñòü ïî ìåðå ê íóëþ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

8 0 < Æ < 1 =) �fx : jfn(x) > Æjg =
1

2k
6

2

n
���!
n!1

0:

Òåïåðü îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nk = 2k + bx0 � 2kc, ãäå x0 � ïðîèçâîëü-

íàÿ òî÷êà íà [0; 1]; k 2 N . Òîãäà ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî 8k ) fn
k
(x0) = 1, à

fn
k
+1(x0) = 0. Òàê êàê nk � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à x0 � ïðîèçâîëü-

íàÿ òî÷êà íà [0; 1], ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn(x) íå ñõîäèòñÿ íè â

îäíîé òî÷êå èç [0; 1], è, î÷åâèäíî, íå ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó.
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31. []3] Ïîêàçàòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïî ìåðå íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì.

Ïðèìåð: ïðè n = 2k +m

fn(x) =

(
2k; m

2k
6 x 6 m+1

2k
;

0; x =2 �m
2k
; m+1

2k

�
:

Ðåøåíèå. Ñõîäèìîñòü ïî ìåðå ê íóëþ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

8 0 < Æ < 1 =) �fx : jfn(x) > Æjg =
1

2k
6

2

n
���!
n!1

0:

Òåì íå ìåíåå,

Z
R

jfn(x)j2 =

m+1

2kZ
m

2k

22k dx =
1

2k
� 22k = 2k = 2blog2 nc ���!

n!1
+1;

òî åñòü ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì íåò.

32. []3] Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ìåðà ìíîæåñòâà E áåñêîíå÷íà, òî èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè

âñþäó íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî ìåðå. Ïðèìåð: fn(x) =

(
1; n 6 x 6 n + 1;

0; èíà÷å.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî

8 x0 2 R ) 9N 2 N : fn(x0) = 0; 8n > N; òî åñòü; lim
n!1

jfn(x0)j = 0;

èíûìè ñëîâàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ, íà êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ôóíêöèé îñòàåòñÿ íóëåì, ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è ïîêðûâàåò âñþ ïðÿìóþ. Òåì

íå ìåíåå,

8 0 < Æ < 1) lim
n!1

�fx : jfn(x)j > Æg = lim
n!1

�f[n; n+ 1]g = 1 6= 0;

ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèìîñòè ïî ìåðå íåò.

33. []3] Ïîêàçàòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè â L1[0; 1] íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòè â L2[0; 1]. Ïðè-

ìåð: f(x) =

(
n

3
2 ; x 2 � 1

n
; 1

n�1

�
;

0; x =2 � 1
n
; 1

n�1

�
:
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Ðåøåíèå. Ñõîäèìîñòü â L1[0; 1] ê íóëþ ïî îïðåäåëåíèþ ïðèñóòñòâóåò ïî ïðè-

÷èíå ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà Ëåáåãà

1Z
0

jfn(x)j dx =

1
n�1Z
1
n

n
3
2dx = n

3
2(

1
n�1

� 1
n
) =

p
n

n� 1
���!
n!1

0:

Ñõîäèìîñòè â L2[0; 1] íåò ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî ñëåäóþùèé èíòåãðàë Ëåáåãà

áåñêîíå÷åí:
1Z

0

jfn(x)j dx =

1
n�1Z
1
n

n3dx =
n3

n(n� 1)
���!
n!1

+1:

34. []3] Äîêàçàòü ïîëíîòó ïðîñòðàíñòâà C[0; 1].

Ðåøåíèå. Ìåòðèêà â ïðîñòðàíñòâå C[0; 1] îïðåäåëÿåòñÿ êàê

�(x(t); y(t)) = max
t2[0;1]

jx(t)� y(t)j :

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fxn(t)g1n=0
,

�(xm; xn) ����!
m;n!1

0:

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

8 " > 0 9N 2 N : 8 m;n > N; 8 t0 2 [0; 1]) jxm(t0)� xn(t0)j < ":

Èç ýòîãî ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè xn(t0). Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè m!1, ïîëó÷èì, ÷òî

8n > N 8 t0 2 [0; 1]) jxn(t0)� x0(t0)j 6 ";

ãäå x0(t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

�(xn; x0) ���!
n!1

0:
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Äîêàæåì, ÷òî x0(t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå t è òàêîå

Æ, ÷òî t+ Æ 2 [0; 1]. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå " > 0. Òîãäà

jx0(t+ Æ)� x0(t)j = jx0(t+ Æ)� xn(t + Æ) + xn(t+ Æ)� xn(t) + xn(t)� x0(t))j
6 jx0(t+ Æ)� xn(t+ Æ)j+ jxn(t+ Æ)� xn(t)j+ jxn(t)� x0(t)j
áåðåì òàêîå n, ÷òî �(xn; x0) <

"

3

<

����2"3 + jxn(t+ Æ)� xn(t)j
����

áåðåì Æ : jxn(t+ Æ)� xn(t)j < "

3
� îíî ñóùåñòâóåò èç íåïðåðûâíîñòè xn(t)

<":

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî, ÷òî

8 " 9 Æ : jx0(t)� x0(t + Æ)j < ";

ñëåäîâàòåëüíî, x0(t) íåïðåðûâíà.

Ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç C[0; 1] ñõîäèòñÿ
òàêæå ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, C[0; 1] � ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî.

35. []2] Áóäåò ëè ïîëíûì ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íà ñåãìåíòå [0; 1], åñëè ìåòðèêà
ââîäèòñÿ ïî ôîðìóëå �(x; y) = max

06t61
jx(t)� y(t)j.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî îíî íåïîëíî. Âîçüìåì ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü fun(x)g1n=0
: un(x) =

nP
k=0

x
k

k!
. Èçâåñòíî, ÷òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0; 1], ñëåäîâàòåëüíî, ïî êðèòåðèþ Êîøè ñõîäèìîñòè

ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì

ôóíäàìåíòàëüíà. un ñõîäèòñÿ ê ex, êîòîðàÿ íå ïðåäñòàâèìà ìíîãî÷ëåíîì P (x).
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

ex = P (x) =
`X

k=0

akx
k =)

1X
k=0

bkx
k = 0 =) 8 m > `

1

m!
= 0;

÷òî íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò ñõî-

äèòüñÿ ê ýëåìåíòó íå èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î åãî íåïîë-

íîòå.
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36. []2] Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî `2 ñåïàðàáåëüíî.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì â `2 âñþäó ïëîòíîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òåì ñàìûì ïî îïðå-

äåëåíèþ äîêàæåì åãî ñåïàðàáåëüíîñòü.

Ïóñòü L � ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ âñå ÷ëå-

íû ðàöèîíàëüíû, è ëèøü êîíå÷íîå (ñâîå äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ÷èñëî

÷ëåíîâ îòëè÷íî îò íóëÿ. Îíî ñ÷åòíîå, òàê êàê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷åòíîå ÷èñëî

ìíîæåñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ó êîòîðûõ íå áîëåå, ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðâûõ

÷ëåíîâ � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, à âñå îñòàëüíûå � íóëè. Ýòè ìíîæåñòâà � ïðî-

ñòî n-ÿ (äåêàðòîâà) ñòåïåíü ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðîå ñ÷åòíî, à

ñëåäîâàòåëüíî, è òàêèõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíîå ÷èñëî. Ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå ñ÷åò-

íîãî ìíîæåñòâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíî, L � ñ÷åòíîå. Äîêàæåì, ÷òî L �

âñþäó ïëîòíîå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fxng1n=1
2 `2 è

çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå " > 0:

1X
k=1

jxkj2 < +1 =) 9 N 2 N :
1X

k=N+1

jxkj2 < "2

2
:

Òàê êàê ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âñþäó ïëîòíî íà âåùåñòâåííîé îñè,

äëÿ êàæäîãî xk; k = 1; N íàéäåòñÿ ñâîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî qk òàêîå, ÷òî

jxk � qkj < "p
2N

; k = 1; N:

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fqng1n=1
2 L, ÷ëåíû êîòîðîé ïðè n > N + 1

ðàâíû íóëþ. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó x è q ðàâíîvuut 1X
k=1

jxk � qkj2 =

vuut NX
k=1

jxk � qkj2 +
1X

k=N+1

jxkj2 <
s�

"p
2N

�
2

�N +
"2

2
= ":

Òàêèì îáðàçîì, çàìûêàíèå L ñîâïàäàåò ñî âñåì `2, òî åñòü ïî îïðåäåëåíèþ, L
� âñþäó ïëîòíîå è `2 � ñåïàðàáåëüíîå.

37. []3] Ïóñòü A � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Äîêàçàòü,

÷òî äëÿ ëþáîãî x 2 X íàéäåòñÿ òî÷êà y 2 A òàêàÿ, ÷òî �(x;A) = kx� yk.

Ðåøåíèå. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë f(y) = kx� yk. Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíè-
êà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îí íåïðåðûâåí. Î÷åâèäíî, f(y) > 0. Òîãäà ó íåãî åñòü

òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü, ðàâíàÿ m. Òîãäà, èç îïðåäåëåíèÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè,
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ñóùåñòâóåò óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(xk) ! m; xk 2 A. Òàê êàê A �

êîìïàêò, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xkn ! y 2 A. Èç íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèîíàëà ñëåäóåò, ÷òî f(xkn) ! f(y). Òàê êàê lim
n!1

f(xkn) = lim
n!1

f(xk), òî

f(y) = M . Òàêèì îáðàçîì,

9 y : kx� yk = inf
z2A

kx� zk = �(x;A)

38. []3] Åñëè íà ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå �(Ax;Ay) < �(x; y) äëÿ ëþáûõ x; y, ïðèíàä-
ëåæàùèõ êîìïàêòó, òî îïåðàòîð A èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Ñóùåñòâåííî ëè óñëîâèå êîìïàêòíîñòè?

Ðåøåíèå. Óñëîâèå ñóùåñòâåííî. Ïðèâåäåì ïðèìåð: èíòåðâàë (0; 1) � R � î÷å-

âèäíî, íå êîìïàêò. Îïåðàòîð A îïðåäåëèì òàê: Ax = x

2
. Î÷åâèäíî, îí ñæè-

ìàþùèé è èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó x0 = 0, íî âíå èíòåðâàëà

(0; 1).

39. []3] Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [0; 1] ôóíêöèé

x(t) òàêèõ, ÷òî jx(0)j 6 K1;
1R
0

jx0(t)j2dt 6 K2, ãäå K1; K2 > 0 � ïîñòîÿííûå,

êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå C[0; 1].

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå Àðöåëà íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì åãî êîì-

ïàêòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü è ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâ-

íîñòü. Ïåðâîå ïîêàçàòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî:

jx(t)j =
������x(0) +

tZ
0

x0(t)dt

������ 6 jx(0)j+
1Z

0

jx0(t)j dt

6 K1 +

1Z
0

x0(t)2

2
dt+

1Z
0

1

2
dt 6 K1 +

K2

2
+

1

2
:

Ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü ëåãêî óñòàíîâèòü ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîãî
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íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà:

jx(t1)� x(t2)j =
������
t2Z

t1

x0(t)dt

������ 6
t2Z

t1

jx0(t)j dt 6
0
@ t2Z

t1

dt

1
A

1
2
0
@ t2Z

t1

jx0(t)j2 dt
1
A

1
2

6

0
@ t2Z

t1

dt

1
A

1
2
0
@ 1Z

0

jx0(t)j2 dt
1
A

1
2

6
p
jt2 � t1j

p
K2:

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî " > 0 äîñòàòî÷íî âçÿòü Æ < "
2

K2
, ÷òîáû äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè èç äàííîãî ìíîæåñòâà è äëÿ ëþáûõ t1; t2 îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà íà

ðàññòîÿíèè, ìåíüøåì ÷åì Æ, ðàññòîÿíèå ìåæäó îáðàçàìè t1 è t2 áóäåò ìåíüøå,

÷åì ".

40. []3] Áóäåò ëè êîìïàêòîì ìíîæåñòâî âñåõ ñòåïåíåé xn; n = 1; 2; : : : â ïðîñòðàí-
ñòâå C[0; 1]?

Ðåøåíèå. Íå áóäåò â ñèëó ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé: âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü fxmkg1
m=1

èç ýòîãî ìíîæåñòâà. Åñëè ýòî êîìïàêò, òî èç íåå

ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xmk
`

P�! xn0 , òî åñòü

sup
x2[0;1]

jxmk
` � xn0 j ���!

`!1
0;

îäíàêî

sup
x2[0;1]

jxmk
` � xn0 j >

����
�
1

2

�
m
k
`

�
�
1

2

�
n0
���� ���!

`!1

�
1

2

�
n0

6= 0:

41. []3] Äîêàçàòü, ÷òî íå âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå âïîëíå îãðàíè÷åíî.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî `2 ñ ìåòðèêîé �(x; y) =

s
1P
k=1

(xk � yk)2. Òî-

ãäà åäèíè÷íàÿ ñôåðà S, à èìåííî, âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà

e1 = (1; 0; : : : ; 0; : : : ); e2 = (0; 1; : : : ; 0; : : : ); : : :
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ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îãðàíè÷åííîå, íî íå âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Ýòî

ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî �(en; em) =
p
2 8 n 6= m. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè " <

p
2

2
åãî

íåëüçÿ ïîêðûòü êîíå÷íîé "-ñåòüþ (òàê êàê êàæäûé åå ýëåìåíò áóäåò �áëèçîê�

òîëüêî ê îäíîìó ýëåìåíòó èç S.

42. []3] Äîêàçàòü, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêîå îãðàíè÷åííîå ìíîæå-

ñòâî îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü M � Rn � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëü-

íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â [M ]. Òîãäà ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà (âåð-
íîé äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ) èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ýòà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó èç [M ],
òàê êàê [M ] çàìêíóòî. Ñëåäîâàòåëüíî, [M ] � êîìïàêò, à M � îòíîñèòåëüíî

êîìïàêòíî.

43. []3; ]2] Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ôóíêöèîíàëû â ïðîñòðàíñòâå C[�1; 1] ÿâëÿ-
þòñÿ ëèíåéíûìè è íåïðåðûâíûìè è íàéòè èõ íîðìû:

(a) f(x) = 1

3
[x(�1) + x(1)];

(b) f(x) =
0R

�1

x(t)dt�
1R
0

x(t)dt;

(c) f(x) =
1R

�1

tx(t)dt.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ôóíêöèîíàëû ëèíåéíû. Ýòî ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè

èíòåãðàëû è ñóììû. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

íåïðåðûâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî çíà÷åíèÿ íà åäèíè÷íîé ñôåðå îãðà-

íè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè. Òàê êàê kfk = sup
kxk61

jf(x)j, áóäåì èñêàòü ýòó òî÷íóþ

âåðõíþþ ãðàíü � èç åå ñóùåñòâîâàíèÿ áóäåò ñëåäîâàòü íåïðåðûâíîñòü.

(a) jf(x)j = 1

3
jx(�1) + x(1)j 6 1

3
jx(�1)j + 1

3
jx(1)j 6 2

3
; 8 x 2 S. Êðîìå òîãî,

ïðè x(t) = jtj ýòà âåðõíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, kfk = 2

3
.

(b) jf(x)j 6
0R

�1

jx(t)j dt +
1R
0

jx(t)j dt 6 2; 8 x 2 S. Êðîìå òîãî, ïðè x(t) = �sgn t

ýòà âåðõíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, kfk = 2.
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(c) jf(x)j 6
1R

�1

jtj jx(t)j dt 6
1R

�1

jtj dt = 1; 8 x 2 S. Êðîìå òîãî, ïðè x(t) = 1 ýòà

âåðõíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, kfk = 1.

44. []3] Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(x), îïðåäåëåííûõ íà âñåé âåùåñòâåííîé

ïðÿìîé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà íóëþ âíå íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî èíòåðâàëà.

Ââåäåì íîðìó, ïîëàãàÿ kfk = max
x

jf(x)j. Áóäåò ëè ïðîñòðàíñòâî áàíàõîâûì?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ffn(x)g1n=1
, îïðå-

äåëåííóþ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

fn(x) =

(
e�x; x 2 [0; n];

0; x =2 [0; n]:

Òîãäà kfm � fnk = max
x

jfm(x)� fn(x)j = max
m;n

(e�m; e�n) ����!
m;n!1

0. Î÷åâèäíî â

òî æå âðåìÿ, ÷òî

fn ! f =

(
e�x; x > 0;

0; x < 0
=2 X:

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî X íåïîëíî, à, ñëåäîâàòåëüíî, è íå áàíàõîâî.

45. []3] ßâëÿåòñÿ ëè ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0; 1] ôóíêöèé ãèëü-

áåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: (f; g) =
1R
0

f(x) � g(x)dx?

Ðåøåíèå. Ïðîñòðàíñòâî, î÷åâèäíî, ëèíåéíîå. Äëÿ ãèëüáåðòîâîñòè íåîáõîäèìî

ïðîâåðèòü àêñèîìû ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

(a) (f; g) = (g; f) � î÷åâèäíî;

(b) ëèíåéíîñòü âûòåêàåò èç ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà Ðèìàíà;

(c) (f; f) > 0 âûòåêàåò èç ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ðèìàíà, ÷òî èíòåãðàë îò íåîòðè-
öàòåëüíîé ôóíêöèè íåîòðèöàòåëåí.

(d) (f; f) = 0,
1R
0

f 2(x)dx = 0, f 2(x) � 0, f(x) � 0; òàê êàê f(x) 2 C[0; 1].
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46. []3] Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn
ñëàáî ñõîäèòñÿ ê x è kxnk ! kxk (x!1), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ

ñèëüíî.

Ðåøåíèå.

kxn � xk2 = (xn � x; xn � x) = (xn; xn � x)� (x; xn � x)

= (xn � x; xn)� (xn � x; x) = (xn; xn)� (x; xn)� (xn; x) + (x; x)

= (xn; xn)� (xn; x)� (x; xn) + (x; x):

Âîçüìåì f1(y) = (x; y); f2(y) = (y; x). Îíè, î÷åâèäíî, ëèíåéíû è íåïðåðûâíû.

Òîãäà èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè xn ê x ñëåäóåò, ÷òî f1(xn)! f1(x); f2(xn)! f2(x).8<
:

kxnk ! kxk ;
f1(xn) ! f1(x);
f2(xn) ! f2(x)

()
8<
:

(xn; xn) ! (x; x);
(x; xn) ! (x; x);
(xn; x) ! (x; x)

=) kxn � xk2 = (xn; xn)� (xn; x)� (x; xn) + (x; x) ���!
n!1

0;

÷òî è îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïî íîðìå, òî åñòü ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü.

47. []3] Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå H äîñòèãàåò íîðìû íà çàìêíóòîì åäèíè÷íîì øàðå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü kfk = sup
kxk61

jf(x)j = M . Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé

ãðàíè, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fxkg, ÷òî f(xk) % M . Òàê êàê

åäèíè÷íûé øàð � êîìïàêò, ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xkm ,

êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå x0 åäèíè÷íîãî øàðà. Î÷åâèäíî, jf(x0)j > jf(xkm)j, à
òàê êàê ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí, òî

jf(x0)j = lim
m!1

jf(xkm)j = lim
k!1

jf(xk)j = M:

Ñëåäîâàòåëüíî, jf(x0)j = kfk.

48. []3; ]2; ]1; ]4] Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå C[0; 1]
(èëè â ïðîñòðàíñòâå L2[0; 1]): Ax = t � x(t).
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Ðåøåíèå. Ñëó÷àé L2[0; 1]. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî kxk 6 1 èìååì

kAk = sup
kxk61

kAxk = sup
kxk61

0
@ 1Z

0

t2x2(t)dt

1
A

1
2

6

0
@ 1Z

0

x2(t)dt

1
A

1
2

= kxk 6 1:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ x(t) =

(
1p
Æ
; 1� 1

Æ
6 t 6 1; 0 < Æ < 1;

0; 0 6 t < 1� 1

Æ

íîðìà

kxk =

s
1R

1�Æ

1

Æ
dt = 1

Æ
� Æ = 1, à íîðìà kAxk =

s
1R

1�Æ

t2

Æ
dt =

r
1

Æ

t3

3

���1
1� 1

Æ

=
q

1� Æ + Æ2

3

âûáîðîì äîñòàòî÷íî ìàëîãî Æ ìîæåò áûòü ñäåëàíà êàê óãîäíî áëèçêîé ê 1.
Òàêèì îáðàçîì, kAk = 1.

Ñëó÷àé C[0; 1].

kAk = sup
kxk61

kAxk = sup
kxk61

sup
t2[0;1]

jt � x(t)j 6 1:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ x(t) � 1 íîðìà kAxk = sup
t2[0;1]

jtj = 1, ñëåäîâàòåëüíî,

kAk = sup
kxk61

kAxk = 1.

49. []3] Îïðåäåëèòü îïåðàòîð A�1 è íîðìû îïåðàòîðîâ A è A�1, åñëè A : `2 ! `2,

ãäå A(x1; : : : ; xn; : : : ) = (0; x1; : : : ; xn; : : : ).

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, óðàâíåíèå Ax = y, ãäå y = (0; y2; y3; : : : ) èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå x = (y2; y3; : : : ), ñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîð A îáðàòèì è ôàêòè÷åñêè

óæå îïðåäåëåí âûøå.

kAk = sup
kxk61

kAxk = sup
kxk61

vuut 1X
n=1

jxn�1j2 = sup
kxk61

vuut 1X
n=0

jxnj2 = sup
kxk61

kxk = 1;



A�1


 = sup

kyk61



A�1y


 = sup

kyk61

vuut 1X
n=2

j(A�1y)nj2 = sup
kyk61

kyk = 1:

50. []3] Îïðåäåëèòü ñïåêòð îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå `2:

A(x1; : : : ; xn; : : : ) =
�x1

1
;
x2

2
;
x3

3
; : : : ;

xn

n
; : : :

�
:
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Ðåøåíèå. Èùåì òàêèå �, ÷òî óðàâíåíèå

Ax = �x (1)

èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé:8>>><
>>>:

x1 = �x1;
: : : : : : : : :
xn

n
= �xn;

: : : : : : : : :

Î÷åâèäíî, ïîäõîäÿò òîëüêî � âèäà 1

k
; k 2 N , äëÿ êîòîðûõ ðåøåíèåì (1) áóäåò,

íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ), ãäå åäèíèöà ñòîèò íà k-îì ìå-

ñòå, à âñå îñòàëüíûå � íóëè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòðîì îïåðàòîðà áóäóò ÷èñëà

âèäà �k = 1

k
; k 2 N .

51. []3] Â ïðîñòðàíñòâå C[0; 1] çàäàí îïåðàòîð A:

(a) Ax(t) = t � x(t);

(b) Ax(t) =
tR
0

x(�)d� ;

(c) Ax(t) = x(0) + tx(1).

Áóäåò ëè îïåðàòîð A êîìïàêòíûì?

Ðåøåíèå. Êðèòåðèåì êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ëþáîå

îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî îí ïåðåâîäèò â ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå è ðàâíîñòå-

ïåííî íåïðåðûâíîå. Â äàëüíåéøåì âñå äåéñòâèÿ ñ ôóíêöèÿìè ïðîèñõîäÿò íà

îòðåçêå [0; 1].

(a) Ìíîæåñòâî M = fx(t) : jx(t) 6 1jg îãðàíè÷åíî. Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî M
ñîäåðæèò ôóíêöèè âèäà tn. Îíè ñîäåðæàòñÿ â A(M), à òàê êàê, ñîãëàñíî

çàäà÷å 40, îáðàçóþò íå ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî, A(M) íå
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

(b) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî M � C[0; 1]. Ñóùåñòâóåò
m : 8x 2M ) jx(t)j 6 m. Íî òîãäà

jAx(t)j 6
tZ

0

jx(t)j dt 6 mt 6 1;
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ñëåäîâàòåëüíî, fAxg ïðè x 2 M � ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

Äîêàæåì åãî ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü: çàôèêñèðóåì äëÿ ýòîãî ïðî-

èçâîëüíîå " > 0. Òîãäà ïðè t; t+� 2 [0; 1]

jAx(t)� Ax(t +�)j =
������
t+�Z
t

x(�)d�

������ 6
t+�Z
t

jx(�)j d� 6 m�:

Âçÿâ �(") = "

m
, ïîëó÷èì ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü îáðàçà. Ñëåäîâà-

òåëüíî, A ïåðåâîäèò ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â ïðåäêîìïàêòíîå, è

îí êîìïàêòåí.

(c) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî M � C[0; 1]. Ñóùåñòâóåò
m : 8x 2M ) jx(t)j 6 m. Íî òîãäà

jAx(t)j 6 jx(0)j+ t jx(1)j 6 mt+m 6 2m;

òî åñòü AM � ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå " > 0.
Òîãäà 8 x 2M; 8 Æ : t; t+ Æ 2 [0; 1]

jAx(t + Æ)� Ax(t)j = j(t + Æ)x(1)� tx(1)j = jx(1)j Æ 6 mÆ:

Âçÿâ Æ = "

m
, ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè äëÿ âñåõ

x 2 M . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ïåðåâîäèòñÿ

îïåðàòîðîì A â ïðåäêîìïàêòíîå, ñëåäîâàòåëüíî, A � êîìïàêòåí.

52. []3] Â ïðîñòðàíñòâå `2 çàäàí îïåðàòîð A:

A(x1; x2; : : : ; xn; : : : ) =
�
c;

x1

1
;
x2

2
; : : : ;

xn

n
; : : :

�
:

Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A êîìïàêòåí è íàéòè åãî ñïåêòð.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â `2. Îíî ñîäåð-

æèòñÿ â íåêîòîðîì øàðå ðàäèóñà a, êîòîðûé ïåðåâîäèòñÿ ýòèì îïåðàòîðîì â

ïàðàëëåëåïèïåä A : x1 = c; jx2j 6 a; jx3j 6 a

2
; : : : ; jxnj 6 an�1

m
: : : äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x1; : : : ; xn; : : : ) èç øàðà. Èçâåñòíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ìíîæå-
ñòâî âïîëíå îãðàíè÷åííî, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ïðåäêîìïàêòíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

A êîìïàêòåí.
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Íàéäåì ñïåêòð A. Ñèñòåìà (1) â äàííîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

x1 = �c;

x2 = �x1;

x3 =
�x2

2
;

: : : : : : : : : : :

xn =
�xn�1

n� 1
;

: : : : : : : : : : :

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

(a) c = 0. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî x1 = � � 0 = 0; x2 = � � x1 = 0; : : :, òî åñòü

ðåøåíèåì áóäåò ëèøü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé.

(b) c 6= 0. Òîãäà 8� 6= 0 ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1):�
�c; �2c;

�3

2
c;
�4

3
c; : : : ;

�n

n� 1
c; : : :

�
:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ðåøåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè c = 0 ñïåêòð � ?, à ïðè c 6= 0 ñïåêòð � R n f0g.

53. []3] Ïðèâåñòè ïðèìåðû ëèíåéíûõ, íî íå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2[0; 1]. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë f(x(t)) =
x(1). Î÷åâèäíî, îí ëèíåéíûé. Òåì íå ìåíåå, îí íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, òàê

êàê åäèíè÷íîìó øàðó â L2[0; 1] ïðèíàäëåæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

xn(t) =

(p
n; t 2 �1� 1

n
; 1
�
;

0; èíà÷å.

Î÷åâèäíî,
1Z

0

x2
n
(t)dt 6 1 8n;

à ôóíêöèîíàë f(xn) =
p
n íå îãðàíè÷åí íà åäèíè÷íîì øàðå, ñëåäîâàòåëüíî, îí

íå íåïðåðûâåí.
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