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Öåëè è çàäà÷è êóðñà

Öåëü ìîäèôèöèðîâàííîãî êóðñà "Àêòóàðíàÿ ìàòåìàòèêà íà îñíîâå ñîâðåìåííûõ
ìåòîäèê îáó÷åíèÿ àêòóàðíîé è ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå ïîçíàêîìèòü ñòóäåíòîâ
ñ îäíîâðåìåííî êàê ñ áàçîâûìè, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêèìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ
ñòðàõîâûõ è ïåíñèîííûõ ñõåì. Ïðè ìîäèôèêàöèè êóðñà "Àêòóàðíàÿ ìàòåìàòèêà"âñå
èçó÷àåìûå ñõåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ íå òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ íåòòî-
ïðåìèé è ðåçåðâîâ, íî è â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ òî÷êè çðåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òåêóùèõ âûïëàò â ðàçëè÷íûõ âèäàõ ñîâðåìåííîãî ñòðàõîâàíèÿ.
Ïðè ìîäèôèêàöèè êóðñà óêàçàííûå ìåòîäû èëëþñòðèðóþòñÿ çàäà÷àìè. Îñîáîå
âíèìàíèå â ìîäèôèöèðîâàííîì êóðñå óäåëÿåòñÿ âèäàì ñòðàõîâàíèÿ ñ ïåðåìåííûìè
âûïëàòàìè. Çäåñü åäèíîâðåìåííûå è ðåãóëÿðíûå ïðåìèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðåìèè
â ñòàíäàðòíûõ âèäàõ ñòðàõîâàíèÿ ñ íåèçìåííûìè âûïëàòàìè. Â ñîâðåìåííîé ïðàêòèêå
ñòðàõîâàíèÿ ðàñ÷åòû äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåìèé è ðåçåðâîâ ïðîèçâîäÿòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïðîöåíòíîé ñòàâêè. Ïðè ìîäèôèêàöèè êóðñà íà ýòî
îáðàùàåòñÿ îñîáîå âíèìàíèå íå òîëüêî â òåîðèè, íî è â ïðèâîäèìûõ ïðèìåðàõ.
Äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí óáûòêîâ â ðàçëè÷íûõ âèäàõ ñòðàõîâàíèÿ èññëåäóåòñÿ íå
òîëüêî âåëè÷èíà íåòòî-ïðåìèè, íî è ïîêàçûâàåòñÿ, ïðè êàêèõ ñîîòíîøåíèÿõ ðàçíûõ
òèïîâ âûïëàò äèñïåðñèÿ òåêêóùåé ñòîèìîñòè âûïëàò áóäåò ìèíèìàëüíîé. Òàêèì
îáðàçîì, ñîäåðæàíèå äàííîãî ìîäèôèöèðîâàííîãî êóðñà ïî àêòóàðíîé ìàòåìàòèêå
äàåò âîçìîæíîñòü äëÿ îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ïîëèñîâ âû÷èñëèòü íåîáõîäèìóþ áåçîïàñíóþ
íàãðóçêó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ôèíàíñîâîé óñòîé÷èâîñòè. Êàê ïðàâèëî, â êóðñàõ ïî
àêòóàðíîé ìàòåìàòèêå íå çàòðàãèâàåòñÿ âîïðîñ î âëèÿíèè íà ñòîèìîñòü àííóèòåòà
ïîëîæåíèå â ïðîìåæóòî÷íûå âîçðàñòà ïî ñòðàõîâûì ïåðèîäàì. Ýòîò âîïðîñ âàæåí,
íàïðèìåð, ïðè íàçíà÷åíèè âûêóïíûõ ñóìì ïðè ðàñòîðæåíèè äîãîâîðîâ èëè ïðè
èçìåííè èõ óñëîâèé. Â äàííîì ìîäèôèöèðîâàííîì êóðñå äàííûé âîïðîñ ïîäðîáíî
ðàññìàòðèâàåòñÿ, ïðèâîäèòñÿ ìåòîäèêà ïåðåñ÷åòà ñòîèìîñòè àííóèòåòà â ïðîìåæóòî÷íûõ
âîçðàñòàõ.

Àêòóàðíàÿ ìàòåìàòèêà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå êîëè÷åñòâåííûå äàííûå
äëÿ ñòðàõîâàíèÿ. Êàê ïðàâèëî, è äàííûé êóðñ â òîì ÷èñëå, àêòóàðíàÿ ìàòåìàòèêà
èìååò ïðåäìåòîì ñâîåé äåÿòåëüíîñòè â ïåðâóþ î÷åðåäü âèäû ñòðàõîâàíèÿ, ñâÿçàííûå
ñî ñòðàõîâàíèåì æèçíè. Ñàìî ñòðàõîâàíèå æèçíè êàê ñèñòåìà ñîçäàíèÿ ñïåöèàëüíûõ
ôîíäîâ äëÿ êîìïåíñàöèè óùåðáà îò ñëó÷àéíûõ ïîòåðü, ñâÿçàííûõ ñî ñìåðòüþ ëþäåé,
â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàáîòíèêîâ èëè îñíîâíûõ êîðìèëüöåâ ñåìüè, âîçíèêëî äîñòàòî÷íî
äàâíî. Íàïðèìåð, â äðåâíèå âðåìåíà ïðàâèòåëü ëþáîãî ãîñóäàðñòâà ñîçäàâàë çàïàñû
çåðíà íà ñëó÷àé íåóðîæàÿ â áóäóùåì. Èçâåñòíû ïèñüìåííûå ïîäòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî
ðàñ÷åòîâ ïî îáúåìàì íåîáõîäèìûõ çàïàñîâ íå òîëüêî îñíîâíûõ, íî è âèòàìèíîñîäåðæàùèõ
ïðîäóêòîâ äëÿ ïîääåðæàíèÿ çäîðîâüÿ ñòðîèòåëåé ïèðàìèä â Åãèïòå. Ñòðàõîâàíèå
êàê ñèñòåìà ñôîðìèðîâàëàñü â ýïîõó ãåîãðàôè÷åñêèõ îòêðûòèé è ðàçâèòèÿ ìîðñêîé
òîðãîâëè â êîíöå 18 âåêà. Â ñîâðåìåííîì ìèðå ñòðàõîâûå êîìïàíèè, ïåíñèîííûå
ôîíäû àêêóìóëèðóþò çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ìèðîâûõ àêòèâîâ è ïî äîëå àêòèâîâ,
ïðèíàäëåæàùèì ýòèì îðãàíèçàöèÿì, ìîæíî ñóäèòü î öèâèëèçîâàííîñòè è óðîâíå

2



ðàçâèòèÿ ãîñóäàðñòâà. Â ðàçâèòîì ãîñóäàðñòâå ëè÷íûå ïåíñèîííûå âêëàäû î÷åíü
çíà÷èòåëüíû âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû ñàìè ãðàæäàíå ðàññ÷èòûâàþò
ïðîæèòü äîñòàòî÷íî äîëãî è è ýòèìè âêëàäàìè âîñïîëüçîâàòüñÿ, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâûõ àêòèâîâ ïîçâîëÿåò ãðàæäàíàì âëîæèòü â íèõ ñâîè ëè÷íûå
ñáåðåæåíèÿ. ×åëîâåê êàê ëè÷íîñòü ïðåäñòàâëÿåò öåííîñòü íå òîëüêî äëÿ ñåáÿ, íî
è êàê êâàëèôèöèðîâàííûé ñîòðóäíèê äëÿ ðàáîòîäàòåëÿ, è ÷àñòî óòðàòà äàííîãî
ñîòðóäíèêà èëè èõ ãðóïïû ïðèâîäèò ê ñåðüåçíûì, â òîì ÷èñëå è ìàòåðèàëüíûì,
ïîñëåäñòâèÿì. Ðîëü îòäåëüíîãî êâàëèôèöèðîâàííîãî ñîòðóäíèêà â ñîâðåìåííîì
ìèðå áóäåò òîëüêî âîçðàñòàòü è ïîýòîìó ðîëü ëè÷íîãî è ïåíñèîííîãî ñòðàõîâàíèÿ
áóäåò íåóêëîííî ïîâûøàòüñÿ. Àêòóàðíàÿ ìàòåìàòèêà èññëåäóåò ïîñëåäñòâèÿ ÷èñòî
ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ æèçíüþ ëþäåé. Ñòðàõîâùèê
ïëàòèò îïðåäåëåííóþ ïëàòó ëèöó èëè îðãàíèçàöèè çà ïîêðûòèå ñëó÷àéíîãî óùåðáà
â áóäóùåì. Çäåñü âîçíèêàåò ïîíÿòèÿ ñòðàõîâàòåëÿ, êîòîðûé ïîäâåðæåí ñëó÷àéíûì
óùåðáàì è ïëàòèò çà êîìïåíñàöèþ ýòèõ óùåðáîâ â ñëó÷àå èõ íàñòóïëåíèÿ, è ñòðàõîâùèêà,
êîòîðûé âîçìåùàåò ñëó÷àéíûå óùåðáû, çàðàíåå ïîëó÷àÿ çà ýòó óñëóãó äåíüãè.
Îñíîâíîé âîïðîñ äàííîãî êóðñà ïî àêòóàðíîé ìàòåìàòèêå - îïðåäåëåíèÿ îáúìà
ñòðàõîâîé ïðåìèè èëè ðåãóëÿðíîãî âçíîñà çà ñòðàõîâîé ïîëèñ.
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Ãëàâà 1

Õàðàêòåðèñòèêè äîæèòèÿ.

1.1 Ôóíêöèè âûæèâàíèÿ. Òàáëèöû ñìåðòíîñòè.

Äëÿ êàæäîãî ÷åëîâåêà ïðîäîëæèòåëüíîñòü åãî æèçíè áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé è îáîçíà÷àòü êàêX.×åëîâåê ìîæåò æèòü â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ
êàê ïðèðîäíûõ, òàê è ñîöèàëüíûõ, çàíèìàòüñÿ òåì èëè èíûì âèäîì äåÿòåëüíîñòè,
èìåòü ïðåäðàñïîëîæåííîñòè ê îïðåäåëåííûì çàáîëåâàíèÿì - âñå ýòè è äðóãèå ôàêòîðû
âëèÿþò íà åãî ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè. Òåì íå ìåíåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû
çíàåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, îáîçíà÷àÿ åå ÷åðåç F (x).
Íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ðàáîòå ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé è äîñòàòî÷íî
îäíîðîäíîé ïî óñëîâèÿì æèçíè è ðîäó çàíÿòèé ãðóïïîé íàñåëåíèÿ èçâåñòíà ñòàòèñòèêà
ñìåðòíîñòè âíóòðè äàííîé ãðóïïû. Íà îñíîâàíèè ýòîé ñòàòèñòèêè è ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ
F. Äàëåå, èíäèâèäóóìà, íàõîäÿùåãîñÿ â âîçðàñòå x, áóäåì èìåíîâàòü ïðîñòî êàê
æèçíü x è îáîçíà÷àòü (x). Ðàçíîñòü 1−F (x) áóäåì îáîçíà÷àòü êàê s(x) è íàçûâàòü
ôóíêöèåé âûæèâàíèÿ, èìåÿ â âèäó óêàçàííóþ ãðóïïó íàñåëåíèÿ. Ôóíêöèÿ âûæèâàíèÿ
s(x) íåïðåðûâíî óáûâàåò, s(0) = 1, s(+∞) = 0. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî P (a <
X < b) = s(a) − s(b). Äàëåå, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî æèçíü (x) óìðåò íà èíòåðâàëå
(x, x+ t) ðàâíà

P (x < X < x+ t|X > x) =
s(x)− s(x+ t)

s(x)
= 1− s(x+ t)

s(x)
= 1− tpx,

ãäå âåëè÷èíà tpx åñòü âåðîÿòíîñòü äîæèòèÿ äî âîçðàñòà x+ t èíäèâèäóóìà X ïðè
óñëîâèè äîæèòèÿ äî âîçðàñòà x. Ðàçíîñòü 1− tpx áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç tqx, ãäå
âåëè÷èíà tqx ðàâíà âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ ñìåðòè ó æèçíè (x) äî âîçðàñòà x+t.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó T (x)− ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó áóäóùåãî
âðåìåíè (x). Òîãäà

P (T (x) < t) = tqx,

ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà tqx ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
T (x).Ïðè çíà÷åíèè x = 0 âåëè÷èíà tpx ðàâíà, î÷åâèäíî, çíà÷åíèþ s(t).Êðîìå òîãî,
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ïðè çíà÷åíèè t = 1 âåëè÷èíû tpx, tqx áóäåì îáîçíà÷àòü êàê px, qx ñîîòâåòñòâåííî.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî æèçíü (x) óìðåò íà âîçðàñòíîì èíòåðâàëå (x + t, x + t + u),
ðàâíà

t|uqx = P (t < T (x) < t+ u) = t+uqx − tqx = tpx − t+upx

Ñëåäîâàòåëüíî,

t|uqx =
s(x+ t)

s(x)
− s(x+ t+ u)

s(x)
=
s(x+ t)

s(x)

s(x+ t)− s(x+ t+ u)

s(x+ t)
= tpx uqx+t.

Ïðè çíà÷åíèè u = 1 âåëè÷èíà t|1qx îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî êàê t|qx. Äî ñèõ ïîð ìû
ðàññìàòðèâàëè íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñ ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ
æèçíè èíäèâèäóóìà, íî ñòàòèñòè÷åñêèå òàáëèöû èìåþò äåëî ñ äèñêðåòíûìè âåëè÷èíàìè,
ïîýòîìó ââåäåì ïîíÿòèå îêðóãëåííîé (ïî ãîäàì) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû áóäóùåãî
âðåìåíè æèçíè: [T (x)] = K(x), ïðè ýòîì

P (K(x) = k) = P (k < T (x) < k + 1) = kpx − k+1px = k|qx = kpxqx+k,

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

n∑
k=0

k|qx = n+1qx.

Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå èíòåíñèâíîñòè ñìåðòíîñòè â âîçðàñòå x.Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ
t âåëè÷èíà tqx ðàâíà

s(x)− s(x+ t)

s(x)
= −s

′
(x)t

s(x)
,

â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ìíîæèòåëü, íå çàâèñÿùèé îò t, à èìåííî -s′
(x)/s(x), íàçûâàåòñÿ

èíòåíñèâíîñòüþ ñìåðòíîñòè â âîçðàñòå x è îáîçíà÷àåòñÿ êàê µx. Ïîñêîëüêó −µx =
d
dx

(log s(x)), òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

log( npx) = log(
s(x+ n)

s(x)
) = −

∫ x+n

x
µtdt,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

npx = exp(−
∫ n

0
µx+tdt).

Êðîìå òîãî, ïðè x = 0 ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå äàåò:

s(n) = exp(−
∫ n

0
µtdt),

òîãäà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ðàâíà

−s′
(x) = exp(−

∫ x

0
µtdt.)µx = s(x)µx.
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Òåïåðü ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
T (x) :

g(t) =
d

dt
( tqx) =

d

dt
(1− s(x+ t)

s(x)
) = −s

′
(x+ t)

s(x)
= −s

′
(x+ t)

s(x+ t)

s(x+ t)

s(x)
= tpxµx+t,

èç êîòîðîãî âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî∫ ∞

0
tpxµx+tdt = 1.

Ïîñêîëüêó npx → 0 (n→∞), òî

− log( npx) →∞,
∫ x+n

x
µtdt→∞ (n→∞).

Ïðèìåð. Ïóñòü 0 < t < 1, ñîáûòèå A = (T (x) ≤ t), à ñîáûòèå B = (t < T (x) ≤ 1).
Èç ôîðìóëû P (A ∪B) = P (A) + P (A)P (B|A) ñëåäóåò, ÷òî

qx = tqx + tpx 1−tqx+t.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ (x) âåðîÿòíîñòü óìåðåòü â òå÷åíèå áëèæàéøåãî
ãîäà ñêëàäûâàåòñÿ èç âåðîÿòíîñòè óìåðåòü â òå÷åíèå ïåðâîé t−é ÷àñòè ãîäà è
âåðîÿòíîñòè óìåðåòü â òå÷åíèå îñòàâøåéñÿ (1−t)−é ÷àñòè ãîäà ïðè óñëîâèè âûæèâàíèÿ
â òå÷åíèå ïåðâîé t−é ÷àñòè.

Ðàññìîòðèì ñõåìàòè÷åñêèé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ òàáëèö âåëè÷èí, ââåäåííûõ âûøå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïîëå íàøåãî íàáëþäåíèÿ èìååòñÿ èìååòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî l0
(íàïðèìåð, 100000) îäíîâðåìåííî ðîäèâøèõñÿ èíäèâèäóóìîâ, èç íèõ L(x) äîæèëî
äî âîçðàñòà x. Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî L(x) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Åñëè äëÿ
êàæäîãî èíäèâèäóóìà ñ íîìåðîì j, j = 1, 2, . . . , l0 îáîçíà÷èòü ÷åðåç Ij(x) èíäèêàòîð
äîæèòèÿ äî âîçðàñòà x,, òî åñòü âåëè÷èíó, ðàâíóþ 1, åñëè óêàçàííûé èíäèâèäóóì
æèâ ê âîçðàñòó x, è ðàâíóþ 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî, ñ÷èòàÿ âñåõ èíäèâèäóóìîâ
íàäåëåííûìè îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñìåðòíîñòè, èç ðàâåíñòâà
EIj(x) = s(x) ïîëó÷àåì:

EL(x) = l0s(x),

Âñþäó â äàëüíåéøåì ñðåäíåå ÷èñëî äîæèâøèõ äî âîçðàñòà x, òî åñòü çíà÷åíèå
EL(x), áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç lx. Íàðÿäó ñ âåëè÷èíîé L(x) ðàññìîòðèì âåëè÷èíó
nDx− ñëó÷àéíîå ÷èñëî óìåðøèõ íà âîçðàñòíîì èíòåðâàëå (x, x+ n) èç íà÷àëüíîé
ãðóïïû l0 ÷åëîâåê. Òîãäà, îáîçíà÷èâ ÷åðåç ndx ñðåäíåå ÷èñëî óìåðøèõ íà äàííîì
èíòåðâàëå, ïîëó÷èì:

ndx = E( nDx) = l0(s(x)− s(x+ n)).
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Âûðàçèì íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ÷åðåç âåëè÷èíû lx.

tpx =
lx+1

lx
, dx = lx − lx+1, qx =

dx

lx
,

n|mqx =
lx+n − lx+n+m

lx
, n|qx =

dx

lx
,

µx = −s
′
(x)

s(x)
= − l

′
x

lx
,⇐⇒ −dlx = lxµxdx,

lx = l0exp(−
∫ x

0
µtdt), lx+n = lxexp(−

∫ x+n

x
µtdt),

lx − lx+n =
∫ x+n

x
ltµtdt.

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà x− öåëî÷èñëåííûé âîçðàñò. Êðîìå òîãî,
íàëè÷èå äîñòàòî÷íî áîëüøîé ãðóïïû íàáëþäåíèÿ ïðàêòè÷åñêè òðóäíî îñóùåñòâèìî.
Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèö ñìåðòíîñòè ïðèõîäèòñÿ â êàæäîì êîíêðåòíîì
ñëó÷àå äåëàòü ñâîè ïðåäïîëîæåíèÿ [2]. Êðîìå òîãî, èìåþùàÿñÿ ñòàòèñòèêà, êàê
ïðàâèëî, íåäîñòàòî÷íî ïîëíà. Çäåñü ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ íà ýòèõ âîïðîñàõ, ïîëàãàÿ
òàáëèöó ñìåðòíîñòè èçíà÷àëüíî çàäàííîé.

Çàìå÷àíèå. Â ïðèìåíåíèè ê ÷åëîâåêó îïåðèðîâàòü áåñêîíå÷íûìè âîçðàñòíûìè
êàòåãîðèÿìè ÷àñòî áûâàåò íåóäîáíî, ïîýòîìó îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé âîçðàñò w
òàêîé, ÷òî s(w) = 0.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé âåëè÷èí lx íà ñòð. 15, òðåáóåòñÿ âûðàçèòü:
à. âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî (30) äîæèâåò äî 45.
á. âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî (30) óìðåò ê 40.
â. âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî (30) óìðåò íà ïÿòîì äåñÿòêå.
Ðåøåíèå.
à. 15p30 = l45/l30 = 89231

93757
= 0.9517.

á. 10q30 = 1− l40/l30 = 1− 91179
93757

= 0.0275.
â. 10|10q30 = 10p30 10q40 = l40/l30(1− l50/l40) = 0.04617.
Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îò âîçðàñòà x ñîîòâåòñòâåííî

âåëè÷èí µx, lx, lxµx. Èç âèäà ãðàôèêîâ è ñîîòíîøåíèÿ

d

dx
(lxµx) =

d

dx
(−dlx

dx
) = − d2

dx2
lx

ñëåäóåò, ÷òî ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè lxµx ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì ïåðåãèáà
ôóíêöèè lx.
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Ðèñ. 1

Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí T (x), K(x). Äëÿ ýòîãî
äîêàæåì äâå ëåììû, êàñàþùèåñÿ íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ñëó÷àåâ.

Ëåììà 1 Ïóñòü X− íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), à z(t)− ìîíîòîííàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ
íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ Ez(X) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

Ez(X) = z(0) +
∫ ∞

0
(1− F (x)dz(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîãî A > 0 èìååì∫ A

0
z(x)dF (x) = −

∫ A

0
z(x)d(1− F (x)) = z(0)− z(A)(1− F (A)) +

∫ A

0
(1− F (x)dz(x).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû áóäåò çàâåðøåíî, åñëè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî

lim
A→∞

z(A)(1− F (A)) = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî î÷åâèäíî, åñëè ôóíêöèÿ z(x) íåâîçðàñòàþùàÿ. Â ñëó÷àå íåóáûâàíèÿ
ôóíêöèè z(x) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

0 ≤ z(A)(1− F (A)) = z(A)
∫ ∞

A
dF (x) ≤

∫ ∞

A
z(x)dF (x) → 0 ïðè A→∞,

ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíòåãðàë
∫∞
0 z(x)dF (x) ñõîäèòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò

óòâåðæäåíèå ëåììû. Èç äàííîé ëåììû ëåãêî ïîëó÷èòü îæèäàåìîå âðåìÿ áóäóùåé
æèçíè: ïîëàãàÿ z(x) = x, èìååì ðàâåíñòâî

E(T (x)) =
∫ ∞

0
t tpxµx+tdt =

∫ ∞

0
tpxdt.

Âñþäó äàëåå âåëè÷èíà ET (x) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê o
ex . Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ

z(x) = x2, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T (x) :

E(T (x))2 = 2
∫ ∞

0
t tpxdt.
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Îòñþäà âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû T (x)áóäåò

V ar(T (x)) = 2
∫ ∞

0
t tpxdt− (

o
ex)

2.

Ðàññìîòðèì òåïåðü àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ îêðóãëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
K(x).

Ðàññìîòðèì ëþáóþ äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóX, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ
k = 0, 1, 2, . . . c ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè g(k).Äëÿ íåå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
G(k) îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâ g(k) = G(k) − G(k − 1) = ∆G(k − 1), ïðè ýòîì
G(−1) = G(0) = 0. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 2 Ïóñòü z(k)− ïðîèçâîëüíàÿ ìîíîòîííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ,
÷òî ñóùåñòâóåò Ez(X). Òîãäà

E(z(X)) =
∞∑

k=0

z(k)g(k) = z(0) +
∞∑

k=0

(1−G(k))∆z(k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî îáîçíà÷èì ðàçíîñòü 1 − G(k) ÷åðåç s(k). Òîãäà
ñóììà

k∑
j=0

z(j)g(j) =
k∑

j=0

z(j)(s(j − 1)− s(j)) =

z(0)s(−1)− z(0)s(0) + z(1)s(0)− z(1)s(1) + . . . z(k)s(k − 1)− z(k)s(k − 1) =

z(0)− z(k)s(k − 1) +
k−1∑
j=0

s(j)∆z(j)

Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû òåïåðü ñëåäóåò èç óñëîâèÿ

lim
k→∞

z(k)s(k − 1) = 0,

êîòîðîå î÷åâèäíî ïðè íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèè z(k) è ñëåäóåò èç s(j) → 0 ïðè
j →∞. Äëÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèè z(k) íå óáûâàåò, òîãäà èç ñîîòíîøåíèé

0 ≤ z(k)s(k − 1) = z(k)
∞∑

j=k

g(j) ≤
∞∑

j=k

z(j)g(j),

ãäå
∞∑

j=k

z(j)g(j) → 0, (n→∞),

âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X = K(x) ðàçíîñòü 1−G(k) = k+1px, ïîýòîìó

Ez(K(x)) = z(0) +
∞∑

k=0

∆z(k) k+1px.
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Ïîëàãàÿ z(k) = k, ïîëó÷àåì:

Ez(K(x)) =
∞∑

k=0

k+1px.

Åñëè æå â êà÷åñòâå z(k) âûáðàòü k2, òî ïîëó÷èì ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ âòîðîãî
ìîìåíòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû K(x) :

E(K(x))2 =
∞∑

k=0

(2k + 1) k+1px.

Âñþäó äàëåå îáîçíà÷àÿ EK(x) ÷åðåç ex, íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

V ar(K(x)) =
∞∑

k=0

(2k + 1) k+1px − ex.

Ðàññìîòðèì åùå 4 ôóíêöèè - õàðàêòåðèñòèêè ñìåðòíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lx

îáùåå ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ëåò, ïðîæèòûõ íà èíòåðâàëå (x, x+1) òåìè, êòî èçíà÷àëüíî
áûë ÷ëåíîì êîãîðòû, ñîñòîÿùåé èç l0 ÷åëîâåê. Òîãäà

Lx = lx+1 +
∫ 1

0
tlx+tµx+tdt.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:

Lx = lx+1 −
∫ 1

0
tdlx+t = lx+1 +

∫ 1

0
lx+tdt− tlx+t|10 =

∫ 1

0
lx+tdt.

Ââåäåì ñ ïîìîùüþ Lx òàê íàçûâàåìûé öåíòðàëüíûé êîýôôèöèåíò ñìåðòíîñòè â
âîçðàñòå x, îáîçíà÷àåìûé êàê mx :

mx =

∫ 1
0 lx+tµx+tdt∫ 1

0 lx+tdt
=
lx − lx+1

Lx

.

Ïóñòü òåïåðü Tx îçíà÷àåò ñðåäíåå ÷èñëî ëåò, ïðîæèòûõ ïîñëå âîçðàñòà x ÷ëåíàìè
óêàçàííîé ãðóïïû. Òîãäà

Tx =
∫ ∞

0
tlx+tµx+tdt = −

∫ ∞

0
tdlx+t =

∫ ∞

0
lx+tdt.

Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ äëÿ Tx ñëåäóåò, ÷òî

Tx

lx
=
∫ ∞

0
tpxdt =

o
ex,

ïîýòîìó ìîæíî âåëè÷èíó Tx îïðåäåëèòü êàê ïðîèçâåäåíèå o
ex lx. Ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 1 Äëÿ âåëè÷èíû Tx ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Tx+t = Tx · exp
(
−
∫ t

0

ds
o
ex+s

)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

d

dx
Tx =

∫ ∞

0

d

dx
lx+tdt = −

∫ ∞

0
lx+tµx+tdt = −lx

∫ ∞

0
tpxxtµx+tdt = −lx,

à Tx = lx
o
ex, òî

d

dx
Tx/Tx = −1/

o
ex,

îòêóäà
d

dx
(lnTx) = − 1

o
ex

.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

lnTx+t − lnTx = −
∫ t

0

1
o
ex+s

ds,

îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ôóíêöèÿ Tx ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà ðàáîòàþùèõ çà

êàêîé-òî îòðåçîê âðåìåíè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Êàæäûé ãîä íà ðàáîòó â
ïðîìûøëåííóþ êîìïàíèþ ïîñòóïàåò j ÷åëîâåê â âîçðàñòå 22 ëåò, êîòîðûå ïðîäîëæàþò
ðàáîòàòü äî 55 ëåò. Íèêàêèõ ïðè÷èí óõîäà êðîìå ñìåðòè íåò. Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü,
ñêîëüêî ÷åëîâåê ðàáîòàåò â êîìïàíèè. Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðèì âîçðàñòíîé
ïåðèîä îò x äî x + 1 ãîäà. Êîëè÷åñòâî ñîòðóäíèêîâ, ïîñòóïèâøèõ íà ðàáîòó k ëåò
íàçàä, íà ýòîì ãîäó ïðîðàáîòàëè êîëè÷åñòâî âðåìåíè, ðàâíîå

j(k+1px−k +
∫ k+1

k
(t− k)d(tqx−k)) = j(k+1px−k −

∫ k+1

k
(t− k)d(tpx−k)) =

=
j

lx−k

(lx+1 −
∫ k+1

k
(t− k)d(lx−k+t)) =

=
j

lx−k

(
lx+1 − (t− k)lx−k+t|k+1

k +
∫ k+1

k
lx−k+tdt

)
=

j

lx−k

∫ k+1

k
lx−k+tdt.

Íî âåëè÷èíà x−k = 22, ñîòðóäíèêè ðàáîòàþò â òå÷åíèå 33 ëåò, ïîýòîìó ñóììàðíîå
êîëè÷åñòâî ëåò, ïðîðàáîòàííûõ âñåìè ñîòðóäíèêàìè, íà èíòåðâàëå (x, x+ 1), ðàâíî

j

l22

32∑
k=0

∫ k+1

k
l22+tdt =

j

l22

∫ 55

0
l22+tdt =

j

l22
(T22 − T55) = j(

o
e22 −33p22

o
e55).
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Ðàññìîòðèì åùå îäíó õàðàêòåðèñòèêó äîæèòèÿ, èìåííî ñðåäíèé ñðîê æèçíè íà
âîçðàñòíîì èíòåðâàëå (x, x+ 1) ó òåõ, êòî óìåð íà ýòîì èíòåðâàëå, ðàâåí

a(x) =

∫ 1
0 tlx+tµx+tdt∫ 1
0 lx+tµx+tdt

=

∫ 1
0 t tpxµx+tdt∫ 1
0 tpxµx+tdt

= E(T (x)|T (x) < 1).

Ïðè ýòîì, åñëè íà èíòåðâàëå (0, 1) ôóíêöèÿ lx+t ëèíåéíà ïî t, òî â òàêîì ñëó÷àå
lx+tµx+t = dx è òîãäà a(x) = 0.5. Êðîìå òîãî, âåëè÷èíà

a(x) =
Lx − lx
lx − lx+1

,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ

Lx = a(x)lx + (1− a(x))lx+1
∼=
lx + lx+1

2
.

Êàê ïðàâèëî, â ñóùåñòâóþùèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ òàáëèöàõ ïàðàìåòðû t, x, uôóíêöèé
äîæèòèÿ lx, tpx, tqx, Lx è ò.ä. ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôàêòè÷åñêè
èìåþòñÿ òàáëèöû îïðåäåëÿþùèå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû K(x). Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïî ýòèì äàííûì çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé äëÿ íåöåëûõ
âîçðàñòîâ èñïîëüçóþòñÿ òðè îñíîâíûõ ïðåäïîëîæåíèÿ:

A. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñìåðòåé íà êàæäîì èíòåðâàëå (x, x+ 1), ãäå x−
öåëîå. Çäåñü ïîëàãàåòñÿ s(x+ t) = (1− t)s(x) + ts(x+ t), t ∈ (0, 1).

B. Ïîñòîÿííàÿ èíòåíñèâíîñòü ñìåðòíîñòè íà êàæäîì èíòåðâàëå (x, x + 1), ãäå
x− öåëîå. Â ýòîì ñëó÷àå s(x+ t) = s(x)exp(−µt), t ∈ (0, 1), µ = − log px.

C. Ïðåäïîëîæåíèå Áàëäó÷÷è, ãäå ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

1

s(x+ t)
=

1− t

s(x)
+

t

s(x+ 1)
.

Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé ëåãêî âûâåñòè âûðàæåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ
ôóíêöèé. Íàïðèìåð, ïóñòü äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåðòåé òðåáóåòñÿ
âûâåñòè âûðàæåíèå äëÿ tpx. Èñïîëüçóÿ äàííîå ïðåäïîëîæåíèå, ïîëó÷èì

tpx =
s(x+ t)

s(x)
=

(1− t)s(x) + ts(x+ 1)

s(x)
= (1− t) + tpx = 1− tqx.

Äëÿ ýòîãî æå ïðåäïîëîæåíèÿ ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ µx+t, t ∈ (0, 1).Ïî îïðåäåëåíèþ
äëÿ òàêèõ t âåëè÷èíà

µx+t = −s
′
(x+ t)

s(x+ t)
= − s(x+ 1)− s(x)

s(x) + t(s(x+ 1)− s(x))
=

qx
1− tqx

.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t, u ∈ (0, 1), t+u < 1 ïðåäïîëîæåíèå ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè
ñìåðòíîñòè äàåò âûðàæåíèå äëÿ uqx+t :

uqx+t =
s(x+ t)− s(x+ t+ u)

s(x+ t)
=
s(x)e−µt − s(x)e−µ(t+u)

s(x)e−µt
= 1− e−µu.
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Àíàëîãè÷íî, âûðàæàÿ âåëè÷èíó s(x+t), t ∈ (0, 1) äëÿ êàæäîãî èç òðåõ ïðåäïîëîæåíèé,
ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå âûðàæåíèÿ
äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ A,B,C â òàáëèöå:

Ôóíêöèÿ A B C
tqx tqx 1− e−µt tqx/(1− (1− t)qx)

tpx 1− tqx e−µt px/(1− (1− t)qx)

uqx+t uqx/(1− tqx) 1− e−µu uqx/(1− (1− u− t)qx)
µx+t qx/(1− tqx) µ qx/(1− (1− t)qx)

tpxµx+t qx µe−µt pxqx/(1− (1− t)qx)
2

Èç ïðèâåäåííûõ ïðåäïîëîæåíèé äëÿ äðîáíûõ âîçðàñòîâ íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíèìûì
ÿâëÿåòñÿ ïåðâîå. Ïðè äàííîì ïðåäïîëîæåíèè ãðàôèê ôóíêöèè lx ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ëèíèþ. Ðàññìîòðèì åùå îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåðòåé. Ïðåäñòàâèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó áóäóùåãî âðåìåíè æèçíè
â âèäå T (x) = K(x)+S(x), S(x)− äðîáíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè T (x). Òîãäà äëÿ âñÿêîãî
öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî k è ëþáîãî s ∈ (0, 1)

P (k < T (x) < k + s) = P (K(x) = k, S(x) ≤ s) = k|sqx = kpx sqx+k.

Ïðè ýòîì äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåðòåé íà èíòåðâàëå (k, k+1) âåëè÷èíà
sqx+k = sqx+k, â òî æå âðåìÿ P (K(x) = k) = kpxqx+k, ïîýòîìó óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

P (S(x) ≤ s|K(x) = k) =
P (K(x) = k, S(x) ≤ s)

P (K(x) = k)
= s

íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé, êîòîðûå ïðèíèìàåò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàK(x). Ýòî îçíà÷àåò
íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíK(x)èS(x).Êðîìå òîãî, èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà
ñëåäóåò ðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàëå (0, 1) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S(x).
Äëÿ ñðàâíåíèÿ çàìåòèì, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè ñìåðòíîñòè
íà èíòåðâàëå (k, k + 1) âëå÷åò ïðåäñòàâëåíèå

sqx+k = 1− e−µs = 1− ps
x+k,

ïîýòîìó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû K(x)èS(x) áóäóò íåçàâèñèìûìè â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè îòíîøåíèå (1−ps

x+k)/(1−px+k) íå çàâèñèò îò k. Ýòî áóäåò ñïðàâåäëèâî,
åñëè,íàïðèìåð, px+k = p, â òàêîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü

P (S(x) ≤ s) = (1− ps)/(1− p).

Äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåðòåé ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
T (x)èK(x)ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè

o
ex= ex +

1

2
, V ar(T (x)) = V ar(K(x)) +

1

12
,

êîòîðûå ñëåäóþò èç ðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S(x) íà
èíòåðâàëå (0, 1) è íåçàâèñèìîñòè K(x)èS(x).
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1.2 Àíàëèòè÷åñêèå çàêîíû ñìåðòíîñòè.

Äëÿ óäîáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàêîíîâ ñìåðòíîñòè óäîáíî îïåðèðîâàòü íå ãðîìîçäêèìè
òàáëèöàìè ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê, à ïðîñòûìè ôîðìóëàìè, èç êîòîðûõ ýòè
òàáëèöû ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ïàðàìåòðû ôîðìóë
äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû ïîëó÷åííûå èç íèõ íà îñíîâå ýòèõ ôîðìóë òàáëèöû
ñîîòâåòñòâîâàëè èìåþùåéñÿ ñòàòèñòèêå ñìåðòíîñòè. Êðîìå óäîáñòâà èñïîëüçîâàíèÿ,
ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ ôîðìóëû ÷àñòî ïîìîãàþò ñäåëàòü
êà÷åñòâåííûå âûâîäû î ñìåðòíîñòè â èíòåðåñóþùåì êðóãå ëþäåé, ÷òî áûâàåò ïîëåçíûì
â äåëå ñòðàõîâàíèÿ æèçíè. Ïðèâåäåì â òàáëèöå íåñêîëüêî àíàëèòè÷åñêèõ çàêîíîâ
ñìåðòíîñòè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç âåëè÷èíó èíòåíñèâíîñòè ñìåðòíîñòè. Ýòè
çàêîíû íàçûâàþòñÿ ïî ôàìèëèÿì ñâîèõ àâòîðîâ.

Àâòîð µx s(x) Îãðàíè÷åíèÿ
Äå Ìóàâð(1729) (w − x)−1 1− x/w 0 ≤ x < w
Ãîìïåðö(1825) Bcx exp(− B

log c
(cx − 1)) B > 0, c > 1, x ≥ 0

Ìýéêõàì(1860) A+Bcx exp(−Ax− B
log c

(cx − 1)) B > 0, A > −B, c > 1, x ≥ 0

Âåéáóëë(1939) kxn exp(− k
n+1

xn+1) k > 0, n > 0, x ≥ 0

Èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî çàêîí Ìýéêõàìà ïðèA = 0 ïðåâðàùàåòñÿ
â çàêîí Ãîìïåðöà. Êðîìå òîãî, â çàêîíå Ìýéêõàìà èíòåíñèâíîñòü ñìåðòíîñòè ðàçáèòà
íà äâå ñîñòàâëÿþùèå. Ïåðâàÿ, ñîîòâåòñâóþùàÿ âåëè÷èíå A, íå çàâèñèò îò âîðàñòà
x, à âòîðàÿ îáóñëîâëåíà âîçðàñòîì. Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòðû A,B, c
íåâîçìîæíî ïîäîáðàòü ïîäõîäÿùèìè äëÿ âñåõ âîçðàñòîâ ñðàçó. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ïåðâîãî ãîäà æèçíè çàêîíû ñìåðòíîñòè äðóãèå, ÷åì äëÿ äðóãèõ âîçðàñòîâ. Ýòî
îáúÿñíÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìè ïðèðîäû ìëàäåí÷åñêîé ñìåðòíîñòè. Äëÿ èëëþñòðàòèâíîé
òàáëèöû, ïðèâåäåííîé íèæå, ïàðàìåòðûA,B, c âçÿòû ðàâíûìè 0.001186, 0.0000714, 100.04

ñîîòâåòñòâåííî.
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Òàáëèöà ñìåðòíîñòè äëÿ âîçðàñòîâ 30 - 50 ëåò

x lx µx Lx qx mx a(x)
o
ex lxµx

30 93757 0.002157 93650 0.002199 0.002202 0.4808 42.37 202
31 93551 0.002252 93440 0.002299 0.002302 0.4810 41.46 210.75
32 93336 0.002357 93219 0.002408 0.002411 0.4812 40.56 220.05
33 93111 0.002472 92989 0.002528 0.002531 0.4813 39.65 230.22
34 92876 0.002598 92748 0.002659 0.002663 0.4815 38.75 241.34
35 92629 0.002736 92494 0.002803 0.002808 0.4816 37.86 253.49
36 92369 0.002888 92227 0.002961 0.002966 0.4818 36.96 266.77
37 92096 0.003054 91946 0.003134 0.003139 0.4819 36.07 281.27
38 91807 0.003236 91649 0.003324 0.003333 0.4821 35.18 297.11
39 91502 0.003435 91335 0.003532 0.003538 0.4822 34.30 314.39
40 91179 0.003654 91001 0.003760 0.003767 0.4824 33.42 333.25
41 90836 0.003894 90647 0.004010 0.004018 0.4825 32.54 353.79
42 90472 0.004158 90271 0.004284 0.004293 0.4826 31.66 376.19
43 90084 0.004446 89870 0.004584 0.004595 0.4827 30.80 400.58
44 89671 0.004763 89443 0.004913 0.004926 0.4828 29.94 427.12
45 89231 0.005110 88987 0.005274 0.005288 0.4829 29.08 455.98
46 88760 0.005490 88500 0.005669 0.005686 0.4830 28.23 487.34
47 88257 0.005907 87978 0.006103 0.006122 0.4831 27.39 521.40
48 87718 0.006367 87420 0.006578 0.006600 0.4831 26.56 558.34
49 87141 0.006866 86821 0.007098 0.007125 0.4832 25.73 598.37
50 86523 0.007416 86180 0.007669 0.007699 0.4832 24.91 641.71

1.3 Îòáîðî÷íûå è ïðåäåëüíûå òàáëèöû.

Òå òàáëèöû ñìåðòíîñòè, î êîòîðûõ óïîìèíàëîñü âûøå, íàçûâàþòñÿ îáùèìè, èëè
àãðåãèðîâàííûìè, ïîñêîëüêó îíè èìåþò äåëî ñ îáùåé ãðóïïîé íàñåëåíèÿ, íåçàâèñèìî
îò ðîäà çàíÿòèé, ñîñòîÿíèÿ çäîðîâüÿ è ò.ä. Â ïðàêòè÷åñêîé ðàáîòå ÷àñòî ñòðàõîâùèê
èìååò äåëî íå ñ îáùåé ãðóïïîé íàñåëåíèÿ, à ñî ñâîèìè êëèåíòàìè. Îòíîñèòåëüíî
ýòèõ êëèåíòîâ ïðîèñõîäèò îòáîð, íàïðèìåð, ñ öåëüþ èñêëþ÷èòü ëèö, ñòðàäàþùèõ
êàêèìè-ëèáî ñåðüåçíûìè çàáîëåâàíèÿìè. Ïðè ýòîì ÷àñòî îòáîð íîñèò íåÿâíûé
õàðàêòåð. Íàïðèìåð, ïðè êîëëåêòèâíîì ñòðàõîâàíèè æèçíè ìîæíî ñòðàõîâàòü íà
íåáîëüøîé ïåðèîä âðåìåíè ðàáîòíèêîâ, çàíÿòûõ ôèçè÷åñêèì òðóäîì, çàðàíåå ïðè
ýòîì çíàÿ, ÷òî íà äàííîé ðàáîòå ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî äîñòàòî÷íî çäîðîâûå
ëþäè. Â òî æå âðåìÿ ïðè ïðîäàæå ïîëèñîâ ïî ñòðàõîâàíèþ æèçíè è çäîðîâüÿ äëÿ
âûåçæàþùèõ çà ãðàíèöó òóðèñòîâ êàêîé-ëèáî îòáîð ïðîâåñòè íåâîçìîæíî, ïîýòîìó
íåîáõîäèìî èìåòü äåëî ñ àãðåãèðîâàííûìè òàáëèöàìè. Òàáëèöû ñìåðòíîñòè, ïîëó÷åííûå
äëÿ ëèö, ïðîøåäøèõ îòáîð ïî ñîñòîÿíèþ çäîðîâüÿ, áóäåì íàçûâàòü îòáîðî÷íûìè

15



òàáëèöàìè. Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ îòáîðî÷íûìè
òàáëèöàìè. Áóäåì ÷åðåç [x] + t îáîçíà÷àòü ÷åëîâåêà â âîçðàñòå x + t, êîòîðûé
ïðîøåë îòáîð ïî ñîñòîÿíèþ çäîðîâüÿ â âîçðàñòå x. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ÷åëîâåêà
âåðîÿòíîñòü óìåðåòü â òå÷åíèå áëèæàéøåãî ãîäà ðàâíà q[x]+t. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà íóæíî õðàíèòü íå âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè qx, x =
0, 1, 2, . . . , à ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà÷åíèÿì x, t. Òàê æå âåëè÷èíàì px ñîîòâåòñòâóþò
âåðîÿòíîñòè p[x]+t. Áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð-âåëè÷èíà n|mq[x]+t, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè
óìåðåòü íà èíòåðâàëå (x + t + n, x + t + n + m) äëÿ ÷åëîâåêà, âîçðàñòà x + t è
ïðîøåäøåãî îòáîð â âîçðàñòå x. Âåëè÷èíû tq[x]+0 îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòî êàê tq[x].

Íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûé ôàêò, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèè âûæèâàíèÿ
ó ëèö, ïðîøåäøèõ îòáîð, ëó÷øå, íåæåëè ó âñåé ãðóïïû íàñåëåíèÿ, òåì íå ìåíåå
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ýôôåêò îòáîðà èñ÷åçàåò. Ïîýòîìó íå ìåíåå î÷åâèäíî, ÷òî,
íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü óìåðåòü â òå÷åíèå áëèæàéøåãî ãîäà äëÿ ÷åëîâåêà âîçðàñòà
55 ëåò ïðàêòè÷åñêè òàêàÿ æå êàê äëÿ ÷åëîâåêà òîãî æå âîçðàñòà, ïðîøåäøåãî
ñàìûé ñòðîãèé îòáîð 30 ëåò íàçàä. Ïîýòîìó ââåäåì åùå îäíî ïîíÿòèå. Âåëè÷èíà r
íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì îòáîðà, åñëè äëÿ âñÿêîãî j > 0 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

q[x−j]+r+j
∼= q[x]+r.

Çíàê ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà îçíà÷àåò, ÷òî ýôôåêòîì îòáîðà â èìåþùåéñÿ òàáëèöå
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â òàêîì ñëó÷àå âåëè÷èíà q[x]+rñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé qx+r. Åñëè ñîñòàâèòü
òàáëèöó âåëè÷èí q[x]+t, îòêëàäûâàÿ x ïî ãîðèçîíòàëè è t ïî âåðòèêàëè, òî ñòðîêè
ïîëó÷èâøåéñÿ òàáëèöû, íà÷èíàÿ ñ r+1− é, ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðåäåëüíîé òàáëèöåé.
Â ïðèâåäåííîì íèæå ïðèìåðå âåëè÷èíà r âçÿòà ðàâíîé 2.

· · · x− 1 x x+ 1
0 q[x−1] q[x] q[x+1]

1 q[x−1]+1 q[x]+1 q[x+1]+1

2 qx qx+1 qx+2

Â îáùåì ñëó÷àå, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

q[x] < q[x−1]+1 < qx.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ñðåäíåå ÷èñëî äîæèâøèõ äî âîçðàñòà x è ïðîøåäøèõ â ýòîì
âîçðàñòå îòáîð êàê l[x]. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

l[x]+r−k = l[x]+r−k−1p[x]+r−k−1, k = 0, 1, . . . , r − 1,

n|mq[x]+r−k =
l[x]+r−k+n − l[x]+r−k+n+m

l[x]+r−k

, tp[x]+r−k =
l[x]+r−k+1

l[x]+r−k

,

l[x]+r−k = d[x]+r−k + d[x]+r−k+1 + d[x]+r−k+1 + . . . .

Íàïðèìåð, ïðè r = 2 âåëè÷èíà 2p[x]l[x] = l[x]+2 = lx+2.
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Ãëàâà 2

Åäèíîâðåìåííûå íåòòî-ïðåìèè

Ðàññìîòðåííûå ðàíåå õàðàêòåðèñòèêè äîæèòèÿ ïîçâîëÿò òåïåðü äëÿ ðàçëè÷íûõ
âèäîâ ñòðàõîâàíèÿ æèçíè íàçíà÷àòü âåëè÷èíû ñòðàõîâûõ ïðåìèé. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì,
÷òî åñëè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàõîâûì ïîëèñîì â ìîìåíò âðåìåíè t âûãîäîïðèîáðåòàòåëü
ïîëó÷àåò ñòðàõîâóþ ñóììó âåëè÷èíû bt, ãäå t− äëèíà âðåìåííîãî èíòåðâàëà ïîñëå
ìîìåíòà ïîêóïêè ïîëèñà, òî ñòîèìîñòü ýòîé âåëè÷èíû bt â íóëåâîé ìîìåíò, òî åñòü
òåêóùàÿ (ñîâðåìåííàÿ, íàñòîÿùàÿ) ñòîèìîñòü ðàâíà zt = btvt, vt− äèñêîíòèðóþùèé
ìíîæèòåëü. Íàïðèìåð, åñëè ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ðàâíà i, à ïîëèñ ïðåäóñìàòðèâàåò
âûïëàòó ïî ñìåðòè âåëè÷èíû b, ïðè ýòîì âûïëàòû ïðîèçâîäÿòñÿ â ìîìåíò ñìåðòè,
òî âåëè÷èíà zt = bvt, ãäå v = 1/(1 + i). Òåïåðü, åñëè ïîëèñ îáÿçûâàåò ñòðàõîâùèêà
âûïëàòèòü ñòðàõîâîå âîçìåùåíèå âåëè÷èíû â ìîìåíò ñìåðòè ñòðàõîâàòåëÿ, òî òåêóùàÿ
âåëè÷èíà ýòîãî âîçìåùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé Z = bTvT , ãäå T = T (x)
êàê è ðàíåå - ñëó÷àéíîå âðåìÿ îñòàòî÷íîé æèçíè. Çàâèñèìîñòü bT îò T îïðåäåëÿåòñÿ
êîíêðåòíûì äîãîâîðîì. Åñëè ïîëèñ ïðåäïîëàãàåò ðàçìåð âûïëàò bt, t ∈ A äëÿ
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A ∈ (0,∞), òî èõ àêòóàðíàÿ íàñòîÿùàÿ âåëè÷èíà ðàâíà
ñðåäíåìó çíà÷åíèþ èõ òåêóùåé âåëè÷èíû, òî åñòü

EZ =
∫

A
btvtg(t)dt =

∫
A
btvt tpxµx+tdt.

Âåëè÷èíàEZ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé òåêóùèõ îáÿçàòåëüñòâ ñòðàõîâùèêà ïî îòíîøåíèþ
ê âëàäåëüöó äàííîãî ïîëèñà Åñëè ñòðàõîâàòåëü îïëà÷èâàåò ïîëèñ ïîëíîñòüþ â
ìîìåíò çàêëþ÷åíèÿ äîãîâîðà, òî áóäåì ãîâîðèòü î åäèíîâðåìåííîé, èëè ðàçîâîé,
ïðåìèè. Ýòà ïðåìèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ íå òîëüêî óêàçàííûå âûïëàòû â áóäóùåì,
íî è ðàñõîäû ïî çàêëþ÷åíèþ äîãîâîðà, âåäåíèþ ïîëèñà è ìíîãèå äðóãèå ðàñõîäû,
êîòîðûå ìû çäåñü ó÷èòûâàòü íå áóäåì è ïîýòîìó îïðåäåëèì åäèíîâðåìåííóþ íåòòî-
ïðåìèþ êàêEZ. Â ñòðàõîâàíèè æèçíè êàê ïðàâèëî ñòðàõîâîå âîçìåùåíèå ïî ñëó÷àþ
ñìåðòè âûïëà÷èâàåòñÿ â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äíåé ïîñëå íàñòóïëåíèÿ ñòðàõîâîãî
ñëó÷àÿ, ïîýòîìó â èäåàëå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âûïëàòó ñòðàõîâîé ñóììû â ìîìåíò
ñìåðòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê áóäåò äàëåå ïîêàçàíî, ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
âûðàæåíèå äëÿ ðàçîâîé íåòòî-ïðåìèè â ñëó÷àå âûïëàòû â ìîìåíò ñìåðòè ëåãêî
ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ âûïëàòû â êîíöå ãîäà ñìåðòè. Ïîýòîìó íà÷íåì ðàññìîòðåíèå
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íåòòî-ïðåìèé ñî ñëó÷àÿ âûïëàòû ñòðàõîâîé ñóììû â êîíöå ãîäà ñìåðòè. Çäåñü
òåêóùàÿ ñòîèìîñòü âûïëàò ïî ñëó÷àþ ñìåðòè ðàâíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå Z = bKvK+1.
Òîãäà âèäû ñòðàõîâàíèÿ æèçíè ðàçëè÷àþòñÿ âèäîì çàâèñèìîñòè bK îò K. Äàëåå
ñ÷èòàåì vK+1 = vK+1.

2.1 Îñíîâíûå âèäû ñòðàõîâàíèÿ æèçíè.

Ïåðâûé âèä ñòðàõîâàíèÿ æèçíè - ïîæèçíåííîå ñòðàõîâàíèå. Çäåñü bK ïîñòîÿííî
è ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü bK = 1. Òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ñòðàõîâîé âûïëàòû

Z = vK+1,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ åäèíîâðåìåííàÿ íåòòî-ïðåìèÿ äëÿ òàêîãî âèäà ñòðàõîâàíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ
êàê Ax :

Ax = EZ = EvK+1 =
∞∑

k=0

vk+1
kpxqx+k.

Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z ðàâíà V ar(Z) = E(Z2) − A2
x, ïðè ýòîì k−é

ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z âû÷èñëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ëåãêî: äëÿ ïàðàìåòðà δ,
íàçûâàåìîãî ñèëîé ïðîöåíòà(íåïðåðûâíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêîé) è ðàâíîãî ln(1+i),

E(Zk) = E(e−kδ(K+1)),

ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê ðàçîâîé íåòòî-ïðåìèåé ïðè óâåëè÷åííîé
â k ðàç ñèëå ïðîöåíòà è îáîçíà÷àåìîãî â àêòóàðíîé ìàòåìàòèêå êàê kAx. Òàêèì
îáðàçîì, V ar(Z) = 2Ax − A2

x.
Ðàññìîòðèì äàëåå âèäû ñðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ, ãäå âûïëàòû ïðîèçâîäÿòñÿ òîëüêî

â ïðåäåëàõ îïðåäåëåííîãî ñðîêà. Ïåðâûé âèä - n−ãîäè÷íîå ñòðàõîâàíèå æèçíè.
Çäåñü

Z =

{
vK+1, åñëè K ∈ {0, 1, . . . n− 1}
0, åñëè K ≥ n.

(2.1)

Äëÿ äàííîãî âèäà ñòðàõîâàíèÿ ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ îáîçíà÷àåòñÿ êàê A1
x:n| è

âû÷èñëÿåòñÿ êàê

A1
x:n| =

n−1∑
k=0

vk+1
kpxqx+k.

Ïðè ýòîì î÷åâèäíî
Ax = A1

x:∞|.

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâàíèÿ,

V arZ = 2A1
x:n| − (A1

x:n|)
2,

ãäå êàê è ðàíåå, 2A1
x:n| åñòü íåòòî-ïðåìèÿ äëÿ n−ãîäè÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè ñ

óäâîåííîé ñèëîé ïðîöåíòà.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòðàõîâàíèå ÷èñòîãî äîæèòèÿ äî âîçðàñòà x + n, êîãäà
ñòðàõîâàÿ âûïëàòà ïðîèçâîäèòñÿ, åñëè çàñòðàõîâàííûé ïðîæèë n ëåò ïîñëå ïîêóïêè
ïîëèñà. Çäåñü

Z =

{
0, åñëè K ∈ {0, 1, . . . n− 1}
vn, åñëè K ≥ n.

(2.2)

Â òàêîì ñëó÷àå åäèíîâðåìåííàÿ íåòòî-ïðåìèÿ ðàâíà

A 1
x:n| = EZ = vn

npx,

è äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z ðàâíà

V arZ = v2n
npx(1− npx).

Ñëåäóþùèé âèä ñòðàõîâàíèÿ - n - ãîäè÷íîå ñìåøàííîå ñòðàõîâàíèå æèçíè,
êîãäà ñòðàõóåòñÿ êàê ðèñê ñìåðòè â òå÷åíèå áëèæàéøèõ n ëåò, òàê è ðèñê äîæèòèÿ
äî âîçðàñòà x + n. Åñëè ñòðàõîâûå ñóììû ïî ñëó÷àþ ñìåðòè è ïî äîæèòèþ ðàâíû
b1 è b2 ñîîòâåòñòâåíî, òî òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ñòðàõîâîé âûïëàòû ðàâíà

Z =

{
b1v

K+1, åñëè K ∈ {0, 1, . . . n− 1}
b2v

n, åñëè K ≥ n.
(2.3)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì Z = b1Z1+b2Z2, ãäå Z1, Z2 - òåêóùèå ñòîèìîñòè ñòðàõîâûõ
âûïëàò ñî ñòðàõîâûì âîçìåùåíèåì, ðàâíûì 1, äëÿ ðèñêà ñìåðòè è ðèñêà äîæèòèÿ
ñîîòâåòñòâåííî; ïîñêîëüêó EZ1 = A1

x:n|, EZ2 = A 1
x:n|, òî

EZ = b1A
1
x:n| + b2A

1
x:n|.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà b1 = b2 = 1, íåòòî-ïðåìèÿ äëÿ ñìåøàííîãî ñòðàõîâàíèÿ
îáîçíà÷àåòñÿ êàê Ax:n| :

Ax:n| = EZ = A1
x:n| + A 1

x:n| =
n−1∑
k=0

vk+1
kpxqx+k + vn

npx.

Èç îïðåäåëåíèé (2.1) è (2.2) ñëåäóåò, ÷òî Z1Z2 = 0, ïîýòîìó

Cov(Z1, Z2) = E(Z1Z2)− EZ1EZ2 = −EZ1EZ2 = −A1
x:n|A

1
x:n|.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

V arZ = b21V arZ1 + b22V arZ2 − 2b1b2A
1
x:n|A

1
x:n|,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî îäèí ïîëèñ ïî ñìåøàííîìó ñòðàõîâàíèþ æèçíè äîëæåí
ñòîèòü ìåíüøå, ÷åì äâà îòäåëüíûõ ïîëèñà ïî ðèñêó ñìåðòè è ïî äîæèòèþ.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü îòñðî÷åííîå íà m ëåò ïîæèçíåííîå ñòðàõîâàíèå. Çäåñü
ñîâðåìåííàÿ ñòîèìîñòü ñòðàõîâîé âûïëàòû ðàâíà

Z =

{
0, åñëè K ∈ {0, 1, . . . n− 1}
vK+1, åñëè K ≥ n.

Ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ çäåñü îáîçíà÷àåòñÿ êàê m|Ax è ðàâíà

m|Ax = mpxv
mAx+m = A 1

x:m|Ax+m = Ax − A1
x:m|,

è, êàê è ðàíåå,
V arZ = 2

m|Ax − m|A
2
x,

2
m|Ax− ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ ïðè óäâîåííîé ñèëå ïðîöåíòà.
Äî ñèõ ïîð ìû îïðåäåëÿëè ðàçîâûå íåòòî-ïðåìèè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âûïëàòû

ñòðàõîâîãî âîçìåùåíèÿ ïðîèçâîäèëèñü â êîíöå ñòðàõîâîãî ãîäà. Îäíàêî íà ïðàêòèêå
â äîãîâîðàõ ñòðàõîâàíèÿ æèçíè îãîâàðèâàåòñÿ óñëîâèå âûïëàòû ñòðàõîâîé ñóììû â
òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äíåé ïîñëå ïîëó÷åíèÿ äîêóìåíòîâ îá èìåâøåì ìåñòî ñòðàõîâîì
ñëó÷àå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôàêòè÷åñêè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïëàòû ïðîèçâîäÿòñÿ
â ìîìåíò ñìåðòè, òî åñòü â âîçðàñòå x+T (x). Òåêóùàÿ ñòîèìîñòü åäèíè÷íîé ñòðàõîâîé
ñóììû ðàâíà

Z = vT .

Ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñòðàõîâàíèÿ ñ âûïëàòîé â ìîìåíò
ñìåðòè èìååò îáîçíà÷åíèå, àíàëîãè÷íîå ñëó÷àþ âûïëàòû â êîíöå ãîäà ñìåðòè,
îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàä ñèìâîëîì A ñòàâèòñÿ ÷åðòà. Òàê, ðàçîâàÿ íåòòî-
ïðåìèÿ äëÿ ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâàíèÿ ñ âûïëàòîé â ìîìåíò ñìåðòè îáîçíàåòñÿ êàê
Ax, à ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ äëÿ n−ãîäè÷íîãî ñìåøàííîãî ñòðàõîâàíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ
êàê Ax:n|, ïðè ýòîì

Ax:n| = A
1
x:n| + A 1

x:n|.

Âûðàçèì âåëè÷èíó ðàçîâîé ïðåìèè äëÿ ñëó÷àÿ âûïëàòû â ìîìåíò ñìåðòè ÷åðåç
ñîîòâåòñòâóþùóþ âåëè÷èíó äëÿ ñëó÷àÿ âûïëàò â êîíöå ãîäà ñìåðòè. Äëÿ ýòîãî
áóäåì ïðåäïîëàãàòü ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñìåðòåé íà êàæäîì èç öåëî÷èñëåííûõ
èíòåðâàëîâ, ñâîéñòâà òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîäðîáíî áûëè ðàññìîòðåíû â ðàçä. 1.1.

Ðàññìîòðèì âèä ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâàíèÿ. Çäåñü

Ax = EvT = EvK+S = Ev(K+1)−(1−S).

Ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî â ðàçä. 1.1, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû K è S íåçàâèñèìû, òî
îòñþäà

Ax = Ev(K+1)E(1 + i)1−S = AxE(1 + i)1−S.

Êðîìå òîãî, òàê êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 1−S ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå
[0, 1], òî

E(1 + i)1−S =
∫ ∞

0
(1 + i)tdt =

i

δ
,
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îòêóäà
Ax =

i

δ
Ax.

Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ âèäîâ ñðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ. Íàïðèìåð,
äëÿ n−ãîäè÷íîãî ñìåøàííîãî ñòðàõîâàíèÿ

Ax:n| =
i

δ
A

1

x:n| + A 1
x:n|.

Ïóñòü òåïåðü âûïëàòû ïðîèçâîäÿòñÿ â êîíöå m−é ÷àñòè ãîäà, íàïðèìåð, â òå÷åíèå
ìåñÿöà èëè êâàðòàëà, òî åñòü â ìîìåíò K + Sm, ãäå Sm− ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, äëÿ
êîòîðîé ïðè ïðåäïîëîæåíèè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåðòåé ñïðàâåäëèâî

P (Sm = k/m) = 1/m, k = 1, 2, . . .m,

ïðè÷åì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû K,Sm íåçàâèñèìû. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ïîæèçíåííîãî
ñòðàõîâàíèÿ òåêóùàÿ ñòîèìîñòü åäèíè÷íîé ñòðàõîâîé ñóììû ðàâíà

Z = vK+Sm ,

à ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ îáîçíà÷àåòñÿ êàê A(m)
x . Ïðè ýòîì ðàçíîñòü 1−Sm ïðèíèìàåò

êàæäîå èç çíà÷åíèé {0, 1/m, . . . 1 − 1/m} ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/m. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ
K + Sm = K + 1− 1 + Sm ýòî âëå÷åò

EvK+Sm = EvK+1Ev−(1−Sm) = Ax
1

m

m−1∑
k=0

(1 + i)k/m =
i

i(m)
Ax,

ãäå âåëè÷èíà

i(m) = m((1 + i)1/m − 1) =
(1 + i)1/m − 1

1/m

íàçûâàåòñÿ íîìèíàëüíîé ãîäîâîé ïðîöåíòíîé ñòàâêîé ñ âûïëàòàìè m ðàç â ãîä,
ýêâèâàëåíòíîé i. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðåäïîëîæåíèè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñìåðòåé èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

A(m)
x =

i

i(m)
Ax (2.4)

Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû i(m) ïðèm→∞ ðàâíî δ, ïîýòîìó â ïðåäåëå ïîëó÷àåì

A(m)
x → i

δ
Ax = Ax ïðè m→∞.

Äëÿ n−ãîäè÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè òåêóùàÿ âåëè÷èíà åäèíè÷íîé ñòðàõîâîé ñóììû
ïðè m−ðàçîâûõ âûïëàòàõ ðàâíà

Z =

{
vK+Sm , åñëè K ∈ {0, 1, . . . n− 1}
0, åñëè K ≥ n.
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Ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ îáîçíà÷àåòñÿ êàê A1(m)
x:n| è ðàâíà

i

i(m)
A1

x:n|.

Àíàëîãè÷íî ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ äëÿ n−ãîäè÷íîãî ñìåøàíííîãî ñòðàõîâàíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ
êàê A(m)

x:n| è ðàâíà
i

i(m)
A1

x:n| + A 1
x:n|.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîçðàñòàþùåå ñòðàõîâàíèå. Â äàííîì âèäå ñòðàõîâàÿ ñóììà
ðàâíà K + 1, òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ñòðàõîâîé âûïëàòû ðàâíà

Z = (K + 1)vK+1;

åäèíîâðåìåííàÿ íåòòî-ïðåìèÿ äëÿ ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâàíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ êàê (IA)x

è ðàâíà

(IA)x =
∞∑

k=0

(k + 1)vk+1
kpxqx+k, (2.5)

à íåòòî-ïðåìèÿ äëÿ n−ãîäè÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè

(IA)1
x:n| =

n−1∑
k=0

(k + 1)vk+1
kpxqx+k.

Äëÿ óáûâàþùåãî n-ãîäè÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè ñòðàõîâàÿ ñóììà ðàâíà n− K.
Òîãäà òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ñòðàõîâîé ñóììû

Z =

{
(n−K)vK+1, åñëè K ∈ {0, 1, . . . n− 1}
0, åñëè K ≥ n.

Ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ â òàêîì ñëó÷àå

(DA)1
x:n| =

n−1∑
k=0

(n− k)vk+1
kpxqx+k.

Ïóñòü òåïåðü ñòðàõîâàÿ ñóììà âîçðàñòàåò íà åäèíèöó êàæäûé ãîä, òî åñòü ðàâíà
K+1, íî âûïëàòà åå ïðîèñõîäèò â ìîìåíò ñìåðòè. Òîãäà òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ñòðàõîâîé
ñóììû ðàâíà

Z = (K + 1)vT ,

ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì (IA)x äëÿ ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâàíèÿ,
ïðè ýòîì ïðè ãèïîòåçå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåðòåé

(IA)x = E[(K + 1)vT ] = E[(K + 1)vK+1(1 + i)1−S] =
i

δ
(IA)x.
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Åñëè òåïåðü ñòðàõîâàÿ ñóììà âîçðàñòàåò íå ðàç â ãîä, à m ðàç â ãîä íà âåëè÷èíó,
ðàâíóþ 1/m, òî òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ñòðàõîâîé ñóììû

Z = (K + Sm)vT ,

òîãäà ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ èìååò îáîçíà÷åíèå (I(m)A)x äëÿ ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâàíèÿ
è äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåðòåé ðàâíà

E[(K+Sm)vT ] = E[(K+1)vT−vT +Sm(1+i)1−SvK+1] = (IA)x−Ax+AxE[Sm(1+i)1−S].

Ïîñêîëüêó

E[Sm(1+ i)1−S] =
m∑

k=1

(1− k − 1

m
)
∫ k/m

(k−1)/m
(1+ i)tdt =

1

δ

m∑
k=1

(1− k − 1

m
)[ekδ/m− e(k−1)δ/m].

Åñëè îáîçíà÷èòü q = eδ/m, òî qm = 1 + i, è ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðèìåò âèä

1 +m

mδ
(qm − 1)− 1

mδ

m∑
k=1

k(qk − qk−1) =
1 +m

mδ
(qm − 1)− 1

mδ

m∑
k=1

(kqk − (k − 1)qk−1)+

+
1

mδ

m∑
k=1

qk−1 =
1 +m

mδ
(qm − 1)− 1

δ
qm +

1

mδ

qm − 1

q − 1
=

1

mδ
qm − 1 +m

mδ
+

1

mδ

qm − 1

q − 1
=

=
qm+1 − qm − (m+ 1)(q − 1) + qm − 1

mδ(q − 1)
= q

qm − 1

mδ(q − 1)
− 1

δ
=
i− d(m)

δd(m)
.

Çäåñü âåëè÷èíà d = d(1) = i/(1 + i) íîñèò íàçâàíèå äèñêîíòà, èëè ãîäîâîé
ôàêòè÷åñêîé ñòàâêè äèñêîíòà, à âåëè÷èíà

d(m) = m(1− (1 + i)−1/m)

íàçûâàåòñÿ íîìèíàëüíîé ñòàâêîé m -êðàòíîãî äèñêîíòà, ýêâèâàëåíòíîãî d. Âåëè÷èíû
d(m) è i(m) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

d(m) =
i(m)

1 + i(m)/m
,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
d(m) → δ ïðè m→∞.

Èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî

(I(m)A)x =
i

δ
(IA)x −

i

δ
Ax +

i− d(m)

δd(m)
Ax (2.6)

Åñëè ðàññìîòðåòü íåïðåðûâíî âîçðàñòàþùóþ ñòðàõîâóþ ñóììó bt = t, òî åå
òåêóùàÿ ñòîèìîñòü

Z = Tvt,
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ñîîòâåòñòâóþùàÿ åäèíîâðåìåííàÿ íåòòî-ïðåìèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó
ïðè m→∞ â óðàâíåíèè (2.6) :

(ĪĀ)x =
i

δ
(IA)x −

i

δ
Ax +

i− δ

δ2
Ax.

Ñîîòíîøåíèå, àíàëîãè÷íîå (2.6) äëÿ n−ãîäè÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè, âûâîäèòñÿ
ñïîñîáîì, àíàëîãè÷íûì âûâîäó (2.6) : èëè èç (2.6), èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

(I(m)A)x = (I(m)Ā)1
x:n| + A 1

x:n|(I
(m)Ā)x+n,

(IA)x = (IA)1
x:n| + A 1

x:n|(IA)x+n, Ax = A1
x:n| + A 1

x:n|Ax+n.

Äëÿ n−ãîäè÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè ñ âûïëàòîé ñòðàõîâîé ñóììû â ìîìåíò ñìåðòè
â ñëó÷àå, êîãäà ñòðàõîâàÿ ñóììà óìåíüøàåòñÿm ðàç â ãîä íà âåëè÷èíó, ðàâíóþ 1/m,
òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ñòðàõîâîé âûïëàòû ðàâíà

Z =

{
(n+ 1/m−K − Sm)vT , åñëè T ∈ [0, n− 1)
0, åñëè T ≥ n.

Ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ äëÿ òàêîãî âèäà ñòðàõîâàíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ êàê (D(m)A)1
x:n|.

Äëÿ åå âûðàæåíèÿ ÷åðåç óæå ââåäåííûå âåëè÷èíû çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
Z ðàâíà ðàçíîñòè Z1 − Z2, ãäå

Z1 =

{
(n+ 1/m)vT , åñëè T ∈ [0, n− 1)
0, åñëè T ≥ n,

Z2 =

{
(K + Sm)vT , åñëè T ∈ [0, n− 1)
0, åñëè T ≥ n.

Ïðè ýòîì EZ1 = (n+ 1/m)Ā1
x:n|, EZ2 = (I(m)Ā)1

x:n|. Òàêèì îáðàçîì,

(D(m)Ā)1
x:n̄| = (n+1/m)Ā1

x:n|−(I(m)A)1
x:n| =

i

δ
[(n+1/m)A1

x:n|−(IA)1
x:n|+Ax:n|]−

i− d(m)

δd(m)
Ax.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè ïðåäïîëîæåíèè ðàâíîìåðíîñòè ñìåðòåé.

2.2 Âûðàæåíèÿ åäèíîâðåìåííûõ íåòòî-ïðåìèé ñ ïåðåìåííûìè

âûïëàòàìè ÷åðåç ñòàíäàðòíûå íåòòî-ïðåìèè

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ðàçîâûå íåòòî-ïðåìèè
ñ âîçðàñòàþùåé ñòðàõîâîé ñóììîé ñ íåòòî-ïðåìèåé äëÿ îòñðî÷åííîãî ñòðàõîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé âûïëàò â êîíöå ãîäà. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà (2.5) ïåðåïèøåì
â âèäå

(IA)x =
∞∑

k=0

k∑
j=0

vk+1
kpxqx+k,
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ïîñëå ÷åãî, ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå, ïîëó÷àåì

(IA)x =
∞∑

j=0

∞∑
k=j

vk+1
kpxqx+k =

∞∑
j=0

j|Ax.

Äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ, çàìåíÿÿ îïåðàöèþ ñóììèðîâàíèÿ èíòåãðèðîâàíèåì, ñîâåðøåííî
àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(ĪĀ)x =
∫ ∞

0
s|Āxds.

Òàêèì æå îáðàçîì ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî

(DA)1
x:n| =

n−1∑
k=0

(n− k)vk+1
kpxqx+k =

n−1∑
k=0

n−k−1∑
j=0

vk+1
kpxqx+k =

n−1∑
j=0

n−j−1∑
k=0

vk+1
kpxqx+k =

n−1∑
j=0

A1
x:n−j|.

Äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ

(D̄Ā)1
x:n| =

∫ n

0

∫ n−t

0
vt

tpxµx+tdt =
∫ n

0

∫ n−s

0
vt

tpkµx+tdt =
∫ n

0
Ā1

x:n−s|ds.

2.3 Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ åäèíîâðåìåííûõ íåòòî-

ïðåìèé.

Ïðèâîäèìûå íèæå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò íå òîëüêî ñòðîèòü âû÷èñëèòåëüíûå àëëãðèòìû
äëÿ îïðåäåëåíèÿò ðàçîâûõ íåòòî-ïðåìèé, íî ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ
ñòðàõîâîé èíòåðïðïåòàöèè. Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé è íåïðåðûâíûé âàðèàíòû ñìåøàííîãî
n−ãîäè÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåïèøåì Ax:n| â âèäå

Ax:n| = vqx +
n−1∑
k=1

vk+1 lx+k

lx
(1− lx+k+1

lx+k

) + vn
npx = vqx +

n−1∑
k=1

vk+1dx+k

lx
+ vn

npx =

vqx + vpx

[
n−2∑
k=0

vk+1dx+1+k

lx+1

+ vn−1
n−1px+1

]
= vqx + vpxAx+1:n−1|.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ ìû ïîëó÷èëè ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

Ax:n| = vqx + vpxAx+1:n−1| (2.7)

Äëÿ ñòðàõîâîé èíòåðïðåòàöèè óìíîæèì ðàâåíñòâî (2.7) íà (1 + i)lx :

lx(1 + i)Ax:n| = dx + lx+1Ax+1:n−1|.
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Òåïåðü ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñóììà
ðàçîâûõ íåòòî-ïðåìèé, ñîáðàííàÿ ñî ñòðàõîâàòåëåé âîçðàñòà x, ðàâíà âêëàäó, êîòîðûé
÷åðåç ãîä âìåñòå ñ ïðîöåíòàìè ïî íåìó áóäåò ðàâåí âûïëàòàì ïî ñìåðòè óìåðøèì
íà âîçðàñòíîì èíòåðâàëå (x, x + 1) è ñóììå íåòòî-ïðåìèè, ñîáðàííûõ ñ äîæèâøèõ
äî âîçðàñòà x+ 1. Äàëåå, ðàçäåëèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà (1 + i)x+1lx, ïîëó÷èì

vx+1Ax+1:n−1| − vxAx:n| = qxv
x+1(Ax+1:n−1| − 1).

Îòñþäà

vx+kAx+k:n−k| − vx+k−1Ax+k−1:n−k+1| = qx+k−1v
x+k(Ax+k:n−k| − 1), k = 1, 2, . . . n.

Ïðîñóììèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî ïî k îò 1 äî n, ó÷èòûâàÿ Ax+n:0| = 1, ïîëó÷èì

vx+n − vxAx:n| = −
n−1∑
k=0

vx+k+1qx+k(1− Ax+k:n−k|) ⇐⇒

Ax:n| = vn +
n−1∑
k=0

vk+1qx+k(1− Ax+k:n−k|).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü â òîì ñìûñëå, ÷òî ðàçîâàÿ íåòòî-
ïðåìèÿ äëÿ n−ãîäè÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè ñêëàäûâàåòñÿ èç òåêóùèõ ñðåäíèõ
äîõîäîâ âûãîäîïðèîáðåòàòåëÿ îò çàêëþ÷åííîé ñäåëêè ïî ñòðàõîâàíèþ. Çäåñü òåêóùèé
ñðåäíèé äîõîä, îòíåñåííûé ê ãîäó k ∈ {0, 1, . . . n−1} ðàâåí vk+1qx+k(1− Ax+k:n−k|), à
òåêóùèé ñðåäíèé äîõîä ïðè äîæèòèè äî âîçðàñòà x+n ðàâåí vn. Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
ïîçâîëÿåò ðàçîâóþ ïðåìèþ, âûïëà÷åííóþ ñòðàõîâàòåëåì, ðàçëîæèòü íà âðåìåííûå
ñîñòàâëÿþùèå òó âûãîäó, ÷òî íåñåò äàííûé äîãîâîð ñòðàõîâàòåëþ.

Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àÿ àíàëîãîì ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé áóäåò äèôôåðåíèàëüíîå
óðàâíåíèå. Ðàññìîòðèì îïÿòü ñëó÷àé n−ãîäè÷íîãî ñìåøàííîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè.
Äëÿ íåãî Āx:n| = Ā1

x:n|+A
1

x:n|, ïîýòîìó ñíà÷àëà ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ
êàæäîãî èç äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïðèíÿâ s = x+t â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ,
ïðåäñòàâèì Ā1

x:n| â âèäå

Ā1
x:n| =

∫ n

0
vt

tpxµx+tdt =
1

vx
xp0

∫ x+n

x
vs

sp0µsds

Äèôôåðåíöèðóÿ äàííîå ïðîèçâåäåíèå ïî x, îòñþäà ïîëó÷àåì

d

dx
Ā1

x:n| = (δ + µx)Ā
1
x:n| + µx+nA

1
x:n| − µx.

Äàëåå, äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî

A 1
x:n| = vn

npx
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ïî ïåðåìåííîé x, âûïèøåì ðàâåíñòâî äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî:

d

dx
A 1

x:n| = vn d

dx
npx = A 1

x:n|(µx − µx+n).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

d

dx
Āx:n| = (δ + µx)Ā

1
x:n| + µx+nA

1
x:n| − µx + A 1

x:n|(µx − µx+n) =

(δ + µx)Ā
1
x:n| + µxA

1
x:n| − µx.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè n→∞ ïðîèçâîäíàÿ

d

dx
Āx = (δ + µx)Āx − µx.

Ïåðåïèñàâ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â âèäå

δĀxdx = dĀx + µx(1− Āx)dx,

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì: äîõîä, ïîëó÷åííûé ñòðàõîâùèêîì
çà áåñêîíå÷íî ìàëûé îòðåçîê âðåìåíè dx, ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîâûøåíèÿ â öåíå ðàçîâîé
ïðåìèè çà òîò æå îòðåçîê è äîõîäà âûãîäîïðèîáðåòàòåëÿ â ñëó÷àå ñìåðòè çàñòðàõîâàííîãî
â òå÷åíèå óêàçàííîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà.

2.4 Êîììóòàöèîííûå ôóíêöèè.

Êîììóòàöèîííûå ôóíêöèè ñëóæàò äëÿ êðàòêîé çàïèñè àêòóàðíûõ âûðàæåíèé, êàê
òî íåòòî-ïðåìèé, âåëè÷èí âçíîñîâ è ò.ä. â âèäå íåêîòîðûõ òàáëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ,
÷òî ïîçâîëÿåò, íå ïðèáåãàÿ ê ñëîæíûì âûêëàäêàì, ïî ñîîòâåòñòâóþùèì òàáëèöàì
îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ èíòåðåñóùèõ âûðàæåíèé. Íàëè÷èå òàêèõ òàáëèö íåñîìíåííî
ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì ïðàêòè÷åñêèì ïðåèìóùåñòâîì, ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ìû óâèäèì
äàëåå, ïàðàìåòðû ýòèõ òàáëèö çàâèñÿò îò âåëè÷íû ïðîöåíòà i, ïîýòîìó â ñëó÷àå
èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ñòàâêè i çíà÷åíèÿ òàáëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ íåîáõîäèìî ïåðåñ÷èòûâàòü.

Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî äëÿ Ax :

Ax =
∞∑

k=0

vk+1
kpxqx+k

â âèäå

lxAx =
∞∑

k=0

vk+1dx+k ⇐⇒ vxlxAx =
∞∑

k=0

vx+k+1dx+k,

òîãäà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî áóäåò âûãëÿäåòü î÷åíü êðàòêî, åñëè ââåñòè â ðàññìîòðåíèå
êîììóòàöèîííûå ôóíêöèè:

Dx = vxlx, Cx = vx+1dx = Dxvqx,
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Mx =
∞∑

k=0

Cx+k, Rx =
∞∑

k=0

Mx+k =
∞∑

k=0

(k + 1)Cx+k.

Â òàêîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî äëÿ Ax áóäåò âûãëÿäåòü êàê

Ax =
Mx

Dx

.

Èìåÿ òàáëèöû ïåðå÷èñëåííûõ ÷åòûðåõ êîììóòàöèîííûõ ôóíêöèé, ìîæíî çíà÷åíèÿ
âñåõ âûøåïðèâåäåííûõ ðàçîâûõ íåòòî-ïðåìèé âû÷èñëèòü ïî ýòèì òàáëèöàì. Íàïðèìåð,
âåëè÷èíû

A1
x:n| =

Mx −Mx+n

Dx

, A 1
x:n| =

Dx+n

Dx

, Ax:n| =
Mx −Mx+n +Dx+n

Dx

Â áîëåå ñëîæíîì ñëó÷àå âîçðàñòàþùåé ñòðàõîâîé ñóììû ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ

(IA)1
x:n| =

n−1∑
k=0

(k + 1)vk+1
kpxqx+k =

n−1∑
k=0

(k + 1)vx+k+1dx+k/(v
xlx) =

∑n−1
k=0(k + 1)Cx+k

Dx

=

∑n−1
k=0(Mx+k −Mx+n)

Dx

=
Rx −Rx+n − nMx+n

Dx

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Äëÿ ñòàíäàðòíîãî n−ãîäè÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè ñî ñòðàõîâîé
ñóììîé, óáûâàþùåé íà åäèíèöó â ãîä è âûïëàòîé â ìîìåíò ñìåðòè òðåáóåòñÿ
âûðàçèòü ðàçîâóþ íåòòî-ïðåìèþ ÷åðåç êîììóòàöèîííûå ôóíêöèè. Ðàñïðåäåëåíèå
ñìåðòåé ðàâíîìåðíîå.

Äëÿ òðåáóåìîãî âûðàæåíèÿ ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî

(DĀ)1
x:n| =

i

δ
(DA)1

x:n| =
i

δ

n−1∑
j=0

A1
x:n−j|.

Äàëåå èç ïðåäñòàâëåíèÿ A1
x:n| äëÿ êàæäîãî n ïîëó÷èì

(DĀ)1
x:n| =

i

δ

n−1∑
j=0

Mx −Mx+n−j

Dx

=
i

δ

nMx −Rx+1 +Rx+n+1

Dx

.

2.5 Çàäà÷è

1. Ïóñòü ñìåðòíîñòü ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó lx = 100− x, x ∈ (0, 100), à ñèëà ïðîöåíòà
δ = 0.1. Ñòðàõîâàòåëü âîçðàñòà 50 ëåò çàêëþ÷àåò äîãîâîð íà 10-ëåòíåå ñìåøàííîå
ñòðàõîâàíèå æèçíè ñ âûïëàòàìè ïî ñìåðòè è ïî äîæèòèþ b1 è b2 ñîîòâåòñòâåííî.
Âû÷èñëèòü Ā1

x:n|, A
1

x:n|. Ïðèíèìàÿ b1 + b2 = b, îïðåäåëèòü, ïðè êàêîì îòíîøåíèè
b1/b äèñïåðñèÿ òåêóùèõ âûïëàò ìèíèìàëüíà.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü Z1, Z2− òåêóùèå âûïëàòû ïî ñìåðòè è ïî äîæèòèþ ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà

Ā1
x:n| = EZ1 =

∫ n

0
e−δt/(100− x)dt =

1− e−δn

δ(100− x)
= 0.1264,

A 1
x:n| = EZ2 = e−δn 100− x− n

100− x
= 0.2943,

2Ā1
x:n| =

1− e−2δn

2δ(100− x)
= 0.08647, 2A 1

x:n| = e−2δn 100− x− n

100− x
= 0.1083,

Cov(Z1, Z2) = −Ā1
x:n|A

1
x:n| = −0.0372, V arZ1 = 0.0705, V arZ2 = 0.02169.

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó

V ar(b1Z1 +b2Z2) = b21V arZ1 +b22V arZ2 +2b1b2Cov(Z1, Z2) → min, b2 = b− b1 ∈ (0, b).

Åå ðåøåíèåì ñëóæèò

b∗1 =
b[V arZ2 − Cov(Z1, Z2)]

V arZ1 + V arZ2 − 2Cov(Z1, Z2)
=

b[V arZ2 − Cov(Z1, Z2)]

[V arZ1 − Cov(Z1, Z2)] + [V arZ2 − Cov(Z1, Z2)]
∈ (0, b),

îòêóäà îïòèìàëüíîå îòíîøåíèå b1/b = 0.3535.
2. Äëÿ ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè ñìåðòíîñòè µ ïðè x > 0 è ñèëå ïðîöåíòà δ

îïðåäåëèòü âûðàæåíèå äëÿ Āx:n|.
Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ

Āx:n| =
∫ n

0
vt

tpxµx+tdt+ vn
npx =

µ

µ+ δ
(1− e−(µ+δ)n) + e−(µ+δ)n.

3. Ïîêàçàòü, ÷òî Āx ðàâíà ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
îñòàòî÷íîé æèçíè T (x) ïðè çíà÷åíèè àðãóìåíòà, ðàâíîì −δ.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ

Āx =
∫ ∞

0
vt

tpxµx+tdt =
∫ ∞

0
e−δtfT (x)(t)dt = MT (x)(−δ).

4. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà T (x) èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè
α, β. Íàéòè çíà÷åíèå Āx.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì çàìåíó y = (β+δ)x äëÿ âû÷èñëåíèÿ èòåãðàëà â âûðàæåíèè

Āx =
βα

Γ(α)

∫ ∞

0
e−(β+δ)xxα−1dx =

(
1

1 + δ/β

)α

.

5. Ïóñòü bt = t, µx+t = µ, δt = δ ïðè âñåõ t > 0. Âûðàçèòü ÷åðåç δ, µ âåëè÷èíû
(ĪĀ)x = E(bTv

T ), V ar(bTv
T ).
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Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ çàìåíó y = (µ+ δ)x, âû÷èñëèì èíòåãðàë:

(ĪĀ)x =
∫ ∞

0
te−δte−µtµdt =

µ

(µ+ δ)2

∫ ∞

0
ye−ydy =

µ

(µ+ δ)2
,

îòêóäà
2(ĪĀ)x =

µ

(µ+ 2δ)2
, V ar(bTv

T ) =
µ

(µ+ 2δ)2
− µ2

(µ+ δ)4
.

6. Èçâåñòíî, ÷òî Ax = 0.3, Ax+10 = 0.4, Ax:10| = 0.5. Âû÷èñëèòü A 1
x:10|, A

1
x:10|.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ èìååì äâà óðàâíåíèÿ

A1
x:10| + A 1

x:10| = 0.5, A1
x:10| + 0.4A 1

x:10| = 0.3

îòíîñèòåëüíî A 1
x:10|, A

1
x:10|. Ðåøàÿ èõ êàê ñèñòåìó, íàõîäèì A

1
x:10| = 1/6, A 1

x:10| = 1/3.

7. Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåðòåé, âûðàçèòü â
òåðìèíàõ êîììóòàöèîííûõ ôóíêöèé âåëè÷èíó (IĀ)30:35|.

Ðåøåíèå. Ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíûK,S íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó

(IĀ)30:35| = (i/δ)(IA)30:35| =
i

δ

R30 −R65 − 35M35

D30

.
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Ãëàâà 3

Àííóèòåòû â ñòðàõîâàíèè æèçíè.

Ïîä àííóèòåòàìè ïîíèìàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåãóëÿðíî ïîñòóïàþùèõ ïëàòåæåé
ñ çàðàíåå îãîâîðåííûì ñðîêîì äåéñòâèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèÿ ðåãóëÿðíîãî âçíîñà
è àííóèòåòà ñîâïàäàþò è ïðèíÿòî íàçûâàòü âçíîñàìè òå ïëàòåæè, êîòîðûå ïîñòóïàþò
îò ñòðàõîâàòåëÿ ê ñòðàõîâùèêó, à ïëàòåæè, èäóùèå â àäðåñ ñòðàõîâàòåëÿ, ïðèíÿòî
íàçûâàòü àííóèòåòàìè. Íàïðèìåð, ïðè ïîêóïêå ïîëèñà â äîãîâîðå ñòðàõîâàíèÿ
êëèåíò ìîæåò ïîëó÷èòü íå ñòðàõîâóþ ñóììó, à ïåíñèþ, âûïëà÷èâàåìóþ â òå÷åíèå
îïðåäåëåííîãî ïåðèîäà âðåìåíè è íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî âîçðàñòà. Åñòåñòâåííî,
ñòîèìîñòü ýòîé ïåíñèè äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ñòðàõîâîé ñóììå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïåíñèÿ ÿâëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê îòñðî÷åííûì íà îïðåäåëåííûé ñðîê àíííóèòåòîì.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçîâàÿ ïðåìèÿ ìîæåò áûòü ñóììîé, çàïëàòèòü êîòîðóþ áûâàåò
çàòðóäíèòåëüíî è ïîýòîìó ñòðàõîâàòåëü âìåñòî âûïëàòû ðàçîâîé ïðåìèè ìîæåò
âûïëà÷èâàòü âçíîñû, ïðè÷åì ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ýòèõ âçíîñîâ äîëæíà áûòü ýêâèâàëåíòíîé
ðàçîâîé ïðåìèè. Ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì îáúÿñíÿåòñÿ òåðìèí "íåòòî-ïðåìèÿ àííóèòåòà",
êîòîðûì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ. Àííóèòåòû ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ ÷àñòîòîé ïîñòóïàþùèõ
ïëàòåæåé, ñðîêîì äåéñòâèÿ, âåëè÷èíîé. Ïîýòîìó, êàê è äëÿ ðàçîâûõ íåòòî-ïðåìèé,
ìû íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòûõ ïî ïåðèîäè÷íîñòè âçíîñîâ.

3.1 Åæåãîäíûå àííóèòåòû.

Àííóèòåòû, âûïëà÷èâàåìûå åæåãîäíî, ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà âèäà - àâàíñîâûå ïðåìèè,
âûïëà÷èâàåìûå â íà÷àëå òåêóùåãî ãîäà, è çàäîëæåííûå, âûïëà÷èâàåìûå â êîíöå
òåêóùåãî ãîäà. ×àñòî àííóèòåòû ïåðâîãî âèäà èìåíóþò êàê àííóèòåòû -ïðåíóìåðàíäî,
âòîðîãî âèäà - ïîñòíóìåðàíäî. Êàê ïðàâèëî, àâàíñîâûå àííóèòåòû âûñòóïàþò êàê
âçíîñû ñòðàõîâàòåëÿ, ðåãóëÿðíî ïåðå÷èñëÿåìûå íà ñ÷åò ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Â
ðîëè çàäîëæåííûõ âçíîñîâ êàê ïðàâèëî âûñòóïàþò ïëàòåæè, ïðîèçâîäèìûå íà èìÿ
ñòðàõîâàòåëÿ. Ðàññìîòðèì àííóèòåò ïðåíóìåðàíäî, âûïëà÷èâàåìûé â òå÷åíèå n ëåò,
òî åñòü â ìîìåíòû 0, 1, . . . n−1. Âåëè÷èíó àííóèòåòà áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé åäèíèöå.
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Òîãäà òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ýòîãî àííóèòåòà îáîçíà÷àåòñÿ êàê än| è ðàâíà

än| = 1 + v + . . . vn−1 =
1− vn

1− v
=

1− vn

d
.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîò æå àííóèòåò âûïëà÷èâàåòñÿ óæå â òå÷åíèå âñåé
æèçíè ñòðàõîâàòåëÿ, òî åñòü â òå÷åíèå K = K(x) ëåò â ìîìåíòû 0, 1, . . . K(x).
Òîãäà åãî òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé è ðàâíà

äK+1| =
1− vK+1

d
.

Íåòòî-ïðåìèÿ äàííîãî àííóèòåòà, ðàâíàÿ åãî àêòóàðíîé íàñòîÿùåé (òåêóùåé,ñîâðåìåííîé)
âåëè÷èíå, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åãî òåêóùåé ñòîèìîñòè:

E(äK+1|) =
1− Ax

d

è îáîçíà÷àåòñÿ êàê äx. Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

1 = däx + Ax,

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî íåòòî-ïðåìèÿ ïîæèçíåííîãî ãîäîâîãî àííóèòåòà-ïðåíóìåðàíäî
âåëè÷èíû d âìåñòå ñ ðàçîâîé ïðåìèåé ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâàíèÿ ðàâíà 1. Êðîìå
òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ íåòòî-ïðåìèè àííóèòåòà è èç ëåììû 2 ðàçä. 1.1 ñëåäóåò

äx = E(äK+1|) =
∞∑

k=0

äK+1| kpxqx+k =
∞∑

k=0

vk
kpx.

Îòñþäà ñëåäóåò âàæíàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ àííóèòåòîâ:

äx = 1 + vpxäx+1 (3.1)

Âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè òåêóùåé ñòîèìîñòè ïîëó÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî:

V ar[äK+1|] = V ar

[
1− vK+1

d

]
= V ar[vK+1]/d2 = [ 2Ax − A2

x]/d
2.

Â òîì ñëó÷àå êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ àííóèòåò-ïîñòíóìåðàíäî, âûïëà÷èâàåìûé
â òå÷åíèå n ëåò, åãî òåêóùàÿ ñòîèìîñòü, îáîçíà÷àåìàÿ êàê an|, ðàâíà

an| = v + v2 + . . . vn = vän| =
v

d
(1− vn).

Ïóñòü òåïåðü àííóèòåò-ïîñòíóìåðàíäî âûïëà÷èâàåòñÿ ïîæèçíåííî, ò.å. æèçíü (x)
ïðîèçâîäèò åäèíè÷íûå ïëàòåæè â ìîìåíòû 1, 2, . . . , K, òîãäà òåêóùàÿ ñòîèìîñòü
ïîæèçíåííîãî àííóèòåòà-ïîñòíóìåðàíäî è åãî íåòòî-ïðåìèÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

aK| = v + v2 + . . . vK = äK+1| − 1 =
1− vK+1

d
− 1 ⇒ ax = äx − 1,
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ax =
v − Ax

d
⇐⇒ v = dax + Ax.

Ðàññóæäàÿ êàê è â ñëó÷àå âçíîñà-ïðåíóìåðàíäî, ñîãëàñíî ëåììå 2 ðàçä. 1.1 ó÷èòûâàÿ
óñëîâèå a0| = 0 ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

ax =
∞∑

k=1

ak| kpxqx+k =
∞∑

k=1

vk
kpx = äx − 1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñðî÷íûå âçíîñû åäèíè÷íîé âåëè÷èíû. Äëÿ n−ãîäè÷íûõ âçíîñîâ-
ïðåíóìåðàíäî èõ òåêóùàÿ ñòîèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé

Y =

{
äK+1|, åñëè 0 ≤ K < n

än|, åñëè K ≥ n.

Íåòòî-ïðåìèÿ ýòîãî àííóèòåòà, ðàâíàÿ EY, îáîçíà÷àåòñÿ êàê äx:n|. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî
Y = (1− Z)/d, ãäå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Z =

{
vK+1, åñëè 0 ≤ K < n
vn, åñëè K ≥ n,

òî ìîæíî ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî

äx:n| =
1

d
(1− EZ) =

1

d
(1− Ax:n|).

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå ñëó÷àþ ïîæèçíåííûõ àííóèòåòîâ

1 = däx:n| + Ax:n|.

Êðîìå òîãî, âåëè÷èíà

äx:n| =
n−1∑
k=0

äk+1| kpxqx+k + än| npx =

∞∑
k=0

äk+1| kpxqx+k −
∞∑

k=n

(äk+1| − än|) kpxqx+k =

äx−
∞∑

k=n

(vn +vn+1 + . . . vk) kpxqx+k = äx−vn
npx

∞∑
k=n

(1+v2 + . . . vk−n) k−npx+nqx+n+k =

äx − vn
npxäx+n =

∞∑
k=0

vk
kpx −

∞∑
k=n

vk
kpx =

n−1∑
k=0

vk
kpx.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ äx:n| ìîæíî áûëî íåïîñðåäñòâåííî
èñïîëüçîâàòü ëåììó 2 èç ðàçä. 1.1 Èìåííî, îáîçíà÷èì

z(k) = äk+1|, k = 0, 1, . . . , n−1, z(k) = än|, k ≥ n, g(k) = kpxqx+k = G(k)−G(k−1).
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Òîãäà

z(0) = 1, ∆z(k) = vk+1, k = 0, 1, . . . n− 2, ∆z(k) = 0, k ≥ n− 1, 1−G(k) = k+1px.

Ïðèìåíÿÿ óêàçàííóþ ëåììó, òåïåðü ïîëó÷èì

äx:n| = 1 +
n−2∑
k=0

vk+1
k+1px =

n−1∑
k=0

vk
kpx

Äëÿ çàäîëæåííûõ àííóèòåòîâ òåêóùàÿ ñòîèìîñòü n−ãîäè÷íîãî àííóèòåòà îïðåäåëÿåìàÿ
êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Y1 =

{
aK|, åñëè 0 ≤ K < n

an|, åñëè K ≥ n

àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ àííóèòåòîâ ïðåíóìåðàíäî ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî äëÿ ðàçîâîé
íåòòî-ïðåìèè òàêîãî àííóèòåòà:

E(Y1) = ax:n| =
n∑

k=1

vk
kpx.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îáîçíà÷èòü z(0) = 0, z(k) = ak|, k = 1, 2, ..., n, z(k) = an|, k ≥ n
è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 2 èç ðàçä. 1.1

Äëÿ ðàçîâûõ íåòòî-ïðåìèé àííóèòåòîâ-ïðåíóìåðàíäî è ïîñòíóìåðàíäî èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

väx:n| − ax:n−1| =
n−1∑
k=0

vk+1
kpx −

n−1∑
k=1

vk
kpx =

n−1∑
k=0

vk+1( k+1px − kpx) + vn
n−1px ⇐⇒

⇐⇒ An:x| = väx:n| − ax:n−1|.

Â ñëó÷àå àâàíñîâûõ âçíîñîâ âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè òåêóùèõ âûïëàò ïîëó÷àåòñÿ
èç âûðàæåíèé ðàçîâûõ íåòòî-ïðåìèé ñðî÷íîãî ñìåøàííîãî ñòðàõîâàíèÿ:

V arY =
1

d2
V arZ =

1

d2
( 2Ax:n| − A2

x:n|).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòñðî÷åííûõ íàm ëåò âçíîñîâ, êîòîðûå íà÷èíàþò âûïëà÷èâàòñÿ
ïî äîñòèæåíèè ñòðàõîâàòåëåì âîçðàñòà x + m. Èç èõ îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
èõ òåêóùàÿ âåëè÷èíà ðàâíà ðàçíîñòè òåêóùèõ âåëè÷èí ïîæèçíåííûõ âçíîñîâ è
ñðî÷íûõm−ãîäè÷íûõ âçíîñîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåòòî-ïðåìèÿ òàêîãî àííóèòåòà, îáîçíà÷àåìàÿ
êàê m|äx, ðàâíà

m|äx = äx − äx:m| =
∞∑

k=m

vk
kpx =

Ax:m| − Ax

d
.
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Óêàçàííóþ íåòòî-ïðåìèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

m|äx =
∞∑

k=m

(vm + vm+1 + . . . vk) kpxqx+k = A 1
x:m|äx+m.

Ïîñêîëüêó

äx+m =
1− Ax+m

d
,

òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

A 1
x:m| = d · m|äx + m|Ax.

Âåëè÷èíà m|äx ðàâíà ñðåäíåìó çíà÷åíèþ òåêóùåé ñòîèìîñòè Y, ãäå ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà

Y = I · (vm + vm+1 + . . . vK),

à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

I =

{
0, åñëè 0 ≤ K < m
1, åñëè K ≥ m.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ïðåäñòàâèì åå â âèäå

Y = I · vm 1− Z

d
⇐⇒ Ivm · Z + d · Y = I · vm,

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z = vK−m+1, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåêóùóþ ñòîèìîñòü âûïëàò
ïî äîãîâîðó áåññðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè äëÿ (x+m), ò.å.

E[Y ] = E[E[Y |I]] = E[Y |I = 1]P (I = 1) = vm
mpx ·

1− Ax+m

d
= E[X] · 1− Ax+m

d
.

Çäåñü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X− òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ïîëèñà ïî ñòðàõîâàíèþ äîæèòèÿ
ñ åäèíè÷íîé ñòðàõîâîé ñóììîé:

X =

{
0, åñëè 0 ≤ K < m
vm, åñëè K ≥ m,

äëÿ êîòîðîé V ar[X] = v2m ·m px ·m qx.
Îòñðî÷åííûå íà m ëåò âçíîñû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïëàòåæåé,

êîòîðûå íà÷èíàþò âûïëà÷èâàòüñÿ ñ âîçðàñòà x+m â òå÷åíèå n ëåò. Èõ íàñòîÿùàÿ
âåëè÷èíà ðàâíà ðàçíîñòè òåêóùèõ âåëè÷èí âçíîñîâ íà ñðîêè m+n è m ëåò. Íåòòî-
ïðåìèÿ òàêîãî àííóèòåòà îáîçíà÷àåòñÿ êàê m|näx è ðàâíà

m|näx =
m+n−1∑

k=m

vk
kpx = äx:m+n| − äx:m| =

Ax:m| − Ax:m+n|

d
.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè íàñòîÿùåé âåëè÷èíû òàêèõ âçíîñîâ ïðåäñòàâèì åå â
âèäå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Ym,n = Ivm 1−Z

d
, ãäå êàê è ðàíåå

I =

{
0, åñëè 0 ≤ K < m
1, åñëè K ≥ m,

à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Z =

{
vK+1−m, åñëè m ≤ K < m+ n
vn, åñëè K ≥ m+ n

ÿâëÿåòñÿ òåêóùåé ñòîèìîñòüþ âûïëàò ïî äîãîâîðó ñìåøàííîãî ñòðàõîâàíèÿ äëÿ
(x+m) ñðîêîì íà n ëåò:

E[Ym,n] = E[E[Ym,n|I]] = E[Ym,n|I = 1]P (I = 1) = vm
mpx

1− Ax+m:n|

d
,

èç êîòîðîãî è ðàâåíñòâà vm
mpxAx+m:n| = m|nAx ñëåäóåò ðàçëîæåíèå

A 1
x:m| = d · m|näx + m|nAx.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàXm− òåêóùàÿ ñòîèìîñòü âûïëàò ïî äîãîâîðó
äîæèòèÿ íà ñðîê m ëåò: E[Xm] = vm

mpx, V ar[Xm] = v2m
mpx mqx. Ïîñêîëüêó

E[Y 2
m,n] = E[Y 2

m,n|I = 1] mpx =
v2m

mpx

d2
E[1 + Z2 − 2Z|I = 1] =

=
v2m

mpx

d2
(1 + 2Ax+m:n| − 2Ax+m:n|),

òî

V ar[Ym,n] = v2m
mpx

1− 2Ax+m:n| +
2Ax+m:n|

d2
− v2m

mp
2
x

1− 2Ax+m:n| + A2
x+m:n|

d2
=

=
V ar[Xm](1− Ax+m:n|)

2 + E[X2
m]V ar[Z]

d2
.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè n = ∞, òî â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ñëó÷àé îòñðî÷åííûõ íà m
ëåò àííóèòåòîâ, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

A 1
x:m| = d · m|äx + m|Ax, V ar[Y ] =

V ar[Xm](1− Ax+m)2 + E[X2
m]V ar[Z]

d2
.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé àííóèòåòîâ-ïîñòíóìåðàíäî. Òàê, äëÿ îòñðî÷åííûõ
íà m ëåò n−ãîäè÷íûõ àííóèòåòîâ èõ òåêóùàÿ ñòîèìîñòü Y ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

Y =


0, åñëè 0 ≤ K ≤ m,

vm+1 + . . .+ vK , åñëè K ∈ {m+ 1,m+ 2, . . . ,m+ n},
vm+1 + . . .+ vm+n, åñëè K ≥ m+ n.
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ïðè ýòîì íåòòî-ïðåìèÿ òàêîãî àííóèòåòà îáîçíà÷àåòñÿ êàê m|nax è ðàâíà

m|nax = E[Y ] =
m+n∑

k=m+1

vk
kpx = m+1|näx,

òåïåðü äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ëåãêî âû÷èñëèòü àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ
àííóèòåòîâ ïðåíóìåðàíäî ñ çàìåíîé m íà m+ 1.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, îòñðî÷åííûå íà îïðåäåëåííûé ñðîê àííóèòåòû ðåàëèçóþòñÿ
â âèäå ïåíñèé ïðè äîñòèæåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî âîçðàñòà. Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ýòîé ïåíñèè ñòðàõîâàòåëü ïëàòèò ðåãóëÿðíûå âçíîñû â â òå÷åíèå çàðàíåå îáóñëîâëåííîãî
ïåðèîäà âðåìåíè; êðîìå òîãî, âåëè÷èíà ãîäîâîãî âçíîñà äîëæíà íàõîäèòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ âåëè÷èíîé áóäóùåé ïåíñèè. Äàëåå âîïðîñ î âåëè÷èíå âçíîñà, ñîîòâåòñòâóþùåé
áóäóùåìó ñòðàõîâîìó âîçíàãðàæäåíèþ, áóäåò ðàññìîòðåí. Ïîêà òîëüêî îòìåòèì,
÷òî íà ïðàêòèêå ïðèâåäåííûå çäåñü âèäû ñòðàõîâûõ àííóèòåòîâ ïðèìåíÿþòñÿ â
ñî÷åòàíèè äðóã ñ äðóãîì.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â âûðàæåíèÿõ öåíû àííóèòåòà â âèäå ñóììû ïðèñóòñòâóþò
ñëàãàåìûå âèäà vk

kpx = A 1
x:k|. Íàïðèìåð, äëÿ −ãîäè÷íîãî àííóèòåòà

äx =
n−1∑
k=0

A 1
x:k|.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî öåíà àííóèòåòà ðàâíà ñîîòâåòñòâóþùåé ñóììå íåòòî-ïðåìèé ÷èñòîãî
äîæèòèÿ. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì âåëè÷èíó A 1

x:n| êàê nEx. Îïðåäåëèì òåïåðü
àêêóìóëèðîâàííóþ âåëè÷èíó n−ãîäè÷íîãî àííóèòåòà-ïðåíóìåðàíäî â êîíöå ñðîêà
êàê îòíîøåíèå

s̈x:n| =
1

nEx

äx:n|.

Åñëè âåëè÷èíà äx:n| õàðàêòåðèçóåò öåííîñòü n−ãîäè÷íîãî àííóèòåòà ñ òî÷êè çðåíèÿ
ìîìåíòà âîçðàñòà x, òî ïîêàçàòåëü s̈x:n| îïðåäåëÿåò òó æå öåííîñòü â áóäóùåì, òî
åñòü ÷åðåç n ëåò. Âåëè÷èíà s̈x:n| íåñëîæíî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

s̈x:n| =
n−1∑
k=0

kEx

nEx

=
n−1∑
k=0

1

n−kEx+k

.

Â äîïîëíåíèå ê ââåäåííûì ðàíåå êîììóòàöèîííûì ôóíêöèÿì ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
Nx =

∑∞
k=0Dx+k, òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî öåíà àííóèòåòà ìîæåò áûòü êðàòêî âûðàæåíà

÷åðåç ýòè ôóíêöèè. Íàïðèìåð,

äx =
Nx

Dx

, äx:n| =
Nx −Nx+n

Dx

.
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3.2 Êðàòíûå àííóèòåòû

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì àííóèòåòû â êîòîðûõ âûïëàòû ïðîèçâîäÿòñÿ m ðàç â ãîä
è ïðè ýòîì âåëè÷èíà êàæäîé âûïëàòû ðàâíà 1/m, ïîýòîìó ãîäîâàÿ âûïëàòà ïî-
ïðåæíåìó ðàâíà åäèíèöå. Ïî óñëîâèþ âûïëàòû íà (k+ 1)−ì ãîäó îñóùåñòâëÿþòñÿ
â ìîìåíòû k, k+1/m, . . . k+(m−1)/m äëÿ àííóèòåòà-ïðåíóìåðàíäî è ñîîòâåòñòâåííî
â ìîìåíòû k+1/m, k+2/m, . . . k+1 äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòíóìåðàíäî. Äëÿ êàæäîé ïàðû
n, s, s ≥ 1 íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë òåêóùàÿ öåíà àííóèòåòà-ïðåíóìåðàíäî,
âûïëà÷èâàåìîãî â òå÷åíèå ñðîêà n+ s/m, ðàâíà

ä
(m)

n+s/m|
=

1

m

n−1∑
k=0

m−1∑
j=0

vk+j/m +
1

m

s−1∑
j=0

vn+j/m =

n−1∑
k=0

vk(1− v)

m(1− v1/m)
+vn 1− vs/m

m(1− v1/m)
=

1− v

m(1− v1/m)

1− vn

1− v
+vn 1− vs/m

m(1− v1/m)
=

1− vn+s/m

d(m)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû ðàññìîòðèì ïîæèçíåííûé àííóèòåò-ïðåíóìåðàíäî ñm−ðàçîâûìè
âûïëàòàìè, òî åãî òåêóùàÿ ñòîèìîñòü êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàâíà

ä
(m)

K+Sm| =
1− vK+Sm

d(m)
.

Çäåñü êàê è ðàíåå, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàK = [T (x)], à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Sm = ([m(T−
K)] + 1)/m ∈ {1/m, . . . (m− 1)/m, 1}. Îòñþäà íåòòî-ïðåìèÿ äàííîãî àííóèòåòà êàê
ñðåäíåå çíà÷åíèå åãî òåêóùåé ñòîèìîñòè ðàâíà

ä(m)
x = EäK+Sm| =

1− A(m)
x

d(m)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå, îáîáùàþùåå ñëó÷àé m = 1 :

1 = d(m)ä(m)
x + A(m)

x . (3.2)

Ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ òàêîãî àííóèòåòà îáîçíà÷àåòñÿ êàê ä(m)
x . Äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ

â ÿâíîì âèäå ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: P (T (x) ∈ (k + s/m− 1/m, k + s/m) = pk,s, k =
0, 1, 2, . . . , s = 1, 2, . . . ,m; òîãäà

ä(m)
x = E[ä

(m)

K+Sm|] =
1

m

∞∑
k=0

m−1∑
j=0

vk+j/m · k+j/mpx

Åñëè àííóèòåò ÿâëÿåòñÿ ñðî÷íûì íà n ëåò, òî â òàêîì ñëó÷àå åãî òåêóùàÿ
ñòîèìîñòü

ä
(m)

K+Sm| =

{
(1− vK+Sm)/d(m), åñëè K + Sm < n

(1− vn)/d(m), åñëè K + Sm ≥ n
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îïðåäåëÿåò íåòòî-ïðåìèþ

ä
(m)
x:n| =

1− A
(m)
x:n|

d(m)
.

Ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî

1 = d(m)ä
(m)
x:n| + A

(m)
x:n|.

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïðè n→∞ ïðåâðàùàåòñÿ â (3.2).
Ðàññìîòðèì îòñðî÷åííûé íà q ëåò n-ãîäè÷íûé àííóèòåò ñ âûïëàòàìè m ðàç

â ãîä. Äëÿ íåãî íåòòî-ïðåìèÿ ðàâíà

q|nä
(m)
x = ä

(m)

x:q+n| − ä
(m)
x:q| =

A
(m)
x:q| − A

(m)

x:q+n|

d(m)
.

Ïðè ýòîì òåêóùàÿ ñòîèìîñòü òàêîãî àííóèòåòà åñòü ðàçíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
Z − Y, ãäå Z− òåêóùàÿ ñòîèìîñòü q + n− ãîäè÷íîãî àííóèòåòà, à Y− àíàëîãè÷íàÿ
ñòîèìîñòü q− ãîäè÷íîãî àííóèòåòà.

Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ àííóèòåòîâ ñm−êðàòíûìè âûïëàòàìè ÷åðåç àííóèòåòû
ñ ãîäîâûìè âûïëàòàìè. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ïîæèçíåííûõ àííóèòåòîâ. Âûðàçèì
âåëè÷èíó ä(m)

x èç ðàâåíñòâà (3.2) :

ä(m)
x =

d

d(m)
äx −

1

d(m)
[A(m)

x − Ax].

Åñëè ïðåäïîëàãàòü ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñìåðòåé íà êàæäîì öåëî÷èñëåííîì
âîçðàñòíîì èíòåðâàëå, òî èç ðàâåíñòâà (2.4) ïîëó÷èì

ä(m)
x =

d

d(m)
äx −

Ax

d(m)
[
i

i(m)
− 1] =

d

d(m)
äx −

1− däx

d(m)
[
i

i(m)
− 1] = α(m)äx − β(m),

ãäå êîýôôèöèåíòû

α(m) = id/(i(m)d(m)), β(m) = (i− i(m))/(i(m)d(m)).

Êîýôôèöèåíòû α(m), β(m) ïðè ìàëûõ ïðîöåíòíûõ ñòàâêàõ âû÷èñëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî
ëåãêî. Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå äëÿ

α(m) =
i2

1 + i
· (1 + i)1/m

m2[(1 + i)1/m − 1]2
=

(eδ − 1)2

eδ

eδ/m

[m(eδ/m − 1)]2
=

f(1)

f(1/m)
= g(δ),

ãäå ôóíêöèè

f(x) =
(eδ·x − 1)/x]2

eδ·x , g(δ) =
eδ/m

eδ

1 + δ + γ(δ)

1 + δ/m+ γ(δ/m)
, γ(δ) ∼= (δ)2.

ïðè ýòîì
g(0) = 1, g

′
(0) = 0.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
α(m) = 1 + o(δ).

Àíàëîãè÷íî èç ïðåäñòàâëåíèÿ êîýôôèöèåíòà

β(m) =
0.5(1− 1/m) + ψ(δ)/δ2 − ψ(δ/m)/δ2

(1 + 0.5δ/2m)2
, ψ(δ) ∼= δ3

ñëåäóåò, ÷òî
β(m) = 0.5(1− 1/m) + o(1),

òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ âåëè÷èíàõ δ êîýôôèöèåíòû

α(m) ∼= 1, β ∼=
1

2
(1− 1/m).

Äëÿ îòñðî÷åííûõ íà öåëîå ÷èñëî n ëåò àííóèòåòîâ ñ m−ðàçîâûìè âûïëàòàìè
ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò íàïèñàòü ðàâåíñòâî

n|ä
(m)
x = nExä

(m)
x+n = nEx[α(m)äx+n − β(m)]

Îòñþäà íåòòî-ïðåìèÿ äëÿ n−ãîäè÷íûõ àííóèòåòîâ-ïðåíóìåðàíäî

ä
(m)
x:n| = ä(m)

x − nExä
(m)
x+n = α(m)äx − β(m)− nEx[α(m)äx+n − β(m)] =

α(m)äx:n| − β(m)(1− nEx).

Ïðè ñäåëàííîì ïðåäïîëîæåíèè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåðòåé ïîëó÷åííûå
ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü íåòòî-ïðåìèè äëÿ àííóèòåòîâ ñm−ðàçîâûìè âûïëàòàìè
âûðàçèòü ñíà÷àëà ÷åðåç ðàçîâûå íåòòî-ïðåìèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âèäîâ ñòðàõîâàíèÿ,
à çàòåì ÷åðåç êîììóòàöèîííûå ÷èñëà:

ä(m)
x = α(m)

1− Ax

d
− β(m) = α(m)

Dx −Mx

dDx

− β(m),

n|ä
(m)
x =

Dx+n

Dx

[
α(m)

Dx+n −Mx+n

dDx+n

− β(m)

]
,

ä
(m)
x:n| = α(m)

[
Dx −Mx +Mx+n −Dx+n

dDx

]
− β(m)(1− Dx+n

Dx

).

3.3 Íåïðåðûâíûå àííóèòåòû

Íåïðåðûâíûå àííóèòåòû ïîëó÷àþòñÿ èç àííóèòåòîâ ñm− ðàçîâûìè âûïëàòàìè ïðè
íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèèèm. Òàê,òåêóùàÿ ñòîèìîñòü íåïðåðûâíîãî ïîæèçíåííîãî
àííóèòåòà ðàâíà

āT | =
∫ T

0
vtdt.
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Òàêèì îáðàçîì, â òå÷åíèå áåñêîíå÷íî ìàëîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè dt çäåñü âûïëà÷èâàåòñÿ
ñóììà, ðàâíàÿ dt, åå ñîâðåìåííàÿ ñòîèìîñòü ðàâíà vtdt. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, åñëè
â ìîìåíò âðåìåíè t óðîâåíü âûïëàò ðàâåí bt, òî òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ïîæèçíåííîãî
àííóèòåòà ðàâíà ∫ ∞

0
btv

tdt.

Íåòòî-ïðåìèÿ íåïðåðûâíîãî ïîæèçíåííîãî àííóèòåòà ðàâíà

āx = E(āT |) =
∫ ∞

0
āT | tpxµx+tdt.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 1 ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ðàâíî∫ ∞

0
vt

tpxdt.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó òåêóùåé ñòîèìîñòè ïîæèçíåííîãî àííóèòåòà
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

āT | =
1− vT

δ
,

îòêóäà íåòòî-ïðåìèÿ āx = (1 − Ax)/δ, ÷òî äàåò ðàâåíñòâî 1 = δāx + Ax, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì àíàëîãîì ðàâåíñòâà (3.2). Ïðè ýòîì äèñïåðñèÿ òåêóùåé
ñòîèìîñòè

V ar(āT |) = V ar(
1− vT

δ
) =

1

δ2
V ar(vT ) =

1

δ2
( 2Āx − Ā2

x).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
Ïðèìåð 3.1.
Ïðè ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè ñìåðòíîñòè µ = 0.06, è íåèçìåííîé

íåïðåðûâíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè δ = 0.1 íàéòè:
à.âûðàæåíèå äëÿ òåêóùåé ñòîèìîñòè ïîæèçíåííîãî àííóèòåòà,
á.åãî íåòòî-ïðåìèþ,
â.äèñïåðñèþ òåêóùåé ñòîèìîñòè è
ã.âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òåêóùàÿ ñòîèìîñòü àííóèòåòà ïðåâûñèò âåëè÷èíó íåòòî-

ïðåìèè.
à.Âåëè÷èíà òåêóùåé ñòîèìîñòè

āT | =
∫ T

0
e−0.1tdt = 10− 10e−0.1T .

á.Íåòòî-ïðåìèÿ

āx =
∫ ∞

0
e−0.1te−0.06dt =

∫ ∞

0
e−0.16dt = 6.25.

â.
Āx = E(e−0.01T ) =

∫ ∞

0
e−0.1te−0.06t0.06dt = 3/8 = 0.375,
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2Āx =
∫ ∞

0
e−0.2te−0.06t0.06dt = 3/13 = 0.2308 ⇒

V ar(āT |) = 100(0.2308− 0.3752) = 9.0144.

ã.Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü P (āT | > 2āx) ðàâíà

P (
1− vT

0.1
> 6.25) = P (e−0.1T < 0.375) = P (T > −10 log 0.375) =

P (T > 9.8083) =
∫ ∞

9.8083
e−0.06t0.06dt = 0.5552.

Äëÿ n−ãîäè÷íîãî íåïðåðûâíîãî àííóèòåòà âåëè÷èíà òåêóùåé ñòîèìîñòè ðàâíà

Y =

{
āT |, åñëè 0 ≤ T < n

ān|, åñëè T ≥ n.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ íåòòî-ïðåìèè:

āx:n| = EY =
∫ n

0
āT | tpxµx+tdt+ ān| npx =

∫ n

0
vt

tpxdt.

Èç âèäà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ñëåäóåò, ÷òî

āx:n| = EY =
1

δ
(1− Āx:n|).

Êðîìå òîãî, âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè âåëè÷èíû òåêóùåé ñòîèìîñòè íåïðåðûâíîãî
n−ãîäè÷íîãî àííóèòåòà áóäåò

V ar(Y ) =
1

δ2
( 2Āx:n| − Ā2

x:n|) =
1

δ2
[1− 2δ 2āx:n| − (1− δāx:n|)

2] =

2

δ
[āx:n| − 2āx:n|]− ā2

x:n|.

Äëÿ îòñðî÷åííîãî íà n ëåò íåïðåðûâíîãî àííóèòåòà íåòòî-ïðåìèÿ ðàâíà

n|āx =
∫ ∞

n
vt

tpxdt =
∫ ∞

0
vt

tpxdt−
∫ n

0
vt

tpxdt = āx − āx:n| =
Āx:n| − Āx

δ
.

Ïðè ýòîì òåêóùàÿ ñòîèìîñòü îòñðî÷åííîãî àííóèòåòà ðàâíà

Y =

{
0 = āT | − āT |, åñëè 0 ≤ T < n

vnāT−n| = āT | − ān|, åñëè T ≥ n.

Çàìåòèì, ÷òî íåòòî-ïðåìèÿ
n|āx = nExāx+n.

Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå íåòòî-ïðåìèè íåïðåðûâíûõ àííóèòåòîâ ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè. Êàê è ðàíåå, áóäåì ïðåäïîëàãàòü ðàâíîìåðíîå
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ðàñïðåäåëåíèå ñìåðòåé íà êàæäîì öåëî÷èñëåííîì èíòåðâàëå. Ðàññìîòðèì ïîæèçíåííûé
àííóèòåò, äëÿ íåãî íåïðåðûâíàÿ íåòòî-ïðåìèÿ ðàâíà

āx =
1− Āx

δ
=

1− (i/δ)Ax

δ
=
δ − iAx

δ2
=
δ − i

δ2
+
id

δ2
äx.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü íåïðåðûâíûå àííóèòåòû äðóãèõ
âèäîâ.

Äî ñèõ ïîð ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî íà÷àëüíûé âîçðàñò ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.
Åñëè äàííîå ïðåäïîëîæåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî åñòü íà÷àëüíûé âîçðàñò ðàâåí x+
u, x ∈ {1, 2, . . .}, u ∈ [0, 1), íåòòî-ïðåìèÿ

äx+u =
∞∑

k=0

vk lx+k+u

lx+u

.

Åñëè ïðåäïîëîæåíèå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñìåðòåé íàìè ïðèíèìàåòñÿ, òî
îòíîøåíèå

lx+k+u

lx+u

=
lx+k+u

lx+k

lx+k

lx

lx
lx+u

= kpx
lx+k+u

lx+k

lx
lx+u

=
kpx(1− uqx+k)

1− uqx
.

Îòñþäà è â ñèëó (3.1)

äx+u =
1

1− uqx

∞∑
k=0

vk
kpx(1− uqx+k) =

äx

1− uqx
− u(1 + i)Ax

1− uqx
=

äx

1− uqx
− u(1 + i)(1− däx)

1− uqx
=

(1 + iu)äx − (1 + i)u

1− uqx
=

(1 + i)äx + (iu− i)äx − (1 + i)u

1− uqx
=

1 + i+ pxäx+1 + i(u− 1)äx − (1 + i)u

1− uqx
=

(1− u)(1 + i− iäx) + pxäx+1

1− uqx
.

Ïðåäñòàâèâ ðàâåíñòâî (3.1) â âèäå

1 + i− iäx = äx − pxäx+1,

èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

äx+u =
(1− u)(äx − pxäx+1) + pxäx+1

1− uqx
=

(1− u)äx + upxäx+1

1− uqx
. (3.3)

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ qx âåëè÷èíà

äx+u
∼= (1− u)äx + uäx+1.
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Ïðåäñòàâëåíèå (3.3) âëå÷åò çà ñîáîé ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðàçîâîé
íåòòî-ïðåìèè. Èìåííî, èç ðàâåíñòâà âûðàæàÿ äx, äx+u èç ðàâåíñòâà (3.2) ïðèm = 1,
ðàâåíñòâî (3.3) çàïèøåì â âèäå

Ax+u =
(1− u)Ax + upxAx+1

1− uqx
.

Ðàññìîòðèì
Ïðèìåð 3.2. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàêîíà ñìåðòíîñòè ñïðàâåäëèâû

íåðàâåíñòâà
āx < āo

ex|
, ax < aex|.

Ðåøåíèå. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(t) =
āt|. Òîãäà óñëîâèå

f
′′
(t) = −δe−δt < 0

îçíà÷àåò ñòðîãóþ âîãíóòîñòü ýòîé ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé íåðàâåíñòâî Éåíñåíà âëå÷åò

āx = E(āT |) < āE(T )| = āo
ex|
.

Äëÿ âòîðîãî íåðàâåíñòâà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(t) = (1−vt)/i. Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ
äèôôåðåíöèðóåìà è òàê æå ñòðîãî âîãíóòà:

f
′′
(t) = −δ

2

i
vt < 0.

Òîãäà íåðàâåíñòâî Éåíñåíà äàåò:

ax = E(aK|) ≤ aE(K)| = aex|.

3.4 Âçíîñû ñ âîçâðàòîì

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ñòðàõîâàòåëü âûïëà÷èâàåò àííóèòåò-ïðåíóìåðàíäî m
ðàç â ãîä. Ïðè ýòîì êàæäàÿ âûïëàòà ñîîòâåòñòâóåò ñòðàõîâîé çàùèòå íà òåêóùåé
m−é ÷àñòè ãîäà. Åñëè ñòðàõîâàòåëü óìèðàåò â òå÷åíèå ýòîé m−é ÷àñòè ãîäà, òî
ôàêòè÷åñêè ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îí ïåðåïëàòèë çà ïåðèîä ïðîäîëæèòåëüíîñòè K+(J+
1)/m − T. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì âîçâðàùåíèå òîé ÷àñòè âçíîñà,
êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò äàííîìó îòðåçêó, òî åñòü (T,K + (J + 1)/m). Çäåñü, êàê è
ðàíåå, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà J îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ T ∈ (K + J/m,K + (J +
1)/m). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü âåëè÷èíó âîçâðàòà, áóäåì ðàññìàòðèâàòü âçíîñ
ñ óñëîâèåì âîçâðàùåíèÿ êàê íåïðåðûâíûé âçíîñ âåëè÷èíû P = (1/m) · (1/ā1/m|).
Ïîýòîìó îòíîñèòåëüíî ìîìåíòà ïîñëåäíåãî âçíîñà òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ýòîãî ïîòîêà
íåïðåðûâíûõ âûïëàò â òå÷åíèå 1/m−é ÷àñòè ãîäà ðàâíà

P
∫ 1/m

0
vtdt = 1/m.
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Êðîìå òîãî, àíàëîãè÷íàÿ òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ýòîãî ïîòîêà íåïðåðûâíûõ âûïëàò íà
èíòåðâàëå äëèíû T −K − J/m ðàâíà

P āT−K−J/m| = P
1− vT−K−J/m

δ
=

1

m

δ

1− v1/m

1− vT−K−J/m

δ
=

1− vT−K−J/m

d(m)
.

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà âîçâðàùàåìîé ÷àñòè âçíîñà ðàâíà

1

m

(
1− 1− vT−K−J/m

1− v1/m

)
=

1

m

vT−K−J/m − v1/m

1− v1/m
=
vT−K−J/m − v1/m

d(m)
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà T = K+J/m, òî âîçâðàùàåòñÿ âåñü
âçíîñ âåëè÷èíû 1/m, à åñëè T = K + (J + 1)/m, òî íå âîçâðàùàåòñÿ íè÷åãî. Åñëè
çíà÷åíèå m âåëèêî, à âåëè÷èíà i íàîáîðîò ìàëà, òî ïðàêòè÷åñêè ìîæíî ñ÷èòàòü
âåëè÷èíó âîçâðàùåííîãî âçíîñà ðàâíîéK+(J+1)/m−T. Âîçíèêàþùàÿ ïîãðåøíîñòü
ïðè òàêîì âû÷èñëåíèè âåëè÷èíû âîçâðàòà, ðàâíàÿ

(vT−K−J/m − v1/m)/d(m) − (K + (J + 1)/m− T ),

ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè çíà÷åíèè ðàçíîñòè

T −K − J/m = − ln(d(m)/δ)/δ.

Íàïðèìåð, ïðè m = 12, i = 0.06 ýòî çíà÷åíèå ðàâíî 0.0416, à ïðè m = 4, i = 0.1
îíî ðàâíî 0.1245. Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòè âåëè÷èíû ïîëîæèòåëüíû. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïðèìåíÿòü ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå âîçâðàòà âûãîäíî ñòðàõîâîé
êîìïàíèè, íî íå ñòðàõîâàòåëþ. Êðîìå òîãî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü
ðàâíà ïî÷òè 50%.

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, äëÿ ñòðàõîâàòåëÿ âçíîñ ñ óñëîâèåì âîçâðàòà ýêâèâàëåíòåí
âûïëàòå íåïðåðûâíîãî âçíîñà âåëè÷èíû P = δ/d(m). Ïîýòîìó ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ
áåññðî÷íîãî âçíîñà ñ âîçâðàòîì, îáîçíà÷àåìàÿ êàê ä{m}

x , ðàâíà Pax :

ä{m}
x =

δ

d(m)
ax. (3.4)

Òåêóùàÿ ñòîèìîñòü âîçâðàùåííîé ÷àñòè âçíîñà îòíîñèòåëüíî âîçðàñòà x ðàâíà

Z = vT
aK+(J+1)/m−T |

ma1/m|
=

δ

d(m)

vT − vK+(J+1)/m

δ
=
vT − vK+(J+1)/m

d(m)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, åå ðàçîâàÿ íåòòî-ïðåìèÿ ðàâíà

A(m)PR = E[Z] = (Ax − A(m)
x )/d(m).

Çàìå÷àíèå. Âûðàæåíèå äëÿA(m)PR â òåðìèíàõ ðàçîâûõ íåòòî-ïðåìèé áåññðî÷íûõ
àííóèòåòîâ åñòü

A(m)PR =
1− δax − 1 + d(m)ä(m)

x

d(m)
= ä(m)

x − δ

d(m)
ax.
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Ïðè ïðåäïîëîæåíèè ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè ñìåðòíîñòè òà æå íåòòî-ïðåìèÿ
ðàâíà

A(m)PR =
(i/δ)Ax − A(m)

x

d(m)
=

(i/δ)(1− däx)− 1 + d(m)ä{m}
x

d(m)
=

(i/δ)− 1 + d(m)(α(m)äx − β(m))− (id/δ)äx

d(m)
=(

α(m)− d

d(m)

i

δ

)
äx −

β(m) + 1− (i/δ)

d(m)
.

3.5 Çàäà÷è

1. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ Cov[δaT |, v
T ].

Cov[δaT |, v
T ] = E(δaT |v

T )− E(δaT |)E(vT ) = E(vT − v2T )− E(1− vT )E(vT ) =

− 2Āx + Ā2
x = −V arvT .

2. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî
δ(Ī ā)T | + TvT = āT |.

Ðåøåíèå. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äàåò

āT | =
∫ T

0
e−δtdt = tvt|T0 + δ

∫ T

0
tvtdt = TvT + δ(Ī ā)T |.

3. Âûðàçèòü âåëè÷èíó 2Ax ÷åðåç íåòòî-ïðåìèþ ïîæèçíåííîãî àííóèòåòà.
Ðåøåíèå. Ðàâåíñòâî 1 = däx +Ax ïðåäñòàâèì äëÿ óäâîåííîé ñèëû ïðîöåíòà êàê

2Ax = 1− 2äx +
1

e2δ
2äx ⇐⇒ 2Ax = 1− (1− v2) 2äx = 1− (2d− d2)äx.

4. Âûðàçèòü ïðîèçâîäíóþ däx/di â òåðìèíàõ íåòòî-ïðåìèé ïîæèçíåííûõ àííóèòåòîâ.
Ðåøåíèå. Èç ðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâîäíîé ÷ëåíà ðÿäà

d

di
(vk

kpx) = −kvk+1
kpx

ñëåäóåò, ÷òî
d

di
äx = −v(Ia)x.

5. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî
α(m)− β(m)d = ä

(m)

1| .
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Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ä(m)

1| = d/d(m), òî èñõîäíîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî êàæäîìó
èç íèæåïðèâåäåííûõ ðàâåíñòâ

α(m)− β(m)d =
d

d(m)
⇐⇒ id

i(m)d(m)
=
i− i(m)

i(m)d(m)
d+

i(m)

i(m)d(m)
d⇐⇒ 0 = 0.
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Ãëàâà 4

Ðåãóëÿðíûå ïðåìèè

Ðàíåå åäèíîâðåìåííûå íåòòî-ïðåìèè îïðåäåëÿëèñü êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå òåêóùèõ
ñòðàõîâûõ âûïëàò. Òåì ñàìûì ïîäðàçóìåâàëîñü, ÷òî, åñëè îòâëå÷üñÿ îò ðèñêîâîé
íàäáàâêè, îò íàäáàâîê, ñâÿçàííûì ñ íåîáõîäèìîñòüþ âåñòè òåêóùèå äåëà, ïëàòèòü
íàëîãè è ò. ä., ñòðàõîâàòåëü çà áóäóùåå ñòðàõîâîå âîçíàãðàæäåíèå äîëæåí çàïëàòèòü
óêàçàííóþ ïðåìèþ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè îïðåäåëåíèè íåòòî-ïðåìèè ìû èñõîäèëè
èç ðàâåíñòâà ñðåäíèõ òåêóùèõ îáÿçàòåëüñòâ ñòðàõîâàòåëÿ è ñòðàõîâùèêà. Êàê óæå
áûëî ðàññìîòðåíî ðàíåå, ñòðàõîâàòåëü âìåñòî âûïëàòû ðàçîâîé ïðåìèè âûïëà÷èâàòü
ðåãóëÿðíûå âçíîñû îïðåäåëåííîé âåëè÷èíû. Ïðè ýòîì ðàçìåð äàííîãî âçíîñà áóäåì
íàçâàòü ðåãóëÿðíîé ïðåìèåé.

4.1 Ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè

Ââåäåì ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû óáûòêà êàê ðàçíîñòè ìåæäó òåêóùåé ñòîèìîñòüþ
ñòðàõîâûõ âûïëàò è òåêóùåé ñòîèìîñòüþ ïðåìèé è îáîçíà÷àòü êàê L. Íàïðèìåð,
äëÿ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ðàçîâûõ ïðåìèé â ñëó÷àå ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâàíèÿ ñ
åäèíè÷íîé âûïëàòîé â ìîìåíò ñìåðòè âåëè÷èíà L = vT − Ax. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà
Ax îïðåäåëåíà íàìè èç óñëîâèÿ

E(L) = 0. (4.1)

Àíàëîãè÷íî îáñòîèò äåëî ñ äðóãèìè âûøå ðàññìîòðåííûìè âèäàìè ñòðàõîâàíèÿ.
Óñëîâèå (4.1) áóäåì íàçûâàòü ïðèíöèïîì ýêâèâàëåíòíîñòè è â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü
äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåòòî-ïðåìèé â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå.

4.2 Åæåãîäíûå íåòòî-ïðåìèè

Ðàññìîòðèì ïîëíîñòüþ äèñêðåòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñòðàõîâàÿ ñóììà âûïëà÷èâåòñÿ
â êîíöå ãîäà ñìåðòè, âçíîñû ñòðàõîâàòåëÿ âûïëà÷èâàþòñÿ â íà÷àëå ãîäà. Âåëè÷èíà
ãîäîâîãî âçíîñà áóäåò îïðåäåëåíà èç óñëîâèÿ (4.1) äëÿ êàæäîãî âèäà ñòðàõîâàíèÿ.
Òàê, ïóñòü åäèíè÷íàÿ ñòðàõîâàÿ âûïëàòà äëÿ ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâàíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ
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â êîíöå ãîäà ñìåðòè, à ñòðàõîâàòåëü âûïëà÷èâàåò â íà÷àëå êàæäîãî ãîäà ïðåìèþ
âåëè÷èíû Px, òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà L îïðåäåëÿåòñÿ êàê

L = vK+1 − PxäK+1|, K = 0, 1, 2, . . . ,

è ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè äàåò

E(L) = Ax − Pxäx = 0,⇐⇒ Px =
Ax

äx

.

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó L ìîæíî òåïåðü ïðåäñòàâèòü â âèäå

L = vK+1 − Px
1− vK+1

d
= (1 +

Ax

äx

)vK+1 − Ax

däx

= (
1

däx

)vK+1 − Ax

däx

,

îòêóäà âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè âûòåêàåò êàê

V ar(L) =
2Ax − A2

x

(däx)2
.

Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ïîòåðü âûãëÿäèò êàê ðàçíîñòü

bK+1vK+1 − PY,

ãäå bK+1, vK+1− ñîîòâåòñòâåííî ñòðàõîâàÿ ñóììà è äèñêîíòèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, à
P, Y− ïîäëåùàÿ îïðåäåëåíèþ íåòòî-ïðåìèÿ è òåêóùàÿ ñòîèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî
àííóèòåòà.

Ðàññìîòðèì n−ãîäè÷íîå ñìåøàííîå ñòðàõîâàíèå æèçíè ñ åäèíè÷íîé ñòðàõîâîé
ñóììîé è âûïëàòàìè åæåãîäíîé ïðåìèè-ïðåíóìåðàíäîâ òå÷åíèå h ëåò. Çäåñü âåëè÷èíà
ïîòåðü

L = Z − PY,

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z, Y ðàâíû

Z =

{
vK+1, åñëè 0 ≤ K < n
vn, åñëè K ≥ n,

Y =

{
äK+1|, åñëè 0 ≤ K < h

än|, åñëè K ≥ h.

Â òàêîì ñëó÷àå óñëîâèå (4.1) äàåò

P = hPx:n| =
Ax:n|

äx:h|

Ïóñòü òåïåðü ñòðàõîâûì âîçíàãðàæäåíèåì ÿâëÿåòñÿ îòñðî÷åííûé íà n ëåò ïîæèçíåííûé
àííóèòåò, à ñòðàõîâûå ïðåìèè âûïëà÷èâàþòñÿ â òå÷åíèå h < n ëåò. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà L = Z − PY, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì Z, Y :

Z =

{
0, åñëè 0 ≤ K < n
äK+1| − än|, åñëè K ≥ n,
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Y =

{
äK+1|, åñëè 0 ≤ K < h

äh|, åñëè K ≥ h,

Íåòòî-ïðåìèÿ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ðàâíà

P = hP ( n|äx) =
n|äx

äx:h|
=
A 1

x:n|äx+n

äx:h|
.

Èç ïðèâåäåííûõ ñëó÷àåâ âèäíî, ÷òî îáùèé ïðèíöèï îáîçíà÷åíèé äëÿ ðåãóëÿðíûõ
íåòòî-ïðåìèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðåôèêñ ó ñèìâîëà P ñëóæèò äëÿ õàðàêòåðèñòèêè
âçíîñîâ ñòðàõîâàòåëÿ, à èíäåêñ, èëè â ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ òèïà ïîñëåäíåãî ïðèâåäåííîãî
âûøå, â ñêîáêàõ - äëÿ îïèñàíèÿ ñòðàõîâîãî âîçíàãðàæäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ïîòåðü äëÿ ñòðàõîâàíèÿ ÷èñòîãî äîæèòèÿ äî
âîçðàñòà x+ n, ïðè óñëîâèè âûïëàò âçíîñîâ â íà÷àëå êàæäîãî ãîäà. Çäåñü óáûòîê

L =

{
−P äK+1|, åñëè 0 ≤ K < n

vn − P än|, åñëè K ≥ n,

îòêóäà åæåãîäíàÿ íåòòî-ïðåìèÿ äëÿ ñòðàõîâàíèÿ ÷èñòîãî äîæèòèÿ ñ âûïëàòàìè
âçíîñîâ â òå÷åíèå n ëåò ðàâíà

P = P 1
x:n| =

A 1
x:n|

äx:n|
.

Èç ðàâåíñòâàAx:n| = A1
x:n|+A

1
x:n| ïîëó÷àåì, ÷òî åæåãîäíàÿ íåòòî-ïðåìèÿ äëÿ ñìåøàííîãî

ñòðàõîâàíèÿ æèçíè ðàâíà ñóììå íåòòî ïðåìèé äëÿ n−ãîäè÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ è
÷èñòîãî äîæèòèÿ:

Px:n| = P 1
x:n| + P 1

x:n|.

4.3 Êðàòíûå ïðåìèè

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðåìèè âûïëà÷èâàþòñÿ m ðàç â ãîä, ïðè ýòîì
ðàçìåð îäíîé âûïëàòû ðàâåí m− ÷àñòè ãîäîâîé ïðåìèè. Â òàêîì ñëó÷àå ãîäîâàÿ
ïðåìèÿ îáîçíà÷àåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âèäà ñòðàõîâàíèÿ êàê

P (m)
x , P

(m)
x:n| , hP ( n|äx)

(m),

òî åñòü ïðèáàâëåíèåì âåðõíåãî èíäåêñà (m) ê ñîîòâåòñòâóþùåé ãîäîâîé íåòòî-
ïðåìèè ñ âûïëàòîé îäèí ðàç â ãîä. Ïðè ýòîì ïðèíöèï âû÷èñëåíèÿ òàêèõ ïðåìèé
íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ãîäîâûõ âûïëàò. Íàïðèìåð, åæåãîäíàÿ íåòòî-ïðåìèÿ
äëÿ ñìåøàííîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè ðàâíà

P
(m)
x:n| =

Ax:n|

ä
(m)
x:n|

.
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Ñðàâíèì âåëè÷èíû ãîäîâûõ ïðåìèé â ñëó÷àå m−ðàçîâûõ è åæåãîäíûõ âûïëàò.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîæèçíåííîãî ñòðàõîâàíèÿ. Çäåñü èìååì ðàâåíñòâî

Ax = Pxäx = P (m)
x ä(m)

x = P (m)
x (α(m)äx − β(m)),

îòêóäà

P (m)
x =

Pxäx

α(m)äx − β(m)
=

Px

α(m)− β(m)/äx

< Px.

Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû è äëÿ äðóãèõ âèäîâ ñòðàõîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ñòðàõîâàòåëü âîçðàñòà 35 ëåò ïîêóïàåò ïîëèñ 2 - õãîäè÷íîãî

ñìåøàííîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè ñ îáùåé ñòðàõîâîé ñóììîé 10000. Âûïëàòà ïî ñëó÷àþ
ñìåðòè â êîíöå ãîäà ñìåðòè, âçíîñû-ïðåíóìåðàíäî ïîëóãîäîâûå, íîðìà äîõîäíîñòè
i = 0.1. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ãîäîâóþ íåòòî-ïðåìèþ, ïðåäïîëàãàÿ ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñìåðòåé íà êàæäîì âîçðàñòíîì öåëî÷èñëåííîì èíòåðâàëå è ïîëüçóÿñü
òàáëèöåé íà ñòð. 15. Êàê èçìåíèòñÿ ýòà íåòòî-ïðåìèÿ, åñëè âûïëàòû ïî ñìåðòè
áóäóò â ìîìåíò ñìåðòè?

Ñíà÷àëà âû÷èñëèì

ä35:2| = 1 + (1.1)−1 l36
l35

= 1 +
92369

1.1× 92629
= 1.9065,

A1
35:2| =

l35 − l36
1.1× l35

+
l36 − l37

1.12 × l35

=
92629− 92369

1.1× 92629
+

92369− 92096

1.12 × 92629
= 0.004987,

A 1
35:2| =

l37

1.12 × l35

=
92096

1.12 × 92629
= 0.821691,

α(2) =
0.1× 0.1/1.1

2(
√

1.1− 1)2(1−
√

1/1.1)
= 1.000568, β(2) =

√
1.1/4 = 0.262202.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ä
(2)

35:2| = α(2)ä35:2|−β(2)[1−A 1
35:2|] = 1.000568×1.9065−0.262202(1−0.821691) = 1.86083,

è çíà÷åíèå èñêîìîé íåòòî-ïðåìèè ðàâíî

10000P (A35:2|)
(2) = A35:2|/ä

(2)

35:2| = 10000(0.004987 + 0.821691)/1.86083 = 4442.52.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íåòòî-ïðåìèÿ â ñëó÷àå ãîäîâûõ âçíîñîâ ðàâíà

10000P (A35:2|) = 10000(0.004987 + 0.821691)/1.9065 = 4336.1.

Äëÿ âûïëàò â ìîìåíò ñìåðòè âåëè÷èí ïðåìèè

10000P (Ā35:2|)
2 = (1.049206× 0.004987 + 0.821691)/1.86083 = 4443.84,

êàê âèäíî îòñþäà, èçìåíèòñÿ î÷åíü íåçíà÷èòåëüíî. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ
âûáðàííîãî âîçðàñòà ïîêàçàòåëè ñìåðòíîñòè íèçêè è âûïëàòû ïî ñìåðòè íå âëèÿþò
ñóùåñòâåííî íà ïðåìèþ.
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4.4 Çàäà÷è

1. Ñòðàõîâùèê ïðîäàåò ïîëèñ ïî 4-õãîäè÷íîìó ñòðàõîâàíèþ æèçíè êëèåíòó, äëÿ
êîòîðîãî âåðîÿòíîñòè ñìåðòè íà ïåðâûõ ÷åòûðåõ ãîäàõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0.125,
0.125, 0.25 è 0.5. Ñòðàõîâàÿ ñóììà, ðàâíàÿ 1, âûïëà÷èâàåòñÿ â êîíöå ãîäà ñìåðòè,
à ñòðàõîâàÿ ïðåìèÿ âåëè÷èíû P âíîñèòñÿ â íà÷àëå êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ëåò ïðè
óñëîâèè äîæèòèÿ. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåëè÷èíó P è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
óùåðáà, åñëè çíà÷åíèå i = 0.1.

Ðåøåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññìîòðèì òàáëèöó

k vk+1 äk+1| P (K = k)

0 0.909 1 0.125
1 0.826 1.909 0.125
2 0.751 2.735 0.25
3 0.683 3.487 0.5

Èç äàííîé òàáëèöû, ñîãëàñíî óñëîâèþ áàëàíñà EL = E[vK+1] − P äK+1|] = 0,

ïîëó÷àåì P = E[vK+1]/E[äK+1| = 0.3058. Òåïåðü V ar(L) = E[L2] = 0.122.
2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èíòåíñèâíîñòü ñìåðòíîñòè µx âîçðàñòàåò ñ âîçðàñòîì x,

òî âåëè÷èíà P (Ax) > µx.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó

Ax =
∫ ∞

0
vt

tpxµx+tdt > µx

∫ ∞

0
vt

tpxdt = µxax,

òî P (Ax) = Ax/ax > µx.
3. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

20P
1
x:30| − P 1

x:20| = 20P ( 20|10Ax).

Ðåøåíèå. Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ äåëåíèåì íà äx:20| ðàâåíñòâà

A1
x:30| = A1

x:20| + 20|10Ax.

4. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

1

äx:n|
− 1

s̈x:n|
= P 1

x:n| + d.

Ðåøåíèå. Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç öåïî÷êè ýêâèâàëåíòíûõ ðàâåíñòâ

1

äx:n|
− 1

s̈x:n|
= P 1

x:n| + d⇐⇒ 1− nEx

äx:n|
= P 1

x:n| + d⇐⇒

1− däx:n| − nEx = P 1
x:n|äx:n| ⇐⇒ A1

x:n| = A1
x:n|,

52



ïîñêîëüêó 1− däx:n| = Ax:n|.
5. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå P 1

x:n|, åñëè èçâåñòíî, ÷òî nPx = 0.04625, Px:n| = 0.06, Ax+n =
0.725.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó Ax = nPxäx:n|, òî, ïåðåïèñàâ ðàâåíñòâî

Ax = P 1
x:n|äx:n| + P 1

x:n|äx:n|Ax+n

â âèäå nPx = P 1
x:n| +P 1

x:n|Ax+n è ó÷èòûâàÿ, ÷òî P 1
x:n| +P 1

x:n| = 0.06, ïîëó÷àåì P 1
x:n| =

0.01.
6. Ñòðàõîâàòåëü â âîçðàñòå x ïîêóïàåò ïîëèñ áåññðî÷íîãî ñòðàõîâàíèÿ æèçíè

ñî ñòðàõîâîé ñóììîé ðàâíîé 1. Âûïëàòà ïî ñìåðòè ïðîèçâîäèòñÿ â êîíöå ãîäà
ñìåðòè, ñðîê óïëàòû ïðåìèé - íà÷àëî êàæäîãî ãîäà â òå÷åíèå âñåé æèçíè. Íàéäèòå
âåëè÷èíó ãîäîâîé ïðåìèè â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

à. Mx = 100, Nx = 2000.
á. Mx = 100, i = 0.0526, Dx = 200.
â. Mx = 100, Nx = 2000, Dx = 200, à ïðåìèè óïëà÷èâàþòñÿ â íà÷àëå êàæäîãî

ìåñÿöà.
Ðåøåíèå. à. Ïîñêîëüêó Ax = Mx/Dx, äx = Nx/Dx, òî âåëè÷èíà Px = Mx/Nx =

0.05.
á. Px = Ax/äx = dAx/(1− Ax) = 0.0499 Mx/Dx

1−Mx/Dx
= 0.0499.

â. P (12)
x = Ax/ä

(12)
x = Ax/(α(12)äx − β(12)). Íóæíûå êîýôôèöèåíòû íàéäåì

èç ðàâåíñòâà 1 = däx + Ax = d(Nx/Dx) + Mx/Dx, îòêóäà d = 0.05, i = 1/19 =
0.0526316, i(12) = 0.051403, d(12) = 0.0511836, α(12) = id/(i(12)d(12)) = 1.000224, β(12) =
(i− i(12))/(i(12)d(12)) = 0.4669724. Òåïåðü

P (12)
x =

Mx/Dx

α(12)Nx/Dx − β(12)
= 0.0524368.

7. Ñòðàõîâàòåëü â âîçðàñòå x ïîêóïàåò ïîëèñ ñòðàõîâàíèÿ æèçíè íà ñðîê n
ëåò ñî ñòðàõîâîé ñóììîé ðàâíîé 1. Ãîäîâàÿ ïðåìèÿ - ïðåíóìåðàíäî çà ïåðâûé ãîä
ðàâíà P, çà ïîñëåäóþùèå ãîäû - 2P. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèå P, åñëè Mx =
100, Mx+n = 75, Nx = 2000, Dx = 200, Nx+n = 1500.

Ðåøåíèå. Âåëè÷èíà P ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâåíñòâà A1
x:n| = 2P äx:n| − P, èç êîòîðîãî

P =
Mx −Mx+n

2(Nx −Nx+n)−Dx

= 0.03125.
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