
������ �� 	
���

� ����������

����������� 	
	
 ��������� A � 	
n ���
������ �
����
�� ���� ������ �

���
�� ����� ������ ������� ��� �������� � ���� �������� �� ������������

 ��� ∀x, y ∈ A, ∀α, β ≥ 0, α + β = 1, ����� αx + βy ∈ A.

!������� ��������� �� ����� z = αx + βy ��������"� ����� �
 ����� ����������

[x, y].
!������� ��� ������ ��������� � ��� ������������ ������������� #���� ������$

������ ��#���� ��� �������� �
����
��� %��"�� ������
 �
����
� �������� &

������ ������� ������� ���"� �������� �����'��� ����"������� ������� �"�� ≤ 180o

����� ����� ������ �� ���������� (��� ���� �����#��� '������� ��������� � 	
3.

)�����
 ���
����
� �������� & ���������� � ����� �� ��"�� "����'� ���������

������ �*���� �"�� > 180o ����� ����� ������ �� ���������� ��+�������� ����

���������������� ���"��� �������� ��������� ����� � ���������� ≥ 2 �

��
������
 )������ �
�����"� ��������� ����� ��
�� � ��������� ��������$

���� ����� ������������ ������ � ������ ����� �
 ��� �������
 �"��������� ���$

���� ������������"� �������������

���
�������� �������� �������� 
�������

,- )���������� ����"� ����� .������� ����"� ���������-� �������"� ��� ��������$

��"�� �
����
� �������� �
�����/ ���� B =
⋂

μ∈M Aμ, "�� M & ������������

��������� ��������� � ������ Aμ �
������ �� B �
������ 0�� ���������������

�
������ �� ������������

1- 2��� A �
������ �� ��� ����"� �������"� ����� ����� x1, . . . , xk ∈ A �

∀α1, . . . , αk ≥ 0,
∑

αi = 1, ����� x =
∑k

1 αixi .�
������ �������'�� �����

x1, . . . , xk) ����������� A.

��������������
 3����'�� �� k. %�� k = 2 #�� �������� �
������� �� ����$

������� �
�����"� ���������� )���� ��� ��������"� k ��� ��������� 4���������

������������ �
������ �������'�� k+1 �����/ x = α1x1 + · · · +αkxk +αk+1xk+1,

"�� ��� xi ∈ A, αi ≥ 0, � α1 + . . . + αk+1 = 1. 2��� ����� αi ���� �����
�� �� x

���� �
������ �������'�� ≤ k �� #��� ������ � ��"�� �� ������������� �����'��

x ∈ A, ������ )�#���� ����� ������� ��� αi > 0. )������ β = α1+. . .+αk.  �"��

β > 0 � ����� y = α1
β x1 + . . .+ αk

β xk ∈ A �� ������������� �����'�� ��� �
������

�������'�� k ������ 5� ��� ��� ��� #��� x = βy + αk+1xk+1 � β + αk+1 = 1, ����

x ���� �
������ �������'�� ����� y � xk+1, �� x ∈ A �� ����������� �
�����"�

���������� �� �� �� �
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�� ����� � 	
��
� 	�

���� �
	���
�
 ��
������ 	�� ������
� 
�
�������� �

�
	���
� ��
�����
� ����� f : ��n → ��m � ������
� 
�
��������� ���� ∀x1, x2 ∈
��n, ∀α1, α2 ∈ ��, α1 + α2 = 1, �
	
�� ��� ��������


f(α1x1 + α2x2) = α1f(x1) + α2f(x2). (1.1)

���� A ���� �	
���
� ��
�����
 � ��n, �
 B = f(A) �	
���
�

!�����������
� "� �#�
$ y1, y2 ∈ B ��%�����#� x1, x2 ∈ A ������ &�
 f(x1) =
y1, f(x2) = y2. '
�"� "� �#�
$ α1, α2 ≥ 0, α1+α2 = 1, �
&�� x = α1x1+α2x2 ∈ A,

� � ���� (1.1) f(x) = α1y1 +α2y2, ���"
�������
 �
&�� α1y1 +α2y2 ∈ B (��� 
����

�
&�� x ∈ A �� 	
)�
�� B �
	���
�

���� B ���� �	
���
� ��
�����
 � ��m, �
 A = f−1(B) �	
���
�

!�����������
� 	���� x1, x2 ∈ A, ���� f(x1) = y1 ∈ B, f(x2) = y2 ∈ B. '
�"�

∀α1, α2 ≥ 0, α1+α2 = 1 � ���� (*�*� f(α1x1+α2x2) = α1y1+α2y2 ∈ B, ���"
�������
�

	
 
	��"�����# α1x1 + α2x2 ∈ A.

�+� (,��"����� �� ��
����� ��� ,"��� �� �#�
� ����
� � �
�
���� � �#�
� �
-

)���.����
� �
	���
�
 ��
������ �
	���
� '��� ∀ z ∈ ��n, ∀λ ∈ �� ��
������

A + z � λA �
	���
�

��
��.� �
	���
�
 ��
������ �� �#�
� 	
"	�
��������
 (�"
�� �#�
�
 "
	
�-

� #%��
 	
"	�
���������� �
	����/ ���� ��n = L
⊕

L′, �
 	�
��.� A �� L

�"
�� L′ �
	�����

0� �� �
� ("�����
�
� 	�
����"���� �
	���
$ ��
����� �
	���
/ ���� A ⊂ ��n

� B ⊂ ��m �
	���
� �
 A × B ∈ ��n+m �
	���
�

1�
 �
������ ��	
���"������
 �� 
	��"����� / ���� (x1, y1), (x2, y2) ∈ A × B, �


�#�� �
	���� �
�����.� x = α1x1 + α2x2 ∈ A, � y = α1y1 + α2y2 ∈ B, � �
�"�

α1(x1, y1) + α2(x2, y2) = (x, y) ∈ A × B.

2� 3�������&���� ����� � ����
��� A ± B "��$ �
	���
$ ��
����� �
	���
�

4
��
 	�
������ ��	
���"������
� � �
��
 	
���	��� ���� 5����
���� ������
�


�
�������� f : ��n × ��n → ��n, f(x, y) = x + y. '
�"� f(A × B) = A + B. �


��
����� 0 A × B �
	���
� � �
�"� 	
 ��
����� � �
	���
 � A + B. !� A − B

��"
 �� �� f(x, y) = x − y.

2+� (,��"����� 	��"
"�%��
�� 6������ �
�����.� λ1A1 + . . . + λkAk (� 	�
��-

�
���
�� �
)���.�������� �#�
�
 �
��&�
�
 &���� �
	���
$ ��
����� �
	�����

���������	
 *� 7���
 ��� &�
 ���� ∀x, y ∈ A 	
������� 1
2 (x + y) ∈ A, �
 A

�
	���
 8 (9
���	����� � ��
�����
 ��.�
�����
$ &������

:� !
������� &�
 "� �
	���
$ ��
����� 	�� �#�
$ α, β > 0 �	����"���
 �����-

���
 αA + βA = (α + β)A, � &����
���� A + A = 2A. �
������� &�
 "� ���
	���
$

��
����� )�
� �

�%� �
�
� � ������
� ('��� 	
���
��� �
���	�������
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������� �	��
	��� ����
��� ����
��� ������ �����������	��
�� ���
����


(a, x) ≤ c, � ��
	���
 (a, x) < c ���
�� a ∈ ��n, c ∈ �� ). �� ����
����� �����

�	��
	��� � �
���	
����
���� � ����� ���
����� ��� ��� 
��� �	���	��� �����	����

(−∞, c] � (−∞, c) �	� ���
���� ����	��
��� x 	→ (a, x).

����
��� ����� 	��� �!	� � ��
�	���� �����	���	������" #���� ������ �	�$

��������
 �
�
����� �

��	�� aμ ∈ ��n � ���
� cμ, !�
 μ ∈ M % �	���������


����
���� ���

���" &�!�� ����
����

B = {x ∈ ��n | (aμ, x) ≤ cμ ∀μ ∈ M } (1.2)

����
�� � ���
���� 
�
 �
	
�
�
��
 �
�
����� ����
��� ���
����� ����
��� ���$

���	���	�����' (aμ, x) ≤ cμ.

� �����
�(
� �� ��
��
� % � � )��� � ������� *�����
�������� 	��� ���
��$

��� �����	���	����� % ��� � ��
 ����
��
 ���
����
 ����
���� �	
�������� �

��
�� ���
"

���
���� ��� 
��� ����
���� ���

��� M 
��
���� �� B ������
��� �������

����	�
 �
	������		�
� ����
�����" #	��
	�� ���� ��� 
���	��� 
��� �	
�!���$

��
� ������� �
	��� 
���	��� �� ����
����" �!	����
���
 ���!�!	����
 ����
$

���� ������
��� 
	������		���
"

�������� 	
���� 	��
���� ��������

�� � ��!� ����
���� ����� �������� ����
��
 ����
���� ���
� ������ 
!� 
��

������ �������� ��� �
������	���

����������� ���� ����
��� ������
�� co A ����
���� A ������
��� ���$

�
��(

 ����
��
 ����
����� ���
	��+

 A.

,�
�� -����
��(

- % � �����
 �
� �
���� �� 
��� coA % )�� ��
�
 ����
��


����
����� ��� 
��� �

���	�
 ����
��
 ����
���� B ⊃ A, �� B ⊃ coA.

#�
��
�� ��� )�� ��	
�
�
��
 
�		

���� �"
" ��� ��
�
 ����
��(

 ����
��


����
���� ��
!�� ��+
����
� � 
������
���"

����� ���� ����
��� ������
� ����
���� A 
��� �
	
�
�
��
 ��
� ����
���

����
���� ���
	��+�� A.

.
������
����� ����� M = {B} 
��� ����
������� ��
� ����
��� ����
��� B,

���
	��+�� A. &�
 
�
 
����
 B ����
�� � ���
	��� A, �� � �
	
�
�
��
 B0

��
� B ∈ M ��
�
 ����
�� � ���
	��� A. #��
���
� � ��
 B ⊃ B0 , �� ��

��	
�
�
�� B0 = coA. ��� �� ��
��
� � 
������
������ /0A. ���	��
�� ��� ��$

�

�
� � �� ��	
�
�
���1 
��� B1 � B2 − ��� ����
��(�� ����
��� ����
�����

���
	��+�� A, �� B1 ⊃ B2 � B2 ⊃ B1 . ' �
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��������	 ��

� ���� ���
��� � ��������
 �
���� ������ ��������������� ����

��� ���������	 �������� ���������

����� ���� �������	 �������� ����
� 
�������� ��� ����������� �����!
���

��� �������� ��
����"�� �
� #��
�����$

%&A = {z =
k∑
1

αixi | k ∈ '(, ∀ i αi ≥ 0, xi ∈ A,
k∑
1

αi = 1}

)�����
 ���
����� ��� !��� k �����
��� ��* 
�������� ������� ��� ������ ����

���� ���� �������� ��
����"�� ���� ��!
����� �����

�	
�����
����	� )��!����
 
�������� �������� ��
����"�� +���	��� �����

��, ����! Q. -���� ��� ��� ������� +��� �������� �������� ��
����"�� �����

���� ����� �����. �������� /,� � �������� A. 0�
�� �� ����������� Q ⊃ coA. �

���
�� �������� ��� ��� %&A ������� � �������� A, �� %&A �������� ��� ���

������ ��
����"�� ����� #��
������ � ��������� ��� �������� ��
����"�� #��
���

��� 
�������� A, �� ��� coA ⊃ Q. 1! ���������� ���� ��������� �������� ���

co A = Q. �

��	����� ����

	� 	�	
	�
�

2, ∀λ ∈ '3 co (λA) = λ co A. +4������� ,�

5, co (A + B) = coA + coB.

�	
�����
����	� 4��� xi ∈ A, yi ∈ B, αi ≥ 0, i = 1, . . . , k,
∑

αi = 1.

0�
��

α1(x1 + y1) + . . . + αk(xk + yk) =
∑

αixi +
∑

αiyi,

������ co (A + B) ⊂ coA + coB.

6�����
 �������� ��������� ⊃ . 4��� x̂ ∈ coA, ŷ ∈ coB, � z = x̂ + ŷ.

0�
�� x̂ =
∑k

1 αi xi , 
�� xi ∈ A, αi ≥ 0,
∑k

1 αi = 1, � ŷ =
∑m

1 βj yj , 
��

yj ∈ B, βj ≥ 0,
∑m

1 βj = 1.

6�	 ����
� 7�����������
� j ����� x̂+yj =
∑

i αi(xi+yj) ∈ co (A+B), � ��� ���

��������� 
�������� �������� �� � �������	 ��
����"�	 #��� �����
∑

j βj(x̂+yj) =
x̂ + ŷ ∈ co (A + B), ��#��
� coA + coB ⊂ co (A + B), �� �� �� �

8, �������� 	
	�	��� 	�
�������	�	 ��	������ 	�
�������� 6��������� ��� ���

�� A ���������	 � ��������
 9���� ��� ������ �� #��� 9�� 	��	���	 �������



��������
� �� ����������� � %&A ���������	 � ��
�
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���������� 	�
�� � �
������ ���	�� �����
�� ������	��

��������� ����	
� ����
��� ������

 ������
��� 
����	��� 
� 
���� �
������

������� ����	
�� ���
���� 
 �
������ ������

 ������	��� �	��	
� ����� �	�

������
��

���	� ���� 	��

 x1, . . . , xk ∈  !n. �����
� y = λ1x1 + . . . + λkxk.

"	� 	��
� �������	��

�# �
������ 
���
��$
�� �����% 	���
& ���
 λi− ���
�������� �
��� '
�  ! #(

�# ���
���� 
���
��$
�� �����% 	���
& ���

∑

λi = 1 (

�# ����
��� 
���
��$
�� �����% 	���
& ���

∑

λi = 1, 
 ��� λi ≥ 0.

)�����	�� A ⊂  !n �������	��*

�# �
������ �������	����	���& �# ���
���� �������	����	���& �# ����
���&

���
 ��� ������
	 ���	��	�	����� ��� �# �
������& �# ���
����& �# ����
���


���
��$

 ����% ���
% 	���
�

+�� ������ ������	�� A ⊂  !n ���������	�� ��� �# �
������ ������
� LinA,

�# ���
���� ������
� Aff A, �# ����
��� ������
� coA, 
�
 ��
����,��

�# �
������ �������	����	��& �# ���
���� �������	����	��& �# ����
��� �����-

�	��& �������.�� A.

/���� ��������
�� ������.��

������� ���� LinA, Aff A, 01A ��	�& ���	��	�	�����&

�# ������	�� ���% �
�����%& ���
���%& ����
��% 
���
��$
� ������	�� ���-

���	�� A,

�# ���������
� ���% �
�����% �������	����	�& ���
���% �������	����	�& ����
-

��% ������	�& �������.
% ������	�� A.

+�
���	����	�� �� ���% 	��% ������% ��
	
���

 ���� 
 	� ��( ��� ���	����	

��
�������� ��,� ��
���	����	�� ���� 2�2 
 2�3�

�������� ��	�
��

�������� 
 ����
��� ������	���� ������ ���	��� ������� ����
���� �����-

�	�� �����	�� ����
��� 
�����

�
��������� ���� )�����	�� K ⊂  !n �������	�� 
������& ���
 ∀x ∈ K 


∀α > 0 	��
� αx ∈ K. 4����& �����.
��� ����
��� ������	���& �������	��

����
��� 
�������

�	��	
�& �	� 
���� ����	 �� �������	� ����� 5���
���& �� ����
��	
  !2 	�-


����
 �����	�� ������	�� {(x, y) | x > 0} 
 {(x, y) | x > 0, y > 0}. ����.�&

����� �	
��	�� 
����& �� ��������.
� �� ���� ����	����	���& �� ������
	 �����

          5



��������	
� �
����� ����	 �������	� ��� ����� �	 �
����	���� ����������� ���

����	�� ��
�	 �� ������������ ����	��� ��	�� �� �������!

���������	� 
�
� "���� K ����	��� �#����#� ⇐⇒ ∀x, y ∈ K �����

x + y ∈ K, ��!	! K + K ⊂ K �!

�
�����������
� $��� ����� K �#����#%� �� x+y
2 ∈ K, � �� ���	 	�	���

������ 2 x+y
2 = x + y ∈ K.

�
������ ����� K + K ⊂ K. &����	� ��
#	 ����� x, y ∈ K � �����	�� ���

∀α, β ≥ 0, α + β > 0 ����� αx + βy ∈ K. '	%�����	����� ��� α = 0 ��� β = 0
(�� �#����	�� ����������! $��� �	 α > 0 � β > 0, �� �� ���	 	�	��� ������

αx, βy ∈ K, � ��) � �� ������� αx + βy ∈ K. & ���������� (�� �#����	�� ���

α + β = 1, �� 	���  �� �#�����% ���
���*�� ���	� x, y. +�	 ����	����� K ,

�#����#%� �! �!  ! �

-���� �
������  �� ������ ����	��� 	)� �#�������� ���.	� �	�  �� ����������

��)� ����	����� �	 �� � ������������� ��	�������#	 �#����#	 ���
���*��/  �����

����� ������������� ��0� ����# ��
#1  ��1 	)� ���	�!

���	��� ��	 ��.�	 ��	�� �#	 ���%���� ��������

2� �	�	�	�	��	 ��
�)� ����� ������� , �����!

3� $��� K , ������ �� 	)� �#������ �
������ 45K , �#����#% �����!

�'������� ���������	�����!

��������	� �� ��������� ��� 45K ⊃ K +K, � �
�����	 �����	��	 �#����	��

�	 ��	) �! $��� �����# K1 � K2 �#����#� �� 45 (K1 ∪ K2) = K1 + K2 !

&���#� ����	��� ������ ������ ���������������� (a, x) ≤ 0 ��� (a, x) < 0,

) 	 a ∈ 67n. �'�������� ��� 	��� ���������������� (a, x) ≤ c ��� (a, x) < c ����	���

�������� �� c = 0. �

$��� �� ��� �����������	 �	�	%���� �	������ aμ ∈ 67n, μ ∈ M, ��

K = {x | (aμ, x) ≤ 0, ∀μ ∈ M} (1.3)

	���� ��	�� ��� �������#% �#����#% ����� ���� �	�	�	�	��	 �������#1 �#����#1

��������! $��� ����	���� �� 	���� M ���	���� �� ����% ����� K ���#��	��� ���

��( �����#� ��� ���)�)����#� ����	���)����#��!

+ ��� #� �#����#� ����	����� ����� ������� �	�����#	 �����#! 8�����	��

 �� ��
�)� ����	���� A ����� ��������� ����	��0�% ������ 	)� �� 	���.�%!

9� 	� �
�������� 	)� conA � ���#���� �����	���% �
������% ����	���� A.

:	)�� ���
������� ���

conA = {αx | x ∈ A, α > 0}. (1.4)

���������� ��� 	��� A , �#�����	 ����	����� �� conA , �#����#% �����!�

��	��*�� �	�	1� � �� ����	���� A � ������ conA ����	��� �� ���)�1 ������1

���	���%! � ���� �	��� �� ���	����� ��� ��� �	 ������� � ��������� ����	���� A1
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� A2 ����� ���	 
��
���� � ��
��� conA1 � conA2 ������������� ��
�������

�
���
���

������ ����	 ��� ���
 ������ ��
����� �� �
������� � ��
���� ����
�� ���

�� ����� �����
� ��
��
�!
��� ����	 A ⊂ "#n. $������
�� � "#n+1 �
�������

(A, 1), ��������� �� % ���
��� ���� (x, 1), ��� x ∈ A, � ���	��� ��� ��
�!�����

��� �!��&

K = con (A, 1) = {α(x, 1) | α > 0, x ∈ A}. (1.5)

�'
���� ������ ����
� �������	 ���� ��!�� (��

���������� 	
 �
���
��	� !�� %�� ���
�)�� �����
� ��
��
�!
�� *������	�

!�� �� � A + ����� �� �� ��
�� K �� �!����� ����� ���

,��� �
��� �� ���
 ���� !�� ����� ���  ���� ����
���
�� ��
����� 	
� �
������

������ � ����
���
�� ��
����� 	
� ��
����� - � � ����� �� ��
���� �
���� ����
.

���
�� /�
�� �
����� �
���� !�� � � �
����� 	
�� ����� �� �
������� �0��
�.

��
� ��� ��� ����!� ��	� � � ��
��� ���� (a, x) ≤ c ������ c = 0).

1 ��
����� ����� ��� ��
��� �����
� � ������� �����
�)�� ��!���

2����
 �� � ��!��� α1x1 + . . . + αkxk ����� 
������	 ����������	�
 ���
�	����


��!�� x1, . . . , xk , �� � ��� αi > 0. 3� � K + ����� �� ��
��� �� �
� �!����
��

����
��� ��� �� ����� 	
�� �����
�)��  ���� ����� % ���
����

����	 A ⊂ "#n. 2���� �� ��
�!����� ��� �!��� �
������� A 
��������� 
��.

��
	4�� ����� �� ��
��� ����
����� A. 5���� ����
�!��	 ��� coconA.

������
���� �
�
 coconA ���	 �� �
������� ���� �� ����� 	
�� �����
�.

)�� % ���
��� �
������� A; �� ��
���!�
�� ���� ����� �� ��
����� ����
�����

�
������� A. �*������	 ���������� 	
���

0�
��� � �� ����� 	
��� 
������
������� ����� �������	�� ���
�	����

α1x1 + . . . + αkxk , ��� ��� αi ≥ 0. �������
�� �����
�)�� 
��������� 	�������

���	�
� �� �
∑

αi > 0 ����� ���� �� ��
� αi > 0). ����
���
�� 6�7 ����
��� !��

cocon A ���	 �
������� ���� 
��
���� 	
�� �������
�� �����
�)�� % ���
��� �
�.

������ A.

2�

���� � ����
��
�� ����� �� ��� �!�� �
����� 	
��� �
������� A ⊂ "#n.

*�����

�� ��4�  ���� 6�7 ����
������ !�� co A ������� �� ���������
�� �����.

 �� �����
�)�� % ���
��� �
������� A ; �
� %��� �
������� ��
���
��	 ��� ���.

���
�� � �
� �����
�)��� 1 ������� ����!��� 	
�� ���
��� ����� ��� ��
�.


�!��	 !�� � % ���
���� �!��������� � %��� ����� �� �����
�)����

������� �
� ��������
����
 ����	 A ⊂ "#n +  ���� �
�������� 8���� coA

������� �� ���������
�� ����� �� �����
�)�� 
� �� �� !�� n + 1 % ���
�� �
�.

������ A. 8��� ∀ y ∈ coA 
������� ��!�� x1, . . . , xk ∈ A, ��� k ≤ n + 1, � ��%/.

/�)��
�� α1, . . . , αk ≥ 0,
∑

αi = 1, ����� !�� y = α1x1 + . . . + αkxk .
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��� �� �����	 
�� � 
���� ����
������� ���� ������� 
��
��
�� ��������
��

���
����
���� ��� �
�����
��
� � � ����������
����

���������	
���� ������� ������������ y ∈ coA. �� ����� ��� y = α1x1 +
. . . + αkxk,  �� �
� xi ∈ A, αi ≥ 0 �

∑
αi = 1. !���� �
�" ����" ����
��������

������� y ������� �����	 
 ������ � k # ���������� ��������� ��� ����� � y.

$��� ����	 ��������	 �
� αi > 0.) %�� ���� ��������	 ��� k ≤ n + 1.

&��

���	 ��� k > n + 1. '� �� ��

������ 
���
()
( 
�
���
 �������" 
���*

����� ����
������� ������� β = (β1, . . . , βk) +

β1x1 + . . . + βkxk = 0, (1.6)

β1 + . . . + βk = 0. (1.7)

,��
� �����
� k ������
���" � n + 1 
��������	 ������ k > n + 1, ������
 

)�*


��
�� ���
����� ��-���� (β1, . . . , βk). � 
��
 �����
��� $��./ 
���� ���" βi ���(�
�

βi < 0. &�� �(0� � ε > 0 ��

������ ����� ������1����� α′
i = αi + εβi. &�� ��"

��*�������
 0
��� ����� �����
���

(α1 + εβ1) x1 + . . . + (αk + εβk) xk = y, (1.8)

(α1 + εβ1) + . . . + (αk + εβk) = 1. (1.9)

'�� ��� �
� αi > 0, �� ��� ����" ε � ����� α′
i > 0, ������
 ��� ���
���������

���
���� ���0���1��� 2�����	 ��
�����
 ��������� βi < 0, �� ��� ��
�� ε 
���*

���
��
()�� α′
i 
0���(�	 � ��
�
��� ����� ������ ε0 > 0, ��� ��� �������� � i0

$�� �0��������� ����
������ �/ 0
��� α′
i0

= αi0 + ε0βi0 = 0, � �
������� α′
i ≥ 0.

%� �� �� ����� xi0 �� 
��
��
�� � ���
���� ���0���1�� $��3/	 
������������	 ��
��

k ����� 
����-���� 4 ��� ������������ ������������( � ����������
�� k, � ���


���� ������� ��������� �

5� ���� ������� 
���
 �������� 
���
()�� ��
��� �������� ����� $2������	

��� �� ����� ��
�� ������ � ������������� 
�
����/


���
����� ���
���� �0������ ��������	 ����)� � � ������������� ���
����*


���	 �
�� ��������

���������	
���� �

�� A # �������	 � �

�� ���� ������������ ��
������*

������
�� ����� y(k) ∈ coA, k = 1, 2, . . . . %�� ���� ��������	 ��� ��� 
�������

�����
������������
��	 
"���)
(
� � ��������� ����� y(0) ∈ 67A. �� ������� ��*

��������� ∀ k �����

y(k) = α
(k)
1 x

(k)
1 + . . . + α

(k)
n+1x

(k)
n+1 ,

 �� ������ α(k) = (α(k)
1 , . . . , α

(k)
n+1) ����������� �����
��


∑
= {α ∈ 89n+1 | αi ≥

0,
∑

αi = 1}, � �
� x
(k)
i ∈ A. :����
���

∑ ⊂ 89n+1 �����
�� � � ��������	

������
 ��� ������
� ���������� ß
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��� ���
∑
� A � ������	
� 	�� ��
����� � ������������	������	�� ����� ����

	�	�� �	� �
� k → ∞ ���	�

 α(k) → α(0) ∈ ∑ � ∀ i 	���� x
(k)
i → x

(0)
i ∈ A.

����� y(k) �����	�� � 	����

y(0) = α
(0)
1 x

(0)
1 + . . . + α

(0)
n+1x

(0)
n+1 ,

��	�
�� ����	 � ��A ��� �
������ ���������� 	���� x
(0)
i ∈ A, ��	��� �

 ���� ��	� � �
���� !� ����	�
�� ��
��� ����� �
��	��" ����#�	����	���

$�����	
�� ������	 Q =
∑×An+1, �� ��	�
�� #������ �	��
������

π : Q → %&n, π(α, x1, . . . , xn+1) = α1x1 + . . . + αn+1xn+1 .

'���� �	� π ���
�

���� ��(	��� π(Q) � ������	� � �� 	��
��� )�
�	����
�
π(Q) = ��A, �������	������ ��A � ������	� �

�������

*�+� ,���#�	�� �	� �-��. �����	�. �
����
. ������	 �� �
���. ��	� �	
�#��

[a, b] �
� ����	�

� a ≤ b �

*�*� !���
��� )�
�	����
� ��� ��������" ,��	� A � ����� � %&n. ����� coA

���	��	 �# �����#����
� ��	
�������
� ��#�	���
� ���������. �� ����� ��� n

(�����	�� ������	�� A.

*�/� 0���#�	� � ����1�- (	�. 	��
��
 	��
��� )�
�	����
� ��� �
��#��������

������	��� !2������#���	��� �
3��������
� �
����� ��
����� �	 ������	�� A �

������ con (A, 1).)
*�45� ,��	� A � ���#��� ������	�� � %&n. ����� ���	� � 	��
��� )�
�	����
�

����� #�����	� n + 1 �� n.

*�65� ,
����	� �
���
 ������	� � ������������
��� �
��	
���	��� �
������

�������� ��	�
��� �� ������	���
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������ �� 	
�
�

������� ��
����� ��������

��
������

�������� 	
����
�� � ��n �������
 ����	 
������������� �����
�� 
��� �����
��

�����

�� � ��
�
��	 ������
�� 
�������
��
� � 
���� ��
���� 
� �	��
 	��
� ���

���������
��� 	
����
���  �
�
���	 ����� 
���
���� �� 
���

!��
� A " �������� 	
����
�� � ��n �

�������� �� �
�
��

��
� intA � ��	���
�� A 	
����
�� A ��������

	�
����
������� #��� x1, x2 ∈ $%&A, 
� �� ��������
�� ∃ ε > 0 
����� �
�

x1 + Bε ⊂ A � x2 + Bε ⊂ A. '���� ��� ����� α1, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1 � ����

��������
� A �	��	 α1(x1 + Bε) + α2(x2 + Bε) ⊂ A. (�������� ����� ������ �

���
���� ��������
� )��� Bε *��+
�	� α1Bε + α2Bε = Bε), �������	 (α1x1 +
α2x2) + Bε ⊂ A, �
���� ��
����
� �
� α1x1 + α2x2 ∈ $%&A, �������
���
�� $%&A

��������

,�����	 ��������
� A. !��
� x1, x2 ∈ A, � ���
� ��
� α1, α2 ≥ 0, α1+α2 = 1.

!�����	� �
� x = α1x1 + α2x2 ∈ A. !� ��������
�� ∀ ε > 0 ∃ z1, z2 ∈ Bε 
�����

�
� x1 + z1 ∈ A � x2 + z2 ∈ A. '���� z = α1z1 + α2z2 ∈ Bε *� ���� ��������
�

Bε) � x + z = α1(x1 + z1) + α2(x2 + z2) ∈ A *� ���� ��������
� A -� .
���� � ����

���������
��
� ε > 0 ������
� �
� x ∈ A, ��
��� �

�������� �� #��� x0 ∈ $%&A � x1 ∈ A, 
� (x0, x1) ⊂ $%&A. /���� 
���� ����

ε > 0 
������ �
� Bε(x0) ⊂ A, 
� ∀α ∈ (0, 1) ��� 
���� y = αx0 + (1 − α)x1 )��

������� αε �������
�� � A : Bαε(y) ⊂ A �

	�
����
������� !��
� Bε(x0) ⊂ A � y = αx0 + (1 − α)x1, ��� α ∈ (0, 1). '��
��� x1 ∈ A, 
� � ���� ��������
� A �	��	 α[x0 + Bε(0)] + (1 − α)x1 ⊂ A, 
���

(αx0 + (1 − α)x1) + αBε(0) ⊂ A, 
��� y + Bαε(0) ∈ A, �� 
� �� �

0����
�� 1 ��������
 ������2�� �����
���

�������� 2′. #��� x0 ∈ $%&A � x1 ∈ A, 
� ��3����
�	� (x0, x1) ⊂ $%&A. #���

��� +
�	 Bε(x0) ⊂ A, 
� ∀α ∈ (0, 1) ��� 
���� y = αx0 + (1 − α)x1 �����
��
��

������
�� Bαε′(y) ⊂ A ��� ����	 ε′ < ε, 
��� �
���
�� )�� ������� αε � 4�

��	

� y �������
�� � A �

	�
����
������� !��
� Bε(x0) ⊂ A � y = αx0 + (1 − α)x1, ��� α ∈ (0, 1).
5�	 
��� ������
�� �
� y ∈ $%&A. '�� ��� x1 ∈ A, 
� x1 = lim zk ��� 
���
����

���������
���
��
� 
���� zk ∈ A. !�����	 yk = αx0 + (1 − α)zk . !� ������

�	�

�����
�� 1 Bαε(yk) ⊂ A. !�������� α, ε 
� ������
 �
 k, � yk → y, 
� Bαε(yk) →
Bαε(y) �� 6������7�� � 
���� ��� ������ ε′ < ε ��� ���
�
��
� ����)�� k ����


Bαε′(y) ⊂ Bαε(yk) ⊂ A, � �������
���
�� y ∈ $%&A, �� 
� ��
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�������� �� ���� ���A �	
���
� �
 ���A = A �

	�
����
������� ��� ��� ���A ⊂ A, �
 �����	��	 ⊂ 
�	����
� �
���	� 
��

����
	 �����	��	� ��	� 

���	�� ��
 	��� x1 ∈ A, �
 x1 ∈ ���A. ���������	� 
�
�

���
� ��� �
��� x0 ∈ ���A. !���" �
��� x1 �= x0 "��"	��"� 
�	����
� 
�	�	� �
#

��" ���	����� (x0, x1). ���� 
�� $�
� x1 ∈ A, �
 

 ��
#���� %& (x0, x1) ⊂ ���A,



$�
�� x1 "��"	��" 
�	�	� �
# �
��
# ��
�	���� ���A, ��	� x1 ∈ ���A, ������ '��"

x1 = x0 $�
 �(

��	�
 ������� �(� 
����
��) �

�������� �� *��� x0 ∈ ���A, x1 ∈ ∂A = A \ ���A. �
+�� ∀α > 1 �
���

xα = (1 − α)x0 + αx1 /∈ A �

�
�����	� ���
 �(�	��	� �� �
+
 
�	����
+
 ������ ��
 �
��� x1 �	��� � ���

�	����	 �	��� x0 � xα, 

$�
��� 	��� xα ∈ A, �
 

 ��
#���� %& �
���
 �(� 

x1 ∈ ���A, ��
 
�
���
�	��� ���
���� �

,�	��	 �
 ��
#���
� 2′ $�
 ��
#���
 ��	� �
���� +����-� �	. α > 0, ��" �
�
�(.


�� ����	��� ��
� ����� �(.
�"/	+
 �� �
��� x0 � ��
����	��� x1 , �
��� xα =
x0 + α(x1 − x0) 
���	��" �
 ��
�	���	 A �

*	�	#�	� �	
	� � �����
��	��� �
+
 ������ ��
 �(
���
	 ��
�	���
 � �	�
�

�
�
� ��(��	 0��	+��0 ��		� �	
����� �����	��
�� � 1�

����� ��
 � 
�	�(��/	#

�	�-�� �(�
 ��	�	�
 

�"��	 ������
# 
�
�
��� 
�
���
� �
+
 ��
�	���� A 2 $�


	�� ����	� 3		 ������
	 

�
�
��������
� �
�	���/		 A. ��" �		 �
���	����(

��	���/�	 
�
��(	 ��
#����4

�) ∀x ∈ 56n 78 (x + A) = x + 78A �

�) ∀x0 ∈ A 78 A = x0 + 9�� (A − x0) �

�) ���� A � 0, �
 78 A = 9��A �

:. �
�����	� ���� �( 
�����"	� � ���	���	 �
����	��"� 1�

���� ����	 ��	���/		



�"��	�

���
�
�
��
 ���� �
��� x0, x1, . . . , xm ∈ 56n ���(�����" ������
 �������(�

��� 	��� ��/	����	� �	������� �(# ���
� ���	� λ0, λ1, . . . , λm ���
#� ��

∑

λi = 0
�
∑

λi xi = 0 �

;�
 $������	���
 �
��� ��
 
��� �� ����(. �
�	� "��"	��" ������
# �
�����-��

	# 
���� �(.4 	���� ��
���	�� λ0 �= 0, �
� �����" λ0 = −1, ��		� −x0 +
∑m

1 λixi =
0, −1 +

∑m
1 λi = 0, ��	� x0 =

∑m
1 λixi, +�	

∑m
1 λi = 1. '<�����
	 
�	����
�)

���� �������
+
 ���
�� ���	� λi �	 ��/	����	�� �
 �
��� xi ���(�����" ���

����
 �	�������(��� '1��
�� �
��
"/�# �� ���
# 
��
# �
��� x0 , 

 

�	�	�	���

�����	��" ������
 �	�������(��) = 

�"��	� ���	#�
# �	�������
��� $�
 

�"��	

��"���
 ��	���/�� 
����
��

�
��� ���� �
��� x0, x1, . . . , xm ������
 �	�������( �
+�� � �
� �
 �
+���

�
+�� �	��
�� (x1 − x0), . . . , (xm − x0) ���	#�
 �	�������(�
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�������� ��	
	 � ���
���
 �������� ������
�
��

��� 
��
����� 
��
 �
����� �
�
��� �
���
�
	�� �� 
 ����
 ���������� ��
��



� �
	 �
����� ����
 ����� �
�
��� �
���
�
	�	
� �����  ��� ���
��
�� ����
	
��


� ����� ��� �
�
���� �
���
�
	���� �
������ ������
�� ��� � ����	 ���
�
 	���
!��

�������
���� 
� 
" �����
���� 
	

� 	
��� ������� m � �
���
��	 �
�
�	
�����	�

� �
�
�	
���� 	���
!� 
��� �
��
������  ���!
� 

 ��#  
!

�����$ %�#��	� 
�

�
		� &�' ���
��
�

���������	 (��
 ����
 x0, x1, . . . , xm �  
��� �
���
�
	�� �� 
 ����
 �����)

����� ��
��

 � �
	 ����
 ����
 ����� �  
��� �
���
�
	�	
�


�������
�� �	�	 m− 	
���	 �
	��
���	 ������
��� �������� ��������
������ ������ 
� m + 1 �  
��� �
���
�
	�� ����
* Σm = co {x0, x1, . . . , xm}.
+���
 x0, x1, . . . , xm ���������� �
�,
��	
 �
	��
����

- ��������
� ����	
���� �
	��
�� Σ0 = {x0} 
��� ������ ���
�������� ����� �

./n, ����	
���� �
	��
�� Σ1 = [x0, x1] 
��� ���
���� ���	
���� �
	��
�� Σ2 =
co {x0, x1, x2} 0 ��
������
�� 
 �� ��

1
	��
�� ������
� ��
���2
	
 ������	
� �� �����	
 ��������	
� -�)�
���"�

����� ����� x ∈ Σm 
�
����
���	 ������	 ��
�������
��� � �
�
 �������� ��	�
)

��!

 
�� �
�,
�* x = α0 x0 + . . . + αm xm, ��
 αi ≥ 0, α0 + . . . + αm = 1.

1�2
�������

 ������ ��
������
�
� ���
��
� 
� ������� �������� �������


��
		� '�&$� � 
�
����
������ ��������
��
��� ��
���2
	 ������	� %���� 
	

���

�����
 ��
������
�

 x = β0 x0 + . . . + βm xm , ��
 βi ≥ 0, β0 + . . . + βm = 1.

-��
��� 
�� 
� �
����� ��
������
�
�� �����
	

(α0 − β0) x0 + . . . + (αm − βm) xm = 0,

(α0 − β0) + . . . + (α0 − βm) = 0,

������ � �
�� �  
���� �
���
�
	���
 ���
� xi ��
��
�� ��� (α0 − β0) = . . . =
(αm − βm) = 0, ��
� ��� #�
" ��
������
�
� ����������

��#  
!

��� α0, . . . , αm ���������� ����������	�
���� �

��������� ���)

�
 x � �
	��
��
 Σm. ��� ������

 ��3����
��� �
	  ����	� ��� 
��
 ��
���� xi

	��
�
�����	
 �����	
 	���� αi , �� !
��� 	��� �����
���� �
��
	� 	��
�
���)

��" ���
� ���
� ��"��
���� � ����
 x = α0 x0 + . . . + αm xm . �%���
���
4$

���

� 
� ��
�
�
����� ���
�
�
�
� ����� ��� �  
���� �������� �
	��
��� Σm


	

� ���	
������ m. (��
 m = n, �� �  
���� �������� 
��� ��
 ������������

./n, ��#��	� 	���� ������
�� ������ � �����
�����
 �
	��
����

����� �	�	 - �����������
 ./n ����� n )	
���� �
	��
�� Σn 
	

� �
������

�����
������� 5�� �����
� 
� �
" 
 ������ �
" ���
�� � ������" ��
 ���
!
���
�
��



�����
���� �����
�
�����
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��� ������	
���	
� ���
	��� �	� ��� �

�����
���� �������� ��
������
����

����	����	
� 
��	�
���
 	���� ������ ����
�	
� �
�
����	 
� 
��	�
���
� n− �
����

�����
�� �
�
����	 
 n− �
���� �����
��� � �����
�	���
���
 ��������	� 	����

��� �	�� �
 �
���	�� !"��

��	
#$ "��	��� ���	�	���� ������	�
	� �	�����	���

�����
�� Σn = co {0, e1, . . . , en}, ������
���� ������� ��������	 � 
�
�� �������%

�� 

�	����� !�� ��	����� ����� ������ n− �
���� �����
�� ������
	�� �
��	����

�

�����
���� �������� ��
������
���
� & ������	
#$ ��� �
�� ��
 ��

�����

�	� '() Σn ���	��	 �� 	
� 	��
� x = (x1, . . . , xn), � ��	���� 
�
 ��������	� xi > 0
�
∑

xi < 1 !��
�� α0 = 1 −∑xi > 0 $� 	 
 �	

���
��
 �
��� 
�����
�� �

*���� �������� ��� �����
��� ����

���
� ��
���+

 �
���	
�, 
��� ����
�%

���	� 
�� �������� �������� ��
�� n, 	� �� ���
���	 �
��	���� n %�
���� -�� 

��� �����
������� ����
�	
� �	� �
���	
�� ���
��� �
� �
 ��

	 �
�	�. ���	�����
�

& �
� �
�
�
���+���� �	�
��� �� �������	� !/��
�	/$ 0���	��
 �
 �	

���
��


����

���
� � ��� �����
������� ����
�	
� 

1 �����
 m < n �����
��� ���
���� �
 ���
	 ��
	� 
��	�
����	� !���
��2$�

������ �� ���
	 ��
	� 	�� ����
�
��� �����������	
 ��	��������� 3��������

�	� �	� 	���
 

"��	� L 
�	� �������
 �������	����	
� 
 45n, � ���� ����
�	
� A ⊂ L.

����������� 	
�
 *���� x ∈ A ����
�
	�� 
��	�
��
� 	����� ����
�	
� A

�	����	
���� �������	����	
� L, 
��� ��+
�	
�
	 	���� ���
�	���	� U(x) 	����

x, �	� U(x) ∩ L ⊂ A. !0����� 
 ���
�	

 U(x) ������	��
��	 �	���	�� -��

�
��	����� ������� � �
�	��� 
 x. $

6���
�	
� 
�
� 	���� 	��
� 
 A ���
� ��������	� 78'()L A � ����
�	� 
��	�
�%

���	�� ����
�	
� A �	����	
���� �������	����	
� L, ��� ����	� �	����	
�����


��	�
����	�� ����
�	
� A, 
��� ���� � ����� L ��
	 �
�� 9��� L �
 ��������

��������

�
	��� �	� L = :; A.

!"���	�
 �	����	
����� 
��	�
����	� ���
�
��
	�� � 
 ���

 ��+
� ��	�����,


�
�	� L ⊂ 45n ����� ������	��
�	� �����
�����
 �������
�	
� �����
�������

	��������
����� ����	����	
�. �� <==> 0����� ��� ��-�� �
�
� 
����
 ���	�	����

���
	 ���

�
����� ���
�
�
��� $

?� ���
�
�
��� @ A � �
��� @ @ ����� 
�	
��
	

��

� 	
�
 1 ����	����	

 45n ����� m− �
���� �����
�� (m ≤ n) ��

	

�
���	�� �	����	
����� 
��	�
����	�� � ��� ���	��	 �� 	
� � 	����� 	
� 	��
�� �

��	���� 
�
 �����
�	���
���
 ��������	� ������	
���� 

�
��	
�	
����� 
��� m < n, 	�� ���	�� �
� �������
��� ��+���	�� �	� 0 ∈ Σm,

�������� �	� �������� �������� �����
��� Σm ��
����
	 � 
�� ���
���� ���������

L = B'( Σm !�� �
���	
� /
/ �������� ��������$ *�� ��� ��� �	�� dimL = m, 	�

����� ���	�	�� �	� L ��
����
	 � ��������	��� �������	����	
��� ������
����
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������� m �	
������ ��
���	�� e1, . . . , em , � ����� ��� �	���������� ���������

� ���� ������	����� ��m. �� �� ����� ��� � ������	����� ��m ����� m− ������

������
� ����� �������� ������������ �
����	� 
	�	���� ���������������� �	���

 �����!��
�" 
������	�#$ 	 ��	 �� � ���� �����������	� ������������ ������
�	

Σm, �	���	����	���%� � ������	����� ��n. �

&	
�� ���	
��$ ��� ������
�	 �
	
	���� ��'� �������� � ������	(���� '	��

���	������� � ������(�� ��������� )���� * ���� �	
�������� �%� 	))����� ����

��!
� �	��	 m, �� �� �������� ��
������ m− ������ '	��

+	
 �� ��� ������$ ��� ����
������%� ��������	 ��� �������� �!������ �������*

,-A ����� ����	�	�� � ��n, �� A ����� �� ������	�� �� ����%� n ������%� '	�	�

.��	
� ��� ���	���� ������ ��� ����
��" ��������$ � � ��
������ ������ ���

�	
���	���� '���
�� 
�	�� ��������$ ��� 
�����%� �	���� �������� ���	��������

������� ��	� / 
���!�������� ������	����� ����� ����
��� ��������� �����

�������� ������������ ������������ ����� 	))����� �����!
��


�����
����
��� 0�
 �	��'���� ��(����� �!��	��$ !�� 0 ∈ A ⊂ ��n, � !��

,-A = LinA = ��n. 1�
	���$ !�� ��%�	 234A �������� &	
 
	
 523 A = ��n, �� �	��

����� n ������� ��
	������" ��
����� x1, . . . , xn ∈ A ���
	
	��6#� 1�� ���� ��!
�

0, x1, . . . , xn ����� 	))���� ��
	������$ � ������	������$ �" ����
�	� �����!
	

���� n ������� ������
� Σn, ������	(���� � A. �� �� ����� ��� ������������

���%� ������
�	 ������	$ 	 ��%�	 ������	 � ������������ ��������	 A. �

����������� ���� 7	
��������� ����
��%� ��������	 �	
��	���� �	
��������

�%� 	))����� �����!
�*

dim A = dim (,- A).

8�� ����������� ���	��	�� ���$ !�� ���� dim A = m, ���� L = ,-A ����� �	
�

�������� m, �� �� ������� ��� ∃x ∈ L, ε > 0 �	
��$ !�� m ������� '	��
 L∩Bε(x)
���������� � A. .��	��� ����	���$ !�� �	
�������� ����
��%� ��������	 �� 
	�

����� �� ��%�$ � 
	
�� ��9����(�� ������	����� �� �%� �	���	����	��: �	������$


��% �������� � �	 ����
����$ � ����!� ����(�� � ���"������ ��� ����� ���%��

������	������

;
 ���	��������" ��'� ������� ����
	��

�����
�� �� 7	
�������� ����
��%� ��������	 ����	�	�� � �	
���	����� �	
�

��������� ������	(�"�� � �<� ������
���� �=�
	�����#

1�������� �
�!���� ������%�!��
�" ������� ����
��" ��������� �	� ��������

���� ������(�� ������� )	
��

����� ���� 1���� U > ����
������� ��
����� ��������� � ��n, � ����� x ∈ U.

&�%�	 �	������ ������
� Σ ⊂ U �	
��$ !�� x ∈ 234Σ. �?���$ !�� ���� ������
� n @

�������#
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���������	
���� ������ x = 0, ��	�����
� �������
� ��� � ��n 	���	�����

	������	 Σ, � �������� 
��
 �	�
 �
����

�� ����� ���� ����� ��� ��	�����
� �����

α > 0 ������� αΣ ⊂ U ), � ��� ��������
�
� ����� ��� 	���	����� 	������	 Σ, �

�������� �
����

�	�
 
���	��� �� �� ����� ��� ����� 	�� 	���� �������� �!�� 

n "���
# 	������	� $���� ������
�� �

%�	�
 �����
� ��� � ��

&�� A ' �#������ �
�(�	����


���
��� �� )*+A = )*+ (A). �����
��
 	� 	�� 	���� ,�-

���������	
���� .��!��
�� ⊂ ������
�� /���(�� ⊃ . %�	�
 x ∈ )*+ (A).
0���� �� ����� ��1� �����
�

� � U = )*+ (A), 
� ���	� 	������	 Σ 	 ���&�
���

a1, . . . , an+1 ∈ U, ���� � ��� x ∈ )*+Σ, ���� Br(x) ⊂ Σ ��� 
�������� r > 0. 0��

��� �	� ai ∈ U ⊂ A, �� �� ��������
�! ∀ ε > 0 
� ���	� ����� a′i ∈ A, ����� ���

| a′i−ai | < ε. 2	�� ε ��	�����
� ����� �� 	������	 Σ′ = co {a′1, . . . , a′n+1} ��������	�

��� 3��	���4�- �� 	������	� Σ ��

&�� ��� 
� r/2, � ����� �
 	����(�� &��

Br/2(x), ������� x ∈ )*+Σ′, � ��� ��� Σ′ ⊂ A, �� x ∈ )*+A, �� �� �� �

������ �����	 
���
���������� 5�� �(� ��������	
� 
��� �������
 ��&


���!��
�� ⊃ . 2	�� A ⊂ ��n � L = 67A �= ��n, �� A ⊂ L, �
���� � A ⊂ L, � �����

A � A ��� ���!� ��	��! �
����

�	�
� � ��������� ����
	��� ������
�� %������

����� 	������� ��� 67 6 8 ��n, � 	���������

�� )*+A 
���	��� ���� ∃x0 ∈ )*+A.

.��
��� ��������

# x1 ∈ )*+ (A). 0���� x1 ∈ A � ����� ����� 
�������� ���

����	�
�	�
 O(x1) ⊂ A. /���	���� ��� x1 /∈ )*+A. 0���� �� ��������
�! x1 ∈ ∂A =
A \ )*+A, � �� 	�� 	��� 1 ∀α > 1 ����� xα = (1 − α)x0 + αx1 /∈ A. �� 	 ����� 

	����
#� xα → x1 ��� α → 1 + 0, ������� xα ∈ O(x1) ⊂ A ��� α ��	�����
�

������� � 9� 	���������

� xα ∈ A, ������������� �


���
����� /�� �#������� �
�(�	��� 	���������� ����

	��� ∂A = ∂ (A).

/� 	������

�� ���
���	
 ��������
��� ���
�:# �
�(�	��� � 	�� 	���� ;� ����"

����< ∂(A) = A \ )*+ (A) = A \ )*+A = ∂A, �� �� ��


���
��� �� %�	�
 A �#����� � )*+A �= ∅. 0���� )*+A �	�
 
����

&��

�#������ �
�(�	��� C ������ ��� A ⊂ C ���� ���� ��� C = )*+A �#���
�
�

����
	��� A = C -�

���������	
���� %� 	�� 	��� 9 �
�(�	��� C = )*+A �#������ � �� 	�� 	���

, ��� 
��� C = A. %���(�� �����
� ��� �	�� �#������ �
�(�	��� C ������� ���

A ⊂ C, �� )*+A ⊂ C. /� 	������

�� ��	�
 C ⊃ A. 0���� C ⊃ A ⊃ )*+A, � ���

����#��� �
�(�	���� 	���������

�� )*+ (C) ⊃ )*+A. �� �� 	�� 	��� ; )*+ (C) = )*+C,

� ����� )*+A ⊂ )*+C ⊂ C, �� �� �� �
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������� �� �������	
 ��� �
� �������
	��� ��� �����
��� �������� ��������

���
 ���� � !�����
 �� ���"� �����#

$� ����	 A % �����
�
 x0 ∈ &'(A. )�!�� �
� 
"��!� �**����!� �����������+

���� L � x0 �������
��� ��������� reint (A ∩ L) = (&'(A) ∩ L. �������	
 ���

��
���� x0 ∈ &'(A ����	 �� ��������#

,� ����	 A % �����
�
 &'(A �������
 L − �**����� ���������������
 π −
�����-�� �� L ���
	 ��������!� �!� ����
�����# )�!�� reint Π(A) = Π (&'( A).
�������	
 ��� ��
���� &'(A �= ∅ �� ��������#
.� ����	 A, B − �����
�
 intA ∩ int B �������# )�!�� A ∩ B = A ∩ B #
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������ �� 	�
���
 
� 
������
���

�
����
� ��
�����

����� ������	�
��	� 
� ����	��
�	�� ��n �

��
�� ��
��
�
���� ��� ����	 ����
�

��
	�	�� �	� � ��n ����
� ����
���� �	���	���� 	��� ������
�� ���
�����

�� 	� ��

�

��
�� ��
��
�
��� ��!
� �	�!���	�
	� � ���	����
 
�"� � ����	��
�	��� 


� �#��� ��	�
���
����

�� ���
�� �
���

� ��
��
�
��� p 
� ���	��� x ��	�

������
�� ���
�����

� (p, x) =
∑

pixi,  �� pi, xi $ �����

�	� ���	���� p, x �

��

�� ���
���

%��	� A 
 B − ��� ���
�����
�& 
����	�& �
�!��	�� � ��n. '����� �����#(

)�� ��
�	
�� ��	���� �����	�� ��
��
�� ��� ���� 	���

 ������� � �
��
���

����������� 	
�
 *
�!��	�� A 
 B 
�����#	�� �	���
���
 ��� �	 ��� ��

���
 ��)��	���	 
�
������ ��
��
�
�� p ∈ ��n 	����� �	�

sup (p,A) ≤ inf (p,B), (3.1)


�
� �	� 	� !� ������

∀x ∈ A, ∀ y ∈ B (p, x) ≤ (p, y), (3.2)


�
� �	� 	��!� +��
����
	
�, ∃ c 	����� �	�

(p,A) ≤ c ≤ (p,B). (3.3)

-*� �
"�� ��� ���	���	
 (p,A) ��� ����
���

� �
�!��	�� �
���

� (p, x), �� ��

x ����� ��	 �
�!��	�� A. .

/����	�
����
 +	� ��
����	� �	� �
�!��	�� A 
 B ��!�	 �� ���
�� �	���
�

�	  
����������	
 (p, x) = c, 
�
 	��
��� ��!�	 � ���
�& ����
�	�& ��������	��
(

�	��&� 
� ��	����  
����������	� (p, x) = c ����
���	 ��� ����	��
�	�� ��n -�
��

0�1.�

����������� 	
�
 *
�!��	�� A 
 B 
�����#	�� �	�� � �	���
���
 ��� �	

��� �� ���
 ��)��	���	 ��
��
�
�� p ∈ ��n 	����� �	�

sup (p,A) < inf (p,B), (3.4)


�
, ∃ δ > 0 � ��
 ��	����

∀x ∈ A, ∀ y ∈ B (p, x) ≤ (p, y) − δ, (3.5)


�
, ∃ c′ < c′′, ��� ��	���&

(p,A) ≤ c′ < c′′ ≤ (p, B). (3.6)

-2�
�� �	� ��
 �����
�


 �#�� � 
� +	
& �����	� p �= 0. .
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������� ���	
���
�� ������	�� ��� �	��� ������� ����	
����� ����� �
������

��
�
������ c′ ≤ (p, x) ≤ c′′ �	��
	��� ��
���� ���
� ��� �

���������� 	
�
 !���	����� ��� 
���
��� ���" #���� �	�
����	
��� $�����
	��%

�� �	��� 
�&��� � ����	 $�����
	���� �	��� 
�&�� 
���
��� ���' #���( �

���������� 	
�
 !�������� ��� 	

� A � B − ����
�� � ��� ���	
��� ����

�� ������ �� � �	���	�
��	 ���� ���
����� c = 0, ��	� ���	
�)��� �* ���	��
�
��
��

���*���� �	�	� +� ������ ���	
����� ����
� &��� �	 ������

,� �
	 ��������	 �

���� �&� ����	
��� A � B �*���� 
���	������ �����	%

����- � �� ��
�� �������� ��� A ���	
��� �� B ���������	���� ��� � B ���	
���

�� A  � .�����	�� 	

� A 
�
���� �� ����� ����� x0, �� ���&�� ��������� ��� �����

x0 ���	
��� �� ����	
��� B.

!�	��	 �	� �������
� ��
�/	� �
������� 

	��)�		 ���
��	 
���
���� �������

�&
���)� ��������	 ����	
��� � ���	����	���� ���
����
��	�


���� 	
�
 !�
�� F 0 �������
���	 �	��
��	 ��������	 ����	
��� � 12n, �

|| · || 0 �������
���� ������ 3���� ∀x0 ∈ 12n �� ����	
��	 F 
��	
���	� *���

&� ���� ����� y, &
����/�� � x0. 4������ 

������ 
��	
���	� ������ � �������

5���6�� ρ(x) = ||x − x0|| ��
����	� 
��	�� �������� �� ����	
��	 F.

.� $��� 
���
��	 �
������ �
	 �	��	�� �& ���	
���
�� �����
�* ����	
�� �

���	����	���� ���
����
��	�

��������������
 ,����	� ��������� /�� Br(x0) ��
������� &�
�/��� �����%


�� ��� ���&� �� ��	
 �	��
��	 �	�	
	�	��	 
 ����	
���� F ; �&������� $�� �	�	
	%

�	��	 �	�	� Q. 7
��� ��� &
����/�) ����� ���� �
���� ��
��� 
�	�� ���	� Q, �&�

infF ρ = infQ ρ. .� ����	
��� Q �������� � �������	��� ��	� �������� � 5���6�� ρ

�	��	������ ��$���� �� Q ��� ��
����	� 
��	�� ��������� �

������ 	
�
 ,	��� 
� $�� 
	��� � &	
���	����	���* ���
����
���*8 9�	 � ���%

�	�	���� �������	
�
��	 �
��
�����
�
� ���	����	���
�� ���
����
���8 !��������

��� � ���
����
���* L1[a, b], C[a, b] $�� 
	��� �	�	����

!	�	��	� �	�	�� �	��
�	�
��	��� � �	�	 ������ 
	�6���

������� 	
� �� 
������ ���	
���
�� ����� �� ���������� �����
��� ����	
��� �

!�
�� ��		�
� �	��
��	 ��������	 �����
�	 ����	
��� A ⊂ 12n � ����� x0 /∈ A.

3���� 
��	
���	� 5���6����
 ���	� �	���� p ∈ 12n, 
����� ���	
�)��� x0 �� A,

��	� ������ ���

inf (p, A) > (p, x0).

4������ 

������ ∃ δ > 0 ����	� ���

∀x ∈ A (p, x) ≥ (p, x0) + δ .
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���������	
���� ����� y ∈ A ���� ����	
�	� 
 x0 ���
	 �� A ������������

��
������
 ����� | · | ���	 ���������� �� ����� ����� ��� ���	�	�� �� ���������� !
��� ∀x ∈ A |x − x0|2 ≥ |y − x0|2. "������ p = y − x0. �#������ ��	��! ���

p �= 0, ��� x0 /∈ A.) $	%�
������ � �� ���
� x ∈ A � ������� x̄ = x− y. &�'�	

���
	 xε = y + εx̄ ∈ A ��� � ��� ε ∈ [0, 1] ���� xε = εx + (1 − ε)y ���� ����
�	�


�����	(�� ����
 x, y), ��)���� (xε − x0)2 ≥ |p|2, 	 �	
 
	


xε − x0 = (y − x0) + εx̄ = p + εx̄,

�� ��������� ���	������� ���	�	��! ��� ∀ ε ∈ [0, 1] ��������� (p + εx̄)2 ≥ p2, ����

p2 + ε(p, x̄) + ε2|x̄|2 ≥ p2 .

&�'�	 ∀ ε > 0 ����� (p, x̄) + ε|x̄|2 ≥ 0, ��
��	 � ������� ��� ε → 0+ �����	��

(p, x̄) ≥ 0, ���� (p, x − y) ≥ 0.

*�	
! �� ��������! ��� (p, x) ≥ (p, y) ∀x ∈ A, ���! �	
 
	
 y = x0 + p, ���

(p, x) ≥ (p, x0) + |p|2. "��
���
� δ = |h|2 > 0 ���� p �= 0), �� )�� � ���	�	��! ���
���
	 x0 ����'� �������	 �� A. �

*�� ���	(��
 ������� ��� ������ ���� ��+! 
�����
 �������� 
� ����� ���

���'� ����
��'� 	�	���	� "� ���� ���	! �� ���	�	�� �� ������� ��� �� ���	��
!

����������� ,�! �	 
�����
 �������� )�	 ������ ������� �� ����
� � 
������������

����	���

*� ������� ��� ����
	�� ����� ��� �	���� ���
�����

��������� 	
 - ��� �	�
����� ����
��� ��������� ���� ����������� ���. �	/

�
����. ����������	����! �'� ������	��.�

��
�����������
 "���� A 0 �	�
����� ����
��� ���������� #����	��� �����

B ����������� ���. �	�
����. ����������	����! ������	��. A. "��
���
� 
	����

�	
�� ����������	����� �������� A, �� � B ⊃ A.

1�
	��� ���	����2 A ⊃ B, ���! ��� )
���	������! ���� x0 /∈ A, �� x0 /∈ B.

&	
 
	
 x0 /∈ A, �� �� ������� ��� �	
����� ��
��� p ∈ 34n, ����'� ������ ��


���
� x0 �� ��������	 A 2

sup (p,A) = c < (p, x0).

5� ��'�	 ����������	����� (p, x) ≤ c �������� A, ���� �.���� � �	�� ����
����! �

�� �������� x0 , ��)���� x0 /∈ B, ������ �

1�� �����������'� ��������	 A �	���������� �����
	�	���'� ��������	 B

�������� 
 ����� ���� ���
����� 6�	�	�	 �	���

����������� �
�
 7���
��
 �	�
����
 ������
�
 ��������	 A ⊂ 34n �	���	/

 � �	�������� ����
��� �	�
����� ���������! ������	��� A ! ���� ����������� ���.

����
��. �	�
����. ��������! ������	��. A. #����	�	����2 co A.
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����� ���� co A = coA �= co (A). ��������� ���	
����
� 
�
�������

�� 
 
��� 
�������� ⊃ , ������� 
 ����� ����	� �� ���	����� ��� ���	��������

�������
 coA = co (A).

����	�	�� �	��� 
 �	����
� �
�	������� 

�	�
��
�� �� co A ���� 
���������� 
��� �	������� 
���
�����	���
! ������	�

��� A.

��������	���
�� �����! �	� � 
�"�! B ���� 
���������� #��� 
���
�����	���
�

��������� �	���� �	��� 
���
�����	���
� ���� �	����$ ����	$ 
�
������ �	�������

�� �������
	! ������	���� A, �� 
� �
��������� ��� �������� � co A, 	 
�#����

B ⊃ co A. %��	���& �	���� 
�
����� �	������� �������
� F, ������	��� A,

�	�� ���� 
���������� �	������� 
���
�����	���
! ������	��� F, 	 �	� �	� �	��

��� �� #��� 
���
�����	���
 �������� A ! �� 
�'�������� 
��� F ���� 
�'��������

������'�� 
���
'���'	���
! ����'�	��� A :⋂
F =

⋂
{��������� 
���
�����	���
! ����'�	��� A},

� 
�#���� ⋂
F ⊃

⋂
{
��� 
���
�����	���
! ����'�	��� A},

�� ���� coA ⊃ B, ������ ���� ���� (�) � �

����$��� � ��������$ ������� ������������

������� ��� ��� ����������� ����� �� 
�
������ �������
	 �

����� A ⊂ *+n − 
����
������ ��
����� 
�
����� �������
�! � x0 /∈ A. ,���	 �����

��
��� 
����� p �= 0, ���������$ �
����� ��
���! �������� ����� x0 �� �������
	

A, ���� ∀x ∈ A ����� 
�
������ (p, x) ≤ (p, x0).

��������	���
�� -��� x0 /∈ A, �� �������	� ����������� 
����	�� �� �������

(�. �����	 x0 ���������� �� �	�������� 
�
������ �������
	 A  �

����� x0 ∈ A. ,	� �	� x0 /∈ A, �� x0 ∈ ∂A. �/	
�����! ��� ∂A = A \ 012A.  

/�! �	� �� ��	��! ∂A = ∂A ���� ���3�� 4! �
�$��
� ) ! ���� x0 ∈ ∂A. ,���	 �����

��
��� 
������
	��������� ����� xk /∈ A, xk → x0. �� ������� (�. �	���� �����

xk ����� �������� �� �	�� ������ �� �	�������� �������
	 A, ���� ∀ k �	$�����


����� pk �= 0 � ����� δk > 0 �	���! ��� ∀x ∈ A

(pk, x) ≤ (pk, xk) − δk ≤ (pk, xk). (3.8)

5�� �	��"���� �������� ����� ����	��! ��� |pk| = 1, 	 ����	! 
 ���� ���
	���

����� ��������$ �6��� 
 *+n, ��� 
�����	 pk �������� � ���������� ����������


������ p0. ��� #��� ∀x ∈ A �� ���	
����
	 �(�7 ! ����	��
	� ��� ������� �	���!


 
������ 
����	�� (p0, x) ≤ (p0, x0), ������ �
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���������� ��������� �	
��
	�������	
�� xk /∈ A �	��	 ���	 �� �	
��	���

� �� �
�	����� 
�	�
��	 ∂A = ∂A. ������� ��	 dim A = n �� ��	����	� 
�����

������
���� ��	���� ���������	�� ��
	 ����� ����� �	��� x̂ ∈ intA. �	�
� �	


�	�
���  �������! ��	��
�� �	
��
	�������	
�� xk = − 1
k x̂ + (1 + 1

k ) x0 /∈ A "

��	���� #"$ ����� ����� ����	� 
��

����"

	
����
���� ���� %���	� p ��������
� ������� � ������	�� ��	��
��� A

� �	��� x0 ∈ A, �
�� (p,A) ≤ (p, x0), ���� &����������	� (p,A) ≤ (p, x0) ��	����'��

�"�" �
�� (���)�	��� p 
	
������ � �	��� x0 
�	��	 ���
����� �	 ��	��
��� A :

x0 ∈ Argmax (p, x) | x ∈ A .

*������� ��	 �
��
� �����
� ����������� 	�	���� ����	� p = 0. +�	��
��	

�
�! 	�	���! ����	�	� � ��	��
��� A � �	��� x0 ������
�� 	����
�	� �	��
	��

�	�	��� ��������
� ����	�� 
����
� �������� � 	�	�������
� NA(x0) ���
" #",�"

-� �����
���	�	 	���
������ 
��
���� ��	 ��	��
��	 A � ��	 ��������� A �����

� ���	� �	��� x0 ∈ A 	
�� � �� �� 	�	���� ����	��. NA(x0) = NA (x0).

�
�������� ���� /	������� ��	 �	��
 NA(x0) �������� � ���������"

�
������� �� ������� ���� % ���	� �������	� �	��� ������	�	 ��	��
���


�0�
����� ������������� 	�	���� ����	�.

x0 ∈ ∂A =⇒ ∃ p ∈ NA(x0), p �= 0.

��������
������ 1
�� dimA < n, �"�" 23 A �= 45n, �	 ��	
�	 ∃ p �= 0 ���	��

��	 (p,A) = const. 6	 
���� &�	 ����������� 	�	����� ��� ��� ��	 	��	�	�������

��	��)�� �� Lin(A − x) ��� ���	� x ∈ A 7 �������"

1
�� �� dimA = n, �	 ��

�	���� ��	��
��	 A0 = intA. 8�� �� ��� ������

	�	 ������	 � ����
�	" 6	 �
�	��� x0 /∈ A0, 
��
	�������	� �	 ��	���� #"$ ∃ p �= 0
���	�� ��	

(p,A0) ≤ (p, x0),

� �	�
� �

(p,A0) ≤ (p, x0),

� �	
�	���� A0 = A ⊃ A, �	 (p,A) ≤ (p, x0), �" �" 
" �

�
�������� ���� /	������� ��	 �	��
 ���9��! �	������ �� ������
� ��� 

��:

��. ∀ z ∈ 45n NA+z (x + z) = NA(x). 8�� 	� ������
� ��� 
����! �((����!

���	����	�����!'

-� ��	��� #";� #"$ ����	 �������� ��	���� 	� 	�
����	
�� 
��! �������! ��	:

��
��"
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������� ��� ��� ������	�
�� ���
 �������
 	����
����

����� ��� ����
��
 ������
������

� �������
 	����
��� � ��n ������	� ����

���� ������� ��
������ �
�� A,B ! ����
��� �������� 	����
���� � A∩B = ∅, ��

∃ p �= 0 ����"� #�� ∀x ∈ A, ∀ y ∈ B (p, x) ≤ (p, y) ���
� $�%��

	�
�����
����� �
������ �� 
�������	 ���
��	 ����	�� &�

	����	 ��������

�#�
��� ��'��
�( C = A − B. )��� ��� 	� '���	� �������� � �' ������
�#���� A

� B �#������ 
������� #�� 0 /∈ C. *���� �� �����	� $�+ ∃ p �= 0, ���������" ��#��

0 �� 	����
��� C, ���� (p, C) ≤ 0. , �� ����������� 	����
��� C -�� '��#��� #��

∀x ∈ A, ∀ y ∈ B (p, x − y) ≤ 0, #� �� �� �

������� ��� �� 
�����" ������	�
�� ���
 �������
 '�	�����
 	����
��� ���

�� �' ������
 ��	������ .�� ������
������

� �������
 '�	�����
 	����
����

���� �' ������
 ��	����� 
����� ������	� �
�� A,B ! �������� '�	������ 	���

��
���� A ∩ B = ∅ � B ! ��	����� �� ∃ p ∈ ��n ����"� #�� sup (p,A) < inf (p,B),
���� #�� -������������ ∃ δ > 0 ������ #��

∀x ∈ A, ∀ y ∈ B (p, x) ≤ (p, y) − δ. (3.9)

.���'����(
��� �������
� �� 
�������� 
��"
��� ��������#�
��" 
�		� ���


	����
��� ������� �	��� � 
�	�
������(��" ������
�

����� ���� /�
�( A ! '�	������ 	����
���� B ! ��	����� *���� �
 ������

���#�
��� 
�		� C = A + B �� ����� ��������#�
��� ��'��
�( A − B � '�	������

	�
�����
������ /�
�( ck ∈ C � ck → c0. *������
� ����'��(� #�� c0 ∈ C.

/� �
����� ck = ak + bk, ��� ak ∈ A, bk ∈ B. *�� ��� B !��	����� �� ��"���
�

�����
���������(��
�( ��	���� km → ∞ ������ #�� -��	���� bkm 

����
� � �����

����	� b0 ∈ B. *���� akm = ckm − bkm → c0 − b0, � � 
��� ����� #�� A '�	������

a0 = c0 − b0 ∈ A. *���	 ����'�	� c0 = a0 + b0, ��� a0 ∈ A, b0 ∈ B. 0���������(���

c0 ∈ A + B = C, #� �� �� �

	�
�����
����� ������� ���� )���( ��

	�������	 �������� 	����
��� C =
A − B. /� ��		� $�$ ��� '�	������ � �� �
����� �� 
������� ��#�� 0. *���� ��

�����	� $�1 ��"���
� ������ p � #�
�� δ > 0 ������ #�� (p, C) ≤ (p, 0) − δ, �� �
�(

∀x ∈ A, y ∈ B �	��	 (p, x − y) ≤ δ, � -�� � �
�( ������	�� 
��"
��� �$�2�� �

���������� *��������� ��	������
�� 
��� �� ������ �' 	����
�� � �����	� $�3


���
������� /��	�� �
( x � ������4�� 4���5�� 1/x �� ���
��
�� �� ������
�


����� ������	�	�� �/�������(6�
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������ �� 	��
�
�
� ��
����������� ��
�����

�
����
� ��
�����

������� �	
��� ����� A � ��	�
��
 ����
����� ��
�� 
�� ��������� ���




��� ���
�� ���������
 ��
������ ������ ����������

����������� 	
�
 ���
� x ∈ A �� ���
��! ������� ��	��� ����
���� A,


��� ��� �
 !��!
��! �
�
����� ��
�
��� ���
 
� �
���
��� ������ �
���
�� � A,

�� 
��� 
��� �
 ���
����
� ���

 a1 �= a2 � A ��
��� ��� x = a1+a2
2 .

"�	���
�� 
��� A ������� � ����� ���
�� �� ��� !��!
��! � �
� 
����
�� ���

�
 ���
� ���� 	��������� ���� �� ������ ���

 � A �

#���� ��� �����
��!! ���
� ����
���� �
 ���
� ���� 
����
�$ ����! 
����!!

���
� !��!
��! ����������

%���
���� ��
� 
������ ���

 ��	�
���� ����
���� A ��� ����
��! &'A.

(
��
� �!� 	������ ������� 
������ ���

� ��
� ��
������ 
������ �� �������

�����
�� � 
��
���
 �	����
��!�

�
����
� �
 )��� a1 �= a2 ∈ A, 0 < γ < 1, �� x = γ a1 +(1−γ) a2 �
 
����!!�

�
����
� �
 *����!! ���
� �
 ���
� ���� ��	�
��� 
������+�
� ������ ���



����
����$ 
��� x ∈ &'A � x =
∑k

i=1 γi αi , ��
 ��
 xi ∈ A, γi > 0, �
∑k

i=1 γi = 1,

�� ��
 ai = x. ,-�
� ��� ����
+�
� 	� k �.

/����� ���

�
�

�
����
� �
 ����� A 0 	��� ������
 ����
����� ����� &' (co A) ⊂ A �

-
������
����� ����! ���
� x ∈ coA 
��� ��	�
��! 
������+�! �

������ ��0

�

 ai ∈ A. )��� 	�� 1��� x ∈ &'(coA), �� 	� �������� 2 ��
 ai = x, � 	�1����

x ∈ A � �

�
����
� 	
 *�����
 ���
� ������ ���	�

�� � 1�� 
�� �
�3����

4
�
�  ��
����� ��� �
 
����
 ��	�
��
 ����
���� ��

� 
�����
 ���
�� "�0

	���
�� ����
 ��
����
 ��	�
��
 ����
����� �55����
 	��	������������ 	���	��0

��������� �
 ��
�� 
������ ���

�

���������� �
 6
��� ��� ��� 
��� A′ ⊂ A, �� &'A′ ⊂ &'A 7

����
��� 
����	���
��

������ 	
�
 ����� A � ��	�
�� �  ��
����� 8��
� ��  ��
����� &'A 7

9�������
�� � :;3 	���
�$ A 
��� ��	�
��! ������
� �
��������� �
���
� � ��0

�� ��������� 	���
���� (x, y) � 	�����!�
� �
�
 <� � �
���
������� ���
 
� [−1, 1]
�� ��� z ,���� =�2.� ��
� ���� ���  �
�� &'A ������� � �
�������� � ��
������

���>� � 
��+�� �
���
������� ���
 
��

������ 	
��
 -�
� ���� ��� ��
��� &'A 
��� ����
���� ��	� Gδ, ��
� !��!
��!

	
�
�
�
��
� �
 ���

 �
� ��>����� ����� ��
����� ����
����
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��������	
 ��� ��
� �����
�� 	�������� ������� � ��	������
 �� ��� ������ �	���

������� ������

����� ��� �������� �����
�� ��	���� A � �������
���� ������ p.

�����	 	��������

Ap = Arg max
x∈A

(p, x) ,

������� ���������� ����� ������ 	�������� A.

����
 ��� Ap− �������� �����
�� ��	����� �����	� ! "�	���	
 ��� ��
�

#$%A = n � p �= 0, �� #$%Ap < n, �&� Ap ���������� � ������
������� (p, x) = c,

��� c = max (p,A) �

����� ���� '(Ap ⊂ '(A.

�	
�����
����	� ����� max (p, A) = c. )���� Ap = {x ∈ A | (p, x) = c}.
����� x0 ∈ '(Ap, �� x0 /∈ '(A, ���� �	�*��� ���
����� a1, a2 ∈ A �����
 ���

x0 = (a1 + a2)/2. +&� ����� a1 � a2 �� 	���� 
����� � Ap, ��� ��� x0 ∈ '(Ap.

��,��	� ������	
 ��� a1 /∈ Ap. )���� (p, a1) < c, � �����
��� ������ (p, a2) ≤ c, ��

��
����	 (p, x0) < c, ������������
 �&� x0 ∈ Ap . �

����� ���� -�
� A . �������� �����
�� ��	���� � �������	����	 ��������/

����
 �� '(A ��������

�	
�����
����	� 0����1�� �� m = dimA. 2
� m = 1 ����������� ��������

(A 3 �������
 '(A 3 ��� ���1�!�

����� ����������� ����
������ �
� ���4 ��	������ ���	������� < m; ����	��/

��	 �
���� dim A = m. ����4��� � �55����� �&�
���� A, ������	 A ⊂ 67m.

����	�	 
*&�� ����
���� ������ p ∈ 67m. )���� Ap ���� �������� �����
�� ��	/

���� �
 ��� &�
� �������� ��8�
 dim Ap < m. �� ������
�����* �����1�� '(Ap

�������
 � �� 
�		� 9�: '(Ap ⊂ '(A, �
�������
���
 � '(A �������� �

0� ���������4 
�		 9�: � 9�; �������� ������ �������� ������4 �����< ���/

�� ����� 	����	�	� 
������� 5���1�� (p, x) �� �����
�	 ��	����� �&�����
���

���� ������� ����� ��&� '(Ap �������!� +��*�� �
�����
 ��� ��� ������ ����������

	����	�	� ���������� ������������ ����	�������	 
�8� ������4 ����� ��	������

=��� 5��� 
���� � ������ ����	� ,55��������� ��	
��
��	����� ���
������ ��8�/

��� ����� ���� ��������� 
�����		�������� 3 ������ 	����	�	� 
������� 5���1��

�� ��	�����
 �������	 �������	 ���
�	 
������4 �������� � �����������

->� ���� ������ �������� ������4 ����� ������� � ��	
 ��� �����
�� ��	����

���������
������� �� ����	 ������	 �����	� ? �	����
 �������
���

��	���� ��� �@� A���������!� ����� A . �����
�� ��	���� � 67n.

)���� A = BC ('(A), ���� �����
�� ��	���� � 67n ���� �����
�� �&�
���� 	����/

���� ����4 ������4 ������

�	
�����
����	� ����
 ��� ��	���� A 	���� ������� ������>�	 &�
�� ��	 ��

����� ������ ��
*����� ⊃ ��������� +&������ ��
*����� ⊂ ������	 �����1���

�� n. ��� n = 1 ����������� ��������� �+������ ���� �����
�� �&�
���� ����4

���1���! 2������	
 ��� ��� �������
��� �
� ���4 ����������� ���	������� 	���8�
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���������� n, � �	

������ 
���	
�� � ��n. ����	��� ��� dimA = n ���	�� �����

��������� �	������
�� ���
��	�
��	�� ��� ���� �� A ����
�	!

"����#� �������$���� ����� x0 ∈ A. %
$� x0 ∈ ∂A, �� �� 
$�&
���� ' ��

������( )!* ∃ p �= 0 �	��+� ��� (p,A) ≤ (p, x0) = c ��������	$��(+ �����(+�! ,��&	

x0 ∈ Ap � dimAp < n. -� ���&��$������ ��&��
�� x0 ∈ ./ (01Ap), 	 �� $���� 2!'

ex Ap ⊂ ex A, 
$�&��	��$���� x0 ∈ ./ (01A), �!�!&!

-�
�� ������ x0 ∈ �� A. -����&#� ����� ����� x0 $�3�� ��4���! ,	� �	� A

�
�� ����	��� �� ��	 ��4�	4 ����
��	�� ∂A � �	��56�� &��5 ����	5 x1 , x2 , � ����	

x0 �
�� �5 �(���$	4 ���3��	
�47 x0 ∈ [x1, x2]. 8� �� &��	�	����� �(�� x1, x2 ∈
./E, �&� E = 01A, ������� �����(�	4� ��� ./E 9 �(���$�� �����
���� � x0 ∈
./E, �!�!&! �

:������ �;# �&�� 5	�	������� 
��+
��� ��	+��5 �����! %
$� �� ����	��	 �����

���	 ��	+��� ����� ��!�! �� ���
�� �(��$���� 	 �&	$��� ���
�� 
 ��������+ ����
�6

��
����� � �
�	����
4 �	
�� ��(���$���� �� ��$�����(+ � ����� ����	�� �� 3�&��


�&���	�� &	���+ �����7

�������� �� -�
�� A 9 �(���$(+ ����	��� x 9 ��� ��	+�44 ����	� U 9

����
���
�� x. ,��&	 A \ U 9 ����	��� � x /∈ ./ (A \ U).
�<
��� ��� �
$� ����	 �� ��	+�44� �� ��	 �	��&��� �� �3$	&	�� ���� 
��+
����!�

	�
����
������� -�
��$��� U ����(��� �� A \ U �
�� �	������� ��&�����6


��� ����	��	� � ��	���� 
	�� �
�� ����	��! = ���&	 �� ������� >�����
���� ���

�(���$	4 �3�$���	 ./ (A \ U) �	��� �
�� ����	��!

%
$� x ∈ ./ (A \ U), �� x �
�� �(���$	4 ���3��	
�4 ��������� ��
$	 �����

ai ∈ A \ U . ,	� �	� �
� ai ∈ A � x − ��	+�44 � A, �� �� 
��+
��� * �
� ai = x ,

	 �	� �	� �
� ai /∈ U , �� x /∈ U , 	 ��� ������������ �
$���� x ∈ U .

������ ���� "����
7 
�;�
�����	 $� �&�
� ����	����
��? ,!�! ��
�� A �	6

������ � �(���$�! >���� $� ������&	��7 	� ��� co (A \ U) �	������� � 3� ���

x /∈ co (A \ U) ?

��������	
� ��
�
� 8	�4&� 
 ���4���� ��	+��+ ����� �����
4 �	��� 3$��6

��� � ���� ���4��� �(
���	�;�+ �����!

���
�
�
��
 ���� -�
�� A 9 �(���$�� �����
���! ,���	 x ∈ A �	�(�	��
4 ���


����
���� �
$� 
�;�
����� $���+�(+ @���
���	$ p, �	��+ ��� {x} = ABCDE1 (p,A),
�!�! x �
�� �&��
�����	4 ����	 �	�
����	 @���
���	$	 p �	 �����
��� A.

>����
��� �
�5 �(
���	�;�5 ����� �����
��	 A 3�&�� �3���	�	�� S(A).

����
� ���� -�
�� A = B1(0) 9 �&�����(+ �	� � ���$�&���+ ������� 
 
��6

���� � ��$�! ,��&	 S(A) �
�� 
@��	 ∂B1(0). F&�
� &�
�	����� &��	�	�� ��$������

⊃ �������?�! G�+
�����$���� �
$� x ∈ ∂B1(0), �!�! |x| = 1, �� $���+�(+ @���
���	$

p = x 3�&�� &�
���	�� �	�
����	 ������ � ���+ ����� � ������� x− �(
���	�;	4!

:�
�&	 �(���	��� ��� � ���3;� &$4 $�3��� �	�	 Br(x) � ���$�&���+ �������

�����
��� ��� �(
���	�;�5 ����� �
�� 
@��	 ∂Br(x). �"����
7 3�&�� $� ��� �����

&$4 �	��� � &����5 ������	5?�
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������ ��� ����� ����� 	
��
���� A 
��� ����������
�� � �����



��� ��

����� ����������� ��������
�� ������� ������ 	
��
���� ����
�� ���
� E(A)
������� �� ��
�� ���������
���
� ���!��� ��
"�� #�
��� S(A) ������� �� ��
��

���������
���
� �
� �� ��
"�� a, b, c, d. �$��
�� %�

#������ �
���
�
 ��� ���
�
�

�
 �������!&
� ����� �� ������
 �� ����

��

�������� 
� �
���� ������ ����

 ��
��������
� ' (�� ����� ���
��
��
 ��

�)


��� *�
�"��
������ #�
��� 
��� ����� ���������
�� �
���� p �= 0, �� ����&


������ 

���� ���� ��
�


�� ��� 
�� �������� 
� ��

�� �������
 A �������
���

� 
��
���


�� ����
� $�(���� ���
���
� ������+ 

���� �� ��,)���� ������� �����)


����� ��
��������
�� ������ 
�����

�� �������!&�� ���
�% -�����
� ���
�

�� ���� �� ���
������ ��� �!��� �������� ������� ��

� ����
 ����� % �.
���"��

�� ����
�
���� A ��
�� 

 �������� ��� ��� 

� �������� S(Ap) ⊂ S(A), ������


���� ��� ����
�� ���
�/ (�� ���
� ��
 �� ����
�� �����

#��
��� ���� ��
� ������
 
� ���
�
�


	
��
�
� �� $���� A ⊂ B ' �������
 �
��
���� � ����� x0 ∈ A ����
���

�������!&
� ��� �
��
���� B. 0���� �
� ����
��� �������!&
� � ��� �
��
����

A.

����������
�
� ��
���
� ���� ���� ��1�+ 
��� ��

�
�� *�
�"��
�� p �����)

��
� ��������� �� �
��
���� B � 
��
���


�� ����
 x0, �� � 
� ���

 �����

�
��
���
 A �
 ����
 �������
� ��������� � ��� �
 
��
���


�� ����
 x0 , ���

��� ���� (�� ����� ���
���
��� A � �

2�� �������� � ��������


�� ��3
 ����
� ��4 
��������!� 
� ��
��!&�� ���)

��� 
�����

�� �������!&�� ���
� � �������
�� �
��
�����+ 
��� ����� �!��!

�*
�� ����3��� ������� � ���
����� 
, ��
���� ��

�� �
��
����� A. 5!��� ���)

�� ����
�� ���
� �������!&
��

����� ���� $���� A ' �������� ������� � z ' ���������
�� ����� � 67n.

$���� a0 
��� ����� � A, 
�����

 ����,

�� �� z, ���


 ' �!��� ����� � �������

�������
��� max |a − z| �� a ∈ A. 0���� a0 ' �������!&���

����������
�
�� $������ r = max |A − z|. 0���� A ⊂ Br(z), � �� ������!

|a0 − z| = r, ��
� a0 ∈ ∂Br(z). 0���� a0 ����
��� �������!&
� ��� 3��� Br(z), �

�� �������� 8 �
� �������!&�� � ��� A. �

0���� ������� ���� ���
�
�

�
 �������!&
� ����� ��,��� �
�
� ���������"�!

��

�
��� *�
�"��
��� ��
� � ����&�! ���
���������� ��
��������
�� �������

�������!&�! ����� ����
� 
������� � ����&�! �*
�� ���� � ����&�! ���
�"�

�!���� ������� ������ ��������� �
��
������

������ ���� 9����! �� �������!&�! ����� ��������� �������� A ���
� ����)

���� �����

�� ������� �� ����&�! �*
���% 0�
� ��� ������ �� a0 ∈ S(A) 
���,���

z ∈ 67n, ��� ������� a0 ����
��� 
�����

 ����,

��% :�������
�� ����
� �����

A 
��� 
�����*�� *�
�"�� y = x4, � ����� a0 = (0, 0).
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������ ���	
�� ��
 �������� � 
��
���
���	� �������� ��� � ���
	 �����
 �����

������� 	
��� ����� 	���
���� ����������� � ������� ���
� !������
���" 	
���

��	� �	

��� ��
������ ����#�

������� ��	� S(A) ⊂ E(A) ⊂ S(A), ��
� ������ ����������� ����� ����
���

����
 � �����
�" � ������ ������� ����� ����
��� ��
�
��	 ����������� $�� ��	�

	��
� � �
 ���# ���������
�%� !�� �����
��� ��
�#" �����
 &�����" �
 ������	��


�����
����
�� �
���&� �����
��� ������� '���# x − �����������" � x =
(a1 + a2)/2, &�
 a1, a2 ∈ A. (�� �����
�������
&� )���*������ p �	

	 (p, a1) ≤
(p, x) � (p, a2) ≤ (p, x), � �� ��
�����
&� ���
����� ��
��
�" ��� ��� +��� �
���
�����

���������� � ���
������ (p, a1) = (p, a2) = (p, x). � ������ � ���� 
������
������

����� 	����	�	� )���*������ p ���
��
�" ��� a1 = a2 = x. ,���	 ������	" �����

x �
 	��
� ���# ������		�� ���� ���&�� ���
� �� A, � ��&�� �� ���
�
�
��� ���

��������

-����
 �����
��
 ���
��
� �� ��
����
� �
��
	�" �����&����� �
��
	
 .���

������&��

������� ��� $/�/���0
���%� '���# A 1 �������� ��	����� ,�&��

A = 23 S(A) = 23 S(A), (4.1)

��
� �������� ��	���� 
��# �������� ��	������ �������� 	���
���� ����� ������

������ ���
��

4��� +�� �
��
	� �
���" �� A = 23 S(A), � ��&�� �� �������� 5 ������� ���
�

�	

	 67A ⊂ S(A), � +�� � 
��# �����
 �����
��
 �
��
	� ��
�

,���	 ������	" �������# �������# �
��
	� ��5� (�� +��&� ��	 ����
��
��� ��
����

��� 8�
���
���� �������8 �
��
	� �� ���
��	���� $����

" � ����&�� ���
��	����%�

����� ���� '���# ��� �������� ��	���� C � ����� x0 /∈ C. ,�&�� ����9���

����� z ∈ :;n � ����� r > 0 ����
" ��� 0�� Br(z) ���
���� C, �� �
 ���
����

x0. (��&�	� �����	�" ����� x0 	���� ����&� ���
���# �� C �
 ���#�� &��
������

����#�" �� � �
������� �)
���" ���
����
� ������ �
�� 	���
���� C.


�����
����
��� '� �
��
	
 
�< � ����&�� ���
��	���� ∃ p �= 0 �����" ���

(p, x0) < min (p, C). =
� ����0
��� �������� $���	���� �
���� p � ����&��" 
���

����" 	���
���� C) 	���� ������#" ��� |p| = 1, (p, x0) < 0, (p, C) ≥ 1.

(�� ����&� r > 0 ���#	9	 ����� z = rp � 0�� Br(rp) �����& �
9� !� ����9���

�
���
�����	 (x − rp)2 ≤ r2, ��
� |x|2 − 2r(p, x) ≤ 0, ���

|x|2 ≤ 2r(p, x). (4.2)

>���" ��� �� �
 ���
���� x0 $� ���� ��&�" ��� (p, x0) < 0 %� '����
	" ��� ���

���������� ���#0�� r +��� 0�� ���
���� 	���
���� C.

(
������
�#��" ��� ��� C �&�����
��" �� ∀x ∈ C �
��� ����# $��<% �
 ��
����

����� max |C|2, � ��� ��� (p, C) ≥ 1, �� ������ ����# ��
&�� ≥ 2r. '�� ����������
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������� r ���	
�� max |C|2 ≤ 2r, � ��
�����
����� �
���
����� ����� �	�
� ������

�
��� ����� Br(rp) ⊃ C, � �
� ����� �
��� ��������� �

���������	
��� �����
� ���� � ���	 � ����

������ S(A) ����
��

 ���

�
����� � ���!� ������
�� �� �
��
 "��� ��#���	 �������
�� �������� ���$

��


A ⊂ %&S(A), ��� ��� �������
 ���$

��
 �

������

'� �������� �( ���	����� 
�� ∃x0 ∈ A ����)� 
�� x0 /∈ C = %& S(A). *�� ���

C 
��� ���	���+ �������� �� �� �
��
 ��� ��+�,��) ��
�� z ∈ -.n � 
���� r > 0
����
� 
�� ��� Br(z) ���
�/�� C, �� �
 ���
�/�� x0, ��
� |x0 − z| > r. 0�������	

x0 ∈ A, �� ���$�� ��
�	
�� 
�� max |A − z| > r, � ��#���	 �$��) ��
�� a0 #�� �

������	�� ���
� �$��) ������

 	���,���) �� z ��
�� ���/
���� A � �
/�� ��
 ���

�� Br(z) � �
� ���

 ��
 C, ��
� a0 /∈ C. 1� �� �
��
 ��" �$��) ������

 	���,���)

��
�� )��)
��) ����	��$2
+ � A, ��
� a0 ∈ S(A), � �� �� �� ���
�
�
��$ a0 ∈ C,

��������

�
� *
��
�� ��������� �

1� #��� �� �����
�� ���
 ������
 ���������� �  
��
���

����� ���+������

���	���� ���������� � ���������� ���� ���+���� ������������	
 ���	���� ����

/
����

����������� �	
�	�����
� 0	��� A 3 �����������
 ���/
�����

����������� ���� �
���� h ������
��) �������
�	� ��
������ ��� �������
�

��
�� ��) ���/
���� A, 
��� ��) �$��+ ��
�� x ∈ A �	
� �����)2�+ �� #��+ ��
��

� �������
��� h, 4
����� ���
�/���) � A ( x + -.+h ⊂ A.

5��/
���� ��
� �
4
������� �������
��+ ���/
���� A ������
�� .6% A.

���������� �� 0�������� 
�� .6% A ��) �$�� � �����	�� � ���	��� � ����

/
���� A 
��� �����	��+ ���	���+ ���	�� 7	2
���
��� �� ��
�� �����	����� �

���	������ ���/
����8

9���� 
�� �	�
��+ �
���� h = 0 ��
 �� )��)
��) �
4
�������� �� #�� �������
�

�
���+� ����������+ ��	
�+� :�) � ����

���� ���/
��� ��	 �� �
4
������� ���

�����
��+ �

����� � �
 ��/
� ����� ;��
���
��� �������
� ������( ��
 �� �� �	�

2
���	$� �
����������
 �
4
������
 �������
��) ��) �
� ����

���� ���/
���8

���
���� <��������� �� ��������� (x, y) ��
�	$2�
 ���/
����( ������ -.2
+,

�����	 |x| ≤ 1, ��� ��=�� �������� y ≥ x2, ���/
���� xy ≥ 1 � ����/��
�����

������
� �� ���/
���� �
4
������� �������
��+ �	�	� �����
����
���( ������ -.2
+,

��� y, ���	��� y ≥ 0, ������ -.2
+ �

0�������� 
�� ��) ���	��� � ���	�� K ��
 �� .6% K = K. <�������
�� ����
��

�� �� K 
��� �������+ ������ -.2
++ � ������
��
� ��
��� ����������

0	��� A 
��� ���	���) �����
�� ��� x1 � ��
�� �>�!�� �?�� ��� �� �)���8�

1
��	��� 	�
�����)� 
�� .6% A = {0}. *���� �������� �
 ��)��
 �
� ����

���


���	���
 ���/
���� ��

� �
����������
 �
4
������
 �������
��)�

�����
� ���� 0	��� A 3 �
� ����

���
 ���	���
 ��������� ���/
�����

*� �� ��� ��

� ���) �� ���� �
4
������
 �������
��
 h �= 0.
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���������	
���� ���������	
 ��
�� ����� x0 ∈ A. ��� ��� A �	�������	�

��� �� ���	����	� ����	�����	������� xk ∈ A ������ ��� |xk| → ∞. ����
����
 	���

�����	 �	����� hk = xk−x0
|xk−x0| . � ���� ��
��������� 	�������� ��	�� 
� �� �������

!�	�	"���� 	��� �	�
"���
�� � �������	�����	�������#� ��� hk �"������ � �	�������


� 	�������
�  	 �	����� h. $�� %��
 xk = x0 + αkhk, ��	 αk = |xk − x0| → ∞.

��� ��� ����� x0, xk ∈ A, �� � ���	&�� [x0, xk] ⊂ A, � ��� ��� ��� ��
��� ������

��������� β > 0 ����� yk = x0 + βhk ��� ���������� 
���'�" k �	 �� �� %��


���	&�	� �� ��� ��� 	 �������	 �� A. (� ������ ��������� A &�
������ � ��	�	�

%��" ���	� y = x0 + βh ∈ A. )�� �	��� ∀β > 0. *���� 
� ��������� ��� 	��������

�	���� h �
����	� �	
 ��������
� ��� ��� x0 + +,+h ⊂ A.

$��� 	
 �	�	��� ��� � ��� ��
�� ������ ����� x ∈ A ��� 	 
��	� x + +,+h ⊂
A. )�� ���	� �	��	 ���
�� ����
��������� � ���	 ���	����� �	

�� ������� �

&��	�'�	� ����&��	������ �	��	
� -.-.


���� ���� $���� A / �������	 &�
�����	 
�� 	����� h �= 0 � x0 + +,+h ⊂ A.

����� ∀x ∈ A �����	 �	
� x + +,+h ⊂ A.

���������	
���� 0��� ����� x �	 �� �� ���
�� x0 + +,h, �� ����&��	������

����������� ��%��
� 
��	
 �������� ��� x /∈ x0 + +,h, � ����
����
 ���
	����

������� � ��������� x, x0 + +,h. ��� ��� ����� x � ��� x0 + +,+h ���	� ���� �

A, �� � �" �������� �
������ ��� 	 ���	� ���� � A. )�� �������� �
������ 	����

��� �	��� ���	��� ������ [x0, x] + +,+h ���� 	�1 ��
� ����� x. !$���&��� ������2#

� ���� &�
�������� A ����� � &�
������ ������ [x0, x] + +,+h ���	� ���� A, �

��������� x + +,+h ⊂ A, �.�.�. �

3�	������ �	

� ����	��� � �	������
 �
���	 �
�
�	��	
 �	

� -.4.


���� ���� $���� A / �������� ��
����� ���	� ���� 5� � K − ��������

&�
������ �����. �����

co (A ∪ K) = A + K. (4.3)

���������	
���� 6�� 	���� co (A ∪ K) ������� �& ��	" ���	� ���� y = λa +
(1 − λ)x, ��	 a ∈ A, x ∈ K, 0 ≤ λ ≤ 1. ��� ��� A � K ���	� �� 5� �� λa ∈ A

� (1 − λ)x ∈ K, ��%��
� y ∈ A + K � ��	�����	����� co (A ∪ K) ⊂ A + K. (�


�� 	���� A+K &�
����� !��� ��

� ��
����� � &�
������� 
�� 	����#� ��%��
�

�����	��	 ⊂ � !-.7# ����&���.

8��� 	
 �����	��	 ⊃ . $���� y = a + x, ��	 a ∈ A, x ∈ K. 8�� �� ����

ε ∈ (0, 1) ���� �
 yε = (1 − ε)a + x = (1 − ε)a + ε(x/ε). ��� ��� x/ε ∈ K, ��

yε ∈ co (A ∪ K), � ����� lim yε = a + x ∈ co (A ∪ K). �

$���	�	���	 ��'	 ���
	�� ����&������ ��� ������	 &�
�������� � �	��	
	 -.-

���	���	���. �	
 �	 
	�		� �����	����� ��	������

������� ���� $���� A / �	�������	���	 �������	 �������� 
�� 	����. �����

��� ��� 	 �
		� �	9	������	 �������	��	 h �= 0. :��		 ����� Rec A = Rec (A) .

���������	
���� ����
����
 �	�������	���	 �������	 &�
�����	 
�� 	����

B = A, � ����� h 	��� ��
�	 	�� �	���	��	 �	9	������	 �������	��	� ���	������		
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�� ������� ���� 	�
����
 ��� h ���������� � ��� A. 	� ����������� ∀x ∈ B ��

���������
 ∀x ∈ A � ����� x + ��+h ⊂ B, ���� x + rh ∈ B ∀ r ≥ 0.

���

 ��� ����� ���
� x ∈ A = � ! B ���
� x+rh ∈ B. 	� �������" # �$�"
�$%

�������� ���� ��
��� &� ��'�� [x, x + rh) ⊂ � ! B = A, � ��
 
�
 (�� �����������

∀ r ≥ 0, �� � ���) �"� x + ��+h ⊂ A. * ���" ����+���)����� ���
� x ∈ A, ��
��� h

�� ����������� �������� ���������$� ��� ��������� A. ,������ ��
�+���� �

���������	� ��
������
�� 	"��) ���� ����+���)��� ��������� A � ���
�

x0 ∈ A �

����������� 	
	
 *�
��� ���� ������������ h ��+$������ 
������)�$� 
 ���-

�����" A � ���
� x0 , ���� ���������� ρ(x0 + εh, A) = o(ε) ��� ε → 0+ �

.������ ��������
 ��� ��� (��� ��
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Лекция 5. Двойственные множества:
поляра и сопряженный конус

Выпуклые объекты — множества, функции и т.д. — обладают тем важным замеча-
тельным свойством, что для каждого из них, определенного в своем пространстве,
имеется некоторый двойственный объект, определенный в сопряженном пространстве
(т.е. в пространстве линейных функционалов на исходном пространстве); при этом
исходный объект, если он обладает некоторыми свойствами замкнутости, однозначно
восстанавливается по своему двойственному объекту. Отсюда вытекает, что выпуклый
объект можно задавать двумя способами — как описанием его самого, так и путем за-
дания двойственного объекта. Этот факт целиком основан на теореме об отделимости,
и является фундаментальным в выпуклом анализе.

В этой лекции мы рассмотрим двойственный объект к выпуклому множеству. Так
как исходное пространство у нас есть IRn и в нем задано скалярное произведение,
то сопряженное к нему пространство мы отождествляем с тем же IRn.

Двойственные объекты: поляра множества

Пусть A — непустое множество в IRn .

Определение 5.1. Полярой множества A называется множество

A0 = {p ∈ IRn | (p, A) ≤ 1}.

Из этого определения сразу вытекает

Свойство 1. A0 есть выпуклое замкнутое множество, содержащее 0, ибо

A0 =
⋂

x∈A

{p ∈ IRn | (p, x) ≤ 1}

— есть пересечение замкнутых полупространств, содержащих 0.

Установим еще ряд свойств поляры:

Свойство 2. Если A ⊂ B, то A0 ⊃ B0 . (Очевидно.)

Свойство 3. (A)0 = A0, (co A)0 = A0, (A ∪ {0})0 = A0, и следовательно,

( co (A ∪ {0}) )0 = A0 . (5.1)

Таким образом, к множеству можно добавлять точку 0, овыпуклять и замыкать
его, не изменяя при этом его поляры.

Докажем первые три равенства. Во всех них, с учетом свойства 2, надо доказать
лишь включение ⊃ . Пусть p ∈ A0. Возьмем произвольный x0 ∈ A. По определе-
нию имеется последовательность xk ∈ A, xk → x0. Так как при этом (p, xk) ≤ 1, то
и (p, x0) ≤ 1, откуда p ∈ (A)0, и тем самым первое равенство доказано.
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Возьмем теперь произвольный y ∈ coA, т.е. y =
∑

αixi, где все xi ∈ A, αi ≥
0,

∑
αi = 1. Так как (pi, xi) ≤ 1 для всех i, то (p, y) =

∑
αi(pixi) ≤ ∑

αi = 1,

откуда следует, что p ∈ (co A)0, т.е. второе равенство доказано.
Выполнение неравенства (p, A ∪ {0}) ≤ 1 очевидно, поэтому третье равенство

также доказано. �

Свойство 4. Множество A ограничено ⇐⇒ 0 ∈ int A0 .

Доказательство. (=⇒) Пусть |A| ≤ r. Покажем, что тогда B1/r ⊂ A0. Дей-
ствительно, если |p| ≤ 1/r, то ∀x ∈ A имеем |(p, x)| ≤ |p| · |x| ≤ 1

r r = 1 .

(⇐=) Пусть Bε ⊂ A0 при некотором ε > 0. Тогда ∀x ∈ A имеем (A0, x) ≤
1, следовательно (Bε, x) ≤ 1, т.е. ε(B1, x) ≤ 1, т.е. ε · sup|p|≤1 (p, x) = ε |x| ≤ 1,

следовательно |x| ≤ 1/ε ∀x ∈ A, т.е. |A| ≤ 1/ε . �

Свойство 5. Пусть A выпукло. Тогда 0 ∈ int A ⇐⇒ A0 ограничено (и,
следовательно, компактно). Доказать самим по аналогии с предыдущим.

Задача. Пусть последовательность выпуклых компактов Ak сходится по Хау-
сдорфу к компакту A, для которого 0 ∈ int A. Доказать, что тогда и последова-
тельность поляр A0

k сходится по Хаусдорфу к A0 .

Примеры поляр

0) Если A = {0}, то A0 = IRn, и наоборот, если A = IRn, то A0 = {0} .
1) Если A = {a �= 0} — точка, то A0 = {p |(p, a) ≤ 1} — полупространство. Если

A есть полупространство {x |(a, x) ≤ 1}, где a ∈ IRn, то A0 = [0, a] — отрезок.

2) Пусть A = B1(0) = {x |∑n
1 x2

i ≤ 1} — единичный шар в норме, соответствую-
щей скалярному произведению. Тогда A0 = A = B1(0).

Действительно, если p ∈ B1(0), т.е. |p| ≤ 1, то ∀x ∈ A имеем |(p, x)| ≤ |p| · |x| ≤
1, т.е. p ∈ A0. Если же |p| > 1, то взяв x = p/|p| ∈ A, получим (p, x) = (p, p/|p|) =
|p| > 1, следовательно, p /∈ A0 .

Задача. Доказать, что если A0 = A, то A = B1(0), т.е. других множеств, сов-
падающих со своей полярой, нет.

3) Если A = {x | ∑xi ≤ 1, все xi ≥ 0} = co {0, e1, . . . , en} — стандартный сим-
плекс, то A0 = {p | все pi ≤ 1} — сдвинутый отрицательный ортант.

4) Пусть A = {x | ∑ |xi| ≤ 1} — единичный шар в норме l1 . Тогда A0 =
{p | max |pi| ≤ 1} — единичный шар в норме l∞ . Обратно: если A — единичный
шар в норме l∞, то A0 — единичный шар в норме l1 .

5) Пусть A = {x | ∑ |xi|α ≤ 1} — единичный шар в норме lα, где α > 1. Тогда
A0 = {p | ∑ |pi|β ≤ 1} — единичный шар в норме lβ , где 1/α + 1/β = 1. (Отсюда
при α = 2 получаем свойство 3, а при α → 1 − 0 или α → ∞ свойство 4).
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6) Пусть A = {x | − a ≤ (l, x) ≤ b } — полоса (здесь a, b > 0, l ∈ IRn ). Тогда
A0 = {p = λl | − 1/a ≤ λ ≤ 1/b} — отрезок. Обратно: если A — отрезок такого вида,
то A0 — соответствующая полоса.

7) На плоскости IR2 рассмотрим множество A = { x, y > 0, y ≥ 1/x} (надграфик
гиперболы в первом октанте). Какова его поляра?

Этот вопрос ставит в тупик многих студентов. На самом же деле решается он
очень просто. По свойству 3 поляра множества A совпадает с полярой множества
co (A ∪ {0}). Легко видеть, что последнее множество есть неотрицательный октант
IR2

+ , поляра которого есть неположительный октант IR2
− . Итак, A0 = IR2

− .

Переход ко второй поляре. Применим теперь операцию взятия поляры к мно-
жеству A0, т.е. рассмотрим вторую поляру множества A (иногда ее называют бипо-
лярой); для краткости вместо (A0)0 будем писать A00. Можно было заметить, что
почти во всех вышеприведенных примерах A00 совпадает с исходным множеством
A. Оказывается, это совпадение не случайно.

Теорема 5.1 (о второй поляре). Пусть A — выпуклое замкнутое множество,
содержащее точку 0. Тогда A00 = A. Верно и обратное.

Доказательство. Сразу заметим, что обратное утверждение тривиально в силу
свойства 1 поляры любого множества. Поэтому надо доказать лишь прямое утвер-
ждение.

Итак, пусть A — выпуклое замкнутое множество и 0 ∈ A. Обозначим A0 = C.

Так как (C,A) ≤ 1, то по определению A ⊂ C0 = A00. Покажем, что A ⊃ A00,

или, что эквивалентно: если x /∈ A, то x /∈ C0 .
Действительно, пусть x /∈ A. Тогда x строго отделим от A некоторым функцио-

налом p, т.е. (p, x) > sup(p,A). Поскольку A � 0, то sup(p,A) ≥ 0, и следователь-
но, (p, x) > 0. Умножая p на подходящее положительное число, можно добиться
того, что будет (p, x) > 1 ≥ sup(p,A). Тогда p ∈ A0 = C, а неравенство (p, x) > 1
говорит о том, что x /∈ C0, ч.т.д. �

Из этой теоремы и свойства 3 вытекает

Следствие 1. Пусть A − замкнутое выпуклое множество, содержащее 0.
Тогда оно является полярой некоторого замкнутого выпуклого множества B, содер-
жащего 0: A = B0 .

Действительно, положим B = A0. Это замкнутое выпуклое множество, содержа-
щее 0, и по теореме 5.1 B0 = A .

Таким образом, множество A и его поляра A0 двойственны по отношению к
друг другу: каждое из них есть поляра другого. Другими словами, операция взятия
поляры инволютивна на классе замкнутых выпуклых множеств, содержащих 0, а сам
этот класс инвариантен относительно данной операции (она переводит его в себя).

Следствие 2. Пусть A − любое множество. Тогда

A00 = co (A ∪ {0}). (5.2)
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Доказательство. Обозначим множество, стоящее в правой части, через B. Это
замкнутое выпуклое множество, содержащее 0. По теореме 5.1 B00 = B. Но по
свойству 3 B0 = A0, т.е. получаем A00 = B .

Установим еще несколько свойств поляры. Пусть A,B — произвольные множе-
ства.

Свойство 6. (A ∪ B)0 = A0 ∩ B0 (доказать!), и следовательно,

(co (A ∪ B))
0

= A0 ∩ B0. (5.3)

Это свойство, в частности, позволяет легко находить поляру к многограннику
M = co {a1, . . . , am}. Согласно (5.3), M0 =

⋂
i {ai}0 = { p | (p, ai) ≤ 1 ∀ i }.

Вопрос о вычислении двойственного объекта к пересечению двух (а тогда и несколь-
ких) объектов является нетривиальным, в отличие от вычисления двойственного объ-
екта к объединению (который, как правило, намного проще). Это основной вопрос в
технике выпуклого анализа. Ожидаемая формула здесь легко находится из сообра-
жений двойственности (точнее, инволютивности операции перехода к двойственному
объекту), но ее справедливость устанавливается лишь при некоторых дополнительных
предположениях "регулярности".

Свойство 7. (A ∩ B)0 ⊃ co(A0 ∪ B0) для любых множеств A, B.

Достаточно доказать включение (A ∩ B)0 ⊃ A0 ∪ B0 (а далее воспользоваться
свойством 3 поляры). Но это включение очевидно вытекает из свойства 2: A∩B ⊂ A,

поэтому (A ∩ B)0 ⊃ A0, и точно так же (A ∩ B)0 ⊃ B0 . �

Упражнение 1. Привести пример двух выпуклых множеств, для которых в свой-
стве 7 выполнено строгое включение.

Свойство 7′. Пусть множества A, B выпуклы, замкнуты и содержат 0.
Тогда

(A ∩ B)0 = co (A0 ∪ B0) . (5.4)

Действительно, пусть C = A0, D = B0 . Тогда по теореме 5.1 A = C0, B = D0,

и по свойству 6 и следствию 1

(A ∩ B)0 = (C0 ∩ D0)0 = ((C ∪ D)0)0 = co (C ∪ D) = co (A0 ∪ B0) .

Упражнение 2. Пусть A1, . . . , Am − выпуклые замкнутые множества, содер-
жащие 0. Доказать по индукции, что тогда

(
⋂

Ai)
0 = co (

⋃
A0

i ) . (5.5)

Полученная формула для поляры пересечения, если сравнить ее с формулой для
поляры объединения (свойство 6), все еще не является в точности двойственной к
последней: присутствует "лишнее" замыкание. Оно исчезает в следующем "регуляр-
ном" случае.
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Свойство 8. Пусть множества A,B выпуклы, замкнуты, и у обоих 0 есть внут-
ренняя точка (условие регулярности). Тогда

(A ∩ B)0 = co (A0 ∪ B0). (5.6)

По свойству 7′ имеем (A ∩ B)0 = co(A0 ∪ B0). Но по свойству 5 оба множества
A0 и B0 − компакты, и тогда выпуклая оболочка компакта A0 ∪ B0 тоже есть
компакт, поэтому справа стоит замкнутое множество, и еще раз замыкать его уже не
требуется. �

Нетрудно показать, что требование замкнутости A,B здесь несущественно. Т.е.
справедливо более общее

Свойство 8′. Пусть множества A, B выпуклы (не обязательно замкнуты), и у
обоих 0 есть внутренняя точка. Тогда справедлива формула (5.6).

Действительно, в этом случае по свойству 3 (A ∩ B)0 = (A ∩ B)0, а по свойству
2.5 A ∩ B = A∩B, т.е. вместо множеств A,B можно рассматривать их замыкания,
к которым применить свойство 8. �

Установим, как меняется поляра при линейном отображении.

Свойство 9 (поляра линейного образа). Пусть задано линейное отображе-
ние G : IRm → IRn, задано произвольное множество B ⊂ IRm, и пусть A = GB.

Тогда
A0 = (G∗)−1(B0) = {p | G∗p ∈ B0 }. (5.7)

Здесь G∗ : IRn → IRm − сопряженное отображение, а верхний индекс −1 озна-
чает взятие полного прообраза (а не обратной матрицы, которой может не суще-
ствовать!). Напомним, что, строго говоря, G∗ есть отображение сопряженных про-
странств (IRn)∗ → (IRm)∗. Если базисы в этих пространствах сопряжены к базисам в
исходных пространствах IRn и IRm, то G∗ задается транспонированной матрицей
к матрице оператора G .

Доказательство. Для любого p ∈ IRn верно равенство (p,A) = (p, GB) =
(G∗p,B). Отсюда (p,A) ≤ 1 ⇐⇒ (G∗p,B) ≤ 1, т.е. p ∈ A0 ⇐⇒ G∗p ∈ B0, а
это и означает, что A0 = (G∗)−1(B0) . �

Из формулы (5.7) очевидно следует включение G∗A0 ⊂ B0, но обратного включе-
ния, вообще говоря, нет. Рассмотрим такие примеры на плоскости. Пусть G : IR2 → IR2

есть проекция на ось x1, а множество B есть единичный круг или отрезок, соединя-
ющий точки (−1, 1) и (1,−1). В обоих случаях A есть отрезок [−1, 1] на оси x1,

его поляра A0 есть вертикальная полоса |x1| ≤ 1, G∗ = G, G∗A0 = [−1, 1] на оси
x1, тогда как B0 есть единичный круг или косая полоса, ограниченная прямыми,
проходящими через точки (−1, 0) и (1, 0) под углом 450 (см. рис. 5.XX).

Если m = n и G обратимо, то G∗ тоже обратимо, и тогда из (5.7) очевидно
вытекает равенство G∗A0 = B0 .
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Свойство 10 (поляра линейного прообраза). Пусть, как и прежде, задано
линейное отображение G : IRm → IRn, но теперь задано выпуклое множество A ⊂
IRn, a B = G−1(A) есть его полный прообраз. Предположим, что Im G ∩ int A �= ∅
(условие регулярности). Тогда B0 = G∗A0 .

Доказать самим в качестве упражнения. Рассмотреть сначала случай, когда G

действует "на". Обозначим X = IRm, Y = IRn. Тогда X = L + Z, где L = Ker G,

и G : Z → Y действует 1–1 и "на". Поэтому B = L + BZ , где BZ = (G−1A)
⋂

Z, и
любой q ∈ B0 очевидно зануляется на L, а значит имеет вид q = G∗p, p ∈ Y.

Обратно: любой q ∈ X такого вида зануляется на L. Поэтому (q, B) = (G∗p, L+
BZ) = (p, GB z) = (p,A), следовательно, (q,B) ≤ 1 эквивалентно (p,A) ≤ 1. Отсю-
да вытекает, что q ∈ B0 ⇐⇒ q = G∗p, где p ∈ A0. �

Завершим рассмотрение свойств поляры следующим полезным примером.

Поляра эллипсоида. Пусть в IRn задан эллипсоид с полуосями σ1, ..., σn :

A =

{
x

∣∣∣∣∣ ∑
(

xi

σi

)2

≤ 1

}
.

Он, очевидно, есть образ единичного шара B1 при линейном отображении

G = diag (σ1, . . . , σn) : IRn → IRn,

y = (y1, ..., yn) 	−→ x = (σ1y1, ..., σnyn).

Действительно, y ∈ B1 ⇐⇒ x ∈ A, т.е. GB1 = A .
По свойству 9 имеем A0 = G−1B1 (мы учитываем, что G∗ = G и B0

1 = B1 ), т.е.
p ∈ A0 ⇐⇒ Gp ∈ B1 , или, что то же самое,

A0 = {p |
∑

(σipi)2 ≤ 1}.

Это также эллипсоид, который называется сопряженным к исходному эллипсоиду
A. Его полуоси имеют длину 1/σi и направлены вдоль осей исходного эллипсоида.

Двойственные объекты: сопряженный конус

Рассмотрим теперь свойства поляры в случае, когда множество есть конус. Для
конусов вместо поляры традиционно используется несколько другой двойственный
объект — сопряженный конус.

Итак, пусть K — произвольный конус в IRn .

Определение 5.2. Сопряженным конусом называется множество

K∗ = { p ∈ IRn | (p,K) ≥ 0 }.

Отметим следующий простой факт: если (p,K) ≥ c при некотором c ∈ IR, то
обязательно c ≤ 0 и (p,K) ≥ 0. (Доказать!)
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Свойства сопряженного конуса

0) K∗ — замкнутый выпуклый конус. (Очевидно.)
1) K0 = −K∗ .
Действительно, p ∈ K0 ⇐⇒ (p,K) ≤ 1 ⇐⇒ −(p, K) ≥ −1, а это означает, как

было сказано выше, что −(p,K) ≥ 0, т.е. −p ∈ K∗ .
Таким образом, сопряженный конус — это та же поляра, только со знаком минус.

2) K1 ⊂ K2 =⇒ K∗
1 ⊃ K∗

2 .

3) (K)∗ = K∗, (co K)∗ = K∗, и следовательно,

( co K )∗ = K∗, (5.8)

т.е. сопряженный конус не меняется, если исходный конус овыпуклить и замкнуть.
(Следует из свойства поляры 3, но легко доказать и непосредственно.)

4) Пусть L — линейное подпространство. Тогда L∗ = L⊥ (ортогональное допол-
нение к L ). Другими словами, если (p, L) ≥ 0, то (p, L) = 0 .

Следует из того, что L вместе с каждым элементом x содержит также и −x.

�

Напомним, что в линейной алгебре доказывалось, что если

L = { x | (bj , x) = 0, j = 1, . . . , m},

где bj ∈ IRn, то
L⊥ = { p =

∑
βjbj | βj ∈ IR} (5.9)

есть линейная оболочка векторов b1, . . . , bm .

5) Пусть K = { x | (p, x) ≥ 0}. (Если p �= 0, то это полупространство.) Тогда

K∗ = IR+p = { q = αp | α ≥ 0}

— замкнутый луч, порожденный вектором p .
Другими словами, если даны два вектора p, q ∈ IRn, и из (p, x) ≥ 0 следует

(q, x) ≥ 0 (в этом случае говорят, что вектор q подчинен вектору p ), то q колли-
неарен p : q = αp при некотором α ≥ 0.

Доказательство. Включение ⊃ очевидно. Докажем обратное включение ⊂ .

Достаточно рассмотреть случай p �= 0. Возьмем произвольный элемент q ∈ K∗ и
представим его в виде q = αp + l, где l ⊥ p. Если l �= 0, то вектор −l ∈ K, и
для него (q, l) = −|l|2 < 0, что противоречит условию q ∈ K∗. Поэтому l = 0 и
тогда q = αp. Если α < 0, то для вектора p ∈ K опять получаем противоречие:
(q, p) = α|p|2 < 0. Следовательно, α ≥ 0, ч.т.д. �

Можно было рассуждать и так. По условию имеем импликацию (p, x) ≥ 0 =⇒
(q, x) ≥ 0. В частности, из (p, x) = 0 следует (q, x) ≥ 0 и тогда (q, x) = 0 (почему?).
Отсюда, как было сказано выше, q = αp, и тогда ясно, что α ≥ 0, иначе указанная
импликация нарушается. �
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Теорема о второй поляре приобретает здесь следующий вид.

Теорема 5.2 (о втором сопряженном конусе).
Пусть K —замкнутый выпуклый конус. Тогда K∗∗ = K .

(Вытекает очевидно из теоремы 5.1, так как в силу замкнутости K � 0, и все
условия теоремы 5.1 выполнены. Однако, полезно также доказать и непосредственно.
Опять, как и в теореме 5.1, надо будет применить теорему об отделимости.)

Следствие 1. Пусть K — выпуклый замкнутый конус. Т̇огда он является сопря-
женным к некоторому выпуклому замкнутому конусу C : K = C∗.

(Действительно, надо взять C = K∗, тогда по теореме 5.2 C∗ = K∗∗ = K. )

Таким образом, операция перехода к сопряженному конусу инволютивна на классе
выпуклых замкнутых конусов.

Следствие 2. Для произвольного конуса K справедливо равенство:

K∗∗ = co K . (5.10)

Также вытекает из следствия 1 к теореме 5.1, ибо co K ∪ {0} = co K .
А можно, как и в случае поляры, доказать и непосредственно. Положим Q = co K.

Это выпуклый замкнутый конус, причем Q∗ = K∗ (свойство 3). Тогда K∗∗ = Q∗∗,
а по теореме 5.2 Q∗∗ = Q = co K.

Для выпуклых множеств A и B мы рассматривали множества A
⋂

B и co (A
⋃

B),
и находили формулы для их поляр. Если A и B — выпуклые конусы, то, как мы
знаем, co (A

⋃
B) = A + B, поэтому для конусов естественны операции пересечения

и суммы. Посмотрим, что будет происходить при этом с сопряженными конусами.

Пусть K1 и K2 — произвольные конусы (не обязательно выпуклые). Тогда:

6) (K1 + K2)∗ = K∗
1 ∩ K∗

2 . (Проверить.)

7) (K1 ∩ K2)∗ ⊃ K∗
1 + K∗

2 . (Очевидно.)

Как и в случае поляры, равенство в последнем свойстве имеет место при некотором
дополнительном предположении.

7′) Пусть K1,K2 — выпуклые замкнутые конусы. Тогда

(K1 ∩ K2)∗ = K∗
1 + K∗

2 . (5.11)

Действительно, пусть C1 = K∗
1 , C2 = K∗

2 . Тогда по теореме 5.2 K1 = C∗
1 , K2 =

C∗
2 , и пользуясь свойством 6 и следствием 1 из теоремы 5.2, получаем

(K1 ∩ K2)∗ = (C∗
1 ∩ C∗

2 )∗ = (C1 + C2)∗∗ = C1 + C2 = K∗
1 + K∗

2 .

Упражнение 3. Доказать по индукции, что для любого конечного числа выпук-
лых замкнутых конусов

(K1 ∩ . . . ∩ Km)∗ = K∗
1 + . . . + K∗

m . (5.12)
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Убрать замыкание в правой части (5.11) (а значит, и в (5.12)), пользуясь свой-
ством 8 для поляры пересечения, непосредственно нельзя, так как там присутствует
требование, чтобы точка 0 была внутренней для обоих множеств, а для конусов это
требование приводит к тривиальному случаю (тогда конус есть все пространство).

Задача 5.1. Показать, что действительно убрать замыкание в (5.11), вообще гово-
ря, нельзя. Для этого достаточно привести пример двух выпуклых замкнутых конусов
C1, C2, сумма которых C1 + C2 есть незамкнутый конус.

(Указание: в пространстве IR3 рассмотреть конус C1, образованный кругом
(z − 1)2 + x2 ≤ 1, y = 1, и точкой 0. В качестве C2 взять ось y. Показать, что
конус C1 + C2 не замкнут.)

Напомним, что если два непустых выпуклых конуса не пересекаются, то они от-
деляются гиперплоскостью, проходящей через 0. Докажем обобщение этого свойства
на случай нескольких конусов. Нам понадобится следующий простой факт.

Лемма 5.1. Пусть A — произвольное множество, и линейный функционал p �= 0
таков, что (p,A) ≥ c. Тогда ∀x ∈ intA выполнено (p, x) > c. Другими словами,
ненулевой линейный функционал не может достигать минимума (и точно так же мак-
симума) во внутренней точке множества.

Доказательство. Допустим, что ∃x0 ∈ intA, для которого (p, x0) = c. Возьмем
любой вектор v ∈ IRn такой, что (p, v) < 0 (такой всегда есть, ибо p �= 0 ). Тогда при
малом ε > 0 точка x0 +εv ∈ A, и на ней (p, x0 +εv) = c+ε(p, v) < c, противоречие.
�

Теорема 5.3 (Дубовицкого–Милютина о непересечении конусов).
Пусть K1, . . . , Km, H − непустые выпуклые конусы, из которых первые m

открыты. Тогда пересечение всех этих конусов пусто ⇐⇒ существуют функционалы
pi ∈ K∗

i , i = 1, . . . , m, q ∈ H∗, не все равные нулю (т.е. набор этих функционалов
нетривиален), сумма которых равна нулю:

p1 + . . . + pm + q = 0. (5.13)

Равенство (5.13) называется уравнением Эйлера–Лагранжа. Это кажущееся стран-
ным название объясняется тем, что все необходимые условия локального минимума
первого порядка в самых различных задачах на экстремум, в том числе и уравнение
Эйлера–Лагранжа в задачах вариационного исчисления, и даже Принцип максиму-
ма Понтрягина (!) могут быть получены из этого, на первый взгляд примитивно-
го, равенства. Теорема Дубовицкого–Милютина является удобным и эффективным
инструментом в различных вопросах теории экстремума, в особенности при выводе
необходимых условий оптимальности; она является одним из ключевых пунктов т.н.
схемы (или метода) Дубовицкого–Милютина. Подробнее об этом см. [55].

Доказательство. Импликация (⇐=) доказывается просто. От противного: до-
пустим, что выполнено уравнение Эйлера, но ∃x ∈ ⋂Ki

⋂
H. Если все pi = 0, то

из (5.13) следует, что и q = 0, т.е. набор функционалов тривиален, противоречие.

          39



Поэтому хотя бы один ps �= 0. Но тогда из неравенства (ps,Ks) ≥ 0, учитывая, что
конус Ks открыт, по лемме 5.1 получаем (ps, x) > 0, и тогда

∑m
1 (pi, xi) + (q, x) > 0

(все слагаемые неотрицательны, и по крайней мере одно положительно), что проти-
воречит уравнению Эйлера.

Докажем (=⇒). Пусть
⋂

Ki
⋂

H = ∅. Обозначим IRn = X, и рассмотрим про-
странство Z = Xm с элементами z = (x1, . . . , xm), где каждый xi есть элемент про-
странства IRn. В этом пространстве рассмотрим выпуклые конусы Ω = K1×. . .×Km

(он очевидно открыт) и

D = { z = (x1, . . . , xm) | x1 = . . . = xm ∈ H } − "диагональ" конуса Hm.

Мы утверждаем, что Ω ∩ D = ∅. Действительно, в противном случае найдется
z, у которого все компоненты xi ∈ Ki (ибо z ∈ Ω ), и с другой стороны, все xi

равны между собой: xi = x ∀ i, и этот x ∈ H (ибо z ∈ D). Но тогда вектор x

принадлежит всем конусам Ki и H, т.е. их пересечение непусто, противоречие.
Так как Ω и D не пересекаются, то по теореме 3.3 их можно разделить: суще-

ствует l ∈ Z, l = (p1, . . . , pm) �= 0 такой, что (l, Ω) ≥ 0 и (l,D) ≤ 0.

Для любого z = (x1, . . . , xm) ∈ Z по определению имеем (l, z) =
∑m

1 (pi, xi). По-
кажем, что из (l, Ω) ≥ 0 вытекает, что ∀ i (pi,Ki) ≥ 0. Действительно, возьмем про-
извольные xi ∈ Ki , i = 1, . . . , m. Тогда ∀ ε > 0 точка z(ε) = (x1, εx2, . . . , εxm) ∈
Ω, поэтому (l, z(ε)) ≥ 0, и при ε → 0+ получим lim (l, z(ε)) = (p1, x1) ≥ 0. Точно
так же (pi, xi) ≥ 0 ∀ i, поэтому все pi ∈ K∗

i .

Положим теперь q = −∑ pi . Тогда равенство (5.13) автоматически выполнено.
Неравенство (l, D) ≤ 0 означает, что ∀x ∈ H

∑
(pi, x) ≤ 0, т.е. (q, x) ≥ 0, и

следовательно, q ∈ H∗.
Итак, существование требуемых pi , q установлено, ч.т.д. �

В случае, когда m = 1, т.е. имеются лишь два конуса K1 и H, теорема Дубовиц-
кого–Милютина фактически является переформулировкой теоремы об отделимости
для конусов; в общем же случае она представляет собой некую (очень удачную!)
адаптацию теоремы об отделимости для целей теории оптимизации.

Из теоремы 5.3 в частности вытекает удобная формула для сопряженного к пере-
сечению конусов, упрощающая полученную ранее формулу (5.11).

Теорема 5.4. Пусть K1, K2 открытые выпуклые конусы, имеющие непустое
пересечение: K1 ∩ K2 �= ∅. Тогда

(K1 ∩ K2)∗ = K∗
1 + K∗

2 . (5.14)

(По сравнению с (5.11) здесь отсутствует замыкание в правой части.)

Доказательство. Включение ⊃ тривиально. Докажем ⊂ .

Пусть вектор p ∈ (K1∩K2)∗. Нам надо представить его в виде суммы p = p1 +p2,

где p1 ∈ K∗
1 , p2 ∈ K∗

2 . Считаем p �= 0 (иначе имеется тривиальное представление:
0 = 0 + 0).
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Введем еще один конус: K3 = { x | (p, x) < 0} — открытое полупространство.
Очевидно, K1 ∩ K2 ∩ K3 = ∅. (Действительно, иначе ∃x ∈ K1 ∩ K2 такой, что
x ∈ K3, т.е. (p, x) < 0, а это противоречит выбору p. )

Тогда по теореме Дубовицкого–Милютина найдутся pi ∈ K∗
i , i = 1, 2, 3, не все

равные 0, такие что p1 + p2 + p3 = 0. Но по свойству 5 p3 = −αp, где α ≥ 0,

т.е. p1 + p2 = αp. Если α = 0, то имеем p1 + p2 = 0, и хотя бы один из этих
функционалов ненулевой. Но тогда, опять по теореме Дубовицкого–Милютина (!),
получаем, что K1 ∩ K2 = ∅, что противоречит условию теоремы. Следовательно,
α > 0, и тогда p = 1

α (p1 + p2) ∈ K∗
1 + K∗

2 , ч.т.д. �

Обратим внимание, что в этом доказательстве мы дважды пользовались теоремой
Дубовицкого–Милютина: один раз в одну сторону, а второй раз в другую.

Упражнения.

4) Пусть K1, K2 — выпуклые конусы, внутренности которых имеют общие точки:
(int K1) ∩ (int K2) �= ∅. Показать, что тогда верна та же формула (5.14).

Показать, что здесь недостаточно требовать, чтобы K1 ∩ K2 �= ∅. (Рассмотреть
контрпример из задачи 5.1.)

5) Доказать формулу (5.14), опираясь на формулу (5.6) для поляры пересечения,
с помощью перехода от выпуклого множества A к выпуклому конусу con (A, 1) (см.
лекцию 1).

6) Показать, что конус касательных направлений (см. лекцию 4) и конус внешних
нормалей (см. лекцию 3) к выпуклому множеству A в произвольной точке x ∈ A

являются взаимно двойственными: NA(x) = −K∗
A(x) .

7) Пусть выпуклые множества A, C имеют общие внутренние точки.
Тогда ∀x ∈ A∩C касательный конус к пересечению этих множеств есть пересечение
касательных конусов:

KA∩C(x) = KA(x)
⋂

KC(x),

а конус внешних нормалей к пересечению есть сумма конусов внешних нормалей к
каждому из множеств:

NA∩C(x) = NA(x) + NC(x).
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Лекция 6. Полиэдральные множества
и двойственные к ним

Здесь мы рассмотрим вопрос о том, какой вид имеет поляра или сопряженный конус
в случае, когда исходное множество (соответственно конус) полиэдральное, т.е. зада-
ется конечным числом линейных неравенств и равенств. В первую очередь нас будет
интересовать случай полиэдрального (конечногранного) конуса.

Вместе с понятием конечногранного конуса имеется также понятие конечнопорож-
денного конуса.

Определение 6.1. Конус C называется конечнопорожденным, если

C =
m∑

i=1

IR+ ai ,

где a1, . . . , am − некоторые векторы из IRn; они называются образующими конуса
C. (Точнее, образующими называются те из них, которые нельзя в этом равенстве
отбросить.)

Определение 6.2. Векторы a1, ..., am ∈ IRn называются позитивно зависимы-
ми, если ∃ λi ≥ 0 такие, что

∑
λi > 0 и

∑
λiai = 0 .

Очевидно, позитивная зависимость векторов эквивалентна тому, что их выпук-
лая оболочка содержит 0 (ибо условие

∑
λi > 0 можно заменить на

∑
λi = 1).

Например, если хотя бы один ai = 0, то весь набор заведомо позитивно зависим.
Если указанных λi не существует, то данные векторы называются позитивно

независимыми. Или, другими словами: векторы позитивно независимы, если их вы-
пуклая оболочка не содержит 0.

Понятие позитивной зависимости (независимости) хотя и похоже на понятие ли-
нейной зависимости (независимости), имеет существенное отличие от последнего.
А именно, тогда как в IRn число линейно независимых векторов не может превос-
ходить n, число позитивно независимых векторов может быть любым. Например,
любой ненулевой вектор a, повторенный любое число раз: a, a, . . . , a, образует по-
зитивно независимую систему.

Более интересный пример: пусть a1, . . . , am ∈ IR2 − любые векторы, у которых
вторая координата положительна. Покажите, что такой набор позитивно независим.
Этот пример есть частный случай следующего общего утверждения.

Лемма 6.1.
Векторы ai позитивно независимы ⇐⇒ ∃ p ∈ IRn : (p, ai) > 0 ∀ i .

Доказательство. (⇐=) Пусть такой p существует. Если при этом векторы ai

позитивно зависимы, то из равенства
∑

λiai = 0 получаем
∑

λi(pi, ai) = 0. Но так
как все λi ≥ 0 и некоторые из них > 0, а все (pi, ai) > 0 , то слева в последнем
равенстве стоит положительное число. Противоречие.
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(=⇒) Так как { ai } позитивно независимы, то их выпуклая оболочка A не со-
держит точку 0. Множество A выпукло и замкнуто (как выпуклая оболочка ком-
пакта), поэтому существует функционал p, строго отделяющий A от точки 0 :
min (p,A) > (p, 0) = 0. Отсюда (p, ai) > 0 ∀ i . �

Следствие. Если векторы a1, ..., am позитивно независимы, то порожденный
ими конус

∑
IR+ ai замкнут.

Доказательство. Если ai позитивно независимы, то по лемме 6.1 открытые
конусы Ki = { p | (p, ai) > 0 } имеют непустое пересечение, а тогда по теореме 5.4 и
свойству 5 сопряженного конуса имеем(⋂

Ki

)∗
=
∑

K∗
i =

∑
IR+ ai .

Но конус слева замкнут (как сопряженный к некоторому), а тогда замкнут и конус,
стоящий справа. �

Как мы знаем, алгебраическая сумма двух замкнутых множеств не обязательно
замкнута. Однако, справедливо следующее утверждение.

Лемма 6.2. Пусть IRn разбито в прямую сумму: IRn = L⊕M, и пусть CL, CM −
замкнутые множества в подпространствах L, M соответственно. Тогда их сумма
C = CL + CM также замкнута.

Доказательство. Пусть дана последовательность xk = yk + zk ∈ C, где
yk ∈ CL , zk ∈ CM , такая что xk → x0 . Нам надо показать, что x0 ∈ C.

Так как x0 = y0 + z0 , где y0 ∈ L и z0 ∈ M есть проекции x0 на L и M

соответственно, а yk и zk есть проекции xk на L и M, то из того, что xk → x0,

вытекает, что yk → y0 и zk → z0 (в силу непрерывности проекции). Из замкнутости
CL, CM вытекает, что y0 ∈ CL, z0 ∈ CM , а тогда по определению x0 = y0 + z0 ∈ C.

�

Задача. Пусть выпуклый конус K содержит подпространство L, и M есть
прямое дополнение к L в IRn. Тогда в подпространстве M имеется выпуклый конус
KM такой, что K = KM ⊕L. (В качестве KM надо взять проекцию конуса K на
подпространство M вдоль L .) Конус KM есть, так сказать, фактор-конус конуса
K по содержащемуся в нем подпространству L .

Лемма 6.3. Пусть a1, ..., am — произвольный конечный набор векторов. Тогда
конус C =

∑
IR+ ai замкнут.

Доказательство. Индукция по m. Для m = 1 утверждение выполнено три-
виально. Пусть оно выполняется для любых векторов, число которых меньше неко-
торого m. Рассмотрим произвольный набор из m векторов.

Если ai позитивно независимы, то конус C замкнут по следствию из леммы
6.1. Пусть теперь ai позитивно зависимы, т.е. ∃λi ≥ 0 , такие что

∑
λi > 0 и
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∑
λiai = 0. Без нарушения общности считаем λm = 1. (Почему?) Тогда

−am = λ1a1 + . . . + λm−1am−1 ,

и этот вектор принадлежит C, ибо справа стоит позитивная комбинация элементов
выпуклого конуса C. Таким образом, ± am ∈ C, и следовательно, прямая L =
IR am ⊂ C. Тогда (по свойству выпуклого конуса) вместе с каждым x ∈ C будет
x + L ⊂ C .

Пусть IRn = L⊕M , где M − любое прямое дополнение к L. Тогда ai = li+a⊥i ,
где li ∈ L, a⊥i ∈ M. Рассмотрим конус CM =

∑m−1
i=1 IR+ a⊥i , содержащийся в

подпространстве M. По предположению индукции он замкнут. Ясно, что наш C =
L + CM (показать!), и тогда по лемме 6.2 он также замкнут. �

Следствие. Пусть a1, ..., am — произвольный конечный набор векторов, L −
произвольное подпространство. Тогда конус C = L +

∑
IR+ ai замкнут.

Доказательство. Пусть { bi } есть любой базис в L. Тогда L =
∑

IR+ (±bi) ,
следовательно, конус

C =
∑

IR+ai +
∑

IR+ (±bi)

замкнут по лемме 6.3. (А можно было перейти к a⊥i и воспользоваться леммой 6.2.)
�

Упражнение. Верно ли, что если K − произвольный выпуклый замкнутый
конус, а L − подпространство, то конус K + L замкнут? Привести контрпример.

Теорема 6.1. (Лемма Фаркаша). Пусть задан конечногранный конус

K = {x ∈ IRn | (ai, x) ≥ 0, i = 1, ..., m; (bj , x) = 0, j = 1, ..., s},

где ai, bj - произвольные векторы из IRn . Тогда

K∗ =
∑

IR+ ai +
∑

IR bj = { p =
∑

αiai + βjbj | αi ≥ 0 }.

Доказательство. Введем конусы Ki = {x | (ai, x) ≥ 0} и подпространство
M = {x | (bj , x) = 0 ∀ j }. Тогда K =

⋂
Ki
⋂

M, следовательно, по формуле (5.12)

K∗ =
∑

K∗
i + M⊥ =

∑
IR+ai +

∑
IRbj ,

а по следствию из леммы 6.3 справа под чертой стоит замкнутый конус, поэтому
замыкание брать уже не надо. �

Лемма Фаркаша утверждает, что если вектор p "подчинен" векторам ai, bj в
том смысле, что из условий (ai, x) ≥ 0 ∀ i и (bj , x) = 0 ∀ j следует (p, x) ≥ 0, то
этот вектор есть просто позитивно-линейная комбинация векторов ai, bj , т.е. p =∑

αiai +
∑

βjbj , где все αi ≥ 0, а βj произвольны.

Обратное утверждение (если p имеет такой вид, то он подчинен векторам ai, bj )
выполняется тривиально.
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Упражнение. Доказать лемму Фаркаша с помощью теоремы Дубовицкого–
Милютина. (Указание: рассмотреть сначала случай, когда ограничений равенства
в определении конуса K нет, а его с помощью индукции свести к случаю, когда
вектора ai позитивно независимы.)

Перейдем теперь от многогранных конусов к многогранным множествам.

Полупространство. Пусть для начала множество Π задано одним неравен-
ством (l, x) ≤ c, где l �= 0, c > 0.

Тогда любой вектор p ∈ Π0 имеет вид p = λl, λ ≥ 0 (почему?), при этом из
(l, x) ≤ c должно следовать (p, x) = λ(l, x) ≤ 1, поэтому λ ≤ 1/c . Итак,

Π0 =
{

p = λl | 0 ≤ λ ≤ 1
c

}
=

1
c

[0, l] .

Если c = 0, то Π есть конус и, как мы знаем, Π0 = { p = λl | λ ≥ 0 } = IR+l .

Многогранное множество, внутренность которого содержит 0. Пусть те-
перь множество A задано конечным числом неравенств (lk, x) ≤ ck , k = 1, . . . , r,

где для начала все ck > 0. Если ввести полупространства

Πk = {x | (lk, x) ≤ ck }, k = 1, . . . , r, (6.1)

то в каждом из них 0 есть внутренняя точка, A =
⋂

k Πk , и по свойству 5.8

A0 = co

(⋃
k

Π0
k

)
= co

{
0,

1
c1

l1 , . . . ,
1

cm
lm

}
— это многогранник.

Общий случай многогранного множества, содержащего 0. Пусть M за-
дано конечным числом неравенств (6.1), где все ck > 0, а также ограничениями

(ai, x) ≤ 0, i = 1, . . . , m, (6.2)

(bj , x) = 0, j = 1, . . . , s, (6.3)

где ai, bj ∈ IRn.

Тогда M = A∩K, где A задано неравенствами (6.1), а K есть конус, заданный
ограничениями (6.2), (6.3). По лемме Фаркаша

K0 = (−K)∗ =
∑

IR+ai +
∑

IRbj ,

это конечнопорожденный конус. По свойству поляры 7’ (лекция 5) M0 = co (A0 ∪ K0,

и так как A0 − выпуклый компакт, содержащий 0, а K0 − замкнутый выпуклый
конус, то по лемме 4.6

M0 = A0 + K0 = co

{
0,

1
c1

l1 , . . . ,
1

cm
lm

}
+
∑

IR+ai +
∑

IRbj ,
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т.е. M0 состоит из всех векторов вида

p =
r∑

k=1

αk

ck
lk +

m∑
i=1

λiai +
s∑

j=1

μjbj ,

где αk ≥ 0,
∑

αk ≤ 1, λi ≥ 0, μj ∈ IR.

Двойственное описание полиэдральных множеств

Напомним, что полиэдром (полиэдральным, или многогранным множеством) на-
зывается множество решений системы неравенств

(ai, x) ≤ ci , i = 1, . . . , k ;

(сюда можно добавить и равенства, что, впрочем, не меняет общности), т.е. множе-
ство, являющееся пересечением конечного числа замкнутых полупространств.

В частности, полиэдральный (многогранный или конечногранный) конус — это
множество решений системы неравенств (ai, x) ≤ 0, i = 1, . . . , k.

C другой стороны, имеются также следующие множества (мы их уже вcтречали в
предыдущих лекциях):

Выпуклый многогранник — это выпуклая оболочка любого конечного множества
точек: co {x1, . . . , xm} ;

Конечнопорожденный конус
∑

IR+ai (минимальный замкнутый конус, порож-
денный векторами a1, . . . , am ).

Таким образом, первые два класса множеств задаются в виде пересечения конеч-
ного числа полупространств, а вторые — в виде выпуклой (или конической) оболочки
конечного числа векторов.

Следующая замечательная теорема устанавливает, что фактически это одни и те
же классы множеств.

Теорема 6.2. (Минковского-Вейля).
1) Множество является ограниченным полиэдром ⇐⇒ оно есть выпуклый мно-

гогранник.
2) Множество является многогранным конусом ⇐⇒ оно является конечнопо-

рожденным конусом.
3) Множество полиэдрально ⇐⇒ оно есть сумма выпуклого многогранника и

конечнопорожденного конуса.
4) Поляра к полиэдральному множеству есть полиэдральное множество.

Геометрически справедливость этих утверждений не вызывает сомнений, однако
доказательства первых трех из них отнюдь не тривиальны (утверждение 4 легко сле-
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дует из трех первых). Мы их здесь не приводим, отсылая заинтересованного читателя
к книге [R , §19]. Эта теорема имеет такие следствия:

1) Пересечение конечного числа многогранников есть многогранник.
2) Сумма конечного числа полиэдров есть полиэдр (в частности она замкнута).
3) Образ и полный прообраз полиэдра при аффинном отображении также явля-

ются полиэдрами.
4) Если два полиэдра не пересекаются, то их можно строго отделить друг от друга.

Доказательство этих следствий оставляем читателю в качестве упражнений.

Понятие особого ограничения

Конечногранные множества естественным образом возникают в качестве линей-
ных ограничений (равенства и неравенства) в различных задачах оптимизации.
Среди ограничений неравенства могут быть так называемые особые ограничения.
Цель данного раздела — познакомиться с этим понятием.

Рассмотрим следующую систему равенств и строгих неравенств:

( li, x ) < 0, i = 1, . . . , m ,

( hj , x ) = 0, j = 1, . . . , s ,

}
(6.4)

где li , hj − некоторые векторы из IRn .

Лемма 6.4 (частный случай теоремы 5.3). Система (6.4) не имеет решений ⇐⇒
существуют αi ≥ 0, i = 1, . . . , m; βj , j = 1, . . . , s, такие что

∑
αi > 0 и∑

αili +
∑

βjhj = 0 . (6.5)

Равенство (6.5) (как и равенство (5.13)) называется уравнением Эйлера–Лагранжа,
а коэффициенты αi, βj называются множителями Лагранжа.

Доказательство. (⇐=) Пусть указанные αi, βj существуют, но, тем не менее,
система имеет решение x. Тогда, суммируя эту систему с данными коэффициентами
αi, βj , получим∑

αi(li, x) +
∑

βj(hj , x) =
(∑

αili +
∑

βjhj

)
x = 0. (6.6)

Но
∑

αi(li, x) < 0, ибо все αi ≥ 0 и хотя бы одно αi > 0, а
∑

βj(hj , x) = 0, поэтому
левая часть равенства (6.6) отрицательна, а справа стоит 0. Противоречие.

(=⇒) Если какой-то вектор li0 = 0, то возьмем αi0 = 1, и положим остальные
коэффициенты αi = βj = 0. Тогда (6.5) очевидно выполнено. Поэтому далее считаем,
что все векторы li �= 0.

Рассмотрим непустые открытые конусы Ki = {x | (li, x) < 0 } и подпространство
N = {x | (hj , x) = 0 ∀ j }. По условию K1

⋂
...
⋂

Km
⋂

N = ∅, поэтому ∃ pi ∈ K∗
i и
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q ⊥ N, не все равные 0, такие что
∑

pi + q = 0. Но каждый pi = −αili , где αi ≥ 0,

а q = −∑βjhj . Если все αi = 0, то все pi = 0 а тогда и q = 0, противоречие.
Следовательно,

∑
αi > 0 и выполнено (6.5). �

Рассмотрим подробнее случай, когда система (6.4) не имеет решений. Согласно
лемме 6.4, это эквивалентно тому что ∃αi ≥ 0, βj такие, что

∑
αi > 0 и выполнено

уравнение Эйлера–Лагранжа (6.5).

Определение 6.3. Будем говорить, что индекс i0 особый (или i0 -ое ограниче-
ние неравенства особое), если для любого набора множителей (αi, βj) с указанными
свойствами выполнено равенство αi0 = 0.

Таким образом, особый индекс это такой, который ни в какой комбинации не участ-
вует в уравнении Эйлера–Лагранжа.

Если же существует набор (αi, βj) с указанными свойствами, в котором αi0 > 0,

то индекс i0 называется неособым.

Вместе с системой (6.4), в которой все неравенства строгие, рассмотрим также со-
ответствующую систему с нестрогими неравенствами:

( li, x ) ≤ 0, i = 1, ..., m ,

( hj , x ) = 0, j = 1, ..., s ,

}
(6.7)

Равенства обеих систем можно кратко записывать в матричном виде: Hx = 0, где
матрица H образована строками hj .

Основное свойство особого ограничения (или индекса) дается следующей леммой.

Лемма 6.5. Индекс i0 — особый ⇐⇒ существует решение x̂ системы (6.7)
такое, что (li0 , x̂) < 0 .

Доказательство. (⇐=) Если указанный x̂ существует, но i0 не особый, то
для соответствующего набора αi, βj (где αi0 > 0, а остальные αi ≥ 0 ), умножая
уравнение (6.5) на данный x̂ , получим противоречие: слева будет отрицательная
величина, а справа 0.

(=⇒) От противного. Допустим, что требуемого x̂ нет. Это означает, что мно-
жества (выпуклые конусы)

A = {x | (li0 , x) < 0 } и

C = {x | (li, x) ≤ 0, i �= i0, Hx = 0 }

не пересекаются. Тогда их можно отделить: ∃ p ∈ A∗, q ∈ C∗, не равные оба нулю и
такие, что p+q = 0. Как мы уже знаем, p = −αi0 li0 , где αi0 ≥ 0. Ясно, что αi0 > 0
(иначе p = 0, а тогда и q = 0, что не годится). Поэтому можем считать αi0 = 1.

Тогда q = −p = li0 ∈ C∗, а по лемме Фаркаша

q = −
∑
i	=i0

αili −
∑

βjhj ,
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где все αi ≥ 0. При этом p + q = 0 означает, что

li0 +
∑
i	=i0

αili +
∑

βjhj = 0,

а это и есть уравнение Эйлера–Лагранжа, в котором αi0 = 1. Следовательно индекс
i0 не особый. �

Итак, особое ограничение (или индекс) можно определить двумя способами: либо
по определению 6.3 (с использованием двойственных переменных, т.е. множителей
Лагранжа), либо по лемме 6.5 (с использованием свойств системы (6.7) в исходном
пространстве).

Пусть I0 есть множество всех особых индексов системы (6.7). Для каждого i ∈ I0

имеется свой вектор x̂i , указанный в лемме 6.5. Возьмем их сумму: x̂ =
∑

i∈I0
x̂i .

Тогда x̂ по-прежнему удовлетворяет системе (6.7), и при этом для всех i ∈ I0 одно-
временно выполнено (li, x̂) < 0, т.е. вектор x̂ направлен строго внутрь всех особых
ограничений неравенства.

Замечание. Рассмотренное здесь понятие особого ограничения в точности соот-
ветствует известному понятию особого режима в задачах оптимального управления.
(Более правильно было бы называть эти режимы особыми по отношению к некото-
рому ограничению неравенства на управление.) В этих бесконечномерных ситуациях
также полезно иметь в виду указанную двойственную природу особого ограничения,
в частности, существование направления, идущего внутрь особого ограничения.
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Лекция 7. Выпуклые функции

Имеются два определения выпуклой функции. Одно из них, традиционное, состоит в
следующем. Пусть D есть непустое выпуклое множество в IRn .

Определение 1. Функция f : D → IR называется выпуклой, если она удовле-
творяет следующему свойству: ∀x1, x2 ∈ D, ∀α1, α2 ≥ 0 : α1 + α2 = 1,

выполнено неравенство Йенсена:

f(α1x1 + α2x2) ≤ α1f(x1) + α2f(x2). (7.1)

Другими словами, график функции лежит не выше любой своей хорды.

Однако часто бывает удобно считать, что f задана на всем пространстве IRn, но
может иметь как конечные значения, так и ±∞ :

f : IRn → IR = IR ∪ {±∞} . (7.2)

В этом случае принимается следующее (более современное) определение выпуклой
функции.

Определение 2. Функция f выпукла, если ее надграфик

epif = {(x, z) ∈ IRn+1 | z ≥ f(x)}

есть выпуклое множество.

Обозначение epif происходит от слова epigraph — надграфик. Мы часто будем
обозначать надграфик через Ef , или даже просто E, когда ясно, о какой функции
идет речь.

Вместе с надграфиком для функции (7.2) определяется также множество

D = domf = {x ∈ IRn | f(x) < +∞},

которое называется ее эффективным множеством (или эффективной областью) (от
слова domain).

Ясно, что D есть проекция множества E на подпространство x, т.е. D состоит
из тех точек x, в которые проектируется хотя бы одна точка из E (проверить!);
при этом

E = { (x, z) | x ∈ D, z ≥ f(x) } .

Очевидно, что D непусто ⇐⇒ E непусто. Если E выпукло, то, как мы знаем, D

также выпукло. (Обратное, конечно, неверно.)

Определение 3. Функция f вида (2) называется собственной, если всюду
f(x) > −∞ и хотя бы в одной точке f(x) < +∞ .

Другими словами, функция собственная, если ее надграфик непуст и не содержит
"вертикальных" прямых (т.е. прямых, параллельных базисному вектору en+1 ).
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Как правило мы будем иметь дело с собственными функциями, а несобственные
функции будут получаться как "нежелательный" результат операций с собственны-
ми.

Примеры.

1. f(x) ≡ +∞ есть несобственная выпуклая функция; у нее E = Ø, D = Ø .
2. f(x) ≡ −∞ есть несобственная выпуклая функция; E = IRn+1 , D = IRn .
3. f(x) ≡ c ∈ IR — есть собственная выпуклая функция; E = {(x, z) | z ≥ c} —

полупространство, D = IRn .
4. Аффинная функция f(x) = (a, x) + b , где a ∈ IRn , b ∈ R. Это собственная

выпуклая функция, ее надграфик E = {(x, z) | (a, x) + b ≤ z} есть замкнутое
полупространство, D = IRn .

Нетрудно заметить, что и обратно, любое замкнутое полупространство в IRn+1,

не являющееся "вертикальным" (т.е. не инвариантное относительно сдвигов вдоль
вертикальной прямой IR en+1), есть надграфик некоторой аффинной функции.

Как связаны два приведенных выше определения выпуклой функции?

Теорема 7.1. Пусть f − собственная выпуклая функция в смысле определе-
ния 2. Тогда существует непустое выпуклое множество D, вне которого f = +∞,

а на D функция f конечна и является выпуклой в смысле определения 1.
Обратно: пусть f выпукла на непустом выпуклом множестве D в смысле

определения 1. Тогда, считая f(x) = +∞ вне D, получаем собственную выпуклую
функцию в смысле определения 2.

Доказательство. (2) ⇒ (1). Пусть f − собственная выпуклая функция в смыс-
ле определения 2. Тогда множество E = epif и его проекция D = domf непусты и
выпуклы. Осталось проверить неравенство Йенсена. Пусть даны точки x1, x2 ∈ D и
числа α1, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1. Тогда по определению

(x1, z1 = f(x1)) ∈ E, (x2, z2 = f(x1)) ∈ E,

и в силу выпуклости E

α1(x1, z1) + α2(x2, z2) ∈ E,

т.е.
(α1x1 + α2x2, α1z1 + α2z2) ∈ E,

а это означает по определению, что

f(α1x1 + α2x2) ≤ α1z1 + α2z2 = α1f(x1) + α2f(x2).

(1) ⇒ (2). Пусть f : D → IR выпукла в смысле определения 1, и мы положили
f(x) = +∞ вне D. Тогда всюду f(x) > −∞, и на непустом множестве D по усло-
вию f(x) ∈ IR, следовательно, f собственная. Надо лишь проверить выпуклость ее
надграфика E = {(x, z) | x ∈ D, f(x) ≤ z}.
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Возьмем любые точки (x1, z1), (x2, x2) ∈ E и числа α1, α2 ≥ 0 , α1 + α2 = 1 .
По определению f(x1) ≤ z1 и f(x2) ≤ z2 , а в силу неравенства Йенсена имеем

f(α1x1 + α2x2) ≤ α1f(x1) + α2f(x2) ≤ α1z1 + α2z2,

откуда (α1x1 + α2x2, α1z1 + α2xz) ∈ E, т.е. α1(x1, z1) + α2(x2, z2) ∈ E, и следова-
тельно, E выпукло. Теорема доказана. �

Таким образом, если ограничиться рассмотрением собственных функций, оба опре-
деления выпуклой функции по сути дела дают одно и то же.

Отметим несколько простых свойств выпуклых функций.

Свойство 1. Пусть функция f : D → IR выпукла. Тогда ∀x1, . . . , xk ∈ D,

∀α1, . . . , αk ≥ 0,
∑

αi = 1, справедливо "многоточечное" неравенство Йенсена

f

(
k∑

i=1

αixi

)
≤

k∑
i=1

αif(xi).

Доказательство проводится индукцией по k; мы оставляем его читателю в качестве
несложного упражнения.

С выпуклыми функциями можно производить ряд операций, не выходя из класса
выпуклых функций; важнейшими из них являются сумма функций f(x) + g(x) и
максимум функций max (f(x), g(x)).

Свойство 2. Если f и g собственны и выпуклы, то f + g и max (f, g) тоже
выпуклы. Обе эти новые функции имеют dom = Df ∩ Dg .

Доказательство. Выпуклость f + g удобно проверять с помощью неравенства
Йенсена, а выпуклость max(f, g) через выпуклость надграфика, заметив предвари-
тельно, что

Emax(f,g) = Ef

⋂
Eg .

Эту элементарную проверку мы оставляем читателю. �

Обратим внимание, что если f и g были собственными, но их эффективные
множества Df и Dg не пересекались (или, что то же самое, их надграфики Ef и
Eg не пересекались), то функции f + g и max (f, g) уже несобственные: они всюду
равны +∞.

Из свойства 2 вытекает простое, но важное

Следствие. Если f : IRn → IR – выпуклая, а g = (a, x) + b : IRn → IR –
аффинная, то f + g выпуклая, и ее эффективная область есть Df .

Другими словами, к выпуклой функции можно прибавлять (а значит, и вычитать
из нее) любую аффинную, сохраняя выпуклость и не меняя эффективного множества.
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Операцию суммы можно рассматривать для любого конечного числа функций.
Более того, если f1, ..., fk − собственные выпуклые функции, и α1, . . . , αk − произ-
вольные положительные числа, то функция F (x) =

∑
αif(xi) также выпукла, и ее

эффективное множество

DF =
k⋂

i=1

Dfi
.

Если DF непусто, то полученная функция F собственная; в противном случае F ≡
+∞ несобственная. Проверка этих утверждений не представляет трудностей.

Несколько интересней обстоит дело с операцией максимума. Отметим, что в клас-
сическом анализе, который посвящен главным образом изучению гладких (т.е. диф-
ференцируемых, и даже непрерывно дифференцируемых) функций, эта операция от-
сутствует (точнее, не рассматривается), ибо она сразу же выводит за рамки класса
гладких функций (максимум двух гладких функций, как правило, уже не есть глад-
кая функция). В выпуклом же анализе гладкость изучаемых функций не является
обязательным требованием (выпуклая функция может не быть гладкой), и поэтому
операция максимума вполне "законна".

Более того, операция максимума может быть применена не только к конечному, но
и к любому бесконечному числу выпуклых функций. А именно, пусть {fμ(x), μ ∈ M}
есть семейство выпуклых функций, где индекс μ пробегает некоторое множество M

любой мощности (и любой природы). Тогда функция

F (x) = sup
μ∈M

fμ(x)

также будет выпуклой; у нее, очевидно,

EF =
⋂
μ

Efμ , DF =
⋂
μ

Dfμ .

Таким образом, максимуму (точнее, супремуму) функций соответствует пересечение
надграфиков. Этот факт сразу же наталкивает на следующее соображение.

Пусть дана выпуклая функция, у которой надграфик E замкнут. Тогда E, как
выпуклое замкнутое множество, есть пересечение замкнутых полупространств. За-
мкнутые же полупространства в IRn+1 (все, кроме "вертикальных"), как мы уже
знаем, есть надграфики некоторых аффинных функций. Таким образом, если от-
влечься от возможного присутствия этих вертикальных полупространств, мы при-
ходим к выводу, что выпуклая функция, имеющая замкнутый надграфик, должна
быть супремумом некоторого семейства аффинных функций.

Этот факт называется теоремой Минковского и ниже будет строго доказан.
А пока мы рассмотрим несколько примеров выпуклых функций, порождаемых вы-
пуклыми множествами.

5. Индикаторная функция множества. Пусть A — непустое выпуклое мно-
жество. Тогда

δA(x) =
{

0, если x ∈ A,
+∞, если x /∈ A,
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есть собственная выпуклая функция; она называется индикаторной функцией мно-
жества A. Ясно, что domδA = A .

6. Сужение выпуклой функции. Пусть f : IRn → IR• = IR ∪ {+∞} есть
собственная выпуклая функция, A — выпуклое множество в IRn . Тогда функция

(f |A)(x) =
{

f(x), если x ∈ A,
+∞, если x /∈ A,

— сужение функции f на множество A — также выпукла. Она очевидно равна
f(x) + δA(x); при этом dom (f |A) = (domf) ∩ A. Если domA = Ø, полученная
функция f |A несобственная (она ≡ +∞ ).

7. Функция Минковского. Пусть А — выпуклое множество, содержащее 0.

Функция
μA(x) = inf {r > 0 | x ∈ rA}

называется функцией Минковского множества A. (Иногда ее называют также калиб-
ровочной функцией.) Ясно, что всегда μA(x) ≥ 0 и μA(0) = 0, поэтому μA —
собственная функция.

Лемма 7.1. Функция μA выпукла.

Доказательство. Пусть даны произвольные точки x, y ∈ IRn и числа α, β ≥ 0,

α + β = 1. Покажем, что μ(αx + βy) ≤ αμ(x) + βμ(y).
Считаем, что μ(x) и μ(y) конечны, т.е. меньше +∞ , иначе требуемое неравен-

ство выполнено тривиально.
Возьмем любые числа rx > μ(x) и ry > μ(y). Тогда x ∈ rxA, y ∈ ryA .

Следовательно,
αx + βy ∈ αrxA + βryA = (αrx + βry) A

(последнее равенство — из-за выпуклости A ), откуда по определению

μ(αx + βy) ≤ αrx + βry.

Так как это неравенство справедливо ∀ rx > μ(x) , ∀ ry > μ(y) , то оно справедливо
и для их предельных значений:

μ(αx + βy) ≤ αμ(x) + βμ(y), ч. т. д.

Пример: если A есть единичный шар в некоторой норме ‖ · ‖ , то μA(x) = ‖x‖.

8. Опорная функция множества. Пусть A — произвольное непустое множе-
ство в IRn. Функция

ϕ(x) = sup
a∈A

(a, x)

называется опорной функцией множества A. Ясно, что она собственная, выпуклая
(как супремум линейных), и имеет f(0) = 0.

Нетрудно видеть, что при замене A на coA и на A опорная функция не ме-
няется. (Доказать!) Таким образом, при изучении опорных функций всегда можно
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считать, что множество A выпукло и замкнуто.

9. Еще один способ построения выпуклой функции – взять выпуклое множество в
IRn+1 и рассмотреть функцию, график которой есть его нижняя огибающая.

Лемма 7.2. Пусть Q − произвольное выпуклое множество в IRn+1. Тогда
функция f : IRn → IR, определенная по формуле

f(x) = inf {μ | (x, μ) ∈ Q },

выпукла. Она собственная ⇐⇒ Q непусто и не содержит лучей, направленных
"вертикально вниз", т.е. лучей вида (x, μ) − IR+en+1 .

Доказательство. Надграфик f есть, очевидно, Q + IR+en+1 , а это выпуклое
множество (как сумма двух выпуклых), поэтому f выпукла. Далее, отсутствие на-
правленных вниз лучей эквивалентно тому, что всюду f(x) > −∞, а непустота Q

эквивалентна тому, что f(x) < +∞ для некоторого x ∈ IRn. �

10. Следующие примеры показывают, что эффективное множество у выпуклой
функции (точнее, ее в некотором естественном смысле максимальное эффективное
множество) может быть как замкнутым, так и незамкнутым.

Функции

f(x) =

{
−√

1 − x2, если |x| ≤ 1

+∞, иначе
и

f(x) =

{
1

sin x , если 0 < x < π

+∞, иначе

имеют D = [−1, 1] и (0, π) соответственно.

При работе с выпуклыми функциями часто используется следующее

Свойство 3. Если f — выпуклая функция, то ∀ c лебегово множество ее под-
уровня

Lc(f) = {x ∈ IRn | f(x) ≤ c } выпукло.

Доказательство. Для случая собственной функции рассуждения следующие.
Ясно, что Lc(f) ⊂ Df , а на Df справедливо неравенство Йенсена, поэтому, если
точки x1, x2 ∈ Lc(f) , то для их выпуклой комбинации имеем

f(α1x1 + α2x2) ≤ α1f(x1) + α2f(x2) ≤ c,

откуда α1x1 + α2x2 ∈ Lc(f), и поэтому Lc(f) выпукло.
Для несобственной функции продумать доказательство самостоятельно. �

Вопрос: верно ли обратное утверждение? Ответ — нет. Нетрудно заметить, что
у любой монотонной функции f : IR → IR множества подуровней выпуклы, но не
любая монотонная функция выпукла.
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Полезно также иметь в виду следующее

Свойство 4. Пусть функция f : IRn → IR − выпукла, и x, h ∈ IRn таковы, что
f(x + h) − f(x) = b. Тогда ∀ t ≥ 1 выполнено неравенство f(x + th) − f(x) ≥ b t.

Т.е. график выпуклой функции лежит выше (точнее, не ниже) прямой, полученной
из любой хорды, вне отрезка этой хорды.

Доказательство. Считаем x = 0, f(x) = 0. Тогда f(h) = b. Так как h =
1
t (t h) + (1 − 1

t ) 0, то f(h) ≤ 1
t f(t h), откуда f(t h) ≥ t f(h) = t b. �

Сублинейные функции

В классе всех выпуклых функций имеется важный подкласс, элементы которо-
го играют роль, аналогичную роли конусов в классе всех выпуклых множеств. Это
функции, обладающие, кроме выпуклости, также свойством положительной однород-
ности.

Напомним, что функция f : IRn → IR называется положительно однородной
(первой степени), если ∀x ∈ IRn, ∀α > 0 f(αx) = αf(x).

Определение 4. Функция f называется сублинейной (иногда говорят – линейно-
выпуклой), если она выпукла и положительно однородна.

Лемма 7.3. Функция f сублинейна ⇐⇒ ее надграфик Ef − конус.

Доказательство. (=⇒) Пусть (x, z) ∈ Ef , т.е. f(x) ≤ z. Тогда ∀α > 0
f(αx) = αf(x) ≤ α z, поэтому (αx, αz) ∈ Ef .

(⇐=) Пусть x ∈ IRn, α > 0. Надо показать, что f(αx) = αf(x). Так как
(x, z = f(x)) ∈ Ef , то (αx, αz) ∈ Ef , т.е. f(αx) ≤ α z. Если f(αx) < α z, т.е.
f(αx) = α z′, z′ < z, то (αx, αz′) ∈ Ef , и так как Ef − конус, то (x, z′) ∈ Ef , а
тогда f(x) ≤ z′ < z, противоречие. Поэтому f(αx) = αf(x). �

Упражнение. Покажите, что собственная функция f сублинейна ⇐⇒ она по-
ложительно однородна и субаддитивна. (Последнее свойство означает, что ∀x, y ∈
IRn f(x+ y) ≤ f(x)+ f(y). ) Сравните с аналогичным утверждением для выпуклого
конуса.

Пусть f − сублинейная и собственная функция. Каково ее значение в нуле?
Из собственности следует, что f(0) > −∞. Нетрудно показать, что если f(0) < +∞,

т.е. f(0) ∈ IR, то f(0) = 0. Действительно, для x = 0 и любого α > 0 в силу
однородности имеем f(0) = α f(0), откуда f(0) = 0.

Итак, для собственной сублинейной функции значение f(0) либо 0, либо +∞ .

Пример, когда f(0) = +∞ : пусть на плоскости IR2 надграфик f есть угол,
образованный биссектрисой первого квадранта и осью ординат, не включая самой
оси. Тогда f(x) = x при x > 0, и f(x) = +∞ при x ≤ 0. (Вместо биссектрисы
можно, конечно, взять просто ось абсцисс.)
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Пример несобственной сублинейной функции f : IR → IR. Положим f(x) = −∞
при x ≤ 0 и f(x) = +∞ при x > 0. (Каков ее надграфик?) Мы таких функций
будем по возможности избегать.

Свойства сублинейных функций. Сумма и положительная комбинация ко-
нечного числа сублинейных функций сублинейна. Верхняя грань любого числа суб-
линейных функций также сублинейна.

Доказательства этих свойств элементарно; оставляем их читателю.

Примеры сублинейных функций — линейная функция (но не аффинная!),
максимум конечного числа линейных функций, любая норма, опорная функция лю-
бого множества, функция Минковского выпуклого множества. Выпуклость двух по-
следних функций была установлена выше, а их положительная однородность очевид-
на (проверить!).

К сублинейным функциям мы еще вернемся, а сейчас зададимся вопросом, как
можно узнать, выпукла данная функция или нет.

Критерии выпуклости функций

Установим сначала следующее важное свойство.

Лемма 7.4. Функция f : IRn → IR выпукла тогда и только тогда, когда ее
сужение на любую прямую есть выпуклая функция одного переменного.

Доказательство. Импликация ⇒ тривиальна, поэтому требуется доказать лишь
обратную импликацию. Если f собственная, то достаточно брать прямые, пересекаю-
щие множество D = domf. Пусть ∀x0 ∈ D, ∀h ∈ Rn функция ϕ(t) = f(x0+th) вы-
пукла. Из неравенства Йенсена вытекает, что тогда пересечение D с прямой x0 +Rh

выпукло (почему?), и на нем выполняется это неравенство. Отсюда следует, что и
само D выпукло, и на нем выполнено неравенство Йенсена, и поэтому f выпукла
по определению 1.

В общем случае (если f несобственна) данное свойство вытекает из того факта
(а на самом деле ему эквивалентно), что Ef выпукло тогда и только тогда, когда
его пересечение с любой двумерной вертикальной плоскостью (т.е. плоскостью, па-
раллельной базисному вектору en+1 ) выпукло. (Проверить!) �

Таким образом, выпуклость функции, как и выпуклость множества — это "одно-
мерное" свойство (в отличие, скажем, от непрерывности или дифференцируемости
функции).

Напомним известные критерии выпуклости функций одного переменного.

Пусть f : (a, b) → IR — дифференцируемая функция.

Теорема 7.2. Следующие три свойства эквивалентны:
1) f выпукла на (a, b),
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2) ∀x0, x ∈ (a, b) функция Вейерштрасса неотрицательна:

E(x0, x) = f(x) − f(x0) − f ′(x0)(x − x0) ≥ 0

(т.е. график f лежит не ниже своей касательной, проведенной в любой его точке),
3) f ′(x) монотонно неубывает на (a, b).

Если f дважды дифференцируема, то перечисленные свойства эквивалентны
также следующему:

4) ∀x ∈ (a, b) f ′′(x) ≥ 0.

Доказательство этой теоремы можно найти в любом учебнике математического
анализа. (Полезно также доказать ее самостоятельно.)

Посмотрим теперь, какие критерии выпуклости получаются отсюда для функций
нескольких переменных. Пусть D — непустое открытое выпуклое множество в IRn,

и на нем задана дифференцируемая функция f : D → IR.

Теорема 7.3. Следующие три свойства эквивалентны:
1) f выпукла на D,

2) ∀x0, x ∈ D функция Вейерштрасса неотрицательна:

E(x0, x) = f(x) − f(x0) − (f ′(x0), x − x0) ≥ 0, (7.5)

3) ∀x0, x1 ∈ D

(f ′(x1) − f ′(x0), x1 − x0) ≥ 0 (7.6)

(в этом случае говорят, что отображение x 	→ f ′(x) монотонно).

Если f дважды дифференцируема на D, то перечисленные свойства эквива-
лентны также следующему:

4) ∀x ∈ D матрица вторых производных неотрицательно определена:
f ′′(x) ≥ 0.

(Здесь и далее неравенство S ≥ 0 для симметрической матрицы S означает, что
∀h ∈ IRn (Sh, h) ≥ 0 ).

Доказательство. согласно свойству 4, достаточно рассмотреть функцию
ϕ(t) = f(x0 + tx̄), где x0 ∈ D, x̄ ∈ IRn. Для нее

ϕ′(t) = f ′(x0 + tx̄) x̄, ϕ′′(t) = (f ′′(x0 + tx̄) x̄, x̄),

функция Вейерштрасса в точности совпадает с (7.5) (при x̄ = x − x0, t = 1 ), нера-
венство (7.6) превращается в свойство монотонности ϕ′(t), а неравенство ϕ′′(0) =
(f ′′(x0)x̄, x̄) ≥ 0 ∀ x̄ ∈ IRn в точности означает, что матрица f ′′(x0) неотрицательно
определена. �

Напомним, что согласно критерию Сильвестра симметрическая матрица S ≥ 0
тогда и только тогда, когда все ее главные миноры (не только угловые, а любые
миноры с одинаковыми номерами строк и столбцов) неотрицательны.
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Мы пишем S > 0, если ∀h �= 0 (Sh, h) > 0. Из компактности единичной сферы
в IRn вытекает, что тогда на единичной сфере (Sh, h) ≥ α > 0, и следовательно,
∀h ∈ IRn выполнена оценка (Sh, h) ≥ α|h|2. Такая матрица S называется положи-
тельно определенной. Критерий Сильвестра утверждает, что S > 0 тогда и только
тогда, когда все ее угловые (а тогда и все главные) миноры положительны.

Примеры.

11. Квадратичная функция

f(x) = (Sx, x) + (p, x) + r : IRn → IR

выпукла тогда и только тогда, когда S ≥ 0.

Действительно, в любой точке x вторая производная f ′′(x) = S; далее надо
применить теорему 7.3.

12. Функция f(x) = |Ax− b|2, где A− n×n− матрица, b ∈ IRn, всегда выпукла.
Действительно, f(x) = (Ax − b, Ax − b) = (A∗Ax, x) − 2(Ax, b) + |b|2,
а матрица A∗A всегда неотрицательно определена.

В завершении этой лекции рассмотрим вопрос о суперпозиции выпуклых функций.

Лемма 7.5. Пусть D ⊂ IRn — выпуклое множество, f : D → IR — выпук-
лая функция, f(D) ⊂ (a, b), и дана функция g : (a, b) → IR, которая выпукла и
монотонно неубывает (случаи a = −∞ или b = +∞ не исключаются). Тогда их
суперпозиция Φ(x) = g(f(x)) выпукла на D.

Доказательство. Функция f удовлетворяет на D неравенству Йенсена:

f(α1x1 + α2x2) ≤ α1f(x1) + α2f(x2),

откуда в силу монотонности g имеем:

g(f(α1x1 + α2x2)) ≤ g(α1f(x1) + α2f(x2)),

а последняя величина в силу выпуклости g

≤ α1g(f(x1)) + α2g(f(x2)).

Таким образом, мы получили Φ(α1x1 + α2x2) ≤ α1Φ(x1) + α2Φ(x2),
т.е. Φ удовлетворяет неравенству Йенсена на D. �

Следствие. Пусть f : D → IR выпукла.

Если f > 0 на D, то ∀ p ≥ 1 функции fp(x), ef(x) также выпуклы на D.

Если f < 0 на D, то выпуклы функции − 1
f(x) , ef(x), − ln(−f(x)).

          59



Вогнутые функции. Вместе с выпуклыми иногда рассматриваются также
вогнутые функции — это те функции f(x), у которых −f(x) есть выпуклая функ-
ция. Другими словами, это те функции, которые имеют выпуклый подграфик, или
для которых неравенство Йенсена выполнено с противоположным знаком. Самосто-
ятельного значения вогнутые функции не имеют.

Выпуклые функции иногда называют функциями, выпуклыми вниз, а вогнутые
— выпуклыми вверх.

Если f дважды дифференцируема, то ее вогнутость эквивалентна тому, что ∀x

f ′′(x) ≤ 0. Для использования критерия Сильвестра в этом случае надо иметь в виду,
что знак любого главного минора зависит от четности его размера, поэтому удобнее
проверять не вогнутость f, а выпуклость −f.

Задачи. 1) Пусть ±f : IRn → IR − выпуклые функции. Тогда f аффинна.
Другими словами, если функция одновременно и выпукла, и вогнута, то она аффинна.

2) Сформулируйте и докажите аналог леммы 7.5 для вогнутых функций.
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Лекция 8. Непрерывность выпуклых функций

Свойство выпуклости функции оказывается настолько сильным, что оно автоматиче-
ски обеспечивает ряд других важных свойств функции, в частности ее непрерывность.
Доказательство этого факта удобно разбить на ряд этапов.

Пусть D ⊂ IRn − выпуклое множество, f : D → IR − выпуклая функция, и дана
точка x0 ∈ D.

Лемма 8.1. Пусть f(x) − f(x0) ≤ C на некотором шаре Br(x0) ⊂ D, r > 0.

Тогда и |f(x) − f(x0)| ≤ C на Br(x0) .

Доказательство. Без нарушения общности считаем x0 = 0, f(x0) = 0. Тогда
∀x ∈ Br(0) будет −x ∈ Br(0), поэтому f(x) ≤ C и f(−x) ≤ C.

Так как 0 = x+(−x)
2 , то в силу выпуклости, 0 = f(0) ≤ 1

2(f(x) + f(−x)),

следовательно, −f(x) ≤ f(−x) ≤ C. Отсюда |f(x)| ≤ C на Br(0), ч.т.д. �

Полученную оценку можно существенно усилить, опять опираясь на выпуклость
функции.

Лемма 8.2. Пусть f(x) − f(x0) ≤ C на шаре Br(x0) ⊂ D. Тогда ∀ ε ∈
[0, 1], ∀x ∈ Bεr(x0) выполнена оценка

|f(x) − f(x0)| ≤ εC . (8.1)

Доказательство. Считая опять x0 = 0, f(x0) = 0, имеем ∀ z ∈ D : εz =
(1−ε) ·0+ε ·z, поэтому f(εz) ≤ (1−ε)f(0)+εf(z) = εf(z). Если z пробегает Br(0),
то x = εz пробегает Bεr(0), поэтому для x ∈ Bεr(0) получаем f(x) ≤ εf(z) ≤ εC.

Отсюда по лемме 8.1 получаем |f(x)| ≤ εC на Bεr(0) . �

Перепишем полученную оценку (8.1) в более удобном виде. Для любого x ∈ Br(x0)
положим ε = |x − x0|/r . Тогда очевидно x ∈ Bεr(x0), ибо |x − x0| ≤ εr . Поэтому
оценка (8.1) принимает вид :

|f(x) − f(x0)| ≤ |x − x0|
r

C ,

т.е.
|f(x) − f(x0)| ≤ C

r
|x − x0| . (8.2)

Таким образом, при выполнении условия леммы 8.2 (или леммы 8.1), на Br(x0) вы-
полнена оценка (8.2). �

Отсюда вытекает

Лемма 8.3. Пусть выпуклая функция f : D → IR ограничена сверху в некото-
рой окрестности точки x0 ∈ intD. Тогда она непрерывна в x0 .
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Доказательство. По условию при некотором r > 0 функция f ограничена
сверху на Br(x0), поэтому мы находимся в условиях леммы 8.2, согласно которой
выполнена оценка (8.2), а из нее очевидно вытекает что f(x) → f(x0) при x → x0.

�

Следствие. Если собственная выпуклая функция f : IRn → IR• ограниченна
сверху ( f(x) ≤ const ) на некотором открытом множестве U , то f непрерывна в
каждой его точке.

Доказательство. Так как всюду f > −∞, а на U к тому же f(x) ≤ const , то
f(U) ⊂ IR. А так как открытое множество по определению есть окрестность любой
своей точки, то по лемме 8.3 f непрерывна в каждой точке U . �

Теперь мы готовы доказать объявленный выше факт.

Теорема 8.1. Пусть f : D → IR − выпуклая функция, определенная на выпук-
лом множестве D ⊂ IRn. Тогда она непрерывна на intD .

Доказательство. Возьмем произвольную точку x0 ∈ intD. В свете леммы 8.3
нам достаточно показать, что найдется окрестность точки x0, на которой f ограни-
чена сверху. Будем искать эту окрестность как внутренность некоторого многогран-
ника, например симплекса (или, скажем, куба).

Пусть M есть произвольный многогранник в IRn, у которого 0 – внутренняя
точка. (Ясно, что такой многогранник найдется — достаточно взять любой многогран-
ник с непустой внутренностью и переместить начало координат в любую его внутрен-
нюю точку.) Тогда ∀ ε > 0 множество Aε = x0 + εM также есть многогранник, и
x0 – его внутренняя точка. Так как x0 ∈ intD, то при достаточно малых ε будет
Aε ⊂ D, поэтому на всем Aε функция f конечна.

Пусть a1, . . . , aN есть множество вершин Aε, т. е. Aε = co {a1, . . . , an} .

Положим C = max
1≤i≤N

f(ai) . Тогда C < +∞ . А так как каждая точка x ∈ Aε

представима в виде выпуклой комбинации вершин:

x =
N∑

i=1

γiai, ( γi ≥ 0,
∑

γi = 1 ),

то в силу выпуклости f имеем f(x) ≤∑ γif(ai) ≤ C .

Итак, ∀x ∈ Aε справедлива оценка f(x) ≤ C. В частности, эта оценка выпол-
нена на открытом множестве intAε , содержащем точку x0. Тем самым мы нашли
окрестность точки x0, на которой f ограничена сверху. Теорема доказана. �

Полученный результат можно сформулировать в следующем виде: Если f : IRn →
IR• – собственная выпуклая функция, D = domf, то f непрерывна на int D .
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В граничных точках множества D непрерывности f, вообще говоря, нет.
Пример (рис. ??): D = [0, +∞), f(x) = 0 при x > 0, f(0) = 1.

Замечание. Лемма 8.3 и ее следствие справедливы в любом нормированном
пространстве, так как в их доказательстве мы нигде не пользовались конечномер-
ностью пространства. Однако теорема 8.1 в бесконечномерном нормированном про-
странстве становится неверной. (Построить контрпример!) Для ее справедливости
надо потребовать, чтобы f была ограниченной сверху на некотором шаре, содержа-
щемся в intD .

Из теоремы 8.1 вытекает следующее свойство сублинейных функций.

Лемма 8.4. Пусть f : IRn → IR• есть сублинейная функция.
Тогда domf = IRn ⇐⇒ f ограничена в некоторой окрестности нуля ⇐⇒ она огра-
ничена на единичном шаре ⇐⇒ ∃ c : ∀x |f(x)| ≤ c|x| ⇐⇒ ∃ c : f липшицева
на IRn с константой c. Во всех этих свойствах ограниченность эквивалентна огра-
ниченности сверху.

Сублинейные функции, обладающие любым из указанных свойств (и значит, всеми
остальными), называются ограниченными (по аналогии с ограниченными линейными
функционалами в нормированных пространствах).

Доказательство. Основная цепочка импликаций здесь такова: если domf =
IRn, т.е. f конечна на всем IRn, то по теореме 8.1 f непрерывна на IRn, тогда она
ограничена в некоторой окрестности нуля, а следовательно, ограничена на единичном
шаре некоторой константой c. Отсюда в силу однородности ∀x |f(x)| ≤ c|x|, а тогда
в силу субаддитивности ∀x, h f(x+h) ≤ f(x)+f(h), следовательно f(x+h)−f(x) ≤
c|h|, и точно так же f(x) ≤ f(x+h)+ f(−h), откуда f(x)− f(x+h) ≤ c|h|, поэтому
|f(x+h)−f(x)| ≤ c|h|, а это и есть липшицевость с константой c. Обратная цепочка
импликаций очевидна. �

Обратим еще раз внимание на оценку (8.2) — она наталкивает на мысль, что в
окрестности каждой точки из intD выпуклая функция f не только непрерывна,
но более того, липшицева. Это действительно так, и мы сейчас строго установим это
свойство.

Нам потребуется следующий простой, но важный факт, справедливый для произ-
вольного метрического пространства X (не только для X = IRn ).

Лемма 8.5. Пусть Q — компакт в метрическом пространстве X, содержащий-
ся в открытом множестве U . Тогда ∃ ε > 0 такое, что его ε− раздутие

Bε(Q) =
⋃

x∈Q Bε(x) также содержится в U .

(Для нормированного пространства X очевидно Bε(Q) = Q + Bε(0). )

Доказательство. Допустим, что такого ε > 0 нет. Это означает, что ∀ k при
ε = 1/k существует точка xk ∈ Q, для которой шар Bε(xk) содержит точки из
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дополнения к U , т.е. ∃ yk ∈ U ′ = X \ U такой, что ρ(yk, xk) ≤ 1/k. Так как Q −
компакт, то некоторая подпоследовательность xkm → x0 ∈ Q. При этом

ρ(ykm , x0) ≤ ρ(ykm , xkm) + ρ(xkm , x0) ≤ 1
km

+ ρ(xkm , x0) → 0,

т.е. ykm → x0 . Поскольку U ′ замкнуто (как дополнение к открытому), то x0 ∈ U ′,
т.е. x0 /∈ U . А это противоречит тому, что по условию x0 ∈ Q ⊂ U . �

Следующее простое свойство справедливо для любого нормированного простран-
ства, и в частности для пространства IRn .

Лемма 8.6. Пусть Q — выпуклое множество, функция f : Q → IR такова, что
существуют числа r > 0, L такие, что ∀x, y ∈ Q, ‖x − y‖ < r выполнена оценка

|f(x) − f(y)| ≤ L ‖x − y‖ . (8.3)

Тогда эта оценка выполнена ∀x, y ∈ Q .

Доказательство. Возьмем произвольные точки x, y ∈ Q. Соединим их отрезком
и разобьем его конечным числом точек xi, i = 1, . . . , s + 1, которые "возрастают"
от x1 = x до xs+1 = y. (Т. е. для любой тройки индексов i < j < k точка xj

принадлежит отрезку [xi, xk], см. рисунок (??). Тогда очевидно:

y − x =
s∑

i=1

(xi+1 − xi), f(y) − f(x) =
s∑

i=1

(f(xi+1) − f(xi)),

следовательно,

f(y) − f(x) ≤
s∑

i=1

|f(xi+1) − f(xi)| ≤
s∑

i=1

L ‖xi+1 − xi‖ = L ‖xs+1 − x1‖ = L ‖x − y‖ .

Здесь последнее неравенство написано в силу имеющейся оценки (8.3) для "близких"
точек, а предпоследнее равенство – в силу того, что все точки xi расположены на
одной прямой, причем в монотонном порядке. �

Замечание. Эта лемма остается верной и в следующем усиленном варианте.
Пусть L таково, что ∀x ∈ Q ∃ r = r(x) > 0 такое, что f липшицева с константой
L на Q ∩ Br(x) (т.е. f локально липшицева на Q с единой константой L ). Тогда
f липшицева на всем Q с той же константой L. (Доказать в качестве упражнения.)

Теорема 8.2. Пусть f : D → IR — выпуклая функция на выпуклом множестве
D. Тогда она липшицева на любом компакте, содержащемся внутри D. Т. е. если
компакт Q ⊂ intD, то ∃L = L(Q) такое, что ∀x, y ∈ Q

|f(x) − f(y)| ≤ L |x − y| .
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Более того (уточнение): если r > 0 таково, что Q̃ = Q + Br ⊂ intD, и на Q̃

выполнено неравенство M1 ≤ f(x) ≤ M2 , то можно взять

L(Q) =
M2 − M1

r
.

Доказательство. Без нарушения общности считаем, что компакт Q выпук-
лый (иначе можно перейти к его выпуклой оболочке co Q, которая также содержит-
ся внутри D). По лемме 8.5 существует такое r > 0, что Q̃ = Q + Br ⊂ intD.

Множество Q̃ есть, очевидно, компакт (как алгебраическая сумма двух компактов).
По теореме 8.1 f непрерывна на Q̃, поэтому f ограничена на нем сверху и сни-
зу, т. е. ∃M1, M2 такие, что M1 ≤ f(x) ≤ M2 на Q̃. Так как ∀x0 ∈ Q шар
Br(x0) ⊂ Q + Br = Q̃, то на этом шаре f(x) − f(x0) ≤ C = M2 − M1 .

Тогда по лемме 8.2 ∀x ∈ Br(x0) имеем

|f(x) − f(x0)| ≤ C

r
|x − x0| . (8.4)

В частности, эта оценка выполнена ∀x ∈ Q ∩ Br(x0), т. е. ∀x0, x ∈ Q таких, что
|x − x0| ≤ r. При этом константа L = C/r не зависит от точек x0, x. Отсюда по
лемме 8.6 неравенство (8.4) выполнено ∀x0, x ∈ Q, ч.т.д. �

Замечания. 1. Условие ”Q — компакт, содержащийся в intD” — существенно.
Если оно нарушается, то, как показывают следующие примеры, теорема 8.2 перестает
быть верной (см. рис. ??):

а) Q – не замкнуто: f(x) = 1
x на полупрямой Q = D = {x > 0} ,

б) Q не ограничено: f(x) = x2 на прямой Q = D = IR,

в) Q – компакт, но содержится в D, а не в intD :

f(x) = −√
1 − x2 на отрезке Q = D = [−1, 1].

Здесь при x → ±1, f ′(x) → ±∞, поэтому липшицевости на всем отрезке нет.

2. Тем не менее, освободиться от требования компактности Q в теореме 8.2 все-
таки можно, если предположить, что Q + Br ⊂ D при некотором r > 0, и что f

ограничена на Q + Br и сверху и снизу некоторыми константами M2 и M1 . (На-
помним, что мы эти факты доказывали, а не постулировали). В такой форме теорема
8.2 справедлива и в бесконечномерном нормированном пространстве. (Продумать
доказательство самостоятельно.)

Несколько позже, в лекции 12, будет рассмотрен вопрос о дифференцируемости
выпуклых функций. А сейчас рассмотрим следующий вопрос.

Глобальная липшицевость выпуклых функций. Пусть f : IRn → IR −
выпуклая функция, всюду принимающая конечные значения (следовательно, она ав-
томатически собственная). Как мы уже знаем, в этом случае она непрерывна на всем
пространстве IRn и липшицева на любом шаре (а значит, и на любом ограниченном
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множестве). Интересно выяснить вопрос — когда f липшицева на всем простран-
стве?

Для сублинейных функций этот вопрос решается просто: согласно лемме 8.4,
сублинейная функция, конечная на всем пространстве, является липшицевой на всем
пространстве. Её константа Липшица равна максимальному значению модуля функ-
ции на единичном шаре.

Для произвольной выпуклой функции f : IRn → IR рассмотрим множество E =
epi f. По определению оно выпукло. Кроме того, так как оно задано неравенством
f(x) ≤ z, а f непрерывна, то E замкнуто. Так как оно неограничено, то его рецес-
сивный конус RecE (который всегда замкнутый и выпуклый) содержит ненулевые
элементы. Оказывается, для липшицевости f надо, чтобы этих элементов было "до-
статочно много".

А именно, пусть π : IRn+1 → IRn есть проекция (x, z) 	→ x. Тогда справедлива

Теорема 8.3. Функция f липшицева на IRn ⇐⇒ π (RecEf ) = IRn .

Для доказательства нам потребуется следующее свойство выпуклых функций,
представляющее независимый интерес.

Лемма 8.7. Пусть выпуклая функция g : IRn → IR липшицева с константой L,

а выпуклая функция f : IRn → IR есть ее миноранта: f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ IRn.

Тогда f тоже липшицева с константой L.

Доказательство. От противного: допустим ∃x0, x1 такие что |f(x1)−f(x0)| >

L |x1−x0| . Без нарушения общности считаем f(x1)−f(x0) > 0. Положим h = x1−x0 .

Тогда |h| > 0,

f(x0 + h) − f(x0) = (L + δ) |h|, δ > 0,

и по свойству 4 выпуклых функций (см. лекцию 7) на луче x0 + th при t ≥ 1 будем
иметь

f(x0 + th) − f(x0) ≥ (L + δ) |h| t.
Пусть f(x0) = g(x0) + C. Тогда, с одной стороны, g(x0 + th) − g(x0) ≤ L |h| t
(в силу липшицевости), а с другой

g(x0 + th) − g(x0) ≥ f(x0 + th) − f(x0) + C ≥ (L + δ) |h| t + C,

следовательно, при всех t ≥ 1 имеем

L |h| t ≥ (L + δ) |h| t + C .

Ясно, что при достаточно больших t получим здесь противоречие. �

Доказательство теоремы 8.3. Без нарушения общности считаем f(0) = 0.

Тогда точка (0, 0) ∈ E, поэтому RecEf ⊂ Ef .
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(=⇒) Пусть f липшицева с некоторой константой L. Рассмотрим функцию
g(x) = L |x| . По условию ∀x имеем f(x) = f(x) − f(0) ≤ L |x| = g(x), поэто-
му Ef ⊂ Eg . Так как g принимает конечные значения на всем пространстве, то
π (Eg) = Dg = IRn. Так как g сублинейна и непрерывна, то Eg есть выпуклый
замкнутый конус, и следовательно, RecEg = Eg . Отсюда и из включения RecEf ⊃
RecEg вытекает π (RecEf ) ⊃ π (RecEg) = π (Eg) = IRn, ч.т.д. �

(⇐=) Здесь мы воспользуемся некоторыми понятиями и фактами из следующей
лекции 9. Теорема 8.3 в следующей лекции не используется, поэтому такие действия
корректны.

Пусть π (RecEf ) = IRn. Так как множество Ef "выдерживает поднятие", то
RecEf содержит вектор en+1 и, будучи конусом, выдерживает добавление луча
IR+ en+1 , т.е. тоже выдерживает поднятие. Кроме того, все его "вертикальные сече-
ния" замкнуты, ибо оно само замкнуто. Тогда по лемме 9.3 RecEf является над-
графиком некоторой собственной функции Φ, которая является сублинейной, ибо её
надграфик есть выпуклый конус. Из условия π (RecEf ) = IRn, т.е. π (EΦ) = IRn

следует, что на всем пространстве Φ < +∞, а так как EΦ = RecEf ⊂ Ef , то всю-
ду Φ ≥ f. Так как Φ есть сублинейная функция, конечная на всем пространстве,
то по лемме 8.4 она липшицева с некоторой константой L, а тогда из неравенства
f ≤ Φ согласно лемме 8.7 следует, что и f липшицева на всем пространстве с той
же константой. �

Задача. Указанная здесь функция Φ может быть явно вычислена по формуле

Φ(h) = lim
t→∞

f(th)
t

, ∀h ∈ IRn,

и тогда глобальная константа Липшица функции f есть

L = max
|h|=1

|Φ(h)| = max
|h|=1

lim
t→∞

f(th)
t

.
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Лекция 9. Представление выпуклой функции
в виде максимума аффинных

Пусть f : IRn −→ IR – произвольная функция.

Определение 1. Функция f называется полунепрерывной снизу в точке x0 ,

если
f(x0) ≤ lim

x �→x0

f(x), (9.1)

и просто полунепрерывной снизу, если неравенство (9.1) верно для всех x0 ∈ IRn .

Из определения нижнего предела вытекает, что свойство полунепрерывности в
точке x0 эквивалентно следующему свойству:

если xk → x0 и f(xk) → μ0 , то f(x0) ≤ μ0 . (9.2)

Кроме того, оно эквивалентно также следующему (формально более сильному) свой-
ству:

если xk → x0, f(xk) ≤ μk, μk → μ0, то f(x0) ≤ μ0 . (9.3)

Докажем последнюю эквивалентность.

(⇐) Положив в (9.3) все μk = f(xk) , получим свойство (9.2), которое эквива-
лентно (9.1).

(⇒) Если верно (9.1), то (9.3) вытекает из следующей цепочки соотношений:

f(x0) ≤ lim
k

f(xk) ≤ lim
k

μk = lim
k

μk = μ0 .

Теорема 9.1. Пусть f : IRn −→ IR — произвольная функция. Тогда следующие
три свойства эквивалентны:

а) f полунепрерывна снизу на IRn ;
б) множество E = epi f замкнуто в IRn+1 ;
в) ∀μ ∈ IR множество подуровня Lμ = {x | f(x) ≤ μ} замкнуто в IRn .

Доказательство. Замкнутость E означает, что если (xk, μk) ∈ E, т. е. f(xk) ≤
μk , и (xk, μk) → (x0, μ0), то (x0, μ0) ∈ E, т. е. f(x0) ≤ μ0 . Но это в точности
свойство (9.3), которое эквивалентно свойству (а). Таким образом, (а) ⇐⇒ (б).

Покажем, что (а) =⇒ (в). Свойство (в) означает, что если xk → x0 и f(xk) ≤
μ0 ∀ k, то f(x0) ≤ μ0. Но это очевидно следует из (9.3), если положить в нем все
μk = μ0 .

Наконец, покажем, что (в) =⇒ (а). Пусть xk → x0, f(xk) → μ0 , и нам нужно
доказать, что f(x0) ≤ μ0. Для любого μ > μ0 при достаточно больших k имеем
f(xk) < μ, следовательно xk ∈ Lμ . В силу замкнутости Lμ тогда и x0 ∈ Lμ , т. е.
f(x0) ≤ μ. Поскольку это верно ∀μ > μ0 , то f(x0) ≤ μ0.

Итак, (б) ⇐⇒ (а) ⇐⇒ (в). �
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Отметим в частности, что если f непрерывна, то ее надграфик Ef обязательно
замкнут.

Далее, любую функцию f можно восстановить по ее надграфику:

f(x) = inf {μ | (x, μ) ∈ E} . (9.4)

(Напомним, что inf ∅ = +∞ .)

В связи с этой формулой возникает естественный вопрос. Пусть E — некоторое
множество в IRn+1. Когда оно есть надграфик некоторой функции?

Определение 2. Будем говорить, что E выдерживает поднятие, если ∀ (x, μ) ∈
E , ∀μ′ > μ точка (x, μ′) ∈ E .

Т.е. луч, идущий от любой точки множества E в направлении n+1 -го базисного
вектора en+1 ("вертикально вверх"), целиком содержится в E . (Это означает, что
направление en+1 является рецессивным для E ).

Будем говорить, что E имеет замкнутые вертикальные сечения, если ∀x ∈ IRn

множество E ∩ (x + IR · en+1), равное {μ | (x, μ) ∈ E } , замкнуто.

Лемма 9.1. Множество E ⊂ IRn+1 является надграфиком некоторой функции
ϕ : IRn → IR ⇐⇒ оно выдерживает поднятие и все его вертикальные сечения
замкнуты. При этом

ϕ(x) = inf {μ | (x, μ) ∈ E} . (9.5)

Доказательство. Если E = epi ϕ для некоторой функции ϕ, то указанные
свойства и соотношение (9.5) были установлены выше.

Пусть теперь E обладает указанными свойствами. Построим функцию ϕ по фор-
муле (9.5) и покажем, что для нее epiϕ = E .

По определению (x, μ) ∈ epiϕ ⇐⇒ ϕ(x) ≤ μ, т. е.

ϕ(x) = inf
{
μ′ | (x, μ′) ∈ E} ≤ μ . (9.6)

Первое равенство здесь — согласно (9.4). Мы утверждаем, что последнее неравенство
эквивалентно тому, что (x, μ) ∈ E . Действительно, если (x, μ) ∈ E , то указанное
неравенство очевидно. Обратно, пусть выполнено (9.6). Тогда множество
{μ′ | (x, μ′) ∈ E} непусто, и его inf ≤ μ. Если в этом множестве имеется μ′ ≤ μ, то
и само μ ему принадлежит, поскольку E выдерживает поднятие, и тогда (x, μ) ∈ E .

Если же в этом множестве все μ′ > μ, то в силу (9.6) inf μ′ = μ, и тогда в силу
замкнутости данного множества опять μ ему принадлежит. Лемма доказана. �

Пусть f : IRn → IR – произвольная функция. Как уже говорилось, справедлива
формула (9.4), где E = epi f. Рассмотрим множество E – замыкание множества E.

Ясно, что оно по-прежнему выдерживает поднятие (проверьте!) и что его вертикаль-
ные сечения замкнуты. Определим функцию

f(x) = inf
{
μ | (x, μ) ∈ E

}
, (9.7)
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которая называется замыканием функции f.

Согласно лемме 9.1, epi (f) = E, и так как E ⊃ E, то f(x) ≤ f(x) .

Определение 3. Функция f называется замкнутой, если она совпадает со
своим замыканием: f(x) = f(x) ∀x ∈ IRn .

Лемма 9.2. Функция f замкнута ⇐⇒ ее надграфик E замкнут.

Доказательство. (⇐) Следует из (9.4) и (9.7).
(⇒) Если f = f, то надграфики этих функций совпадают: E = E, а это и означает,
что E замкнуто. �

Из этой леммы и теоремы 9.1 вытекает

Следствие. Собственная функция f замкнута ⇐⇒ она полунепрерывна снизу.

Если f была выпуклой, т.е. ее надграфик E был выпуклым множеством, то и
множество E выпукло, и поэтому функция f также выпукла.

Примеры замыкания выпуклых функций
1)

f(x) =
{

0, если x > 0
+∞, если x ≤ 0,

f(x) =
{

0, если x ≥ 0
+∞, если x < 0.

Т. е. было f(0) = +∞, стало f(0) = 0 .

2) Пусть D – произвольный круг в IR2,

f(x) =

⎧⎨⎩
0, x ∈ intD
+∞, x /∈ D
любое число ∈ [0, +∞], x ∈ ∂D.

(Проверить, что это выпуклая функция.) Тогда

f(x) =
{

0, x ∈ D
+∞, x /∈ D

∣∣∣∣ = δD(x) .

3)

f(x1, x2) =

⎧⎨⎩
0, x1 > 0
+∞, x1 < 0
ϕ(x2), x1 = 0,

где ϕ ≥ 0 — любая выпуклая функция одной переменной. Тогда

f(x1, x2) =
{

0, x1 ≥ 0
+∞, x1 < 0.

Задачи. 1) Пусть f – выпуклая функция, и ∃x0 , в которой f(x0) = −∞.

Тогда f принимает не более двух значений: ±∞ .
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2) Будет ли замкнутой сумма двух выпуклых замкнутых функций?
(Привести контрпример).

Отметим следующее простое

Свойство. Пусть f(x) = sup
α

fα(x), где {α} есть некоторое множество индексов, а

каждая fα − выпуклая замкнутая функция. Тогда f также выпукла и замкнута.

Это вытекает из того, что epi f =
⋂
α

epi fα .

Следующий факт уже нетривиален.

Лемма 9.3. Пусть f − собственная выпуклая функция. Тогда существует аф-
финная функция l(x) = (p, x) + b, такая что ∀x l(x) ≤ f(x).

Таким образом, каждая собственная выпуклая функция обладает аффинной ми-
норантой.

Доказательство. Пусть D = dom f. Достаточно рассмотреть случай, когда
intD �= ∅. (Почему?). Возьмем произвольную точку x0 ∈ intD и число μ0 < f(x0).
Тогда (x0, μ0) /∈ E = epif .

По теореме 3.2 об отделимости ∃ вектор (p, α) �= 0 такой, что ∀ (x, μ) ∈ E

px + αμ ≤ px0 + αμ0 . (9.8)

Так как множество E выдерживает поднятие (т.е. неограниченное увеличение ком-
поненты μ ), то очевидно α ≤ 0. Если α = 0, то p �= 0 и ∀x ∈ D имеем px ≤ px0 .

Но этого не может быть, поскольку x0 ∈ intD. Таким образом α < 0, и поэтому
можно считать α = −1.

Тогда из (9.8) при μ = f(x) получаем, что ∀x ∈ D

px − f(x) ≤ px0 − μ0 ,

т.е. px + b ≤ f(x), где b = μ0 − px0 . �

Лемма 9.4. Пусть f : IRn → IR − произвольная функция, и l есть ее аффинная
миноранта: l ≤ f. Тогда l есть миноранта и для f : l ≤ f .

Доказательство. Пусть E = epi f, а Π = epi l. Так как l ≤ f, то Π ⊃ E. Но,
так как l непрерывна, Π есть замкнутое множество (полупространство), поэтому
Π ⊃ E = epi f. А это эквивалентно тому, что l ≤ f. Лемма доказана. �

Обратное утверждение: «если l ≤ f, то l ≤ f » тривиально вытекает из нера-
венства f ≤ f. Таким образом, любая функция f и ее замыкание f имеют одно и
то же семейство аффинных минорант.

Лемма 9.5. Пусть f – собственная выпуклая функция. Тогда f – собственная
выпуклая замкнутая функция.

Доказательство. Выпуклость и замкнутость f содержатся в ее определении,
поэтому надо доказать лишь собственность. Так как f – собственная, то ∃x0, в
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котором f(x0) < +∞, а тогда и f(x0) ≤ f(x0) < +∞. Осталось показать, что всюду
f(x) > −∞. По лемме 9.3 f имеет аффинную миноранту l, а по лемме 9.4 она
является минорантой и для f. Тогда ∀x получаем f(x) ≥ l(x) > −∞, ч.т.д. �

Теперь мы готовы доказать обнаруженный еще в лекции 7 факт о представлении
выпуклой функции в виде супремума аффинных.

Теорема 9.2 (Г. Минковский). Пусть f есть собственная выпуклая замкну-
тая функция, и L = {l} есть множество всех ее аффинных минорант. Тогда ∀x

f(x) = sup
l∈L

l(x) .

Таким образом, всякая собственная выпуклая замкнутая функция есть верхняя грань
своих аффинных минорант.

Доказательство. По условию E = epi f есть непустое выпуклое замкнутое мно-
жество в IRn+1, и значит по следствию 1 из теоремы 3.1 оно есть пересечение всех
замкнутых полупространств, его содержащих. Любое замкнутое полупространство в
IRn+1 с координатами (x, μ), x ∈ IRn, μ ∈ IR, имеет вид:

{(x, μ) | (p, x) + αμ + b ≤ 0 }, (9.9)

где p ∈ IRn, α ∈ IR, (p, α) �= (0, 0). Если такое полупространство содержит E,

то (опять благодаря возможности неограниченно увеличивать μ ) очевидно α ≤ 0.

Если α < 0, то можно считать α = −1, и тогда полупространство (9.9) имеет вид

{(x, μ) | (p, x) + b ≤ μ } . (9.10)

Это есть надграфик аффинной функции l(x) = (p, x) + b. Назовем такое полупро-
странство наклонным. Так как это полупространство содержит E, то l ≤ f, т.е. l

— аффинная миноранта. Обратно, надграфик любой аффинной миноранты является
наклонным полупространством вида (9.10) и содержит E. Согласно лемме 9.3, хотя
бы одно такое полупространство для нашей f имеется; оно соответствует некоторой
аффинной миноранте l0(x).

Если же α = 0, то вектор p �= 0, и полупространство (9.9) имеет вид

{(x, μ) | l(x) = (p, x) + b ≤ 0 }. (9.11)

Это полупространство цилиндрическое относительно μ, поэтому оно не является
надграфиком никакой собственной функции. Назовем такое полупространство вер-
тикальным. Неравенство l(x) ≤ 0 выполнено ∀ (x, μ) ∈ E, т. е. ∀x ∈ D = dom f .

Итак, множество E есть пересечение всех наклонных полупространств, его со-
держащих, и всех вертикальных полупространств, его содержащих. Покажем, что
вертикальные полупространства можно не включать в это пересечение, т.е. что E

есть пересечение только всех наклонных полупространств, его содержащих. Если это
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верно, то тогда E = epi f есть пересечение надграфиков всевозможных аффинных
минорант функции f :

Ef =
⋂
l∈L

El .

Но, как мы знаем, такое равенство эквивалентно тому, что функция f есть супремум
этих аффинных функций:

f(x) = sup
l∈L

l(x),

и тем самым теорема будет доказана. Таким образом, осталось показать, что каж-
дое вертикальное полупространство можно безболезненно исключить из участников
пересечения.

Возьмем любое вертикальное полупространство

V = { (x, μ) | l1(x) = (p1, x) + b1 ≤ 0 } ,

содержащее E. Нам достаточно показать, что если некоторая точка (x0, μ0) /∈ V, то
она не принадлежит и некоторому наклонному полупространству. (Почему?)
Т.е. достаточно показать, что если l1(x0) > 0, то найдется аффинная функция l(x)
такая, что l ≤ f и (x0, μ0) /∈ El , т. е. l(x0) > μ0 .

Как уже отмечалось, имеется аффинная l0 ≤ f. Тогда ∀x ∈ D = dom f выпол-
нены неравенства l1(x) ≤ 0, l0(x) ≤ f(x). Следовательно, ∀λ ≥ 0

l0(x) + λl1(x) ≤ f(x) ∀x ∈ D.

Но для x /∈ D это и подавно верно, ибо слева стоит некоторая конечная величина, а
справа +∞. Таким образом, ∀x ∈ IRn

l(x) = l0(x) + λl1(x) ≤ f(x),

т.е. l есть аффинная миноранта для f. Кроме того, так как l1(x0) > 0, то при
достаточно большом λ > 0 получим l(x0) = l0(x0)+λl1(x0) > μ0 , что и требовалось.
Теорема доказана. �

Следствие. Пусть f − собственная выпуклая (но, вообще говоря, не замкнутая)
функция, и L − семейство ее аффинных минорант. Тогда

sup
l∈L

l(x) = f(x). (9.12)

Доказательство. По лемме 9.5 функция f − собственная выпуклая и замк-
нутая. Пусть L есть множество всех ее аффинных минорант. Согласно только что
доказанной теореме,

sup
l∈L

l(x) = f(x). (9.13)

Но по лемме 9.4 L = L, и тогда (9.13) превращается в (9.12), ч.т.д. �

Установим также некоторое уточнение теоремы 9.2, состоящие в том что супремум
можно брать не по всем аффинным минорантам, а лишь по "максимальным", которые
определяются следующим образом.
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Пусть f : IRn → IR• есть произвольная собственная функция.

Определение 4. Аффинная функция l(x) = (p, x)− b называется опорной к f,

если
а) она есть миноранта: ∀x l(x) ≤ f(x),
б) ∀ ε > 0 функция l(x) + ε уже не является минорантой: ∃x, для которого

l(x) + ε > f(x).

Нетрудно сообразить, что для опорной функции b = sup
x
{(p, x) − f(x)}.

Обратим внимание, что даже для выпуклой f опорная функция не обязательно сов-
падает с f в некоторой точке; она может быть всюду строго меньше f. (Например,
l(x) ≡ 0 опорна к f(x) = e−x, x ∈ IR .)

Лемма 9.6. Пусть l ≤ f. Тогда ∃ c ≥ 0 такое, что l + c опорна к f .

Доказательство. Положим c = sup {c′ | l(x) + c′ ≤ f(x) ∀x}. Так как множе-
ство, стоящее в скобках, содержит c′ = 0, то оно непусто и его sup ≥ 0. Так как f

собственная, то для некоторого x0 значение f(x0) конечно, поэтому все c′ ≤ const,
и следовательно, c < +∞. Наконец, переходя в неравенстве l(x) + c′ ≤ f(x) к пре-
делу при c′ → c, получим l(x)+ c ≤ f(x), т.е. l(x)+ c по-прежнему есть миноранта.
Максимальность c ясна из его определения, поэтому l(x) + c опорна к f(x) . �

Таким образом, к любой аффинной миноранте можно добавить неотрицательную
константу (как бы "поднять" ее ), так что она превратится в опорную.

Из определения 4 следует, что если две функции f1 и f2 имеют одно и то же
множество аффинных минорант, то и множество опорных у них одно и то же. (Пока-
жите!) Из этого соображения и леммы 9.4 вытекает

Лемма 9.7. Аффинная функция l опорна к f ⇐⇒ l опорна к f .

Вернемся к выпуклым функциям. Следующая теорема уточняет теорему 9.2.

Теорема 9.3 (Г. Минковский). Пусть f — собственная выпуклая замкнутая
функция, и L0 есть множество всех ее опорных. Тогда ∀x

f(x) = sup
l∈L0

l(x). (9.14)

Таким образом, всякая собственная выпуклая замкнутая есть супремум своих опор-
ных.

Доказательство. По теореме 9.2

f(x) = sup
l∈L

l(x). (9.15)

По лемме 9.6 для каждой l ∈ L имеется cl ≥ 0, такое, что l + cl ∈ L0. Тогда, с
одной стороны,

sup
l∈L

l(x) ≤ sup
l∈L

{l(x) + cl},
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а с другой —
sup
l∈L

{l(x) + cl} ≤ sup
l∈L0

l(x),

поскольку каждая функция из левой части принадлежит L0 .

Наконец, неравенство sup
L0

l(x) ≤ sup
L

l(x) очевидно в силу включения L0 ⊂ L.

Из полученных неравенств следует, что sup
L

l(x) = sup
L0

l(x), а тогда из (9.15) получаем

(9.14), ч.т.д. �

Следствие. Пусть f — собственная выпуклая функция, и L0 = L0(f) есть
множество всех ее опорных. Тогда ∀x

sup
l∈L0

l(x) = f(x) .

Для доказательства надо применить теорему 9.3 к функции f и учесть, что по
лемме 9.7 ее множество опорных L0(f) = L0(f) .

Упражнения. 1) Найти все опорные к следующим функциям:

f = |x|, |x|2 в IRn, f = ex,
√

1 + x2 в IR1.

2) Доказать, что если l опорна к f, то ∀α > 0, ∀ c аффинная функция αl + c

опорна к αf + c .
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Лекция 10. Субдифференциал выпуклой функции
в точке

Как мы уже видели на примерах, выпуклая функция не обязательно дифференциру-
ема в каждой точке. Тем не менее, она обладает некоторыми свойствами, близкими к
дифференцируемости. Перейдем к их рассмотрению.

Пусть f – собственная выпуклая функция, D = dom f .

Определение 10.1. Аффинная функция l(x) = (p, x) + b называется опорной к
f в точке x0 ∈ D, если

∀x ∈ IRn l(x) ≤ f(x), и l(x0) = f(x0). (10.1)

(Ясно, что первое неравенство достаточно проверять лишь для x ∈ D, поскольку
f(x) = +∞ вне D, и тогда это неравенство выполнено очевидным образом.)

Определение 10.2. Вектор p ∈ IRn называется субградиентом выпуклой функ-
ции f в точке x0 ∈ D, если ∀x ∈ IRn

(p, x − x0) ≤ f(x) − f(x0). (10.2)

Другими словами, если существует число b, с которым аффинная функция l =
(p, x)+b является опорной к f в точке x0 , поскольку (10.2) эквивалентно тому, что

(p, x − x0) + f(x0) ≤ f(x).

При этом требуемое число b = −px0 + f(x0).

Множество всех субградиентов в точке x0 называется субдифференциалом функ-
ции f в точке x0 и обозначается ∂f(x0).

Установим некоторые свойства субдифференциала. Легко видеть, что всегда ∂f(x0)
есть выпуклое замкнутое множество (может быть, пустое). Однако можно утверждать
и больше.

Лемма 10.1. ∀x0 ∈ intD множество ∂f(x0) есть непустой выпуклый компакт.

Доказательство. Как уже было сказано, выпуклость и замкнутость очевидна.
Докажем ограниченность. Пусть ε > 0 таково, что шар Bε(x0) ⊂ intD. По теореме
8.2 функция f липшицева на этом шаре с некоторой константой L, поэтому
∀ p ∈ ∂f(x0), ∀ x̄ ∈ Bε(0) имеем

(p, x̄) ≤ f(x0 + x̄) − f(x0) ≤ L|x̄|,

и точно так же (p,−x̄) ≤ L|x̄|, поэтому |(p, x̄)| ≤ L|x̄|. Отсюда |p | ≤ L. Таким
образом, все векторы из ∂f(x0) ограничены по модулю числом L .
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Докажем, что ∂f(x0) непусто. Рассмотрим в пространстве IRn+1 множество E =
epi f. Точка (x0, μ0 = f(x0)) является в нем граничной (почему?), поэтому су-
ществует ненулевой вектор (p, α) ∈ IRn+1, опорный в этой точке к множеству E :
∀ (x, μ) ∈ E

px + αμ ≤ px0 + αμ0 . (10.3)

Ясно, что здесь α ≤ 0 (иначе при μ → ∞ получим противоречие). Если α = 0, то
p �= 0, и тогда ∀x ∈ D имеем px ≤ px0 , а это противоречит условию x0 ∈ intD.

Итак, α < 0, и тогда можно считать α = −1. Тогда из (10.3) при μ = f(x)
получаем: ∀x ∈ D

px − f(x) ≤ px0 − f(x0),

т.е. p(x − x0) ≤ f(x) − f(x0), а это и означает, что p ∈ ∂f(x0), и следовательно,
∂f(x0) непусто. �

Посмотрим, что такое субдифференциал функции f в точке x0 в случае, когда
она имеет в этой точке обычный дифференциал (то есть градиент).

Лемма 10.2. Пусть f : D → IR выпукла и в точке x0 ∈ intD дифферен-
цируема. Тогда ее субдифференциал в этой точке состоит из единственного вектора
p = f ′(x0) :

∂f(x0) = {f ′(x0)}.

Доказательство. Так как нам надо доказать совпадение двух множеств, пока-
жем, что каждое из них содержится в другом.

( ⊂) Пусть p ∈ ∂f(x0). Тогда ∀x ∈ IRn при ε → 0+ имеем

ε(p, x) ≤ f(x0 + εx) − f(x0) = εf ′(x0)x + o(ε),

откуда p x ≤ f ′(x0) x + o(1), и в пределе p x ≤ f ′(x0) x. Это неравенство остается
верным при замене x 	→ −x, поэтому на самом деле имеет место равенство p x =
f ′(x0) x ∀x ∈ IRn. А оно означает, что p = f ′(x0).

(⊃) Так как f выпукла, то по критерию Вейерштрасса ∀x

E(x, x0) = f(x) − f(x0) − f ′(x0)(x − x0) ≥ 0,

а это и означает выполнение (10.2) для вектора p = f ′(x0), поэтому f ′(x0) ∈ ∂f(x0).
Лемма доказана. �

Итак, для дифференцируемой выпуклой функции субдифференциал сводится к
обычному дифференциалу (градиенту): имеется всего лишь один субградиент, кото-
рый совпадает с градиентом. В частности, для аффинной функции l(x) = (a, x) + b

будет ∂l(x) = {a} при всех x ∈ IRn.

Справедливо также и обратное утверждение к лемме 10.2.
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Теорема 10.1. Пусть f : D → IR выпукла, и в некоторой точке x0 ∈ intD ее
субдифференциал состоит из единственного вектора: ∂f(x0) = {p0}. Тогда f диф-
ференцируема в точке x0 и f ′(x0) = p0 .

Мы докажем эту теорему несколько позже, в лекции 12.

Таким образом, выпуклая функция дифференцируема во внутренней точке своей
области определения тогда и только тогда, когда ее субдифференциал в этой точке
состоит из единственного элемента.

Отметим также следующий факт. Как мы знаем, выпуклая функция не обяза-
тельно дифференцируема в произвольной точке x ∈ intD. Спрашивается, много ли
таких точек, где нет производной f ′(x), и обязательно ли существуют точки, в кото-
рых производная есть? Ответ на этот вопрос дает следующая замечательная

Теорема 10.2 (Андерсон, Кли). Пусть функция f : D → IR выпукла. Тогда
почти всюду на intD она имеет производную. Т.е. множество тех x ∈ intD, в
которых f ′(x) не существует, имеет лебегову меру 0.

Доказательство довольно сложно, поэтому здесь мы его не приводим, отсылая
интересующихся к книге [R].

Следующее свойство вытекает непосредственно из определения 10.2. (Проверьте!).

Лемма 10.3. Пусть f – собственная выпуклая функция. Тогда при добавлении
к ней любой аффинной функции l(x) = ax + b во всех точках x ∈ IRn справедливо
равенство

∂(f + l)(x) = ∂f(x) + a,

т.е. субдифференциал сдвигается на вектор a и не зависит от константы b.

(Если одна из частей этого равенства пуста, то пуста и другая.)

Лемма 10.4. Пусть f, g – собственные выпуклые функции, U – открытое
множество, и на нем f ≡ g. Тогда ∀x ∈ U ∂f(x) = ∂g(x) .

Доказательство. Возьмем любую точку x0 ∈ U . Достаточно показать, что если
p ∈ ∂f(x0), то p ∈ ∂g(x0). Без нарушения общности считаем f(x0) = g(x0) = 0, а с
учетом леммы 10.3 можно также считать p = 0. Тогда имеем

f(x) ≥ 0 ∀x ∈ IRn. (10.4)

Покажем, что это выполнено и для g. Допустим, это не так: ∃x1 , для которого
g(x1) < 0. Тогда рассмотрим точку xε = εx1 + (1 − ε)x0, 0 < ε < 1. Для нее в силу
выпуклости g(xε) ≤ εg(x1) < 0. Но при малом ε > 0 имеем xε ∈ U , поэтому
f(xε) = g(xε) < 0, что противоречит неравенству (10.4). �
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Из доказанной леммы вытекает, что ∂f(x) зависит только от значений функции
f в произвольно малой окрестности данной точки x. Это свойство "локальности"
субдифференциала аналогично свойству локальности обычной производной для диф-
ференцируемых функций.

Задача. Пусть f, g − собственные выпуклые функции, U − открытое выпук-
лое множество, и на нем ∂f(x) = ∂g(x). Доказать, что тогда на этом множестве
f(x) = g(x) + const . Существенна ли здесь выпуклость U ?

Рассмотрим два примера нахождения субдифференциала.

Субдифференциал индикаторной функции. Пусть A − выпуклое множе-
ство, и δA − его индикаторная функция. Вычислим её субдифференциал в произ-
вольной точке x0 ∈ A. По определению

p ∈ ∂δa(x0) ⇐⇒ ∀x (p, x − x0) ≤ δA(x) − δA(x0),

и, как легко заметить, последнее неравенство достаточно проверять только для всех
x ∈ A. (Почему?) Таким образом, получаем, что

∂δa(x0) = { p | (p, x − x0) ≤ 0 ∀x ∈ A },

а это по определению есть конус внешних нормалей к множеству A в точке x0 .

Итак,
∂δa(x0) = NA(x0) .

Напомним, что, в свою очередь, NA(x0) = −K∗
A(x0), где KA(x0) есть касательный

конус к множеству A в точке x0 . Если x0 ∈ intA, то очевидно KA(x0) = IRn и
NA(x0) = {0}. Если же x0 ∈ ∂ A, то, как мы знаем, NA(x0) содержит ненулевые
элементы.

Субдифференциал функции Минковского. Пусть μA(x) есть функция Мин-
ковского выпуклого множества A, содержащего внутри себя ноль. Тогда p ∈ ∂μA(0)
означает px ≤ μA(x) ∀x, т.е. из μA(x) = 1 должно следовать px ≤ 1. Это эквива-
лентно требованию (p,A) ≤ 1 (покажите!), т.е. p ∈ A0. Итак, ∂μA(0) = A0.

Случай x0 �= 0 будет рассмотрен позже.

Следующая теорема позволяет находить субдифференциал суммы выпуклых функ-
ций.

Теорема 10.3 (Моро–Рокафеллар). Пусть F = f1 + f2 , где f1, f2 – соб-
ственные выпуклые функции, и ∃ x̂ ∈ (intD1)

⋂
D2 . Тогда ∀x ∈ D1

⋂
D2

∂F (x) = ∂f1(x) + ∂f2(x).

(Существование указанной точки x̂ играет здесь роль условия регулярности.)
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Доказательство. ( ⊃, тривиальная часть) Пусть q = p1 + p2 ,
где p1 ∈ ∂f1(x), p ∈ ∂f2(x). Тогда ∀x′ имеем

(q, x′ − x) = (p1, x
′ − x) + (p2, x

′ − x) ≤ f1(x′) − f1(x) + f2(x′) − f2(x) = F (x′) − F (x),

следовательно, q ∈ ∂F (x) .

( ⊂) Без нарушения общности считаем x = 0, f1(0) = f2(0) = 0. (Почему?)
Пусть q ∈ ∂F (0). Надо показать, что имеется представление q = p1 + p2 , где p1 ∈
∂f1(0), p2 ∈ ∂f2(0). Считаем q = 0 (почему?), и таким образом,

F (x) ≥ 0 ∀x ∈ IRn. (10.5)

Надо показать, что 0 = p1 + p2 , то есть что ∃ p ∈ ∂f1(0) такой, что −p ∈ ∂f2(0).
Рассмотрим в пространстве IRn+1 два множества:

C1 = {(x, μ) | μ > f1(x), x ∈ intD1} ,

C2 = {(x, μ) | μ ≤ −f2(x), x ∈ D2 } .

Ясно, что C1 = intE1 , а C2 есть зеркальное отражение множества E2 = epi f2 отно-
сительно "горизонтальной" плоскости x. Множества C1, C2 оба выпуклы, непусты,
и C1 открыто. Мы утверждаем, что они не пересекаются. (Действительно, если су-
ществует точка (x, μ) ∈ C1 ∩ C2 , то по определению f1(x) < μ, f2(x) ≤ −μ, и тогда
F (x) = f1(x) + f2(x) < 0, что противоречит (10.5).)

Тогда по теореме отделимости существует ненулевой вектор (p, α) ∈ IRn+1 такой,
что

sup
C1

(p x − αμ) ≤ inf
C2

(p x − αμ). (10.6)

Ясно, что здесь α ≥ 0. (Если α < 0, то, увеличивая μ в левой части, получим
нарушение этого неравенства.)

Если α = 0, то p �= 0, и тогда (10.6) означает, что

sup
int D1

p x ≤ inf
D2

p x .

Возьмем точку x̂ ∈ (intD1)
⋂

D2 , которая существует по условию теоремы. Тогда
inf
D2

p x ≤ p x̂, и отсюда

sup
int D1

p x ≤ p x̂,

т.е. линейный функционал p �= 0 достигает своего максимума на открытом множестве
intD1 в некоторой точке этого множества, а такого не может быть. Противоречие.

Следовательно, α > 0, и поэтому считаем α = 1. Тогда (10.6) означает, что
∀ (x1, μ1) ∈ C1, ∀ (x2, μ2) ∈ C2

p x1 − μ1 ≤ p x2 − μ2.
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В силу непрерывности левой части этого неравенства относительно (x1, μ1), оно
справедливо и ∀ (x1, μ1) ∈ C1 , а поскольку C1 = intE1 , то C1 ⊃ E1 , поэтому
∀x1 ∈ D1, ∀x2 ∈ D2 , полагая μ1 = f1(x1), μ2 = −f2(x2), имеем

p x1 − f1(x1) ≤ p x2 + f2(x2).

Полагая здесь x2 = 0, получаем ∀x1 ∈ D1 неравенство px1 ≤ f1(x1), т.е. p ∈ ∂f1(0),
а полагая x1 = 0, получаем ∀x2 ∈ D2 неравенство −px2 ≤ f2(x2), т.е. −p ∈ ∂f2(0),
ч. т. д. �

Вопрос о нахождении субдифференциала максимума выпуклых функций будет
рассмотрен в следующих лекциях.
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Лекция 11. Субдифференциал сублинейной функции

Напомним, что собственная функция ϕ : IRn → IR• является сублинейной ⇐⇒
она положительно однородна и субаддитивна (см. лекцию 7). Далее мы будем рас-
сматривать только замкнутые сублинейные функции. Нетрудно показать, что тогда
0 ∈ domϕ и ϕ(0) = 0. (Как мы знаем, для собственной сублинейной функции имеет-
ся альтернатива: ϕ(0) = 0 или ϕ(0) = +∞. Так как epi ϕ есть непустой замкнутый
конус, то (0, 0) ∈ epi ϕ, поэтому ϕ(0) ≤ 0, а тогда остается лишь вариант ϕ(0) = 0 .)

Для произвольной выпуклой функции было введено понятие опорной аффинной
функции (лекция 9). Посмотрим, что оно означает для сублинейных функций.

Лемма 11.1. Аффинная функция l(x) = px + b опорна к сублинейной ϕ ⇐⇒
b = 0 и px ≤ ϕ(x) для любого x .

Доказательство. (⇐=) Если b = 0 и px ≤ ϕ(x) для любого x, то функция
l(x) = px есть миноранта к ϕ. При любом b > 0 функция l(x) = px + b уже не
будет минорантой т.к. l(0) = b > ϕ(0) = 0. Отсюда по определению следует, что
l(x) = px есть опорная к ϕ.

(=⇒) Пусть l(x) = px + b опорна к ϕ. Для любого z ∈ IRn и любого λ > 0
при x = λz имеем

(p, λz) + b ≤ λϕ(z),

следовательно

(p, z) +
b

λ
≤ ϕ(z),

откуда при λ → +∞ в пределе получаем (p, z) ≤ ϕ(z), т.е. функция (p, z) есть
миноранта для ϕ(z). Далее, так как l(x) = (p, x) + b ≤ ϕ(x), то при x = 0 имеем
b ≤ 0. Если b < 0, то функция l(x) + |b| = (p, x), как только что установлено,
является минорантой к ϕ, а это противоречит опорности l. Следовательно, b = 0 .
�

Таким образом, все аффинные опорные к сублинейной функции на самом деле
просто линейные: l(x) = (p, x); необходимость добавления константы b = 0 отпадает.
Поэтому можно дать следующее

Определение 11.1. Линейный функционал (вектор) p ∈ IRn называется опор-
ным к сублинейной функции ϕ, если для любого x ∈ IRn (p, x) ≤ ϕ(x).

Множество всех опорных векторов обозначается ∂ϕ. Итак,

∂ϕ = {p | (p, x) ≤ ϕ(x) для любого x ∈ IRn } .
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Так как у любой собственной выпуклой функции ϕ имеется хотя бы одна аффин-
ная опорная (см. лекцию 9), то у любой собственной сублинейной функции множество
∂ϕ непусто. Более того, оно всегда выпукло и замкнуто, ибо является пересечением
семейства замкнутых полупространств:

∂ϕ =
⋂

x∈IRn

{p | (p, x) ≤ ϕ(x)}.

Далее, если функция ϕ замкнута (а здесь мы рассматриваем только такие), то по
теореме Минковского она восстанавливается по своим опорным: для любого x ∈ IRn

ϕ(x) = sup
p∈∂ϕ

(p, x). (11.1)

Таким образом, любая замкнутая сублинейная функция имеет вид

ϕ(x) = sup
p∈A

(p, x),

где A некоторое выпуклое замкнутое множество. Покажем, что для данной функции
ϕ такое множество A единственно.

Лемма 11.2. Пусть выпуклое замкнутое множество A таково, что ∀x ∈ IRn

ϕ(x) = sup
a∈A

(a, x).

Тогда ∂ϕ = A .

Доказательство. Из условия следует, что для любого a ∈ A справедливо нера-
венство (a, x) ≤ ϕ(x) ∀x, поэтому a ∈ ∂ϕ. Таким образом, A ⊂ ∂ϕ .

Для доказательства обратного включения покажем, что если â /∈ A, то â /∈ ∂ϕ.

Действительно, если â /∈ A, то по теореме о строгой отделимости точки от выпуклого
замкнутого множества найдется вектор x̂ ∈ IRn такой, что

(â, x̂) > sup
a∈A

(a, x̂) = ϕ(x̂),

а из этого вытекает, что â /∈ ∂ϕ . �

Лемма 11.3. Сублинейная замкнутая функция ϕ : IRn → IR• положительна вне
нуля тогда и только тогда, когда 0 ∈ int ∂ϕ.

Доказательство. (=⇒) Пусть ϕ(x) > 0 при x �= 0. Так как ϕ замкнута, то
она полунепрерывна снизу (см. лекцию 9), а так как ϕ > 0 на единичной сфере, то на
ней ϕ(x) ≥ r > 0. Тогда для любого x ∈ IRn имеется оценка ϕ(x) ≥ r|x|. (Почему?)
Из этой оценки следует, что шар Br(0) содержится в ∂ϕ, ибо если |p| ≤ r, то для
любого x

(p, x) ≤ |p| · |x| ≤ r|x| ≤ ϕ(x).
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(⇐=) Пусть при некотором r > 0 шар Br(0) ⊂ ∂ϕ. Тогда для любого x

ϕ(x) = sup
p∈∂ϕ

(p, x) ≥ sup
|p|≤r

(p, x) = r|x|,

и следовательно, ϕ(x) > 0 при x �= 0 . �

Наибольший интерес представляют сублинейные функции, определенные на всем
пространстве. Как мы уже знаем (см. лекцию 8), это те сублинейные функции, кото-
рые ограничены на единичном шаре – они называются ограниченными сублинейными
функциями.

Лемма 11.4. Сублинейная функция ϕ является ограниченной тогда и только
тогда, когда ее субдифференциал ∂ϕ есть ограниченное множество (и значит, он
является выпуклым компактом).

Доказательство вытекает из того факта, что ограниченность сублинейной функ-
ции по определению означает, что при некотором C выполняется оценка

|ϕ(x)| ≤ C|x| ∀x ∈ IRn,

а она эквивалентна тому, что |∂ϕ| ≤ C. Детали оставляем читателю. �

Обратимся теперь к понятию субдифференциала в точке и посмотрим, каким будет
∂ϕ(x0) для сублинейной функции ϕ. Если x0 = 0, то по определению

p ∈ ∂ϕ(0) ⇐⇒ px ≤ ϕ(x) ⇐⇒ p ∈ ∂ϕ.

Таким образом ∂ϕ(0) = ∂ϕ. Буква ∂ употребляется здесь в двух разных смыслах:
как субдифференциал сублинейной ϕ "вообще", и как субдифференциал выпуклой
функции ϕ в данной точке. Это не совсем корректно, но так уж принято. Из контек-
ста всегда ясно, какой субдифференциал имеется в виду.

Каким будет ∂ϕ(x0) для произвольной точки x0 ∈ IRn ?

Теорема 11.1.
∂ϕ(x0) = {p ∈ ∂ϕ | p x0 = ϕ(x0)}

– это те элементы из ∂ϕ, значения которых в данной точке x0 совпадают с ϕ(x0).

Доказательство. Случай x0 = 0 рассмотрен выше, поэтому считаем x0 �= 0.

(⊃) Пусть p ∈ ∂ϕ и p x0 = ϕ(x0). Тогда для любого x имеем p x ≤ ϕ(x).
Вычитая отсюда предыдущее равенство, получим

p(x − x0) ≤ ϕ(x) − ϕ(x0) ∀x ∈ IRn, (11.2)

а это и означает, что p ∈ ∂ϕ(x0) .
(⊂) Пусть p ∈ ∂ϕ(x0), то есть выполнено (11.2). Возьмем произвольный x̄ ∈ IRn

и положим x = x0 + x̄. Тогда из (11.2) получаем (p, x̄) ≤ ϕ(x0 + x̄) − ϕ(x0).
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Но в силу сублинейности ϕ имеем ϕ(x0 + x̄) ≤ ϕ(x0) + ϕ(x̄), поэтому (p, x̄) ≤ ϕ(x̄).
Так как x̄ ∈ IRn произвольно, то это означает, что p ∈ ∂ϕ.

Положим теперь в (11.2) x = α x0, где α > 0. Тогда

(α − 1)(p, x0) ≤ (α − 1)ϕ(x0).

При α > 1 отсюда получаем (p, x0) ≤ ϕ(x0), а при α < 1 получаем (p, x0) ≥ ϕ(x0),
и значит (p, x0) = ϕ(x0). �

В качестве следствия равенства ∂ϕ(0) = ∂ϕ нетрудно получить формулу для
субдифференциала суммы двух ограниченных сублинейных функций:

∂(ϕ1 + ϕ2) = ∂ϕ1 + ∂ϕ2 .

Действительно, пользуясь указанным равенством и теоремой Моро–Рокафеллара, по-
лучаем

∂(ϕ1 + ϕ2) = ∂(ϕ1 + ϕ2)(0) = ∂ϕ1(0) + ∂ϕ2(0) = ∂ϕ1 + ∂ϕ2 .

Примеры.

1) ϕ(x) = |x|, x ∈ IR. Легко видеть, что здесь

( p x ≤ |x| для любого x ) ⇐⇒ |p| ≤ 1. (11.3)

Таким образом, ∂ϕ = [−1, 1]. Тогда для произвольного x ∈ IRn получаем

∂ϕ(x) =

⎧⎨⎩
1, x > 0,

−1, x < 0,
[−1, 1], x = 0.

Это многозначное отображение удобно обозначить как Signx. При x �= 0 оно совпа-
дает с общепринятой однозначной функцией sign x, но при x = 0 они отличаются:
sign 0 = 0, тогда как Sign 0 = [−1, 1]. Отображение Sign x часто встречается в за-
дачах оптимального управления при нахождении управления из условия максимума
функции Понтрягина (и отнюдь не всегда его можно заменить однозначной функцией
sign x !).

2) ϕ(x) = |x| =
√

x2
1 + ... + x2

n , x ∈ IRn. Нетрудно сообразить, что здесь, как и
раньше, справедливо утверждение (11.3), поэтому ∂ ϕ = B1(0) − единичный шар.
А поскольку вне нуля ϕ дифференцируема, то получаем формулу

∂ϕ(x) =

{
x/|x| , x �= 0,

B1(0), x = 0.
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Это многозначное отображение также удобно обозначить как Signx ("векторный
сигнум" векторного аргумента). Для данной точки x оно дает единичный вектор в
направлении x. При x = 0 направление не определено; в качестве него принимается
весь единичный шар.

3) ϕ(x) = max{x1, x2}, x ∈ IR2. Покажите, что здесь

∂ϕ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(1, 0), если x1 > x2,

(0, 1), если x1 < x2,

отрезок {(p1, p2) | p1 ≥ 0, p2 ≥ 0, p1 + p2 = 1},
если x1 = x2.

Следующий пример заслуживает особого расмотрения.

4) Пусть ϕ : IRn → IR есть ограниченая сублинейная функция, положительная
вне нуля. Из лемм 11.3 и 11.4 следует, что тогда множество A = ∂ϕ есть выпуклый
компакт и 0 ∈ int A. При этом

ϕ(x) = max
y∈A

(y, x) ∀x ∈ IRn. (11.4)

Положим B = {x |ϕ(x) ≤ 1}. Это выпуклое замкнутое множество. Из ограниченно-
сти ϕ следует, что 0 ∈ intB, а из положительности ϕ вне нуля — что B ограниче-
но (покажите!), следовательно B есть выпуклый компакт. Определим сублинейную
функцию

ψ(y) = max
x∈B

(y, x), y ∈ IRn. (11.5)

Оказывается, множества A, B и функции ϕ, ψ являются двойственными друг к
другу в следующем смысле.

Теорема 11.2.
1) A0 = B, B0 = A,

A = {y | ψ(y) ≤ 1}, B = ∂ψ. (11.6)

2) Функции Минковского множеств A и B имеют вид:{
μA(y) = ψ(y),

μB(x) = ϕ(x).
(11.7)

3) Справедливо обобщенное неравенство Коши-Буняковского: ∀x, y ∈ IRn

(x, y) ≤ ϕ(x)ψ(y). (11.8)

4) Равенство (x, y) = ϕ(x) ψ(y) эквивалентно тому, что x̃ = x/ϕ(x) ∈ ∂ψ(y), а также
тому, что ỹ = y/ψ(y) ∈ ∂ϕ(x).

Доказательство. 1) y ∈ B0 ⇐⇒ (из ϕ(x) ≤ 1 следует (y, x) ≤ 1 ) ⇐⇒
∀x (y, x) ≤ ϕ(x) (покажите!) ⇐⇒ y ∈ ∂ϕ = A. Таким образом, B0 = A, а тогда
по теореме о второй поляре A0 = B. Равенство B = ∂ψ следует из (11.5).
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Далее, y ∈ A = B0 означает, что max (y, B) ≤ 1, то есть ψ(y) ≤ 1. Пункт 1
полностью доказан.

2) Второе равенство в (11.7) очевидно следует из определения множества B, а
тогда первое равенство по аналогии следует из (11.6).

3) Пусть сначала x, y таковы, что ϕ(x) ≤ 1, ψ(y) ≤ 1. Тогда x ∈ B, y ∈ A,

и поскольку A0 = B, имеем (x, y) ≤ 1. Отсюда и из положительной однородно-
сти функций ϕ, ψ вытекает, что для произвольных x, y ∈ IRn справедливо (11.8)
(Покажите!).

4) Пусть ỹ = y/ψ(y) ∈ ∂ϕ(x). Тогда по теореме 11.1 (ỹ, x) = ϕ(x), т.е. (y, x) =
ψ(y) ϕ(x), ч.т.д.

Обратно. Пусть для некоторых x, y выполнено равенство (y, x) = ψ(y)ϕ(x).
Тогда для ỹ = y/ψ(y) имеем

(ỹ, x) = ϕ(x). (11.9)

Для любого x′ в силу (11.8) (y, x′) ≤ ψ(y) ϕ(x′), поэтому (ỹ, x′) ≤ ϕ(x′), следова-
тельно, ỹ ∈ ∂ϕ. Отсюда с учетом (11.9) получаем ỹ ∈ ∂ϕ(x). �

Описанные здесь сублинейные функции ϕ и ψ, соответствующие взаимно по-
лярным множествам A и B, называются взаимно двойственными (иногда говорят
— взаимно сопряженными). В частности, если функция ϕ является симметричной
(то есть ϕ(−x) = ϕ(x) для любого x), то ϕ(x) есть некоторая норма в IRn, а ψ(y)
— сопряженная норма; множества B и A суть единичные шары в этих нормах.

Например, если ϕ(x) = ‖x‖1 =
∑ |xi| , то ψ(y) = ‖y‖∞ = max |yi|, и наобо-

рот. Если ϕ(x) = ‖x‖p = p
√|x1|p + ... + |xn|p, где 1 < p < ∞, то ψ(y) = ‖y‖q =

q
√|y1|q + ... + |yn|q, где q ∈ (1,∞) определяется из равенства 1

p + 1
q = 1. Такие по-

казатели p и q также называются взаимно сопряженными, а неравенство (11.8) в
этом случае называется неравенством Гёльдера; при p = q = 2 оно превращается в
неравенство Коши-Буняковского.

Следующая важная теорема позволяет находить субдифференциал максимума
нескольких сублинейных функций.

Теорема 11.3 (Дубовицкий–Милютин). Пусть ϕ1 , ϕ2 : IRn → IR − огра-
ниченные сублинейные функции, и Φ(x) = max {ϕ1(x), ϕ2(x)}. (Ясно, что это тоже
ограниченная сублинейная функция.) Тогда

∂ Φ = co (∂ϕ1

⋃
∂ϕ2).

Доказательство. Из условия следует, что множества A1 = ∂ϕ1 и A2 = ∂ϕ2

— выпуклые компакты. Тогда по теореме Каратеодори множество A = co(A1
⋃

A2)
также есть выпуклый компакт. Для любого x ∈ IRn имеем

max
p∈A

(p, x) = max
α∈[0,1], p1∈A1, p2∈A2

(α p1x + (1 − α)p2 x) =
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= max
p1∈A1, p2∈A2

max
α∈[0,1]

(α p1 x + (1 − α)p2 x) = max
p1∈A1, p2∈A2

max [(p1, x), (p2, x)] =

= max [ max
p1∈A1

(p1, x), max
p2∈A2

(p2, x)] = max [ϕ1(x), ϕ2(x)] = Φ(x).

Отсюда по лемме 11.2 делаем заключение, что A = ∂Φ, ч.т.д. �

Следствие. Пусть ϕ1, ..., ϕm — ограниченные сублинейные функции, и

Φ(x) = max {ϕ1(x), ..., ϕm(x)}.

Тогда
∂ Φ = co

(
∂ϕ1

⋃
. . .
⋃

∂ϕm

)
, (11.10)

то есть p ∈ ∂Φ означает, что p =
∑m

i=1 αi pi , где все pi ∈ ∂ϕi , все αi ≥ 0 и∑m
i=1 αi = 1.

Доказательство. Индукция по m. Для m = 2 доказано выше. Пусть теперь
m > 2 и формула (11.10) верна для любых m′ < m. Рассмотрим случай m субли-
нейных функций. Положим

g(x) = max
1≤i≤m−1

ϕi(x).

По предположению индукции

∂g = co
⋃

1≤i≤m−1

∂ϕi.

При этом
Φ(x) = max {g(x), ϕm(x)},

и по теореме 11.2

∂ Φ = co
(
∂g
⋃

∂ϕm

)
= co

⎛⎝(co
⋃

i≤m−1

∂ϕi)
⋃

∂ϕm

⎞⎠ = co

⎛⎝⋃
i≤m

∂ϕi

⎞⎠ .

�

Чуть позднее мы докажем аналогичную теорему для произвольных выпуклых
функций. А сейчас приведем весьма полезное обобщение теоремы 11.3 на случай бес-
конечного числа сублинейных функций.

Пусть S есть некоторое компактное топологическое пространство, и для каждого
s ∈ S задана ограниченная сублинейная функция ϕs : IRn → IR. Таким образом,
имеется семейство сублинейных функций ϕs(x), параметризованное элементами s

из компакта S. Будем предполагать, что при любом фиксированном x функция
ϕs(x) полунепрерывно сверху зависит от s. Положим для x ∈ IRn

Φ(x) = max
s∈S

ϕs(x).
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Ясно, что максимум здесь достигается (в силу обобщенной теоремы Вейерштрасса).
Поэтому для любого x ∈ IRn имеем Φ(x) < +∞, то есть построенная сублинейная
функция Φ ограничена, и мы хотим найти ее субдифференциал. В этой ситуации
справедлив полный аналог формулы (11.10).

Теорема 11.4.

∂ Φ = co

( ⋃
s∈S

∂ϕs

)
.

Доказательство. Так как все ϕs — ограниченные сублинейные функции, то по
лемме 11.4 все множества As = ∂ϕs суть выпуклые компакты. Так как сублинейная
функция Φ тоже ограничена, то ∂Φ — тоже выпуклый компакт. Пусть

M =
⋃
s∈S

As .

Так как все ϕs ≤ Φ, то все As ⊂ ∂Φ, а тогда и M ⊂ ∂Φ. Покажем, что M замкнуто.
Пусть pk ∈ M и pk → p0. Тогда для любого k имеем pk ∈ Ask

при некотором
sk ∈ S. Переходя к подпоследовательности и учитывая, что S — компакт, считаем,
что sk → s0 ∈ S. При этом для любого x ∈ IRn имеем по определению:

(pk, x) ≤ ϕsk
(x), k = 1, 2, . . . .

Переходя здесь к пределу и учитывая полунепрерывность сверху функций ϕs отно-
сительно s, получаем (p0, x) ≤ ϕs0(x), что в силу произвольности x ∈ IRn означает,
что p0 ∈ ∂ϕs0 , и следовательно, p0 ∈ M.

Таким образом, M есть замкнутое подмножество компакта ∂Φ, и поэтому са-
мо является компактом. Тогда по теореме Каратеодори множество A = coM есть
выпуклый компакт. При этом для любого x ∈ IRn имеем

Φ(x) = max
s∈S

max
p∈As

(p, x) = max
p∈M

(p, x) = max
p∈A

(p, x),

откуда по лемме 11.2 получаем, что A = ∂Φ. �

Следствие. Из теоремы 11.4 и теоремы Каратеодори вытекает, что любой эле-
мент p ∈ ∂Φ представим в виде

p =
m∑

i=1

αi pi ,

где m ≤ n + 1, все αi ≥ 0,
∑m

1 αi = 1, а каждый pi ∈ ∂ϕsi для некоторого si ∈ S.

(Это утверждение называется теоремой об очистке.) Верно и обратное: любой век-
тор p указанного вида принадлежит ∂Φ (это очевидно).
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Сопряженный к конусу, заданному сублинейным неравенством.

В качестве приложения понятия субдифференциала рассмотрим следующий вопрос.
Пусть ϕ есть ограниченная сублинейная функция. Рассмотрим множество

C = {x | ϕ(x) ≤ 0}.

Это, очевидно, замкнутый выпуклый конус. (Проверьте!) В теории экстремума часто
возникает необходимость нахождения сопряженного к такому конусу.

Теорема 11.5. Предположим, что существует x̂, для которого ϕ(x̂) < 0.

Тогда
C∗ = {p = −α l | α ≥ 0, l ∈ ∂ϕ},

то есть
C∗ = −IR+ ∂ϕ. (11.11)

Требование существования указанного здесь x̂ называется условием Слейтера.
Оно обеспечивает невырожденность сублинейного ограничения ϕ(x) ≤ 0.

Доказательство. (⊃) Если p = −αl, где α ≥ 0, l ∈ ∂ϕ, то для любого x ∈ C

имеем (l, x) ≤ ϕ(x) ≤ 0, тогда (p, x) = −α(l, x) ≥ 0, и потому p ∈ C∗.
(⊂) Пусть p ∈ C∗, p �= 0. Надо показать, что p = −αl, где α ≥ 0, l ∈ ∂ϕ.

(Для p = 0 имеется очевидное представление p = −0 · l, где в качестве l можно
взять любой элемент из ∂ϕ . ) По определению

ϕ(x) ≤ 0 =⇒ (p, x) ≥ 0. (11.12)

В пространстве IRn+1 рассмотрим множества

Ω1 = {(x, z) | ϕ(x) < z },

Ω2 = {(x, z) | (p, x) < 0, z = 0 }.
Это выпуклые конусы, оба по условию непустые (из них Ω1 открыт). Мы утверждаем,
что Ω1

⋂
Ω2 = Ø. Действительно, иначе найдется точка (x, 0) ∈ Ω1

⋂
Ω2 , то есть

ϕ(x) < 0 и (p, x) < 0, что противоречит (11.12). По теореме отделимости существует
функционал (l, β) ∈ IRn+1, который меньше нуля на Ω1 и больше или равен нуля на
Ω2 , то есть

ϕ(x) < z ⇒ (l, x) + βz < 0, (11.13)

(p, x) < 0 ⇒ (l, x) ≥ 0. (11.14)

Из (11.13) при x = 0, z = 1 следует, что β < 0, поэтому можно положить β = −1.

Тогда (11.13) означает:
ϕ(x) < z ⇒ (l, x) < z.

Отсюда следует, что ∀x будет (l, x) ≤ ϕ(x) (покажите!), то есть l ∈ ∂ϕ. Из (11.14)
следует, что l = −αp при некотором α ≥ 0. Если α = 0, то l = 0, тогда 0 ∈ ∂ϕ, то

          90



есть всюду ϕ(x) ≥ 0, а это противоречит существованию x̂, для которого ϕ(x̂) < 0.

Поэтому α > 0, и тогда p = − 1
α l, ч.т.д. �

Отметим также следующее полезное свойство.

Лемма 11.5. При выполнении условий теоремы 11.5 внутренность конуса C

непуста, причем
x ∈ intC ⇐⇒ ϕ(x) < 0.

Доказательство. (⇐=) Следует из непрерывности ϕ.

(=⇒) Пусть x ∈ intC. Тогда при достаточно малом ε > 0 точка x − εx̂ ∈ C,

поэтому ϕ(x − εx̂) ≤ 0, и мы имеем x = (x − εx̂) + εx̂, откуда

ϕ(x) ≤ ϕ(x − εx̂) + ϕ(εx̂) ≤ εϕ(x̂) < 0, ч.т.д.

�
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������ ��	 
���
������ �������� �������

�� �����������

����� ���� 	
��
������� ������� f : R
n → R

•, � 	���� ����� x0 ������� ���

f(x0) < +∞ �

����������� 	
�	� �
��
������ ������� f � ����� x0 	� ��	
������� x̄ ∈ R
n

��
������� ��������

f ′(x0, x̄) = lim
t→0+

f(x0 + tx̄) − f(x0)
t

,

���� ���� 	
���� ���������� ��������� ��� �������������

���� �!� ��� ��� ��	����" ������� ���� 	
���� ���#�� ����������� $�� �������

�
 �	
�������� %� ��� ���#� ���������� 
���!��
��� ������ ��	����� ������� �����

	�
�!����� (g(t) = f(x0 + tx̄)). &�������! ������� ��������� ���������

��

� 	
�	� ����� f : [a, b] → R ���� ��	����� ������� ����� 	�
�!������ �

	���� ���� ����� t0 < t < t1 �� ��
�
�� [a, b]. '�#��

f(t) − f(t0)
t − t0

≤ f(t1) − f(t0)
t1 − t0

≤ f(t1) − f(t)
t1 − t

. �%(�%�

)
�#�!� �����!�� ����*���� f(t)−f(t0)
t−t0

�� ��

������ 	
� t ↘ t0 �� 	����!� ����+

������ �#� 	
���� 	
� t → t0+ ��

��������������� ,�
 ��
�*���� �������� ������! t0 = 0, t1 = 1, t ∈ (0, 1).
'�#�� t = (1 − t) · 0 + t · 1, 	����!�

f(t) ≤ (1 − t)f(0) + tf(1) , �%(�(�

������ ft − f0 ≤ t(f1 − f0), � ��� � ���� 	�
��� ��
�������� � �%(�%��
��
�	�*�! ��	�
� �%(�(� ���-

−(1 − t)f0 ≤ tf1 − ft

� ������! � ����! �����! f1(1 − t) � ������!

(f1 − f0)(1 − t) ≤ f1 − ft ,

� ��� � ���� ���
�� ��
�������� � �%(�%�� �

)�� ������� ����� 	�
�!����� �!����� ��*� ��� ����������
��" ��	
�������-

+1 � −1; 	
� ���!� ���������

f ′(x0, +1) = f ′
��(x0), f ′(x0,−1) = −f ′

���(x0).
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��� ���� �	
�
�� 
��

������ ��� ��� ��������� ��������� ������� f(t0 + ε)/ε

�

��� ��

� �	
�
�� ���
���� ��� �

���
����� �
�� x0 = b  �	����� �	���� �����

domf), �� ��� �

� x > b ��
����� f(x) = +∞, � ������� f ′
��(x0) = +∞. �
��

!
 x0 = a  �	����� �
��� ����� domf), �� ��!
� 
�����"
�� ��� f ′
��(x0) = −∞.

#���������
 
���
��� 
�	��
����� � ��� f ′
���(x0) �

������� D = [−1, 1], f(x) = −√
1 − x. $����

f ′
���(−1) = −∞, f ′

��(−1) = −∞, f ′
���(1) = +∞, f ′

��(1) = +∞.

%�� �������� ������� ������ �
	
�
���� f : R
n → R

• �& �
��� '(�' 
�
��
��

��� ��� ��

� �	��&������ �� ������ ���	���
��� x̄ ∈ R
n, ��� ��� ����������

������� (f(x0 + εx̄) − f(x0))/ε �

��� ��

� �	
�
�� )	� ���� ��� ������ ε > 0

f ′(x0, x̄) ≤ f(x0 + εx̄) − f(x0)
ε

.  '(�*+

���
���� ��� &�

" ε > 0 �
�
����
�"�� ����
� ��� ��� 

�� x0 + εx̄ /∈ domf, ��

f(x0 + εx̄) = +∞, � �
	��
�
���  '(�*+ &��
���� ������
���

,& ��	
�
�
���  '(�'+ ������ ��� ��� ������ α > 0 f ′(x0, αx̄) = αf ′(x0, x̄), ��



�" ������� ϕ(x̄) = f ′(x0, x̄) ����!��
�"�� ����	����  �
	��� 
�
�
��+� ���&���-


�
�� 

�� f �������� �� ϕ ���!
 ���
� ���������

������	 
��
� )�
�" f : D → R �������� �������� � x0 ∈ intD � $���� ���

������ x̄ ∈ R
n &���
��
 �	��&������ �� ���	���
��� f ′(x0, x̄) ���
���� .��

 �����


��

���
� ����
 ��
�� L, ���

|f ′(x0, x̄)| ≤ L |x̄| ∀ x̄ ∈ R
n.

/	��
 ����� f ′(x0, x̄) ������� �� x̄. $���� ��	�&��� ϕ(x̄) = f ′(x0, x̄) 

�" ��	���-

�
���� 
�����
���� ��������

��
	�	��������� )�
�" r > 0 ������� ��� 0�	 Br(x0) ⊂ intD. )� �
�	
�
 1

f ���0��
�� �� ���� 0�	
 
 �
����	�� ���
������ L. $���� ��� ������ x̄ �	�

��
������� ����� ε > 0 ����� x0 + εx̄ ∈ Br(x0), �������

|f ′(x0, x̄)| = lim
ε→0+

∣∣∣∣f(x0 + εx̄) − f(x0)
ε

∣∣∣∣ ≤ L |εx̄|
ε

= L |x̄|,

� ��� � �&����
� ��	����
���
�" ϕ.

%���!
� �������
�" ϕ. )�
�" x̄1, x̄2 ∈ R
n, α1, α2 ≥ 0, α1 + α2 = 1. $����

f ′(x0, α1x̄1 + α2x̄2) = lim
ε→0+

f(x0 + ε(α1x̄1 + α2x̄2)) − f(x0)
ε

=
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= lim
ε→0+

f(α1(x0 + εx̄1) + α2(x0 + εx̄2)) − f(x0)
ε

≤

≤ lim
ε→0+

α1f(x0 + εx̄1) + α2f(x0 + εx̄2) − α1f(x0) − α2f(x0)
ε

=

= α1 lim
ε→0+

f(x0 + εx̄1) − f(x0)
ε

+ α2 lim
ε→0+

f(x0 + εx̄2) − f(x0)
ε

=

= α1f
′(x0, x̄1) + α2f

′(x0, x̄2).

�

��������	 �
�
�
 ����
 	
��� �������
�
������	 �������� ������� f � 



����������� �� �������
��� ϕ(x̄) = f ′(x0, x̄).

������� ��	�	 ��� ������ x0 ∈ intD �����
����� ���
�����

∂f(x0) = ∂f ′(x0, ·),

�� 
��
 ∂f(x0) = ∂ϕ, ��
 ϕ(x̄) = f ′(x0, x̄), x̄ ∈ R
n.


�����
����
��	 � ⊂ ) ����
 p ∈ ∂f(x0). ����� ∀ x̄ ∈ R
n, ∀ ε > 0 �� ���
 

�
�
��� �	

	 ε(p, x̄) ≤ f(x0 + εx̄) − f(x0), ������

(p, x̄) ≤ lim
ε→0+

f(x0 + εx̄) − f(x0)
ε

= f ′(x0, x̄),

�� 
��
 p ∈ ∂f ′(x0, ·) !

� ⊃ ) "������! ����
 p ∈ ∂f ′(x0, ·), �� 
��
 ∀ x̄ ������
�� (p, x̄) ≤ f ′(x0, x̄).
# ���� �$%!&' ��� ε = 1 ����(�
	 f ′(x0, x̄) ≤ f(x0 + x̄) − f(x0), � �����

(p, x̄) ≤ f(x0 + x̄) − f(x0) ∀ x̄ ∈ R
n,

� )�� � ����(�
�* (�� p ∈ ∂f(x0) ! �

��� ��� ������
���� ������� ϕ(x̄) = f ′(x0, x̄) ������(
��* �� ��� �
��
����� ��

R
n, � ��
�����
�
�� ��	�����* � ����� �� �
��
	
 +����������

ϕ(x̄) = max
p∈∂ϕ

(p, x̄), ∀ x̄ ∈ R
n,

� ������ � �� �
��
	� $%!% ���
��
� �(
�����


�����
���	 ��� ������ x0 ∈ intD

f ′(x0, x̄) = max
p∈∂f(x0)

(p, x̄) ∀ x̄ ∈ R
n. �$%!,'
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 ������
 f : D → R � ��������� �����

x0 ∈ int D ����� ������������ ���)������� p. ��)�� ∀ x̄ ∈ R
n f ′(x0, x̄) = (p, x̄).

�* +��� ������ )����
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-�����.�
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 ��� ��
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��
 ����	������ ,��� � ������� ����	������ ��!�! ����	������ /��%

0�" ���������!

����� ����� (���� D ⊂ R
n, � �������
 ������
 f : D → R � ���������

����� x0 ∈ intD ����� ����	������ ,���1 f ′
Γ(x0) = p. ��)�� p ���� �� ����	���%

��
 /��0�
 �!�! ������
 ����	�����
!

	
����
����
�
� -������ x0 = 0, p = 0. ��)�� ∀x f(x) ≥ 0, �

f(εx) = o(ε) ��� ε → 0 + . �� !2"

3�� ���� ����	���
 ��� f(x) = o(|x|) ��� |x| → 0 ��!�! ��� 4� �����4 � �����%

�� �� !2" 
��
���
 ����������� �� ���� ����������
�"! ��� ��� ����� f ≥ 0, ��

���������� ����	���
 ��� f(x) ≤ o(|x|) ��� |x| → 0.

*�	���� ����� ���)�)������ A, � ������)� 5 ���� ��������

 �����! (����

z1, . . . , zN ���� �)� ���0���! -�)����� �� !2"
 ∀ i = 1, . . . , N ��� ε → 0 �����

f(εzi) = ε gi(ε), )�� gi(ε) → 0.

(������ G(ε) = max
1≤i≤N

gi(ε). ��)�� ∀ i f(εzi) ≤ εG(ε), � G(ε) → 0.

(���� μ(x) ���� ������
 6��������)� ��������� A. 7������
 ��� ���� |x| → 0,

�� � μ(x) → 0, � �������� ���������8"!

��)�� ����� x ∈ R
n ���������� � ���� x = μ(x) y, )�� y ∈ A, �!�!

x = μ(x)
N∑

i=1

αi(x) zi , )�� αi(x) ≥ 0,
N∑

i=1

αi(x) = 1,

� � ���� ���������� f ��������

f(x) = f
(∑

αi(x) (μ(x) zi)
)

≤
∑

αi(x) μ(x) G(μ(x)) =

= μ(x)G(μ(x)) = o(μ(x)) = o(|x|), �!�!�!

�

&	 +��� ���� ���� �������� ���������������
 ��0� ������� �5!�!
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���������	
 �� �	��	��
��� � �������
�
���	� �	������	�

��� ������ �	
��
��� �������� ���������������� ������� ����
 �� ��
� ����

������������� 
 ������ 
����� ��� �� ������ 
 ����� 
���� �� ����
  ���	
�����

 � ������ �� ��
������ !������ "
�� #������ ��
���
�� ����  ���
�� �
���

�

��������� ���������� ������� $�� ��%	�
����� 
� �����&�

�
��	 ����� !��
� �
���
�� ������

� U ∈ R
n 	����� ������� fi : U →

R, i = 1, ...,m , ��
���� �� ����
�� 
 ����
���� 
���� x0 ∈ U � ����
  ���	
���

���  � ����
����� �� ��
����� x̄ ∈ R
n. ��'�� ������%

F (x) = max
1≤i≤m

fi(x), x ∈ U,


���� ����
 
 
���� x0  ���	
�����  � ������� �� ��
����� x̄, ��
���% 
������

�
�% ��������

F ′(x0, x̄) = max
i∈I(x0)

f ′
i(x0, x̄),

'�� I(x0) = { i | fi(x0) = F (x0) } ( 
��� ������

� ��
�
��� �������
�

���	�	�
������� ��� ��� 
�� ������� fi �� ����
�� 
 x0 , � ��% ����'�

j /∈ I(x0) ����� fj(x0) < F (x0), 
� 
 ����
���� �����
���
� Oj(x0) ����� ���
�

fj(x) < F (x). !��
� V ��
�  ���������� Oj(x0)  � 
��� ����
�
��� ���������

��'�� ��% ����'� x ∈ V
F (x) = max

i∈I(x0)
fi(x).

)�	����  ���	
������ x̄ ∈ R
n. ��� ���  �� ���
�
���� ����� ε > 0 
���� x0+εx̄ ∈

V, 
�  � � ���������

F ′(x0, x̄) = lim
ε→0+

F (x0 + εx̄) − F (x0)
ε

= lim
ε→0+

max
i∈I(x0)

fi(x0 + εx̄) − fi(x0)
ε

=

= max
i∈I(x0)

lim
ε→0+

fi(x0 + εx̄) − fi(x0)
ε

= max
i∈I(x0)

f ′
i(x0, x̄).

�
$!�����  ����
���
��  ������ � ��������� 	���� 	������*&

�� ��� �� '�
�
� ����	�
� ����+���� ������� $,,�,-& ��%  ���	������ 
� ���

��� ��������

�
��
�	 ����  ���������!�"#������	 � �������
�
���	�
 �	������	

�$����$% ������&'� !��
� D ⊂ R
n − 
� ����� ������

�� fi : D → R, i =

1, ..., m , . 
� ����� �������� F (x) = maxi fi(x). !��
� x0 ∈ intD, I(x0) =
{ i | fi(x0) = F (x0)} − ������

� ��
�
��� �������
� ��'��

∂ F (x0) = co

⎛⎝ ⋃
i∈I(x0)

∂fi(x0)

⎞⎠ . $,/�0&
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���������	
���� ������ ���	
����
� �����



ϕi(x̄) = f ′
i(x0, x̄), i ∈ I(x0), x̄ ∈ R

n .

��	��
� Φ(x̄) = max
i∈I(x0)

ϕi(x̄), ��� ���� ���	
������ �����
��

�� 	���� ���� F ′(x0, x̄) = Φ(x̄) ∀ x̄, � �� ������� ����

∂Φ = co

⎛⎝ ⋃
i∈I(x0)

∂ϕi

⎞⎠ . ����� 

!������" �� ������� ����� ∂F (x0) = ∂Φ, � ∂fi(x0) = ∂ϕi ∀i, ������� ����� 

������#����� � ����$ � �


���
 ������� �������� � �����
��� ��������� �������� �������

����%" ��� 
 ���%&�" f : D → R ' �
���	�� �����
�" x0 ∈ intD. (�������
�

���������

A = { x ∈ D | f(x) ≤ f(x0)}
) ���� �
���� 	���*��� ���������" 
	
 ��������� ��������� ������ �����

� +���"

,�� ��� �
���	�� -�������� ����*� �
�� ��	�.��� ���
� 
/ ������
0 ��1����� �

/���,�0 �� ���������� �!���
���" ��
 ��*�� ��	��%�� �*���
,��
��
 /���,
� 

2�������� ����
 ����� ������	%�
0 ������	��
� KA(x0) 
 ���������
� � ����"


	
" ,�� ���
��	�����" ����� ���&�
0 �����	�� NA(x0).

3���� ������	�*��%" ,�� ��#������� x1 ∈ D, �	� ������*� f(x1) < f(x0), ���� ,��

x0 �� ���% ��,�� �
�
���� �����

 f �� ������ ��������� D ���	��
� 4	������ �

��
 ��
0 ��	��
�0 �������	
��

������� ��� �

KA(x0) = { x̄ ∈ R
n | f ′(x0, x̄) ≤ 0 } . ����5 

6���/���	%���� ������&	�� �	���.#�.

!���� ���"� 2�,�� x1 ∈ D, �	� ������� f(x1) < f(x0) ��#������� ��*�� 


��	%�� ��*��" ��*�� ��#������� x̄ ∈ R
n, �	� ������*� f ′(x0, x̄) < 0.

���������	
���� � ⇒ ) ��	�*�� x̄ = x1 − x0 
 ��
����� ����������� ����� �

ε = 1, 
���� f ′(x0, x̄) ≤ f(x0 + x̄) − f(x0) < 0.
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� ⇐ ) ��� ε → 0+ ����	 x0 + εx̄ ∈ D, � 
�� 
�� ��� 
���	���
� �	��� ε > 0
����� f(x0 + εx̄) = f(x0) + εf ′(x0, x̄) + o(ε) < f(x0). �

� ������� ���� ����� 
	
��

���������	
��� �����
� ����� � ⊂ ) ����� x̄ ∈ KA(x0). �� ����
���
�� ���

��
	�	��� ��� x0+εx̄+r(ε) ∈ A ��� ε → 0+, �
� r(ε) = o(ε) − 
������	� �����	��	� 

!��
	 f(x0+εx̄+r(ε)) ≤ f(x0), 	 � ������ ���"�#������ f � 
�������� ������
����

����� x0 ����� f(x0 + εx̄) ≤ f(x0) + o(ε), � �������

f ′(x0, x̄) = lim
ε→)+

f(x0 + εx̄) − f(x0)
ε

≤ 0.

� ⊃ ) $%��
	��� �
�&����� � ��	��� �	��� �'( )* ����� Ω. +�
�� ��� �
� �	,

��
��� �� ����� '' -� ������	� ����� '( .� �����

int Ω = { x̄ | f ′(x0, x̄) < 0},

� ��� �
�&����� 
������ /���� ����� �� �
	��� ���

int Ω = Ω = Ω.

0��� x̄ ∈ int Ω, �� ���� f ′(x0, x̄) = −c < 0, �� ��� 
���	���
� �	��� ε > 0 %�
��

f(x0 + εx̄) − f(x0) = εf ′(x0, x̄) + o(ε) ≤ − c

2
ε,

������� x0 +εx̄ ∈ A, � ���
��	����
�� x̄ ∈ KA(x0). !	��� �%�	���� int Ω ⊂ KA(x0).
1� ���
	� � ���� �	��
������ ��%��� �	�	����
��� ��
��	� � Ω ⊂ KA(x0). �

2�	�� �� 
��	�	��� ��� KA(x0) �	
	���� ��%��
��
�� 
��	��
����� ϕ(x̄) =
f ′(x0, x̄) ≤ 0. ��� ����� ����	�
� ����� '( .� �����
�
� ������� �������	3 ����,

������ x̄, 
�� �������� ϕ(x̄) < 0. $���
	 �� ������� '' - �����

NA(x0) = −K∗
A(x0) = R+ · ∂ϕ = R+ · ∂f(x0),

�� ���� � ����� �����	��

����
���� �� �����
� �����

NA(x0) = R+ · ∂f(x0).

4�	 5�����	� �	� � �'' ''*� �	��� ������������ ��� �����
��	
�� �	
	� ������,

�	#�� 
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������ ��	 
���
��������� ���������������������

� ���� ���	

 �� �
�����
� ������������ ������ � ��
����� ����	

 
 �������
�

�������� �������� �
���	

 
������� � ������������ ����	

�

����� f : ��n → �� = �� ∪ {±∞} ���� 
��
�������� ����	
��

����������� 	
�	� ����������	 
���	
������	� ����	
�� � ����	

 f �� 

�������� ����	
� f∗ : ��n → �� , �
���������� ����������

f∗(p ) = sup
x∈ ��n

{(p, x) − f(x)} . (13.1)

!�� �� �
�
� � ���� ������� x 
"���� ���� 
��������# � ��"������� ����	



�������� p. $%���"� "�����# p ���� ������� ��
��&����"� 
����������� (��n)∗, ��

�� ���&��������� �"� � 
������� 
������������ ��n. '

(
���	
� 
������� �� ����	

 f � �� ��
��&����� f∗ 
� ������� )*�) ���� 

������ ��������������� ��������������������� �

��
 ��&��� �
��
�������� x ����	
� (p, x) − f(x) ���
��� 
� p , 
������

f∗, ��� ��
����� ���
����# ���"�� ��
���� 
 ��������� (����
� ���&�# +�� 
�

������� )*�) ����� �������� �������
��� ���� �

∀ p, x f∗(p ) + f(x) ≥ (p, x). (13.2)

�
����
� 	� ,��
 ����	
� f ����������� 
 ��
�����# �� f∗ - �����������

��
����� ����������

������������
�� � �������������� ��&������ ������ ������������� f∗.
.�� ��� f �����������# �� ∃x0 , ��� ������"� f(x0) ∈ ��. .�"�� ∀ p 
���� f∗(p ) ≥
(p, x0) − f(x0) > −∞ . ������ �����
� ������������
 ��
������� /����# 
� ����� 0�*

f 
���� ���
��1 �
�������# �� ���� 
��1��� p̂, b̂ ���
�# +�� l(x) = (p̂, x) − b̂ ≤
f(x) ∀x ∈ ��n. .�"��

f∗(p̂ ) = sup
x∈ ��n

[(p̂, x) − f(x)] ≤ sup
x∈ ��n

[(p̂, x) − l(x)] = b̂ < +∞ ,

�� ���� ��
������ 
 ������ �����
� ������������
 f∗ . �

�
����
� �� ,��
 f(x) ≤ g(x) ∀x , �� f∗(p ) ≥ g∗(p ) ∀ p .

������������
�� /�����
������#

g∗(p ) = sup
x

[ p x − g(x) ] ≤ sup
x

[ p x − f(x) ] = f∗(p ) . �

          99



�������� �� (f)∗ ≡ f∗, (co f)∗ ≡ f∗ .

	�
����
������� ����� E = epif . ���	
 ∀ p ∈ ��n 
����

f∗(p ) = sup
x

sup
μ≥ f(x)

(px − μ) = sup
(x, μ)∈E

(px − μ) = sup
(x, μ)∈E

(px − μ) =

= sup
x

sup
μ: (x, μ)∈E

(px − μ) = sup
x

[px − f(x)] = (f)∗(p).

�	��� �� ����������
�
�� ���� ���

sup
μ: (x, μ)∈E

(−μ) = − inf
μ: (x, u)∈E

(μ) = −f(x) .

��
�� ������ �
������� ���
�������� ������ ���
�
��
�
���� 
�
���
���� �

�  ���!

 f∗ �
�"� ��"�� ��
���
�� ����
!
# ����
� �����"����$� �����
�
f∗ ∗ − �����# �����"����# � f .

�������� �� f∗∗ ≤ f .

	�
����
������� �
 
��
���� �#%�$ x ∈ ��n. &���
��� ���
������� '��
�

∀ p 
���� f(x) ≥ p x − f∗(p), 
 ���	


f(x) ≥ sup
p

[p x − f∗(p )] = f∗∗(x) .

�����	��� �
������� ( �� ����	����
# �����"����$  ���!

 � f∗ . �

����
���

)* ����� l(x) = (a, x) − b +
  
��
�  ���!
�*� ���	


l∗(x ) = sup
x

[((p − a), x) + b] =
{

b , ���
 p = a
+∞, ���
 p �= a

,
����

l∗∗(x) = sup
p

[(p, x) − l∗(p )] = (a, x) − b = l(x) .

+��
 p �= a  ���!
� � ���%�
- �
��
 −∞ , ��.���� �
�
� p ��
 ����

 ��������


��"�� �� ��
���
���*

�
�
� �%�
��� 	�� 
  
���$  ���!

 l �������	�������� ���
����
�� ����/

�
�� l∗∗(x ) = l(x) ∀x . �
����
� .���  
���

0* f(x) = 1
p |x |p , 1 < p < ∞ (x ∈ �� ) .

+�	��� p − �� 
������� �����"����$  ���!

� 
 ��
	
!
����$ �
�
�����*
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������ ���	
��
	 �����������	 
���
��� � �������� ��	
�
��
 ���

f∗(y ) =
1
q
| y |q , ��� q ∈ (1 ,∞) −

� ���� ���������	
 ����
������ ������������ �
�������� 1/p + 1/q = 1.

�� f : ��n → ��, f(x) = 1
2(x, x) .

�
	 	
	

max
x

[(y, x) − 1
2
(x, x)]

������
���� ��� x∗ = y, �� f∗(y) = 1
2(y, y) , �� ���� f∗ = f .

�����	
�� ������ ���� �� �!� "��	#��
 ����
�
$!�� �� ������ �����%������&

'���� � ����

���������	�
 (���� ϕ∗ ≡ ϕ . ����
 ϕ(x) = 1
2(x, x) .

��
�����������
 )���
��� ���
������� *��

 ∀x ����� 2ϕ(x) = ϕ(x) +
ϕ∗(x) ≥ (x, x) = 2f(x) , �� ���� ϕ(x) ≥ f(x) , � ����
 �� �������� + ϕ∗ ≤ f∗ .

)���
� ,�������	�, -� ���� �
������ ϕ∗ = ϕ, f∗ = f �
 �����
�� ϕ ≤ f , �

������
������ ϕ = f . �

.� (���� L ���� ���������
����� � ��n, 
 δL(x) − ��� ����	
����
� "��	/

#��� ����
 δ∗L(p ) = δL⊥(p) ���� ����	
����
� "��	#�� �������
������ ����������

	 L; ��� 0��� δ∗∗L (x) = δL(x) , �� ���� ����� ����
� �����%���
� "��	#�� ����
/

�
�� � ��1������

2� (���� f(x) = ex . ����


f∗(p) =

⎧⎨⎩
p ln p − p , ���� p > 0,

0 , ���� p = 0,
+∞, ���� p < 0.

3���� �� �����
 ��� �
%� ��� "��	#��
 ������
$!�� �����
 	������� ��
�����


�����%���
� "��	#�� ��%�� ������
�� ��
����� +∞ . (�0����
 ���4� �� ��1�����

�� �
�
����� 	�
��
 "��	#��
 ������� � �
���� �
�
�
 �
���
����
�� "��	#�� ��

��
������� � �
�5������� ������ �� ∪ {+∞} .

6��� ������ �!� �
� ������� 	 �����%����� "��	#��
 �� �������� �4�������
 ���

f∗∗ = f �

7� (����

f(x) =
{ −√

a2 − x2 , ���� |x | ≤ a,
+∞ , ���� |x | > a.

����
 f∗(p ) = a
√

1 + p2, p ∈ ��, � ����� f∗∗ = f �
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�� ����� ϕ− �	
��

����� ��������� ����������� �������� �
 ����

ϕ(x) = sup
a∈A

(a, x) ∀x ∈ ��n,

��� A− ������
� 
�����
� �������
� ��
����

 !
���

ϕ∗(x) = δA(p) =
{

0 , ���� p ∈ A,
+∞, ���� p /∈ A

" �������
	��� ������� ��
����
� A .

���������	
���� #��� p ∈ A , �
 �
 
�	�������$ (p, a) ≤ ϕ(x) ∀x, �
%�
��

ϕ∗(p ) = sup
x

(p x − ϕ(x))

�
��������� �	� x = 0 , �
 ���� ϕ∗(p ) = 0 .

#��� �� p /∈ A , �
 �
 
�	�������$ ∂ϕ ��&���
��� x̂ ���
�� '�
 p x̂ > ϕ(x̂) ,

�
%�
�� ��� xλ = λ x̂ �	� λ → ∞ �
��'���

ϕ∗(p ) = sup
x

[p x − ϕ(x)] ≥ sup
λ > 0

[p xλ − ϕ(xλ)] = sup
λ > 0

λ [p x̂ − ϕ(x̂)] = +∞ .

�

(
����� �&� 	�� �
�	������$ ������$) �
������ '�
 δ∗A = ϕ(x) .

*����
������
� �
 
�	�������$

δ∗A = sup
p

[(p, x) − δA(p)] .

#��� p /∈ A , �
 
�	������ 
 ��
���+ = −∞ , � 
�
 �� 
����� �� ���	����� �
%�
��

�
����
'�
 	������	�
��� p ∈ A , � ����

������


δ∗A = sup
p∈A

(p, x) = ϕ(x) .

!���� 
�	��
�� ���� A − 
�����
� �������
� ��
����

� � ϕA(x) ���� ��
 
�
	���

�������� �


ϕ∗
A(p ) = δA(p) , δ∗A(p) = ϕA(x) .

(
 
��+ �	�
������+ �	���	�+� ��� �� 
������ 
�
	�� �
�	������� �������

�

������ � ��+
��
� ,��'��� �� %�
� ����-


������ ����� ./��+���01
	
� ����� f : ��n → ��• ���� �
���
����� 
�2

������ ��������� ������� !
��� f∗∗ = f .

���������	
���� 3�� �� ��� ������ ��� ������
� ������� l 
����� 
��
�2

���
 	�
����

 l∗∗ = l . !
���� ���� l ≤ f , �
 �
 �

���
�� 4 � 5

l = l∗∗ ≤ f∗∗ ≤ f .
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������

l(x) ≤ f∗∗(x) ≤ f(x) ∀x ∈ ��n .

	
��� L = { l} ���� 
�������� ���� �������� 
������� �
����� f. ����� ��

�����
� ����������� ∀x ∈ ��n

f(x) = sup
l∈L

l(x) ≤ f∗∗(x) ≤ f(x) .

� ������ � �����  ��! ������� ���������� ����� ���� � �� �� ����� f(x), �� ��



��� ����������� �"��#����$ � ���������% � �������������% f∗∗(x) = f(x) & �

��������� 	


�' (��� �
����$ f ��"�������$ � ���
���$% �� f∗∗ = f .

"' (��� �
����$ f ��"�������$% �� f∗∗ = co f .

��
�����������
 	� ���!���
 ) � �����
� *)&*

�' (f∗)∗ = (f∗)∗ = f , �"� f ��"�������$ ���
���$ � +�
��
��$,

"' (f∗)∗ = ((co f)∗)∗ = (co f)∗∗ = co f . �

-+ �����
� *)&* �������� ����
�#�! ���������! ����& �"�+����
 ����+ M 
��.

������ ���� ��"�������� ���
���� +�
��
��� �
����! �� ��n , � ����+ M0 − ���.


�������� M , �����$#�� �+ ��������������� �
����!% ������ �
�� � �
��&

/������� ���!���
 *% �������� �������� � ����$�����! �
����� (f 	→ f∗) 
��.

�� ����
�������� ��� ���"�������

M
0−→ M , (13.8)

� �+ �����
� *)&* ����
��% ���  �� ���"������� �+��
��.����+����� � 1��1& 2�!.

����������% ∀ g ∈ M ��!����$ ����$ f ∈ M , ��� f∗ = g 3���������� ��������

f = g∗, ����� f∗ = g∗∗ = g ). (��� f1 �= f2 , �� f∗
1 �= f∗

2 , �"�% ���� f∗
1 = f∗

2 , ��

f1 = f∗∗
1 = f∗∗

2 = f2 , ������������&

	��
�������� M0 $��$���$ �����������
 ��� ���"������� 3*)&4'% �� ����

M0
0−→ M0 . (13.9)

2�!����������% ���� f ∈ M0 , �&�& f(x) ≥ 0 ∀x , � f(0) = 0 , �� ∀ p

f∗(p ) = sup
x

(p x − f(x) ≥ (p x − f(x))
∣∣∣∣
x =0

= 0 ,

f∗(0 ) = sup
x

(−f(x)) = −f(0) = 0 ,

�� ��

 f∗ ∈ M0 .
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��������	
� ��
��� ����� �������� ���
�	����	��	��	�� 
 �	��� ������ �����

	����	� ���� � ������ ��� 
 ��	!�� �������� 
� ������� �
��" ∀ g ∈ M0 	���

����! #�	�$
% f = g∗ , ������� ��&���	� ��
��� ����� '�
	�����
� M0 ; ��&��

f∗ = g .

�����������	
� ����	
��

����! f ∈ C2 (()n), �� ���! *�� ������ &������ #�	�$
� 	� ���� '������	���� 


 '���! ∀x ����
$� f ′′(x) '����
���!	� �'������	�" f ′′(x) > 0 . +�&�� ∀ p �
��

sup
x

(p x − f(x)) = +∞ ,

�
�� *��� ��'����� ����
&����� � 	�������, ����� xp , �'���������, 
� ����	����

p − f ′(xp) = 0 . (13.4)

+�� ��� ��%�� det f ′′(x) �= 0 , �� 
� *��&� ����	���� xp ��	��	��	� ����������

����� p , 
 ��&��

f∗(p ) = (p, xp) − f(xp) . (13.5)

-�� 
 ���! �����
������ '����������	
� .���	����

�����������	
� ����	
�� � �����
������ ����	
��

����! ��	� �
����� 
� N �����
��!	�/ ����� � �����
	����
 x1, . . . , xN ∈ ()3


 ������
 m1, . . . , mN . ��
 ��
��	

 �
����� �����
	��� ����� ���
��� �� ������

	
 t , � 
/ �������
 ���	� ẋ1, . . . , ẋN , �����������		�� 0
	��
������ *	��&
� �
����

�� ���! T (ẋ1, . . . , ẋN ) =
∑N

k = 1 mk ẋ2
k , � '���	$
��!	�� *	��&
� '���! ����������

	�������, #�	�$
�, �����
	�� U(x1, . . . , xN ) . +���� �
����� 	��������� ��������	


�����
 1�� ��������
 ������ ����	���	
�" x = (x1, . . . , xN ), ẋ = (ẋ1, . . . , ẋN ) .

2�&���	� �������� ����������� �� ���	�� �
������������ ����
���� ��
��	
� �
�

����� '��
�/��
� '� ����, ��������

 ��� ������, #�	�$
�	��

I =
∫ t1

t0

( T (ẋ1, . . . , ẋN ) − U(x1, . . . , xN ) ) dt ,

	��������, ����
����� '�
	
���� ���$
�	��	�� �	���	
� �� ���! ��������
� ��
�

��	
� ����	� ������������! 	���/��
���� �����
% � ������ I(x) → min − �����

	�	
% -,����� ���
	��&���!	�� #�	�$
�

L(x, ẋ) = T (ẋ) − U(x) (13.6)
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���������	 �����������	
 
�������� 
������ ��� �������� �� ������������� ������

�������� ���������	� ����� ���

(Lẋ)• = Lx ,

�� ���� � ����� ������

mk ẍk = −U ′
xk

, k = 1, . . . , N , (13.7)

� ��� � �������� ���� �����
 ����� ������� ������ �������� U �� xk ���� �����

������� !�	 �� k �� �����"# $�%������� �����	� ���� ����&���� ��	 ������&��

��� L = T − U ��� ��� � %��� ��%���� ���� ���%� ��������� 
����� ��	 ����

������������ � ����� '� ���� �()#*"#

+���� ������ �������� �� L(x, ẋ) ��� �� ,����� �� ������� ��������� ẋ ,

�����	 ������ �������� x ������ ����������# -���� L ���� �������	 ,�����	 ��

ẋ , � �� ����%��������� .�&����� �� ẋ ����

L∗(x, p) = sup
ẋ

[
N∑

k =1

(pk, ẋk) − 1
2

N∑
k = 1

mkẋk
2 + U(x)

]
.

$������� ����� �������� ����������	 ���

pk = mk ẋk , k = 1, . . . , N ; (13.7)

�������� pk ���������	 �	������	 /��� �����#

-����

L∗(x, p) =
∑

k

1
2

p2
k

mk
+ U(x) .

0����� ���������� ���	!�� ������� ���� �� ��� ��� �����������	 ������	� ����&���

��	 ����� ��������� � ��	 ����� ���� ������ ������� �����	� ������������	 1 ���

����������	"# 0��������	 ,�����	 �%���������	 H(x, p) � ���������	 ,�������

2��������� ��� ��	����������	
 -���� �%������ ����%��������� .�&����� �� ẋ

�� ������&���� L(x, ẋ) ���� ������������ H(x, p) .

�����������	
� ����	
�� � ���
����	�� �������	



3��������� ������ ������������� ���������	

J =
∫ t1

t0

L(t, x, u)dt → min ,

ẋ = u, K(x0, x1) = 0 .

0���%��������� .�&����� �� u �� ,������ L(t, x, u) , ���� t, x � ��� �������

������������ �������	 ,�������

L∗(t, x, p) = max
u

[(p, u) − L(t, x, u)] . (13.9)
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������� � �	�
	�� �
�	��� H(t, x, p, u) = (p, u)−L(t, x, u) ���������� �
�	����

����������� � ������ ���� �
�	���  �!�"����� H(t, x, p). #
� $�� �
�	���� 	�	 �

"�����%��� ��&�'� L(t, x, u) , ����(� ��%�
( ��"� � �����������! ��'��"���� �

�)��!�"���! 
)���"�����

*��	� ��!�"������� H(t, x, p) ���� )���
��������� +�%��&�� )� u �� "�����,

%����- )�� $��!

H(t, x, p) = max
u

H(t, x, p, u) ,

���� ��!�"������� ���� !�	��!
! �
�	��� ���������� )� 
)���"���(�
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������ ��	 
��
���� ������������� ������	

����������� 	
�	� �������� 	�
��
������� �����
� ���������	 ��
��� �
����

�������� ������
� ������� f �� ������
� ��
������ A �

f(x ) → min, x ∈ A. (14.1)

�
��� A − ������
� ������
� ��
�����
 � ���
�
�
� ����
��
� ��
��������� X

�� ��� � ��n �� 
�
 ��
��� 
 ��������� ��
��� � ���������	 ����

���� ����
�����

���
�� � f − �
!�������	 �������	 ������	 �� X. �"�� ����#���	 
!$�
��� �
�%

�
 !��
 !� �������� ��
 f < +∞ �� ���� A, ����� �����
 A �
��
 �����
�����

��
�����
 A0 = A ∩ domf. �

&!����� ��������� ��
 � ������
� ������� �$���	 �����
 �������� � �� ���%

������ ��
��� �� �
��� ��������� ������
� ������� 	��	���	� ��� �������� �����%

�����
� ' � ���
� ��
��� ������
��� ������� ���
 ��� �
�
 ���( ) ��
��� �� ��

������� ������
��� ������� � �
��
� ���� ��
	��	�� ��
� ������$������ ��
 �
�%

�
�	�� 

����� ��
��* ����+ ��
�� 

 �
��
 
 �
 �����
 
 �����#���	 ��� �� ��
���

���
��� ����
 
 �
�	
��(

,����
��� ����� ���
�*$�� ������ ����� ������
����� 
�	 �������+ ��
�� ��

�
���
 
�	 ��+ -�(

��

� 	
�	� .���� x0 ∈ A ���� �
��� �
�����
 
 �������� � ��
��� �/0(/�(

1
 
� � ��� 

��� ����	 �  �
!������ ������� � ��
��� �/0(/�(

��������������� 2������ �
�����
 
 �������� � �
��� x0 �
 
���
�����*


�������� ��
 ��$������� �3 
������
��� U(x0), ����	 ��


∀x ∈ U(x0) ∩ A f(x) ≥ f(x0). (14.2)

4
������� ��
 ��� 5�
�  �
!����
 
 �������� � �
��� x0 ���� �(�( ��
 ��$�%

������ �
��� x1 ∈ A, � �
�
�
� f(x1) < f(x0). 6
�
���� 
!� 5�� �
��� 
�����
� �

�����
���� �� ��� �
��� xε = (1 − ε)x0 + εx1, 0 < ε ≤ 1.

.�� 

����
��
 ����+ ε > 0 !�
��� 
����
�
� ����� xε ∈ U(x0)∩A, � ��� 5�
�

� ���� ������
��� f

f(xε) ≤ (1 − ε)f(x0) + εf(x1) < (1 − ε)f(x0) + εf(x0) = f(x0), (14.3)

��
 ��
���
����� ���
��* �/0(7�( �6��
 
� ����������
 �
��� �� ���� �
 
� ��
 ε > 0
� f(x1) < f(x0). � �

&������� ��
 
�	 ��
��� �� �������� f 5�
 
 ����� �� !� ��� �� �
�������

����������
 8������ � �/0(9� ������
���
 �
���
 � 5�� ��
�
��� �
5�
�� �����
 


��
���
����	 �� !��
 !�( ��
��� �� �������� ����������
 ������������� 
�	 �
%

 ����+ �������� �
�
��� ���� �������� ������� �
 ����
� ������ � �
5�
�� �
���

�+ ��������� �

���������� �
���� �������� �������+ �������(
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����� � ���	�
�� ��
���� ��� 
���
���� �����	�� ��
����� � �
���
������

������ 
���
����� �����	��� ���� ������	 ����� �������� ������ � �����	����

���� 
�� ������ � ������	 � ������
���� 	�
����� �����	��� !��������� ���"

��
� ������ #� �
	�� � ���
� 
��	������ ��������� A ���� ��� ������������ $%n,

���� ����������� �� x ���&

f(x ) → min, x ∈ $%n. (14.4)

' ��� ��
��� ��
���� �����	�� � �������� ����� x0 �� ����
�
���� ���������

��� f(x0) ≤ f(x) ∀x ∈ $%n, � ��� ������
����� ���	� ���

0 ∈ ∂f(x0). (14.5)

(�����#���� )*+�,- ���� ������
���� � 
���������� ).- 	�
���� �����	�� � �����

x0. /���� �������� 

� ���	�
� 0	��1�� ������
���� 	�
���� �����	�� ��
�����

����� � 
����������� )2
� �����	�
� 0	��1�� ����� ��� ����� ������� ��� ����-

'������� � ��
��� )*+�*-� 3�� �����
��� ������� ������
����� �
�
	�4� ��
���

��� �����������&

f̃(x ) = f(x) + δA(x) → min, x ∈ $%n. (14.6)

(��
���� ���
�
	4��	� ������
���� � 
���������� 	�
���� �����	�� � ����� x0

� ��� ��
��� ������� � ���� ���

0 ∈ ∂f̃(x0). (14.7)

5� 
�� ��
 ∂f̃(x0) � �������� 
���� 0	��1�� f � ��������� A �

(��
���� ������� !���0�

���67���� ��
� A ∩ intDf ���	���� �� ∂f̃(x0) =
∂f(x0) + ∂δA(x0) 

� 
��� ����� x0 ∈ A ∩ Df , � 	�
���� )*+�8- ��������� ���

∂f(x0) + NA(x0) � 0, ��� ∂δA(x0) ���� ���	� ���#��� �����
� � ��������	 A �

����� x0. 3���
� �������� �
�
	�4��

������� ��	�	 �	��� A∩ intDf ���	��� )���� f ���������� ���� �� � �
�� 

����� ��������� A). /��
� x0 ∈ A ∩ Df ���� ����� �����	�� � ��
��� )*+�*- ⇐⇒
∃ p ∈ ∂f(x0) ���� � ��� −p ∈ NA(x0).

' �
	���� ���
� ��������� A ��
��� ������������ g(x) ≤ g(x0), �
� g − ����

����������� ���	�
�� 0	��1��� ����������� � ����� x0 )���� x0 ∈ intDg - � ��

����4�� �����	�� � ����� x0, ������� )*+�*- 
��� NA(x0) = $%+∂g(x0), � ���
�

	�
���� �����	�� � ��
��� )*+�*- ����������� ��
&

∂f(x0) + $%+∂g(x0) � 0,

���� ∃ p ∈ ∂f(x0), λ ≥ 0, q ∈ ∂g(x0) ������ ��� p + λq = 0.
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����� ���	
 ����� f � g 
���
�
�����
	� � ����
 x0, �� 	� ������
	

f ′(x0) + λg′(x0) = 0

� ������
 ������� 	�����
�
� ���������

����	����	 �
�
�� ���

 �������  �
���!⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
f0(x) → min,

fi(x) ≤ 0, i = 1, ..., m,

x ∈ A,

(14.8)

�

 ��
 fi, i = 0, 1, ..., m − ������
���
 �������
 �������� A − ��"��
��
	�

�
�����
 �������
 	���
����� #$

�� 	���
���� 
������	�% ���
� ������� � �
%

x ∈ A, ������
 �
���
����&�� ��� ����	 �
���
�����	�'

(�& ����
� ������� 	���	�	� � )���  �
��
 	���� ������
��� ��

��*�	 ����"

 �	� +���� ��
 ������� fi �
��
����� � x0. ,
 ����-�& ��*������ ��

	 �������

f0(x0) = 0.

����� ����� +���� x0 
��� ����� 	���	�	� �  �
��
 #./�0'� 1��
� ��� 
�����"

�&
� 	���	�	 � �  �
��


F (x) = max
i∈I

fi(x) → min, x ∈ A, (14.9)

�

 I = {i ≥ 0 | fi(x0) = 0} 
��� 	���
���� �������% ��

����� #2�	
��	� ��� ��
�
�

i = 0 ∈ I. '

	
����
����
�
� (
������
����� 
��� x0 �
 
��� ����� 	���	�	�  �
��� #./�3'�

�� ∃x1 ∈ A, 
�& �������� F (x1) < F (x0) = 0. 1��
� ∀ i ∈ I fi(x1) < 0. 4�

�"

��	 x1 � x0 ���
 ��	 � ����	����	 �� �
	 ����� xε = (1−ε)x0+εx1 ��� 0 < ε ≤ 1.

+�� ����	 ����	 ε 
�& ������ ��������� ��

��� ������	� �� �������� � #./�5'�

fi(xε) < 0, ��
� ����� xε ∈ A �
���
����&
� �������
��&	 �
���
����� ��� ��
%

i ∈ I, i ≥ 1, � ���	
 ���� f0(x0) < 0. 6���� �
���
������� �������
��&	 �
���
�"

���� ��� i /∈ I ���
	� ��� fi(xε) → fi(x0) < 0 ��� ε → 0+ . +�)��	� 
�& 
���������

	����� ε > 0 )�� �������
��& ����
 ��
�� ������
��� 1��
� ����� xε &��&
��&


������	�� �  �
��
 #./�0'� � � �
� f0(xε) < f0(x0), ��� ��������
��� 	���	�	� �

����
 x0. �
		� 
��� ���� �

7  �
��
 #./�3' 	� 	��
	 ���	
���� �����
���
 ��-
 ������
 	���	�	�!

∃ p ∈ ∂F (x0) : −p ∈ NA(x0), (14.10)

� �� �
��
	
 (����������89�������

p =
∑
i∈I

αi pi,
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���

pi ∈ ∂fi(x0), αi ≥ 0,
∑
i∈I

αi = 1.

������ ��	
��


L(x) =
∑
i∈I

αifi(x),


������ 	��������� ��	
���� �����	�� ������ �������

 �
 
�
 ∂L(x0) =
∑

i∈I αi ∂fi(x0), �� p ∈ ∂L(x0), � �� �����!� �"�����# ���

∂L(x0) + NA(x0) � 0, (14.11)

� ���"��	� ������� ���� $�� ��	�����# ��� ��	
��� L ��������� ��	����� 	� �	���%

���� A � ���
� x0.

&��
# �� 	�"���� ��	����� � ���
� x0 � ������ ������ ����
���# ��� 	�������

��
�� �	�����"� �����	�� αi , ��� �����������
'�� �� ��	
��� �����	�� ����"�%

������� ��"����� ��������  �
�� �(�����# ��'�������	�� αi , �"� 
�����) ��*�"	�	�

�������# ���+ ����������� 	
����� �����	�
 � ������ �������

,�	�
� $�� ��"���� *�
� 	� ��"����� ��������	��# ��
 
�
 *���)�� �� ��	�����

� ������ ������ 
 ��	����� � ������ ����-� �*�����"�� "�.+ � ��	� �����	� �/��

0��	� *�
����+ �� 	��� �� $�� *�
�����# ��� ��"���� ������� ���	������ �����%

���	��# ��"� ����	���	�� ������ ������ ��"�
��� � 	�
������ ����"� ���	�������#

� ����� �	�"���� � ��"������ �"� ������ ����1� (���� ������	��"�	��

2�
������ ����
� *���"���		��� �*���(� ��������	�� ������� � ���# ��� �"�

��� *������	�� ���(����� 	�*�����	���+ ���) ��	
��� fi � ���
� x0.

3����� �� ���������� ������ �*���( *�"���	�� ��"���� �������# ���(��	�� ��

�
���		��� *���*�"���	�� �# 
���� ����# �*�����"���� �"� *������"+	�) ��
���	�)

*������	���# � 	� ��"+
� �"� 
�	��	����	�)�

4���+ X ���+ *������"+	�� ��
���	�� *������	���� "
(�� ������	���� ��# ��%

�('� ������# (�� 
�
��%"�(� ��*�"�����# A − 	�*����� ��*�
"�� �	������� � 	���

5��������� ������ ���� ������# � 
������ ��� fi : A → 67, i = 0, 1, ..., m ���+ ��%

*�
"�� ��	
��� 	� A, ���� ��	
���# ����"������
'�� 	� �	������� A 	�����	����

8�	��	��

3"���
'�� ������� ���� 	��()������ � ��������	�� ��"���� ��	����� � $���

�������

������� ��	
	 �9�	: �

����

�� ;�"� x0 : ���
� ��	�����# �� 	������� �	�����"� �����	�� α0, α1, ..., αm ≥
0 ��
��# ���

m∑
i=0

αi > 0 ���"���� 	�������"+	�����,

αi fi(x0) = 0, i = 1, ..., m ���"���� ��*�"	�
'�� 	�����
�����#
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� ������������	
� �� 
������ �
��
��
 L(x) = Σm
i=0 αi fi(x) ������
�� �������


�� ��������� A � ����� x0.

�� ���� ��� ��������� ���������� ����� x0 �
������ ��������� αi � ��
�
��

���� �������
�� � ��� !��� α0 > 0, �� x0 − ����
 �������
"

#� ���� ∃ x̂ ∈ A, ��� ������� fi(x̂) < 0 ��� ���$ i = 1, ..., m %������� &������


������������ ���
�������� � ��� ��������� ���������� ����� x0 ������� ������

���� �
��
��
 � ��
�
����� � ������ ' �������
�� �� �(��
���)�� α0 > 0 %� 

������
���)�� x0 − ����
 �������
�"

���������	
���� '� * ���
�
���)���� ������� ����������� ������� ��������

���� ����� +�
(��� � �(�
��+ ������� ������� � ��� ��� ������
 ����������� %���

���
� ������� �� �����
 ������ �����)���
�)�� � ���
�
���)����� ����������� ��

� ������
����� X %� ������� �� ���(	� ������ � ���������� ��������) �"� ����)

��� ���������� 
 � ������
����� �(�
��� �������������� ���(�
�����

f : X → ,-m+1, x 	−→ (f0(x0), . . . , fm(x)).

. ������ � ������
����� ,-m+1 �
�������� ��������� C, ������	�� �� ���$ ��$

�������� μ = (μ0, ..., μm), ��� ������$ ∃x ∈ A �
��� ��� fi(x) < μi ��� ���$

i = 0, 1, ..., m. %/�� ��������� ���) �������� 0���������� �
���

��
0 ���(�
�����

f �
 ������
����� ,-m+1. � 1��� ��� C �������"


� 2��
��� ��� C �������" 3���������)�� ���� μ′, μ′′ ∈ C, �"�" �������

x′, x′′ ∈ A, ��� ������$ fi(x′) < μ′
i, fi(x′′) < μ′′

i ∀ i ≥ 0, �� ��� ��(�$ α > 0,

β > 0, α + β = 1 ����
 αx′ + βx′′ ∈ A, � ��� ��� ∀ i

fi(αx′ + βx′′) ≤ αfi(x′) + βfi(x′′) < αμ′
i + βμ′′

i ,

� ������
���)�� ������ αμ′ + βμ′′ ∈ C.

(� 2��
��� ��� 0 /∈ C. 3���������)�� ���� (� 0 ∈ C, �� �
4���� (� x ∈ A

�
��� ��� fi(x) < 0 ∀ i ≥ 1, �"�" ����
 x (��
 (� ���������� � �
�
�� %'5"6� �

f0(x) < 0 = f0(x0), ��� ������������ �������� � ����� x0 "

*�����)������ ������������� �������� �( �����������7 ��	������� ���������

������ α = (α0, ..., αm), ������� �������� ����� 0 �� ��������� ��������
 C :

∀μ ∈ C (α, μ) =
m∑

i=0

αiμi ≥ 0. (14.12)

8��
����� �����) ��� ������� ������
 α.

�� *�� αi ≥ 0, �(� � ����� ��������
 C ����� �����
������� ��������
�)

��(�� �������
�� μi � ��� !��� ���
������� %'5"'�� ������ ��$�
���)��"

9
� �
� α �= 0, �� (���� �
��� ����
�) ���

m∑
i=0

αi = 1. (14.13)
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�� ������	
 ��� 
�������� ����
�� ����������� ������������

αi fi(x0) = 0 ∀ i = 1, ..., m.

���������� ����	������ �����
������ ������ i0 , ��� �������� fi0(x0) < 0.

����	�	 
 ����������
�  !m+1 ����� μ = (0, ..., 0, fi0(x0), 0, ..., 0) + (δ, δ, ..., δ),
��� δ > 0. "�� ��� 
�� fi(x0) ≤ 0, �� fi(x0) < μi , ��#��	� μ ∈ C. ��� ��� �

�����	 $%&'%(� �	��	 (α, μ) = αi0fi0(x0) + δ ≥ 0. � ������� ��� δ → 0+ �������	

αi0fi0(x0) ≥ 0. "�� ��� fi0(x0) < 0, �� �� 	���� )��� αi0 > 0, ��#��	� αi0 = 0, ���

� ���)�
����� ��������'

�� ������	
 ��� *���+�� ,������� L =
∑

αifi �	��� 
 ����� x0 	���	�	

�� 	������
� A. �����
�������
 ∀x ∈ A, ∀ δ > 0 
����� μ � ����������	�

μi = fi(x) + δ ����������� C, ��#��	� (α, μ) =
∑

αifi(x) + δ = L(x) + δ ≥ 0, �

����� � L(x) ≥ 0. -� 
 ���� ����
�� ����������� ����������� L(x0) = 0, ��#��	�

L(x) ≥ L(x0). .�
�������� % �����	� ��������'

/� "�� ��� α0 > 0, �� 	���� ������� α0 = 1, � ����� L = f0 +
∑m

i=1 fi .

�� ����
��
 ∀x ∈ A L(x) ≥ L(x0), �'�'

f0(x) +
∑

αifi(x) ≥ f0(x0) +
∑

αifi(x0) = f(x0). (14.14)

0������� ��
����
� ����
����
� ��1�� ����
 ��� ��������� ��		� ��
�� 2 
 ����

����
�� ����������� �����������'

3��� ����� x ���
���
����� ��� � �����������	 ����
����
� fi(x) ≤ 0, ��

f0(x) ≥ f0(x)+
∑

αifi(x), ��#��	� ��� ��)�� �������	�� ����� x, �����
�� $%&'%&�


�������	 f0(x) ≥ f0(x0), � #�� � ��������
 ��� x0 − ����� 	���	�	�'

(� �������	
 ��� ��������� ����� x̂ � 	������
� αi ������
���
 �� ��� #��	

α0 = 0. "����
∑m

i=1 αi > 0, � �����
�������


L(x̂) =
m∑

i=1

αi fi(x̂) < 0,


 �� 
��	� ��� L(x0) = 0 
 ���� ����
�� ����������� �����������
 ��� �����
���1

��� 	���	�	� L 
 ����� x0. "����	� ��������' �

"����	� 0���4"������ ��� 
��������� ����
�� 5������� �������
���� ��)�� ��1

�����+�� �'�' �������� ���	�� 
������
���
 ���������� 
 ��	
 ��� 
	���� ������

	���	�	� 
 ������ $%&'6� � �����������	� fi ≤ 0 	���� ������ 	���	�	 
 ������

L(x) = f0(x) +
m∑

i=1

αi fi(x) → min, x ∈ A, (14.15)

��� #�� ����������� ��� �������
���� �������� �7 *���+�� ���)�
���� � +���
��

*���+�� � ��������	� ������+�������	� ��#**�+�����	�'
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���� ������� 	
� �

����� ��������� � ����� ����� ���� ���� ����� 
 �������

������� �����
���� �������� �! �� ���

���
��" ��!�����# � � 
$���%����������

���
& ���� 
��������� ���&�� ��� �
�%��
! �����' �(�� ���
�%��
! ����� ���� �
�

���& �� �����%�� � 
���������
� ����� ������ �)*')+#� �'�' ������ %����������� ��

��,& ���	!������% %
����� �����%��'#

-������ .%���-������ 
���������� � ��� �	 ��� ���

� �
�%��
! ������ �����

��� ��� ����� � ����������� �����
���/⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f0(x) → min,

fi(x) ≤ 0, i = 1, ..., m,

gi(x) = 0, j = 1, ..., s,

x ∈ A,

(14.16)

0%����� gi ���
& �����
 	
�& �$$���
��� ����� ����������� �����
��� �����

��� ���	 � ������� ���
�%���� �����
���' -���� �	������ gj(x) = (aj , x) + cj , ���

aj ∈ �1n, cj ∈ �1. 2�� ���%,���� �	 ��
�� ����� 
�����&� ��� ������
 a1, ..., as

����"�� ������
��
' 3
���&�
� $%����� � �����
��� A �� ��� ��� � � ������� )*'4

��'�' �
�%��
#' (�� ����" ������ 
���������� ����$������ ������
 )*'4� 
�
��� ��

� ���� ��� $%����� �������� �����& ����� ���

L(x) =
m∑

i=0

αi fi(x) +
s∑
1

βj gj(x),

��� βj ∈ �1 − ��������� ��������� 
������
��%� �� ������������ �����
���'

3	����� ��������� ��� ���� ���������" βj ����� 	
�& ��	
�� ����� ��� ������

���� ��� �����������! �������
��� �
���� ����� ����������
" ����/ αi ≥ 0 '
5
����� ���������&��
�� � �������� �" ����
���
�� �
����
� ��������� � %
���

��� 6��"���� 
�������
�� �
��
������� �����/ ∃ x̂ ∈ A, ��� �����
! fi(x̂) < 0 ���

�
�! i = 1, ...,m, � gj(x̂) = 0 ��� �
�! j = 1, ..., s.

(��������&
��� ����" ������
 ��������
� �� ������" 
!���' �7�������� ���8#'

���������	�
� ����
�
��
����

9
�%��
� ������ ,����� ���������
� � ������! ����������
��" :��������' 2��

��� ����� :�� �
�����" ���

 ������ �����
" ��� �
���&�%��
�' 7������ ���
�� �
�%��

�
! $%����" ���� ��� �������� �
���&�%��
� ����%�
� $%����� �� ��

���������
�

������ �! ���
��������#'

;�

������ 
���%� %� �����%/⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
f0(x) → max,

fi(x) ≥ ci, i = 1, ..., m,

x ∈ A,

(14.17)
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��� A ⊂ ��n − ����	
�� �
������ �����	
��� � fi : ��n → ��, i = 0, 1, ...,m −
�����

� �������� ���� �������� ��� �����������
	� �����	
������ �
��	�
�����

�� �! ��������

 ���
��� x �"

#�$�� x ∈ A  ���� ��
�����
�����
� ��� 
�%������$�	��� 	��	� 
 �������
�
"

��������	
�� ����
����� ��������
��& �����	
�� A ��� '
�� ���
���
	� 
�%����(

��$�	��� �����	
���� �)��� �� ��������
����
% ����
�� ��
���
�$�	��! '������(

�� 	�	
��
 � 
��� $
� 
�%������$�	��� 	��	� 
 ����� 	��*���
� � �� 
% ��������(

�%� � ��'
��� 
�%������$�	��� �����	
�� ������  

� �
����
��"

+�� ������ 	��	� � ��������	
�� x ∈ A ����$��� fi(x) ����$��
 � ,�� �
��	��

i (�� ������
�� ����������� � ����
��
% �������%� -	��� �
��	���
	� m ������
���

-���$��� ci �������
� ����$�" ����$��
 
�
 � ,�� i (�� ������
�� ��
��
! ���(

��� ��������
�� � ����� ��	
���
� ����
����� �����$��� �	������ ��	����	
��"�

-���$��� f0(x) − '
� ��%�� ��������
�� ��� ������ 
�%������$�	��� 	��	� � x.

.���$� ��������
�� 	�	
��
 � ���	�������� 	����� ��%��� ��� �������� ������(

$���� �� 	��	� 
 ��������	
�� (x ∈ A) � �
�������� �	�% � ���
����
% ��	
����

( fi(x) ≥ ci "�

/���� 	$�
�
�� $
� �	����� 0��!
��� �
�������� #���� ��	
������ ���	����� �

����
���! 
�$�� x0 '��������
�� 
���� $
� 	���	
���
 �����
��� α0 = 1,

α1 ≥ 0, ..., αm ≥ 0, ������
�������� �	������ ����������! ����	
��	
�� 
����

$
� x0 �	
� ��*���� ����$�

L(x) = f0(x) +
m∑

i=1

αi (fi(x) − ci) → max, x ∈ A. (14.18)

1
� ����� ����$� ����� ��
�����
�����
� 	�������� � ������ +�������
��

�� � ����� ���������
� ������
� � ,��
 ������
�� ci . 2� �	�� ��� ���������


i− �� ������
� ����*� ci , 
� ��� ��� 
�� �����*�
	� �� ����$��� αi(ci − fi(x)),
� �	�� ���������
  ���*� ci , 
� ��� ��� 
�� �����$�
	� �� αi(fi(x) − ci). #����

��'�������
 αi �����
 ���� �
��$��! ���
 i− �� ������
�3 ��� ����	
�
�$���

�
��	�� fi(x) < ci ��������
��� $
� 
 �
�����
� ���� ��	
����� ���  
 �������


����	
����� $�	
� i (�� 
����� �� �
��� �� ���� αi , �� 	$�
 $��� � ����	%���


�����*���� ��� 
��& ��� �� 

�$��� �� �
��	�� fi(x) > ci ��������
�� ����


�����
� ����*�� �� �
��� �� ���� αi , �����$�� 
�� 	��
� 	��� ��� 
���

+�	
� x0 �	
� ��*���� ����$� �45�46"� #������ ����7#������ �
�������
� $
� 	�(

��	
���
 
���� ���
 αi , ��� ��
��
% ��������
�� ����� ��	
���
� ����$� �45�48"

 �� ��	
���� �������� �� � ,��
 ������������! ���������� ��� ��*���� ��
���!

���� 
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����� �
 ��
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� �� 
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���� � ������
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1
� ��
�����
���� �����
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�
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	��� ��
���
���� 9�-� ���
�����$�� � ����� 4:;<(%
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� �������	� A 
���
��������� ��� ���� ���	��� �� ��������	� ��
������		
��

���	���� ��������� � ���������� ���������� ��
��������� αi ����	����� ��	��

�
�� ��	��� �� !"#$ %&'()��*

+��,�� �
���� �����
������� ���������� αi ��� ��� ������� 	 ������-��* .�/

��� ���������	��� �� ���� ����0� �12*13�4 � �������	� ����0 � 	�������� 
���������

c = (c1, ..., cm), �����-���� 	 ��������� �������� �������	� O ∈ 56m ���
�����4 	

����������� ��������� ��0�� ĉ �* +�
�����4 0�� ∀ c ∈ O ����0� ����� ������	�����

��7���� x(c) � ������	����� ����� ���������� 8�,����� α(c) = (α1(c), ..., αm(c))
� ���������� 
�� ����	�� ������� α0(c) ≡ 1. .���� ��,�4 
���
������4 0�� x(c)
� α(c) ,������ ������� ��	���� �� c ∈ O. �9�� 
���
�������� ��	����� �������4

�� 	 ��������: ��
�0��: ���0��: ��� 	�
��������*�

;�����0�� 0���� V (c) = f0(x(c)) ������������ ���0���� ����������� 	 ����0�

�12*13�* <�,�� 	 ���� ����	�� ��
�����-�� ����������� �����

V (c) = f0(x(c)) +
m∑

i=1

αi(c) (fi(x(c)) − ci) = L(x(c), α(c), c).

=����� 
����	����� ������� V >

V ′(c) = L′
x x′(c) + L′

α α′(c) + L′
c .

=� L′
x(x(c)) = 0 	 ���� �������������� ������� 8�,�����4 �4 �0�	����4 L′

c = −α.

?��������� ������� 0���

L′
α α′(c) =

m∑
i=1

L′
αi

α′
i(c) =

m∑
i=1

(fi(x(c)) − ci) α′
i(c) . (14.19)

@��� ������ i ����	���4 �*�* fi(x(c))−ci = 0, �� i /,� ���,����,� ����� ���� ����

�� ������ i ������	���4 �� �� �������� ������	��� 	 ����� ����������� ������

��0�� c, 
�
���� 	 
��� ����������� αi ≡ 0 �4 �����	�������4 α′
i(c) = 0, 
�
����

�
��� ������ ���,����� 
��
�����*

<���� �������4 	�� ����� �12*1A� ��	�� B4 � ��,��

V ′(c) = −α(c).

C� �
��� 
��7�� � ����4 0�� αi(c) ���� ���� i /,� �������> 
�� ���������


����	�,� ������� �� Δc 
������ 
���
������ ���������� 	 
��	�� 
������ ��

	���0��� ΔV (c) = −α(c)Δc.
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