3amgaun 1o Kypcy "Bpinykibrii anaan3"

(mektop A.B. Imurpyk)

Beinykisble MHO>KeCTBa

1) IIpescraBuTh IMHUIHBINA 3aMKHY THIl KPYT Ha IJIOCKOCTH B BUJIE TIePeceIeHtsl 3aMKHY-
TBIX MTOJIYyITPOCTPAHCTB. BhIlncaTh UX sIBHO.

2) Haiitn ex A as MHOXKeCTB:
A= {z€eR’ a3 >a]+23, 1+ +a3<1},

A= {z €R?* |2y > |zy], 27 +25 <1}

3) lokazarb, 9TO MHOKECTBO
K= {zeR®|2? - 2r1254+22<0, 23>0}

€CTDb BBIIIYKJIBIA KOHYC.

4) HaiiTi BBIyKJIbIe 000JIOUKN MHOXKECTB:
a) 2 +y* <1, zy=0;
6) ¥’ +y =1, z—y=0;

B) 2 +y’ =1, [z| <1 [yl <

)

—

y<e', y>|x|.

5) Hns upoussoibHOro MHOXkecTBa A mycrb A cocrouT mM3 BCeX OTPE3KOB [a,b], y
KOTOpBIX KOHIIBI a,b € A. Bepno jm, uto A= coA?

6) Ilycts (Q— HeoTpHIATEJBHO OLpejeeHHas n X n— Marpuna. /lokasars, aro Ve
muoxkectBo A = {r € R" | (Qz,z) < c} BomykioO.

7) Jokaszarb, uro ecim MHOXKeCTBO A BbinykJo, 7o A+ A = 2A.  Jlyis HeBbiykioro A
MOCTPOUTH KOHTPIIPUMED.
Bosee o6mo: ecmn A Boimykmo u p,v >0, 10 A+ vA = (n+v)A.

8) Ilycrs K C R"— HemycToii 3aMKHYTHIN BBITYKJIbIH KOHYyC. Torma ciemyrorume deTbipe
CBOMCTBA 9KBUBAJICHTHDI:
a) K wme comep:kuT HU OHON mpsaMoii (T.e. ecsim £ € K, 1o = = 0),



6) int K* wmemycra,
B) cymectByeT BekTop p € R™ rtakoit, uto (p,z) >0 V€ K, x # 0.
r) cymectByer BekTop p € R" u umesnmo ¢ > 0 rtakwe, ato (p,x) > clz| Vz € K.

Taxoit KoHyC Ha3bIBAETCS OCMPOHIM.

9) Ilycrs K C R"— samxuyTseil BeiTyKieii konye, K NIRY = {0}. Torma dp € —K*,
y KOTOPOro Bce KoopjuHaThl p; > 0 (BEKTOD IieH).

10) IIycrs K C R™— Boimykasnit konye. Torma K — K* =R", KN (—K*)={0}.

11) Ilycre Aj, As— Bbimykible MaoxkecTBa, 1 A = Ay + Ay, Jlokazars, uro ex A C
ex Ay + ex Ay, Te. ecmm ag € ex A, TO ag = a1 + aq, TAe a1 € ex Ay, as € ex As.
[IpusecTu npumMep, 4To 06paATHOE BKIIIOUYEHUE HEBEPHO.

12) Tlycre A— Bemmykieit komnakt, © € R", u mycts a— camag yJajéHHAsg OT T
touka B A. Torma a— swicTymatomas B A.

13) Ilycte A Bbimykio, xy € int A.  Torma juist soboro nogupocrpancrea L S x
umeer Mecto paBerctso reint (ANL) = (int A)NL. Ilokazars, 1to yciaoBue zg € int A
CYIIIECTBEHHO.

14) Ilycre A BeIIYKJIO, int A Hemycto, L— TOAIPOCTPAHCTBO, T— MNpOEKIud Ha L.
Torma reint m(A) = w(int A).  Bousee obmio: reint n(A) = w(reint A).
Eme 6ostee obmo. Ilycrs 3amano adpdunnoe P : R" — R™, u A— BbIIyK/I0€ MHOXKECTBO

B R". Torma reint P(A) = P(reint A) .

15* ) Ilycte A— cBasuoe muOkectBo B R, Torga co A cocTOMT U3 BBIMYKJIBIX KOM-
ounanuii He 6o1ee n daemeHTOB MHOXKecTBa A. Ilokasarh, 4To 37€Ch JOCTATOYHO TPe-
6oBarh, YTOOBI A uMeso He Oojiee 1 CBA3HBIX KOMIIOHEHT.

16) Mokazath, uto eciiu A = A, ro A = By(0)— eauuuunblii map.
17) Hokazarh, uto eciiu A OTKpBITO, TO U c0 A OTKPBITO.

17a) Iycts Ay C Ay C ... C Ax C ... — BO3paACTAIONIAsT [OCJIEI0BATEIbHOCTD BhIMYK-
JILIX MHOXKeCTB. Byzer i ux o6beaunenne BhIIyKJIO?!

18) Ilycts A 3amkHyTO. Byser s co A 3amKHYTO?

19) [Iycte A, B 3aMKHYTBI U BBIIYKJIbL. Byiaer im A + B 3aMKHYTO?



19b) Ilycrs A, B 3aMKHYyTBIE TOJHyIpaIbHbe MHOKecTBa. Jlokazars, uto Torjga A + B
3aMKHYTO.

19a) Ilycrs K — Boinykislii kouye, © € K, y € int K. Torma x4y € int K. dpyruvmum
cmoBamu, K +int K C int K.

20* ) IIycrp A— soimykuienit kommakt B R". Torma ex A ectb nepecedenue He Gosee
9yeM CUYETHOI'O YMCJIa OTKPbITBIX MHO2KECTB (T.e. MHO>KECTBO THUIIQ G(;)

21a) IlycTb BBIMYK/IbIEe KOMIAKTBL Ay H,oa (o Xaycaopdy), rie A — wommaxr. Torma
A BBIIIYKJIO.

21) IlycTh BBIMTyKIbIEe KOMITAKTEL Ay Hog (ITo Xaycaopdy), rme A Takzke BBILYKJIbIT

kommakt, 1 0 € int A. Torma A} Hq0

22) Ilycte A, B— BbIIyKJIble MHOXKECTBA. JloKa3aTh, YTO OHU CTPOTO OTIETUMBI <>

p(A,B) = inf{la—0b] :a€ A beB} >0 < 0¢ A—B.

23) IlpuBecTn puMep 3aMKHYTOIO BBITYKJIOIO MHOYKECTBA, MPOEKIHsi KOTOPOTO HA HEKO-
TOpPOE TOIIPOCTPAHCTBO HE 3aMKHYTA.

24) ITycts A— BBIIyKJIOE 3aMKHYTOE MHOXKeCTBO. Jlokazarhb, uto ex A Hemycro <= A
HE COJIEPYKUT MPAMBIX.

25* ) Ilycte A, B— mosmspbl (MHOIOIDAHHBIE MHOXKECTBA), U OHU HE MEPECeKAIOTCsI.
Toryma oHI CTPOrO OTJETMMBI (JIazKe eCIi OHU He OTPAHUYIEHBI).

26) ITycts A— Bomykasii kommakt, z ¢ A. Torma Jy € R" rakas, uro Vo € A
BBIIIOJIHEHO HepaBeHCTBO |z —y| < |z —y|, me. A CintB._y(y) .

27 ) Ilyctb A— Beimykiblii kommakt, p # 0. Torma Ve >0 Ip € R, |p —p| < ¢
takoit, uto A, = Argmax (p', A) cOCTOUT U3 OJHON TOUKM.

28) (Iossipa suneiinoro npoobpasa.) Ilycrb nano smneiinoe orobpaxkenue S : R™ LN

R”, u Beiyks0oe muoxkectso A C R"™. Torma s ero npoobpaza B = S~1(A) cupa-
BeBo paseHctso BY = S* AV,

29) Ilycrb A— HeorpaHWYeHHOE 3aMKHYTOE BBITYyKJIOe MHOXKecTBO B IR".
Jlokazarb, 4TO



a) Voo € A 3h # 0 makoit, uto xo+ Ryh C A;

6) eciu xo+ Ry h C A, Tou Ve € A 6yner t+ R, h C A
(Takoit BEKTOp h HA3BIBAETCS PEIECCHBHBIM HAIIPABJICHHEM );

B) MHOKECTBO BCEX DeIleCCUBHBIX HallpabJieHuil, obosHauaemoe Rec(A), ecthb 3a-
MKHYTBIA BBIIYKJIBII KOHYC.

30" ) Teopema [ly6osurkoro-Muroruna Jiisi BBITYKJIbIX MHOXKeCTB. 1lycts Ay, ..., Ay,
Ay i1— BBIYKJIbIE MHOXKECTBaA, U3 KOTOPBIX ME€PBbIe M OTKPBITHL. Torma Ay N...A;, N
A1 =0 <= cymecrByer HeTpUBHAJIbHDI HAOOp BeKTOPOB p; € R™ Takoii, uTo

m+1 m+1

1

1

31*) Ilycrb A — samkmyTtoe muokectBo B R", u Vz € R" nmeercsa eauucTBeH-
Has Oymkaidimas Touka B A (oTHOCHTENBHO eBKINAOBON HOpMBI). Torga A BBIIyKIIO.
ITokazarh, 9TO It HOPMBL |||| = max |z;| 970 HeBepHo.

32* ) MHuoxkecTBO A Ha3bBIBAETCsI JIOKAJIBHO BBITYKJIBIM, €CIH JIst 060 Toukn = € A
cymecTByeT e€ okpectHocTh U, Takas, aro U, N A BBIIyKJIO.
JlokazaThb, 9TO 3aMKHYTOE CBA3HOE JIOKAJIHHO BBIITYKJIO€ MHOXKECTBO BBIITYKJIO.

33) Ilycrb ay,...,a; — pasmumusbie Toukn B R™, u M = co{aq,...,a;}. Touky q;
Ha30BEM cywecmeennol, ecnn co{a;j, j # i} # M. Jlokasarb, 9410 a; — KpaiiHas B
M <= omnHa cyniecTBeHHAas.

34) Ilycte A — xommakr B R", 0 ¢ A. Jloxazars, uto con AU {0} = U,soaA —
3aMKHyTHIl Konyc. [lokazaTh, 4T0 00a yCI0BHUSA 3/1€Ch CYNIECTBEHHBI.

34&) MuozkectBo A HasblBaeTcd CTPOI'0 BBIIIYKJIBIM, €CJIM €ro I'paHvlla HE COJJCP2KUT

orpe3koB. Jpyrumu ciosamu, ecim x, y € 0 A, x # 1y, TO % (x+y) €intA.)

[Iycrs A BbIyKJIO U 3aMKHYTO. JloKa3ars, 9To Torjga: A CTpOro BBIIYKIO <>

er A=0A < S(A)=0A.

34b) [Iycte A — BBITYKJIBIH KOMITAKT, & VR €CTb Iepecedenne Beex Mapos pajuyca < R,
comepxkamux A. Jlokazars, uro Vg crporo Beiykio u h(Vgz, A) — 0 nmpu R — oo.

34c) Ilycte A — BbIIyKJIbIHA TejecHbIt Komnakt. JJokasars, uro Ve > 0 wHaiigercs
muororpanauk M. D A rtakoit, uto h(M.,A) < e.

35) Haiitu kacaTe/ibHBI KOHYC U KOHYC BHEITHUX HOPMAJell K MHOYKECTBY:

A= {(x,y) cR* |2+ (y—1)2 <1, y—2x§0} B touke (0,0).
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36) Haiitu moJisipy K moJIuspy Ha IJIOCKOCTH:

{-3[[’1 + 2[[2 S 7, T+ 51’2 S 9, 1 — X2 S 3, —T9 S 1} .

37) Ilycrs K — komyc B R”.. Jlokazark, 4T0O OH BBIIYKJIbI <= MHOXKECTBO
{re K| Y x; =1} soiykio.

38* ) Ilycrs MHOKeCTBO A 3aMKHYTO, 1 obajaer cpoiicreom: Va € R™ Jr > 0 raxoe,
aro AN B,(x) uemycro u Bbinykio. (B ommmame or 3amaun 32, TpeboBaHust CBSI3HOCTH
A 31ech HeT.) JlokazaThb, uT0 A BBIYKJIO.

39) IIycts A— meimmykioe B R" . Jokaszarh, uro A KOMIAKT <= s JIE000# PsiMOi
[ muoxkectBO A NI[— kowmmakT. [lokazars, 9To BhITyK/I0CTE A 37€CHh CYIIECTBEHHA.

40) Ilycrp muoxkectBo A Takoso, uto Vz,y € A touka i(z+y) € A. Bymer mn A
BBIITYKJIO?!

40a) Ilycte A =coM, L= Aff M. Torma L= Aff A.

41) Ilycte A— BBIIYKJIOE 3aMKHYTOE MHOXKECTBO, UMEIOIIee OJHY KpaiiHioi Touky 0.
JlokazaTh, YTO 9TO BBIMYKJIBI 3aMKHYTBII KOHYC ¢ BepruHoil B 0.

42) HaiiTu pereccuBHbI KOHyC [T MHOKeCTB B R”

a) x+y+z>1, 6) 2 +y* <1,
—r—y—22<
r—y—22<0 1< -z4y<3
—z+y <0
B) r)q t+y+22>0
Ty—2s2 r+z2>—1
—r4+2y+2<2 - ’

43) HaiiTu HaMMEeHbIIHIi BBITYKJIbI KOHYC, COJEPKAIIUN MHOXKECTBA B R?:

a) y =z’
6) y=12% >0
B) y=2*+z, >0
r) zy=1, >0
n) y=sinz, 0<zx<7
e) y=e".
44) ITlycrs A — Beimykioe mmoxecrso. Torma K = {az | a > 0, z € A } ecrp

HAMMEHBIHI BBITYKJIBIN KOHYC, cojepzkarimii A.



45* ) Tlyctb A— 3aMKHYTOE BBIYKJIOE MHOXKECTBO. Jloka3arh, 410 A CTPOro BBIILYKJIO
<~ V x € 0A mobas omopHasl THIEPILIOCKOCTE H B TOYKe = K MHOXKecTBy A
nepecekaercs ¢ A Tosbko mo Touke x @ H N A= {z}.

46) ITycts A— samkayTOe BbIIyKjI0oe B R" | npuuém ero JI0NoTHEHHE TaKKe BBITYKJIO.
JlokazaTb, uTo Torma A— TOSyIPOCTPAHCTRO.

47) Tlycts A, B— 3aMKHYTBIE BBITYKJIbIe MHO)KeCTBa, npuiém AN B = (). Cnemxyer jm
orciojia, 9ro JIp Takoil, uro (p,x) < (p,y) VeeA yeB?

48) Tlycte Ay, A2 — 3aMKHyTbIe BBITYKJble MHOXKecTBa, C' — OTrpaHUYEHHOE MHOMKE-
cTBO, W BBINOJNHEHO paBeHcTBo A + C = Ay + C. Torma A; = A; (me. MOXKHO
COKpAIlaTh 00€ 9aCTH PABEHCTBA HA OJHO M TO K€ MHOYKECTBO ).

49) Ilycte A — Bemykieiit komnakT B R", dim A = m. Jlokazarb, uto A umeer ne
MeHee m + 1 KpailHUX TOUeK.

49a) Tlycte A — Bbimykioe maOKecTBo, 0 € A. Jlokazarh, yro () — KpailHss TOYKA B

A = AN(=A) = {0}.

50) Ilycts A — mpomsBosibHOe MHOXKecTBO B R"™. JloKasarh, 9T0 MHOXKECTBO BCeX P €
R", rakux garo sup (p, A) < 400, e€cTb BbIILYKJIbIi 3aMKHYTBIl KOHYC. OH Ha3bIBACTCSI
bapveprvim Konycom MHOXKecTBa A (0bosHaumMm ero Bar A).

51a) [ycre addunnas obomouka ToUeK xy,...,T, ecTb Bee npocrpanctso R™. Torma
Jtst JII00bIX g > 0,...,ap > 0 mouka Y. a;x; € intco{xy, ...,z }.
51) Ilycte A — BBImyKJIOE MHOXKECTBO, T € A, ap >0, k=1,2,...,; Yo, =1, un

psn z = > ogxy cxomures. JlokasaTh, 9To Torma z € A (T.e. MOXKHO GpaTh BBIYKJIbIE
KOMOMHAITNN OECKOHETHOTO 9UCJIa 3jeMeHTOB A ).

52) [okazarh, 4T0 06pa3 MHOTOIPAHHOTO MHOXKECTBa (BBIMTYKJIOTO MHOIOTDAHHUKA, MHO-
FOrPAHHOIO KOHYCA) IPU JIMHEHHOM OTOODAXKEHUH TaKKe sIBJISIeTCS MHOIOTPAHHBIM MHO-
JKECTBOM (BBIIIYKJIBIM MHOTOIDAHHIUKOM, MHOTOTDAHHBIM KOHYCOM )

53) Ilycrs Ay, ..., A, Bbiykisie mooxkectBa B R".  [lokasars, 4To

co UAi = {xE]R”|x:Zaiasi, x; € A;, aiZO,izl,...,m;Zaizl}.
1 1

54) Toukm z',...,2™ € R" naswBaorca adpHUHHO 3aBUCUMBIMHU, €CJIM 3 UHCIIA,



Ay ...y Am, He Bce = 0, Takume, uro: » " Ax' = 0, Y7"A\; = 0. B nporusnoMm ciy-
Jae TOYKHN HA3bIBAIOTCA a(pOUHHO HE3aBUCUMBIMU.
JlokazaThb, ITO CJIeIyIOIIe CBOMCTBA SKBUBAJIEHTHBI:

a) Touku ', .... 2™ adbPUHHO HE3ABUCUMBL.
6) Toukn (z%—x'),..., (2™ — x') JmHeiiHO He3aBUCHMDI.
B) Touku (z',1),..., (2™, 1) JuHEHHO HE3ABUCHMBI.

55) Haiitu pasmepHocTh BhITyKIoro Muoxecrsa A € IR®) 3amaBaemoro cieyromumu
OI'PaHUYEHUSIMU:

a) B2+ P +22 <1, x4y—22>1;

r+y+z=1, rH+y?+22 <
?+y+22<1, 22+ +2<1;

5) r+y+z<1, r+2y—22<1,
2w43y—2>2, ax+y+22<1;

r)e+y+2<3, zyz>1, (z>0,y>0, 2>0)

56) Jlokaszarh, uro eciu muoxectBo A C IR Taxoso, uto A+ A=A, 10 0 € A.
(Bepro sim sto B R" 7))

57) Ilyecrb A — BbimykJi0e MuO)KecTBO. Jlokazars, uro Vo € A, Ve > 0

dim (B:(x)NA) = dimA.

57a) Ilycrs A — BBITYKIIBIH KOHYC, cojepzkaruii 0. Torma MunnmabHOE JIMHEHOE TOJI-
IpocTpaHCcTBO, copepxkaiee K, ecrb K — K = Aff K, a makcumaJjbHOe JIMHEAHOE 110J1-
POCTPAHCTBO, cojepxaitieecs B K, ectrb K N (—K).

58) Ilycts A— Hemycro, BbIIyKJIO U orpanndeHo. lokazars, uro R" \ A He BBIIyKIIO.

59) dokazaTh, 9TO HOJIMIAPATHLHOE MOKECTBO MOXKET MMETh JIUIIb KOHETHOE YUC/I0 Kpaii-
HIIX TOYEK. MozkeT i OHO He UMETh HU OJIHO# KpaiiHeit Touku?

59a) Jlokazarh, 9TO MepecedeHre KOHEYHOTO YUC/Ia 3aMKHY THIX [IOJTIYIIPOCTPAHCTB OrPAHM-
9eHO (T.e. MHOIOI'DAHHWK) <—> BBIIYKJjas 000JOYKa UX BHEITHUX HOPMAJIEH COMEPIKUT
HOJIb B KQ4eCTBE BHYTPEHHEH TOYKH.

59b) Ilycts A;, Ay — HemycThle BBIMYKJIbIe KOMIIAKTHI, [IepecedeHne KOTOPBIX MyCTO.
Torma HaityTcs mosmsapaibHbie MHOKecTBa M7 D Ay m My D Ay, mepecederHne KOTo-
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PBIX TaK2Ke€ ITyCTO. 9T1o Ke BEPHO JId JII0OOOr0 KOHEUYHOT'O YUCJIA IIOIIapHO HEllepeCEKalo-
MXCA KOMIIaAKTOB.

60) HaiiTu 1m1o/1sipy CJIeIyIONIMX MHOXKECTB Ha [IJIOCKOCTH:
a)ymia >0, y>0, y<kzr (k>0);
6) kpyra 22+ (y—1)2<1;
B) Kpyra x2—|—(y—%)2 <1;
r) kBagpara |z| <1, |y|<1;
1) upsamoyronbhnka |zl <1, [y] < 3 ;

e) najrpaduxa runepbosnsr  y* > x? + 1, y>0;
K) Hajarpaduka runepbosasr  y? > 2w 4 1, y>0;
3) najrpacduka rumnepbosnl  y* > 12 + 2, y>0;

u) Hajgrpaduka runepboasl xy > 1, >0, y > 0;

k) najarpacduka napabonsl y >z +c¢ (s caywaes ¢ <0, ¢=0, ¢>0);
7) nonykpyra z2+y* <1, y>0;

M) gerBepTH Kpyra a2 +1y? <1, >0, y>0;

H) MHOKecTBa |2]|* + [y|* <, (a>1).
60a) Haiiti mossipy nosynpocrpancrsa (a,z) <b (a € R", b>0).

61) Haiiti koHyc KacareapHbIX Hanpasienuii B Touke (0,0) Kk MHO)KecTBy A Ha IJIOCKO-
cru:
a) —1 <z <1, x2 < Y1, 2> 1]

6) o > 27 B) To= —1°;
r) A=A UA,, toe A ={x; >0, x> 2%},

Ay ={x1 <0, =221 < 3wy < —a1};
1

n) A ectb rpaduk GyHkmEE Y = TSin .
62) Ilycts QQ— wmemycroil Beimykiblii KomMmakT B R" u L— JmHeiiHOe mofmpocTpaH-
crBo. Pacemorpum muorosnaunoe orobpaxkenne F(z) = QN (x + L). Ilycrs dom F =
{z| F(z) wnemycro }. Ilokasars, 9ro

a) eciu dim L =n —1 (re. L ecrb runepruiockocts), 1o F(x) HempepblBHO 1o Xay-
ciopdy 3aBucut or x € dom F; 6) B 00ITIEM CJIydae 9TO HEBEPHO.

63) Ilycrs K, Ky — 3amkHyTbHIe BIIyKIbe KoHychl, K N (—K3) = {0}. Torma komnyc
K, + K5 3aMKHYT.



64) Ilycts 0 € A C R". [okaszars, uto K4(0) = U M.
A>0

65) Ilycts D ectb kpyr 22442 < 1 Bupocrpanctee IR?, a I — orpesox [(0,0,—1), (0,0,1)].
Kaxk BoInIsiiuT ux BBIIyK/Iasd KoMOuHarus ¢ Koadduinuenramu «, (3 7

66) IIycte A — BbIIyKJIOE 3aMKHYTOEe MHOXKeCTBO. JloKazaTh, 4TO ero GapbepHbId U
PEleCCUBHBIIl KOHYChI ABJISIOTCA B3auMHO jiBoiicTBenHbMu:  Bar A = (Rec A)°.

67*) Ilyctrb A — BbimykJIbIA TestecHblil KOMIakT. Touka x € 0A Ha3. yIJIOBOii, ec-
i int N(x) HemycTo, Win, SKBUBAJEHTHO, ecan KoHyc K 4(z) octpsiii. Jokasars, 1To
MHOZKECTBO YIJIOBBIX TOY€EK He Dojiee 4yeM c4eTHO. MoryT Jin yriioBble TOYKE ObITH BCIOLY
wioTHbIMI Ha, OA 7

68) Ilyctb A — BBILYKJIBL TesleCHbIH KOMIAKT. J{oKa3aTh, 9T0 s JIFOOBIX JIBYX TOYEK
x#y u3 A somosneno int Na(z)int Na(y) = 0.

69) lokazaTh, 9TO KacaTeIbHDI KOHYC K JIIOOOMY MHOYKECTBY BCET/Ia 3aMKHYT.

70) IIycrb A — wommakT, K — 3aMKHYTBIH BbITYKJ/IbIH KoHyc. Jlokaszars, 4ro

Rec(A+K)= K.

71) (Konyc neompuyamenvhvix nosuromos). Ilycrs muokecrso K C R™ cocrout us Beex
a = (ag, ai,...,d,_1), st KOTOpbIX mojmHoM P(a,t) = ag + ait + ... + ap_1t" 1 >0
st Beex t € [0,1]. Jlokazarb, uto K — BBIMYKJIBIA 3aMKHYTBII OCTPBIN KOHYC, a €ro
BHYTPEHHOCTH COCTOUT U3 BCEX @, st KoTopbix P(a,t) >0 Vit e [0,1].

Hokazatb, uro K* cocrout u3 Bcex PyHKIMOHAIOB [ BuIa

()= [ Pla.t)du(r),

riae p(t) — npousBosibHas HeyObIBaroIas (DYHKIHs, a HHTErPA MOHMMAETCS B CMBICTIE
Pumana—Crunrbeca. (Pakrudecku, 9170 BapuanT jemMMbl Papkaria. )

72) (Konyc 6ydywsezo). Iycrs maomectso K C R™! ¢ ajmementanu (7,1) 3amano mepa-
perctBamu (z,z) < t2, ¢ > 0. JlokazaTh, uro K — BBIIYKJIbIA 3aMKHYTBI OCTpBbIil
KOHYC.

73) Ilycts muoxkectBo A C R"™ samano mepasencrsamu (Sz,z) < (a,x)?, (a,z) > 0,
e S > 0 — npowusBosbHAsI CMMMeTpUYHas Marpuiia, a € IR — mpou3BoJIBHBIN BEKTOP.
JlokazaThb, uro K — BBIIYKJIBIN 3aMKHYTHIN KOHyC. Beerma jim on Oyzer ocTphbiM?



74) Ilycte A — BbIyKJI0€ 3aMKHYTOE MHOXKecTBO. Torma Vo € A

RecA= (] e(A—2).

e>0

75%) Ilycrb A — BBIIYKJIbIH 3aMKHYTBIH KOMIIAKT, TOUKH Z; € OA, HEHyJIeBbIe BEKTOPBI
pi € Na(z;), i =1,...,N. Tocrpoum nomsap P = {x | pj(x — ;) <0, i=1,...,N.
dAcno, uro P D A.

Hokazarb, ato Ve > 0 46 > 0 makoe, uro VN, Vz; € 0A, i =1,...,N,
obpasyromunx 0— cerb Ha 0A, BbinoOHeno h(P,A) < e.

76) Ilycrs konyce K C R" 3aman HepaBeHcTBamu 1 > xg > ... > x, > 0. Haittu K*.
Vxasanue: BOCIOIB30BATHCA (DOPMYJIOit

(m,y) = (z1 — 22)y1 + (22 — w3) (Y1 +y2) + (w3 —24) (Y1 + 92 +y3) + ...

oot (@ —x) i+ oY) F T oY)

77*) Ilycrs xonye K C R™™ ecTb KOHYC CUMMETPUYHBIX HEOTPHUIATEIHHO OIIPE/Ie/IeH-
HbIX MaTpur. Haittm K*.
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Boimykabie dyukimum

1) Haiitu Bce omopubie adbdunable GyHKINN K DYHKIHAM:

1
f=¢ = m (0,00); % V1+a2

X

2) Ilycte f m —f Bomykisl u cobersennsl Ha R". Torma [ adbdunna 1 KoHeuHA Ha
Bcém R™.

3* ) [lokazaThb ¢ IOMOIIBIO T€OPEMbl 00 OTIEIUMOCTH, 9TO ecau [ BBILYKJIast QyHKIUs
D—R, zo€intD, to Jf(xy) memycro.

4) Byger su Bbinykioit dyHKIws:

5) Byaer s Beimykiioit dyskmus: f 1 [0,00) — R,
flo)=inf{3+23|a+z=1} "

6) Jdokazars, uro ecau Boinykiaas Gyuknusa f : R" — IR orpanndena, to f = const .

7) Ilycte A— 3amkayTOe MHOXKkecTBO B R".  Jlokasarb, 9To (DyHKIMSA pPACCTOSHUS
p(x, A) Bemykima va R" <= A— ssioykiio.

8) Haiitu conpsizkéHHbIe (DYHKINU K:

a)f:{ —/1—-22 |z|]<1

+00, lz| > 1

6) f = |zl + |z — a

B)f:{ V91+a22, |z <1

+00, 2| > 1
rlnz, >0
F)f_{ +oo, <0

) f=aVl+a?

11



e)f:{g:l/a’ ’jig (a>1)

Bynyr s nannbie f 3amMKHYTBHIMU 7

9) Haiitu cy6auddepennnan dyuxkuun f(x,y) = 2* + zy + y? + 3|z +y — 2|
B roukax (1,0) m (1,1).

10* ) Ilycrs D— BeIIyKJI0€ MHOXKeCTBO, f: D — R ymoBierBopsier ycaoBuio:
Va,ye D f(5) < 3(f(z)+ f(y)). Bymer mm f sburykma ?

11) Iycte BbIMyKI0€e MHOKecTBO A 3 0. Jlokazars, uro dyHKius MUHKOBCKOTO
pa(z) =inf{r >0|z €rA} somykia.

o " ~ 2
12) Ilpn kaknx p,q dbynkmua f = xPy? Oyjaer BbiIyKiol (BormyToit) Ha intRT 7
(To e mia f = aPy?z" ma intR> ).

13) Hokaszath, uro dyukius Kobba—yriaca

fle, .. xn) =2t - ..-a0r + R — R,

riae Bece «; >0, Y «a; =1, BbIIyKsa BBepX (T.e. BOPHYTA) U MOJOKHUTETHHO OIHOPO/THA.
Byner nu ona Boruyroit, ecmm Y oy < 17

14* ) Oynknug [ HasbIBaeTCs CTPOro BhIMykioit Ha D | ecim Va,y € D, Ya € (0,1)
nepasenctso Wemncena seimosmsterca crporo: f(az + (1 — ay) < af(x) + (1 — ) f(y).

[Iycte f crporo Beinykia Ha IR™ | u jocturaer coero munumyma. Jlokaszarsb, 4To
torjga f(x) — oo+ upm |z| — oo.

15% ) Ilycrs f : R"™ — R Bbinykiia, u MHOKeCTBO My €, TOUEK MUHUMYMA HEIYCTO U
orpanndeno. Torna f(z) — 400 upu || — oo.

16* ) [Iycts A— BBIIYyKIIO€ 3aMKHYTOE MHOKecTBO B R" . Pacemorpum dynknuo f(x) =
p(x, A)— paccrogume ot Toukn = g0 A. Jlokazarh, uro oHa muddepeHurpyeMa B JIo-
6oit Touke = ¢ A .

[TokazaTh, 9TO €cu paccTosiHue MeXKJy Todukamu ||x — y|| He eBK/INIOBO, a ecTb
max |x; — y;|, TO ykazaHHOe CBOHCTBO 1EPecTaéT GbITH BEPHBIM.

17) @yuxims Ha3BIBaeTCS KBA3UBBIMYKJION, ecjaun V¢ e, MHOXKECTBO HOIypoBHS L. =
{z| f(x) < ¢} Bbmyxio. Jlokazars, uro f kBasuBblinykia <— Vzx,y € R", Va,3>
0, a+ @ =1, Bemonneno nepasenctBo f(ax + fy) < max [f(z), f(y)].
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18) Ilycry dyukrmus f: R" — R Takosa, uro Vz,y € R" cupasemmBo HEpaBEHCTBO
F(E) < 4 (f(@) + f())). Byteran f prmyioi?

19) Ilycte f BBIIYK/IA HA OTKPBITOM BBITyKJIOM MHOXKecTBe D . Torma ona nuddepeniiu-

upyeMa B TOUKe To € D <= OHa MMeeT JYacTHbIE IPOU3BOIHBIE %(mo), i=1,...,n.
K3

20*) Iycrs f : Ry — R, Bemykmaa, f(0) = 0. Jdoxasarb, 4ro Torma QyHKIus
g(z,y) = fF(V2rZT+¢%) : R? — R Toxe BBHIIyKIIA.

21) Ilyers f,g: R" — RU{+o00}— cobcrBennsle BoimyKbe dbyHkimn. Jlokazars, 9To
Torja PyHKIUA
(f ®g)(@) =inf { f(z1) + g(@2) |21 + 22 = 2}
(Ha3bIBaeMas KOHBOJIIOIMEl 3TuX (DbyHKIHMI) TakyKe Oy1eT BbITyKJIOi.
Byner i ona cobcrBeHHOM?

22) Ilycts f ompesesnena u BBIMYKJIA HA BBITYKJIOM MHOXKeCTBe A; IMycTh TOUKH T; € A,
yncaa «; > 0, Yo, =1, mwpan Y a;r; cxoaurced. Bepno i, 4to

/ (i%x& < iaif(xi) ?

23) Ilpu Kakux 3HAUEHUSAX HapaMeTpa « OyIyT BBIMLYKJIBIMU (OyHKIIU:

a) f= az®y*+ (z+y)*,
6) f= ar’y*+ (a*+y*)?7?

24) Ha mrockocTr HaiitTi 06s1acTh, B KOTOPbIX QyHKIusg f = €™ gBigercs BBILYKJION
(BormyTOit).

25) Ilycrs f : A — R upousBosibHast GyHKIWs HA BBITYKJIOM MHOXKecTBe A . Pacmor-
puMm dyurimo (co f)(x) =inf Y a; f(x;), tme inf Gepércst 10 BCeBO3MOKHBIM KOHETHBIM
Habopam x; € A, a; >0, > a; =1 makum aro Y o;x; = x. Jokazarb, yro co f
€CTh BEPXHsI TPaHb BCeX BBIMYKJbIX hyHKIWMA ¢ : A — R, Takux aro ¢ < f.

26) Ilycte A, B— BbinyKjble 3aMKHYTHIe MHOKecTBa B R", a  pa(z), ¢p(r)— ux
onopuble dyuknuu. Jokazars, aro @ang(x) = inf { pa(z1) + ¢p(z2)}, rme inf Gepércs
o BceM xp + Ty =z, T.e. panp(r) = (pa @ ¢p)(x) (cM. npeapLIyILyiO 3agady ).

27) Byner s Beiykitoit dyskuus: f(z) =zxlnz+ (1 —2)ln(l—2z) 0<z<1)?

28) Ilycth f— BbIIyKIas GyHKIMS Ha OTKPBITOM MHOXKeCcTBe D, Touka xg € D, BeKTOD
p € R". [lokazarh, 9T0 CJIEAYIOIINE TPU YCIOBUS SKBUBAJIEHTHBIL:
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a) po € 0f(xo) ,
6) o € df*(po) ,
B) (Po, o) = f(x0) + f*(po) -

29* ) Ilycrs f— BbIIyKJIa HA OTKPBITOM BbImyK/aoM MHO)KectBe D. Torma Of(z) ectsb
ITOJIyHEIIPEPBIBHOE CBEPXY MHOro3HadHOe oTobpaxkenne u3 [ B IR" ¢ BBIIYKJIBIMI KOM-
MAKTHBIMU 3HAYEHUSIMU, ¥ OHO JIOKAJIbHO OIPAHUYEHO, T.e. VYV € [) CyIIecTByeT OKPeCT-
wocte U(x) mw map B C R" makwme, uro Va' € U(x) BBIIOJHEHO BKJIIOYCHUE

of(2') C B.

30) Ilycts f(x) xBasuBbImykKja. BepHo jin, uro 3 MOHOTOHHO HeybObIBatomas ¢ : R —
R Takas, aro ¢(f(x)) BblmykIa ?
Wn: aro cymecrBytoT Bbinykaas GyHkiusa ¢ : R" — IR u moHOTOHHAsST h :

R — R, Takue aro f(x) = h(p(x))?

31) Beraucaurs Of(0) masa dyHKImit:
f(z) =max (z,0);  f(z) =max (e, 1— 1)
flar,an) = 3 |al;
f(zq, ..., x,) = max |z;
(

f(z) =max z;;  f(x) =max{0, (a,x)}, a € R".

32) Kaknm JosmkHO ObITH MHOKeCTBO A, 9T00bI CybimHeiinblil Gynkimonan ¢(z)
sup{(a,x)|a € A} ObUI MOHOTOHHO HEyOBIBAIOIIUM B TOM CMBICJIE, YTO €CIH Io
n
r1 (re. o —x € RY ), To p(x2) > (21) ?
JokazaTh, 9TO /18 3TOr0 HEOOXOIUMO U JlocTaTouHo, 9Tober A C R .

AVAN

33) Paccmorpum dyukmmo F : R? — R,

F(y1,y2) = y1 +y2 + \/y% + 5 — 200192
Hokazarb, uto npu |a| < 1 oHa BBIIYKJa 1 MOHOTOHHO HEYObIBAET.
34) llycty f— Bemmykiasg dyuknus, xg € dom f. Jlokas3arb, 9T0 BEKTOP p €CTh cyOrpa-

JIMEHT K [ B TOUKE Ty <> THUIEPIUIOCKOCTb Y — Yo = p (T — xg), e yo = f(xo),
onopaa K epi f B TouKe (o, Yo)-

35) Ilycrs  f,g — Bbimykiasle Gynknun Ha R", A — BblyK/I0e MHOKeCTBO. Pacemor-
pum byskimio ¢(z) = inf{f(z)|z € A, g(z) < z}. dokasarb, 9r0 ¢ BBIIyK/Ia 1
HeBo3pacraer: 21 < 29 == ©(z1) > p(22).
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36) [lycre jmama cummerpuunas marpuina Q > 0. Jlokasars, uro dyskims ¢(r) =

(Qz,x) Bbmykaa. [Jpyrumu cjoBaMu, ecjid JlaHA HEOTPHUIATETbHAS KBaJpATHIHAS

dopma ¢(z) = (Qx,x), 10 bynrUa () = 1/q(x) BBHIIYKIA.

37) Ilyers f : R — R, ¢ : R — R — Bemykisie dynkmmm, ¢ @ R? —
IR BBIIYyKJIA U MOHOTOHHA B TOM cMbicie, uto eciu (2, y') < (2”,y"), 1o @z’ y) <
o, y"). Torma byt h(z) = o (f(x),g(x)) pomycra

38) Ilycrs kBagparuunas bynkmus ¢(z) = 3(Qx, )+ (a,z)+b BbykiIa Ha addunHOM
nojnpocrpanctee L. Torma ona BbIIyK/a Ha JI000M addUHHOM TOANPOCTpaHcTBe L,
napaJiiesbHOM L.

39) Ilycrb kBagparudHas GyHKIWs ¢(2) BBILYKJIA HA HEKOTOPOM BBIIYKJIOM MHOYKECTBE
A. Torma ona BeIyKJa Ha mojanpocrpanctee L = Aff A.

40) [ycts g : R™ — R" — addunnoe orobpaxkenne, u f : R" — IR — Bbimykiias
dbyukmus. Jlokazars, uro cioxuas dyukuus ¢(x) = f(g(xr)) aprymenra z € R™
BBIILYKJIA.

41) Iycrs f: R" — IR — Bbmykias dyskiusa, h: R" — R™ — adpdunnoe orodbpa-
xkenue. Jlokasars, aro dynkuns p(y) = inf {f(z)| h(x) =y} BeIyKIA.

42) Ilycte A— wemycroit BeIMyK/bIH KoMmMmakt, f : A — R— Bemmykias gyHKIms,
menpepeiBHasg Ha A. Jlokasatb, ato Argmaz f comep:kuT XOoTs Obl OJIHY KpailHIOIO
TOYKY MHOXKecTBa A.

43) Ilycrs A, C'— BeImyK/ble KOMIAKTHL, # 37 > 0 Takoe, ato pa(x) +r|z| < po(z)
Vz € R". Jlokasars, uro Torga A+ B,.(0) C C'.

44) Ilycte A — BbImyKIbLL Tesecublii kommakt, 2 = R"™\ A. Torga dbynkunsa p(z, A) —
Ap(z, ) Beimmykiaa VA <1 u He Boimykiaa VA > 1.
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BbIHYKJIbIe 3a1a91

1) Haiitu Bce TOUKH JIOKAJIBHOIO MUHUMYMa (DYHKIHN

flz,y) =222 + 2y + y* + 3|z +y — 3|.

2) B zaaqe

{ (17 —4)% + (29 — 3)? — min (x € R?)

7 <9, 19<4

HCCIIeIOBATH HA MEUHUMYM TOUKY (2,4) ¢ nomompio Teopembl Kyna-Takkepa.
3) Haiitn munnvym dynknun f(z) = S(z+a)® + |z, upu z€R, z € R”.

4) Ha miockocTu JaHbl TpU TOYKH. HallTi TOUKY, JJIs KOTOPOil CyMMa pPacCTOSHHN 0
3TUX TP, X MAHAMAaJIbHA.

5) Haittu munnmym bynkmun  f(x,y) = 22 + y? + 2max (2, ).
6) Haiitu paccrosiume ot Touku (ay,as,az) 10 KOHyca T3 > 1/x3 + 3.

7* ) Cpemu moJMHOMOB BHJa 12 + o1l + X9 HalTH MOJMHOM, MMEIONHil HAMMEHBIIYTO
HopMmy B npoctpancree C[—1,1].

8) Pemurs BBITyKIIbIEC 3a1a40:
a) f(z,y) =2* —ay +y* + 3|z —y — 2| — min;
6

z,y) = 2? + y? + 4 max (x,y) — min ;

W

) f(@,y)
) f(wy) =2+ 37 +2y/(z — ) + (y — b)* — min;
) flz,y)

r) flz,y) =2 +y*+2alz+y—1 — min, (a>0).

9* ) Ilycte f— Bbimykias (yHKIUSA Ha BBITyKJIOM MHOXKecTBe A | npuuém [ naudde-
peHIpyeMa B HEKOTOPOil oKpecTHOCTH MHOXKecTBa, A, u mycts inf f(A) > —oo. Torma
[IOCJIEIOBATEILHOCTE T, € A — wmunumMmumsupyiomas aisg f na A < Vo € A
lim (f'(xg),z — x) > 0.

10) Haiitu 6simkaiinmyto Touky ot y = (1,0,2) 10 MHOXKecTBa

A={r e R?| 22 + 22 + 22 <1, 2y > 22},
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