     Вопросы к экзамену  по курсу  "Выпуклый анализ"

                                ( 313 группа ф-та ВМК,  весна 2010 г.) 

  1.  Выпуклое множество.  Элементарные свойства  (пересечение, сумма, образ и прообраз, проекция).  Выпуклый конус.  Выпуклая оболочка.  Теорема Каратеодори.  Выпуклая оболочка компакта. 

  2.  Внутренность и замыкание выпуклого множества.  Размерность выпуклого множества.  Непустота относительной внутренности выпуклого множества. 

  3.  Теоремы об отделимости  (точки от выпуклого множества, двух выпуклых множеств, компакта от выпуклого множества).   Существование опорного функционала в граничной точке выпуклого множества.  

  4.  Поляра множества.  Элементарные свойства.  Ограниченность множества и  принадлежность нуля внутренности его поляры.   Поляра эллипсоида.  Теорема о второй поляре.

  5.  Сопряженный конус.  Элементарные свойства.  Теорема о втором сопряженном.  Сопряженный конус  к полупространству, к сумме и пересечению конусов.  

  6.  Крайние точки выпуклого множества.  Теорема Минковского о представлении выпуклого компакта в виде выпуклой оболочки множества своих крайних точек. 

  7.  Теорема Дубовицкого—Милютина  о непересечении выпуклых конусов.  Сопряженный конус к пересечению открытых конусов.

 8.  Выпуклые функции.  Определение с помощью надграфика и с помощью неравенства Йенсена.  Сумма, позитивная комбинация и максимум выпуклых функций.  

 9.  Опорная и индикаторная функции,  функция Минковского и их выпуклость.   Восстановление функции по ее надграфику.   Полунепрерывные снизу функции.  Замыкание выпуклой функции.   

10.  Критерий выпуклости дифференцируемых и дважды дифференцируемых функций. 

11.  Липшицевость выпуклой функции на любом компакте, содержащемся во внутренности ее  dom'а.    Лемма о компакте, лежащем в открытом множестве.

12.  Существование аффинной миноранты у собственной выпуклой функции.  Теорема Минковского о представлении собственной замкнутой выпуклой функции в виде верхней грани аффинных минорант.   

13.  Субдифференциал выпуклой функции в точке.  Теорема Моро--Рокафеллара о субдифферен​циале суммы выпуклых функций.  

14.  Сублинейные функции и опорные к ним линейные.  Представление сублинейной функции в виде верхней грани своих опорных.   Субдифференциал сублинейной функции в данной точке.  

15.  Ограниченные сублинейные функции.   Теорема Дубовицкого--Милютина о субдифференциале максимума сублинейных функций.

16.  Производная выпуклой функции по направлению.  Однородность и выпуклость производной в зависимости от направления.  Совпадение субдифференциала выпуклой функции в точке и субдифференциала ее производной по направлениям.  Представление производной по направлениям через субдифференциал функции в данной точке. 

17.  Производная по направлению от максимума конечного числа выпуклых функций.  Теорема Дубовицкого--Милютина о субдифференциале максимума выпуклых функций в точке. 

18.  Сопряженная функция.  Элементарные свойства.  Неравенство Юнга.  Классическое преобразование Лежандра.  Сопряженные к сублинейной и к индикаторной функции. 

19. Вторая сопряженная функция.  Теорема Фенхеля--Моро.  

20.  Задача о минимуме выпуклой функции на выпуклом множестве.  Глобальность локального минимума.  Необходимое и достаточное условие минимума.  

21.  Задача о минимуме выпуклой функции при выпуклых ограничениях.  Теорема Куна--Таккера.   Принцип Лагранжа  снятия ограничений. 
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