
Ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ïî êóðñó ìåòîäîâ
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21 àïðåëÿ 2010 ã.

Àííîòàöèÿ

Ïðåäñòàâëåííûé äîêóìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîáðàíèå ðåøåíèé íåêîòîðûõ çàäà÷,
êîòîðûå äàâàëèñü ïî õîäó òå÷åíèÿ ëåêöèé ïî ìåòîäàì îïòèìèçàöèè, ÷èòàåìûõ â 2009-
2010 ãã. íà âòîðîì ïîòîêå ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ Ïîòàïîâûì Ì.Ì. Ïîëíûé ñïèñîê
çàäà÷, êàê è ïðîãðàììó êóðñà, ìîæíî íàéòè íà ñàéòå êàôåäðû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
(oc.cs.msu.su).

Áîëüøèíñòâî ðåøåíèé ññûëàåòñÿ òîëüêî íà ôàêòû, ïðèâåäåííûå íà ëåêöèÿõ, è íà
äðóãèå çàäà÷è. Èñïîëüçîâàíèå ñòîðîííèõ ôàêòîâ âñåãäà îãîâàðèâàåòñÿ.

1 Ñâåäåíèÿ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà (Çàäà÷è 1-5)

1. Ïðèâåñòè ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, íå äîñòèãàþùèõ ñâîèõ íèæíèõ ãðàíåé íà
îãðàíè÷åííîì, íî íåçàìêíóòîì ìíîæåñòâå; çàìíóòîì, íî íå îãðàíè÷åííîì ìíîæå-
ñòâå.

Ïåðâûì ïðèìåðîì ñëóæèò −1/x íà (0, 1), âòîðûì - 1/x íà [1; +∞).

2. Äîêàçàòü, ÷òî åäèíè÷íûé øàð â C[a, b] íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì ñåãìåíò [0, 1]. (Ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê [a, b] ñâîäèòñÿ ê
[0, 1] ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (x−a)/(b−a).) Íà íåì ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé��çóáöîâ�

fn(x) =


1, x =

1
2n
,

0, x ∈
[
0,

1
2n+1

]
∪
[

1
2n−1

, 1
]
,

ëèíåéíà, èíà÷å.

Èç íåå íåëüçÿ âû÷ëåíèòü äàæå ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî,
sup
x∈[0,1]

||fn(x) − fm(x)|| = 1, ïðè÷åì òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ âèäà

1
2min(m,n)

.

3. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C[a, b] ñî ñêàëÿðíûì ïðîèâçåäåíèåì 〈f, g〉 =
br

a

f(t)g(t) dt

íå ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì ñåãìåíò [0, π]. Íà íåì ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü fn(x) = sin(nx). Ïîêàæåì, ÷òî èç íåå íåëüçÿ âû÷ëåíèòü äàæå ôóíäàìåíòàëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. È äåéñòâèòåëüíî,

ρ2(fn, fm) = ‖fn − fm‖2 = 〈fn − fm, fn − fm〉 = 〈fn, fn〉 − 2 〈fm, fn〉+ 〈fm, fm〉 = π,

èáî
r π
0

sin(nx) dx =
r π
0

sin(mx) dx = π
2 ,

r π
0

sin(mx) sin(nx) dx = 0.
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4. Äîêàçàòü, ÷òî �ïàðàëëåëåïèïåä� â L2[a, b] ñ ïîñòîÿííûìè ãðàíèöàìè α(t), β(t) íå ÿâ-
ëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì.

Îïÿòü-òàêè ðàññìîòðèì ñåãìåíò [0, π], ðàññìîòðèì α = −1, β = 1. Òîãäà ñèñòåìà ôóíê-
öèé èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èç êîòðîé íåëüçÿ
âû÷ëåíèòü äàæå ôóíäàìåíòàëüíóþ.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî U = {x ∈ `2 : xn 6 2−n, n = 1, 2, ...} (�Ãèëüáåðòîâ êèðïè÷�)
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â `2.

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà1, äëÿ òîãî, ÷òî áû U áûëî êîìïàêòîì,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî áû áûëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

(a) U áûëî âïîëíå îãðàíè÷åíî;

(b) U áûëî ïîëíî.

Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì âïîëíå îãðàíè÷åííîñòü ãèëüáåðòîâà êèðïè÷à, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ
îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü íàêðûòèÿ U êîíå÷íîé ε-ñåòüþ, ò.å. ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 cóùå-
ñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê A ⊂ U òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ U íàéäåòñÿ òàêîé
a ∈ A, ÷òî ρ(u, a) 6 ε.

Âûáåðåì òàêîå n, ÷òî 21−n < ε/2. Êàæäîé òî÷êå x = (x1, . . . , xn . . .) ñîïîñòàâèì å¼
�ïîëíîìî÷íîãî ïðåäñòàâèòåëÿ� x′ = (x1, . . . , xn, 0, . . . 0, . . .). Ïðè ýòîì

ρ(x, x′) =

√√√√ +∞∑
k=n+1

x2
k 6

√√√√ +∞∑
k=n+1

1
4k

<
1

2n−1
<
ε

2
.

Ïóñòü U ′ - ìíîæåñòâî âñåõ "ïîëíîìî÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé". ßñíî, ÷òî U ′ ⊂ Rn è ÷òî
U ′ îãðàíè÷åíî; çíà÷èò, ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîé n-ìåðíûé êóá, ñîäåðæàùèé U ′.

Ðàçîáüåì åãî íà ïîäêóáèêè ñ ðåáðîì ε. Îíè áóäóò îáðàçîâûâàòü êîíå÷íóþ
√
n

2 ε ñåòü.
Òàêèì îáðàçîì, íà U ′ âñåãäà ìîæíî çàäàòü êîíå÷íóþ ε-ñåòü.

Èòàê, ïóñòü íà U ′ çàäàíà ε/2-ñåòü Aε, ò.å. äëÿ ëþáîãî x′ ∈ U ′ ñóùåñòâóåò òàêîå a, ÷òî
ρ(x′, a) 6 ε/2. Íî, ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà äëÿ ðàññòîÿíèÿ, ρ(x, a) 6 ρ(x, x′) +
ρ(x′, a) = ε. Çíà÷èò, A - êîíå÷íàÿ ε-ñåòü íà U .

Òåïåðü äîêàæåì ïîëíîòó U , ò.å. ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xk ∈ U ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, îíà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó x ∈ U . Òàê êàê
ïðîñòðàíñòâî `2 ïîëíî, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë x

k → x ∈ `2. Ïðèíàäëåæíîñòü x ãèëüáåð-
òîâó êèðïè÷ó äîêàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì â ïîêîìïîíåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ2

äëÿ xk = (xk1 , x
k
2 , . . . , x

k
n, . . .):

|xkn| 6
1
2n
.

Òàêèì îáðàçîì, U âïîëíå îãðàíè÷åíî è ïîëíî, ÷òî è ãàðàíòèðóåò íàì êîìïàêòíîñòü.

2 Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå â ãèëüáåðòîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ (Çàäà÷è 6-12)

6. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé f , íå ÿâëÿþùåéñÿ äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìîé â òî÷êå x, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ñïðàâäëèâî ñîîòíîøåíèå f(x + h) =

f(x)− f1h+ f2
h2

2
+ o(h2).

1Ñì., íàïðèìåð, Êîëìîãîðîâà-Ôîìèíà, Ãëàâà II, ïàðàãðàô 7.
2Â `2 ñõîäèìîñòü xk → x âëå÷åò ïîêîìïîíåòíóþ ñõîäèìîñòü xk

n → xn. Ñì., íàïðèìåð, Êîëìîãîðîâà-
Ôîìèíà, ãëàâà II, ïàðàãðàô òðåòèé.
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Òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ sin(x3)
x2 â îêðåòñíîñòè òî÷êè íîëü. Ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìîé ïðî-

âåðêîé (ðàçëîæåíèåì ñèíóñà â ðÿä).

7. Ïóñòü J ∈ C2(H); ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé 〈J ′(u+ h)− J ′(u), g〉 =r 1

0
〈J ′′(u+ th)h, g〉 dt.

Êàê è â ëåêöèÿõ, ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ F (t) = u+ th. Òîãäà:

〈J ′(u+ h)− J ′(u), g〉 = 〈J ′F (1)− J ′F (0), g〉 =

〈
1w

0

(J ′F )′(t) dt, g

〉
.

Âûíîñÿ èíòåãðàë èç-ïîä ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ó÷èòûâàÿ3, ÷òî F ′(t) = h è ïîëü-
çóÿñü ôîðìóëîé äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ, ïîëó÷èì èñêîìîå
âûðàæåíèå.

8. Íàéòè J ′, J ′′ äëÿ J = 1
2 〈Au, u〉 − 〈f, u〉, A ∈ L(H → H), f ∈ H.

Îòìåòèì äëÿ íà÷àëà, ÷òî J : H → R, îçíà÷àþùåå4, ÷òî J ′ : H → L(H → R) ∼ H, è
J ′′ : H → L(H → L(H → R)), ò.å. ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà J ′′ : H → L(H → H).

Íàøà çàäà÷à - âûïèñàòü ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà â âèäå

J(u+ h)− J(u) = J ′h+ o(‖h‖). (1)

Ïîïðîáóåì ýòî ñäåëàòü:

J(u+h)−J(u) =
1
2

(〈A(u+ h), u+ h〉 − 〈Au, u〉)−〈f, u+ h,+〉 〈f, u〉 =
1
2

(〈Au, h〉+ 〈Ah, u〉)−〈f, h〉 .

Êàê â (1), îòäåëüíî ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû, äåéñòâóþùèå íà h, è ÷ëåí, �ïîäîçðèòåëüíûé�
íà òî, ÷òî áû áûòü o-ìàëûì:

J(u+ h)− J(u) =
〈

1
2
(A+A∗)u− f, h

〉
+
〈Ah, h〉

2
.

Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå � ýòî äåéñòâèòåëüíî o-ìàëîå, çàïèñàâ h = ‖h‖ eh, ãäå
‖eh‖ = 1:

| 〈Ah, h〉 |
‖h‖

=
‖h‖2 | 〈Aeh, eh〉 |

‖h‖
= ‖h‖ | 〈Aeh, eh〉 |,

÷òî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè A ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ‖h‖ → 0. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð,
äåéñòâóþùèé íà h, è åñòü èñêîìàÿ J ′:

J ′(u) =
1
2
(A+A∗)u− f.

Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ � ëèíåéíàÿ ïî u ôóíêöèÿ, ÷òî âëå÷åò J ′′(u) =
1
2
(A+A∗).

Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ ïîëåçíî ïðîâåðÿòü ñåáÿ, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî
àáñòðàêòíîãî ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà H âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ: ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå íà íåé � ýòî îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë, äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
A = A∗, èáî ñàìè �ëèíåéíûå îïåðàòîðû� - ýòî ïðèâû÷íûå íàì äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
Ïðîèçâîäíàÿ ïî Ôðåøå â òàêîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ îáûêíîâåííîé ïðîèçâîäíîé. Êîí-
êðåòíî íàøà çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä: ( 1

2Au
2 − fu)′′ = (Au − f)′ = A, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ

ïîëó÷åííûì îòâåòîì.

3Ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïî t. Ôîðìàëüíî, êîíå÷íî, ñòîèëî áû ïèñàòü êàê-òî Fu(t) âìåñòî F (u).
4Ñèÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè îïåðàòîð-ïðîèçâîäíóþ, íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ëèøü

âåêòîð L èç H, èáî äåéñòâèå ïðîèçâîäíîé áóäåò îïèñûâàòüñÿ êàê J ′h = 〈L, h〉.
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9. Âû÷èñëèòü ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèîíàëà J(u) = g(‖u‖H), ãäå g � äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ. Äèôôåðåíöèðóåì ëè ôóíêöèîíàë â òî÷êå 0, åñëè
g(t) = t? â ñëó÷àå g(t) = t3?

Ïî ôîðìóëå ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè èìååì (g(‖u‖))′ = g′(‖u‖)(‖u‖)′. Íàéäåì
(‖u‖)′:

(‖u‖)′ =
(√
‖u‖2

)′
=

1
2 ‖u‖

(‖u‖2)′ = u

‖u‖
,

â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå èñïîëüçîâàíî óñòàíîâëåííîå íà ëåêöèÿõ ñîîòíîøåíèå (‖Au− f‖2)′ =
2A∗(Au− f). Îêîí÷àòåëüíî,

J ′(u) =
u

‖u‖
, g(t) = t; J ′(u) =

3 ‖u‖2 u
‖u‖

= 3u ‖u‖ , g(t) = t3.

Î÷åâèäíî, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë äèôôèðåíöèðóåì íà âñåì H; ïîêàæåì,
÷òî â ñëó÷àå îäèí ôóíêöèîíàë íå äèôôèðåíöèðóåì ïðè u = 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå
� ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò J ′ ∈ H, ÷òî

‖u+ h‖ − ‖u‖ = 〈J ′, h〉+ o(‖h‖) ⇐⇒ ‖h‖ = 〈J ′, h〉+ o(‖h‖).

Ïîëîæèì h = −J′

‖J′‖ . Ïîëó÷àåì:

1 = −‖J ′‖+ o(1)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì ‖J ′‖ = −1.

10. Âû÷èñëèòü ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà J(u) =
r l
0
ρ(x)|y(x;u) − z(x)|2dx â ïðîñòðàíñòâå

L2(0, l), ãäå y(x) = y(x, u) - ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è{
(k(x)y′(x))′ − q(x)y(x) = −u(x), 0 < x < l,

y(0) = 0,
(2)

ãäå k(x) > k0 > 0, q(x) > 0, ρ(x) > 0 - çàäàííûå ôóíêöèè.

Îòìåòèì, ÷òî J = ‖Au− f‖2L2(0,l), ãäå Au =
√
ρ(x)y(x;u), f =

√
ρ(x)z(x). Íàì èçâåñòåí

îòâåò â ñëó÷àå ëèíåéíîãî è îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A:

J ′(u) = 2A∗(Au− f). (3)

Î÷åâèäíî, ÷òî A : L2(0, l)→ L2(0, l) ëèíååí; äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü â ïðåäïîëîæåíèè
íåêîòîðîé ãëàäêîñòè çàäàííûõ ôóíêöèé. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ãðèíà è íåïðåðûâíî-
ñòüþ ôóíêöèè Ãðèíà5, ïîëó÷àåì:

‖y‖2 =
lw

0

y2(x)dx =
lw

0

(
lw

0

G(x, ξ)u(ξ)dξ

)2

dx 6 {Êîøè-Áóíÿêîâñêèé}

=
lw

0

(
lw

0

G2(x, ξ)dξ
lw

0

u2(ξ)dξ

)
dx 6 max

(x,ξ)∈[0,l]×[0,l]
G2(x, ξ) ‖u‖2L2 ,

÷òî è âëå÷åò îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà A.

5Ïîäðîáíåå î íåé ñì. â ëþáîé êíèæêå ïî ÎÄÓ.
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Íàéäåì îïåðàòîð A òåì æå ìåòîäîì, ÷òî ýòî äåëàëîñü íà ëåêöèè6: ïîïðîáóåì çàïèñàòü
âûðàæåíèå 〈Au, v〉 â âèäå 〈u,A∗v〉 (âûáîð ψ áóäåò îïèñàí íèæå):

〈Au, v〉 = 〈√ρy, v〉 = 〈y,√ρv〉 =
lw

0

y
√
ρv dx+ 0 =

lw

0

y
√
ρv dx+ 〈(ky′)′ − qy + u, ψ〉 =

=
lw

0

y
√
ρv dx+

lw

0

(ky′)′ψ dx−
lw

0

qyψ dx+
lw

0

uψ dx. (4)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ýòîì ñîîòíîøåíèå êàê ðàç èìååò âèä òèïà 〈u,A∗v〉. Âûáåðåì ψ
òàê, ÷òî áû ñóììà ïðî÷èõ èíòåãðàëîâ çàíóëèëàñü. Äëÿ ýòîãî ðàñïèøåì âòîðîé èíòåãðàë,
äâà ðàçà ïðèìåíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:

lw

0

(ky′)′ψ dx =
lw

0

ky′ψ′ dx =
lw

0

y(kψ)′ dx.

Ïîäñòàíîâêè ïðè ïåðâîì èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì îáðàòÿòñÿ â íîëü çà ñ÷åò âûáîðà ψ:
ïîòðåáóåì, ÷òî áû ψ(0) = ψ(l) = 0; âòîðûå æå ïîäñòàíâîêè îáíóëÿþòñÿ çà ñ÷åò êðàåâûõ
óñëîâèé çàäà÷è (2).

Îáúåäèíÿÿ ïåðâûå òðè èíòåãðàëà â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè (4), ïîëó÷èì

lw

0

y(
√
ρ(x)v(x) + (kψ)′ − qψ) dx,

÷òî îêîí÷àòåëüíî ôîðìèðóåò íàì óñëîâèÿ, îäíîçíà÷íî ïîçâîëÿþùèå âîññòíàâîèòü ψ:{
(kψ)′ − qψ = −

√
ρ(x)v(x),

ψ(0) = ψ(l) = 0.
(5)

Èòàê, A∗v = ψ(x), ãäå ψ íàõîäèòñÿ èç (5). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (3), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëü-
íûé îòâåò.

11. Çàäà÷à 11 ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì âàðèàíòîì çàäà÷è 10 è ðåøàåòñÿ â ïîëíîé àíàëîãèè ñ
íåé è ëåêöèÿìè.

12. Íàéòè ãðàäèåíòû ôóíêöèîíàëîâ J(u) =
s

Q

[y(t, x;u)−f(t, x)]2 dtdx è J(u) =
lr

0

|y(T, x;u)−

f(x)|2dx, ãäå y(t, x;u) - ðåøåíèå âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-
ñòè: 

yt = uxx, (t, x) ∈ Q = (0, T )× (0, l),
yx(t, 0) = yx(t, l) = 0, t ∈ (0, T ),
y(0, x) = u(x), x ∈ (0, l).

Ëèíåéíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèîíàëîâ, ïî-ñóòè, áûëà äîêàçàíà íà ëåêöèÿõ; ñëó-
÷àé òåðìèíàëüíîãî ôóíêöèîíàëà7 áûë ðàññìîòðåí íà ëåêöèè, òàê ÷òî ðàññìîòðèì èí-
òåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë J(u) =

s

Q

[y(t, x;u) − f(t, x)]2 dtdx = ‖Au− f‖2L2
Q
, ãäå Au =

y(t, x;u), f = f(t, x). Ãðàäèåíò îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (3); íàéäåì A∗:

〈Au, v〉 =
x

q
yv dxdt+ 〈yt − uxx, ψ〉 =

x

q
yv dxdt+

x

q
ytψ dxdt−

x

q
yxxψ dxdt.

6Îòìåòèì, ÷òî ñâåäåíèå îäíîãî òèïà çàäà÷ (�íîâîãî� òèïà) ê äðóãîìó (êîòîðûé ìû óæå óìååì ðåøàòü) ñ ïî-
ìîùüþ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà � äåëî åñòåñòâåííîå. Íàïðèìåð, ìåòîä Ðèìàíà â êóðñå óðàâíåíèé ìàòôèçèêè
èñïîëüçîâàë òó æå èäåþ.

7Ïðàâäà, äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è; íî îòëè÷èÿ ìèíèìàëüíû.
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Ðàñïèñûâàÿ èíòåãðàëû, íàéäåì îãðàíè÷åíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ψ:

x

q
ytψ dxdt =

lw

0

(
y(x, T )ψ(x, T )− u(x)ψ(x, 0)−

Tw

0

yψt dt

)
dx,

îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáîâàíèå ψ(x, T ) = 0. Äâà ðàçà áåðÿ ïî ÷àñòÿì âòîðîé èíòåãðàë,
ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî èç òðåáîâàíèÿ îáðàùåíèÿ â íîëü ïîäñòàíîâêè ïðè ïåðâîì èí-
òåãðèðîâàíèè ïîëó÷àåì òðåáîâàíèÿ ψx(t, 0) = ψx(t, l) = 0. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì, ÷òî
A∗v = ψ(0, x), ãäå ψ(t, x)� ðåøåíèå ñèñòåìû

v = ψt − ψxx,
ψx(t, 0) = ψx(t, l) = 0,
ψ(x, T ) = 0

.

Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â (3).

3 Ìåòðè÷åñêèå ïðîåêöèè (Çàäà÷è 13-15)

13. Ïóñòü H - ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, L - åãî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî; äîêàçàòü,
÷òî ïðîåêòîð pr(h) = Ph íà L ëèíååí, îãðàíè÷åí è ñàìîñîïðÿæåí.

Ëèíåéíîñòü î÷åâèäíà ñ ïðèâëè÷åíèåì âòîðîãî ïóíêòà òåîðåìû î ñâîéñòâàõ ïðîåêòîðîâ
â ãèëüáåðîòâûõ ïðîñòðàíñòâàõ8:

〈Ph1 − h1, u− Ph1〉 > 0; 〈Ph2 − h2, u− Ph2〉 > 0,∀u ∈ L,

è, ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì

〈(Ph1 + Ph2)− (h1 + h2), 2u− (Ph1 + Ph2)〉 > 0,∀u ∈ L.

(Ïîÿâëåíèå äâîéêè ïåðåä u íèêàêîé ðîëè íå èãðàåò â ñèëó òîãî, ÷òî L � ïîäïðîñòðàí-
ñòâî.) Îãðàíè÷åííîñòü ñëåäóåò èç òðåòüåãî ïóíêòà òîé æå òåîðåìû (äîñòàòî÷íî ïîëî-
æèòü g = 0).

Äîêàæåì ñàìîñîïðÿæåííîñòü. Òàê êàê P 2 = P , òî ImP ⊥ kerP è Ph−h ∈ KerP . Òîãäà
èìååì:

〈Pg, h〉 = 〈Pg, h〉+ 〈Pg, Ph− h〉 = 〈Pg, Ph〉 ,

è, àíàëîãè÷íî, 〈g, Ph〉 = 〈Pg, Ph〉. Ýòî è âëå÷åò P = P ∗.

14. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî, L � åãî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî, x0 ∈ H, U = x0 + L.
Äîêàçàòü, ÷òî p = Ph åñòü ïðîåêòîð íà U òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû
äâà óñëîâèÿ: p ∈ U è 〈p− h, l〉 = 0 ∀l ∈ L.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü PUh - ïðîåêòîð H íà U . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîåêòîðà èìååì:

PUh = Argmaxu∈U 〈h− u, h− u〉 = x0+Argmaxv∈L 〈h− x0 − v, h− x0 − v〉 = x0+PL(h−x0),

ãäå PLh � ïðîåêòîð H íà L. Òîãäà

PUh− h = x0 + PL(h− x0)− h = (x0 − PL(x0))− (h− PL(h)).

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äëÿ ëþáîãî âîîáùå âåêòîðà x ∈ H âåðíî, ÷òî
x− PL(x) ∈ KerPL, ÷òî è äîêàçûâàåò ñîîòíîøåíèå 〈p− h, l〉 = 0 ∀l ∈ L.

8Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî âûïóêëî.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü Ph � �íàñòîÿùèé� ïðîåêòîð H íà L. Òîãäà äëÿ íåãî âûïîëíåíî
íåîáõîäèìîå óñëîâèå:

〈Ph− h, l〉 = 0 ∀l ∈ L,

〈p− h, l〉 = 0 ∀l ∈ L.

Ïîëîæèì â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ l = Ph− p è âû÷òåì:

〈Ph− h, Ph− p〉 − 〈p− h, Ph− p〉 = 0 ⇐⇒ 〈Ph− p, Ph− p〉 = 0,

÷òî íåèçáåæíî âëå÷åò Ph = p.

15. Âû÷èñëèòü ïðîåêöèè òî÷åê íà ãèïåðïëîñêîñòü {u ∈ H : 〈c, u〉 = β} â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H è íà ïàðàëëåëåïèïåä {u = (u1, u2, . . . , un) ∈ Rn : αi 6 ui 6 βi, i =
1, 2, . . . , n} â Rn.
Ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â êíèãå: Âàñèëüåâ Ô.Ï. �×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷�, êîòîðóþ âûäàâàëè â áèáëèîòåêå. Ñì. ãëàâà 4, �4, Ïðèìåðû 2 è
3. Õîòÿ ïðèìåð 2 â ýòîé êíèãå áåðåòñÿ íå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, à â Rn, ëåãêî
çàìåòèòü, ÷òî åäèíñòâåííîå ìåñòî, ãäå èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íîìåðíîñòü - ýòî â ññûëêå íà
ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó; íå ëåêöèÿõ æå àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äîêàçûâàëàñü â ãèëü-
áåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

4 Èòåðàöèîííûå ìåòîäû (Çàäà÷è 16-17)

16. Âûïèñàòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ øàãà αk â ìåòîäå ñêîðåéøåãî ñïóñêà â çàäà÷è ìèíè-
ìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà J(u) = 1

2 〈Au, u〉 − 〈f, u〉, ãäå A = A∗ > 0.

17. Íàéòè è èññëåäîâàòü íà íåâûðîæäåííîñòü âñå óãëîâûå òî÷êè ìíîæåñòâà U = {u ∈
R4 : u > 0, Au = b}, ãäå

A =
[
1 1 3 1
1 −1 1 2

]
, b =

[
3
1

]

5 Ìåòîäû ñíÿòèÿ îãðàíè÷åíèé (Çàäà÷è 18-24)

18. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îòäåëèìîñòè òî÷êè îò íåïóïñòîãî ìíîæåñòâà â Rn.
Äîêàçàòåëüñòâî ñìîòðè âî âñå òîé æå êíèæêå �×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷�,ãëàâà 4, �5. Èíòåðåñóþùèåñÿ âîïðîñîì ãëóáæå ìîãóò òàêæå ïîñìîòðåòü
ñëåäóþùóþ êíèãó: Ïîëîâèíêèí Å.Ñ., Áàëàøîâ Ì.Â., �Ýëåìåíòû âûïóêëîãî è ñèëüíî
âûïóêëîãî àíàëèçà�, Ì.: Ôèçìàòëèò, 2007. Ñìîòðè ãëàâó 1, �1.9.

19. Ïóñòü A ∈ L(H → F ), H, F�ãèëüáåðòîâû. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà F = ImA ⊕ kerA∗,
H = ImA∗ ⊕ kerA.

Ïîñêîëüêó ImA� çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â F , òî ïî òåîðåìå Ëåâè, èçâåñò-
íîé íàì èç êóðñà ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà9, èìååì: F = ImA⊕ (ImA)⊥. Èìååì:

y ∈ (ImA)⊥ ⇐⇒ 〈y,Ax〉 = 0 ∀x ∈ H ⇐⇒ 〈A∗y, x〉 = 0 ∀x ∈ H ⇐⇒ A∗y = 0,

÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî y ∈ kerA∗.

Âòîðîå ñîîòíîøåíèå âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (A∗)∗ =
A.

9Ñì. Êîëìîãîðîâ-Ôîìèí, Ãëàâà III, �4, Òåîðåìà 7.
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20. Ïóñòü H - ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî; îòîáðàæåíèå G(U) : H → Rn äèôôåðåíöèðóå-
ìî ïî Ôðåøå è G′(u) = [g1(u), g2(u), . . . , gn(u)]T ∈ L(H → Rn) - åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ.
Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð (G′(u))∗ äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó

(G′(u))∗ =
n∑
k=1

λkg
′
k(u), λ = [λ1, . . . , λn]T ∈ Rn .

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî, çàïèñûâàÿ îïåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé Ôðåøå,
g1(u+ h)
g2(u+ h)

...
gn(u+ h)

 =


(g′1(u))(h)
(g′2(u))(h)

...
(g′n(u))(h)

+ o(‖h‖),

ïîëó÷àåì, ÷òî gk ∈ L(H → R), ÷òî, ñ ó÷åòîì îòîæäåñòâëåíèÿ ïî Ðèññó, äàåò (g′k(u))(h) =
〈g′k(u), h〉 , g′k(u) ∈ H. Òîãäà èìååì:

〈(G′(u))h, λ〉 =
n∑
k=1

〈g′k(u), h〉λk =

〈
n∑
k=1

λkg
′
k(u), h

〉
= 〈(G′(u))∗λ, h〉 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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