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1 Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè íà í¼ì
çàäàíî îòîáðàæåíèå ρ : M ×M → R1

+, íàçûâàåìîå ìåòðèêîé è óäîâëåòâîðÿþùåå òð¼ì
àêñèîìàì:

1) ρ(u, v) = ρ(v, u) ∀u, v ∈M (ñèììåòðè÷íîñòü);

2) ρ(u+ v, w) 6 ρ(u,w) + ρ(v, w) ∀u, v, w ∈M (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà);

3) ρ(u, v) > 0 ∀u, v ∈M, ρ(u, v) = 0⇔ u = v (íåîòðèöàòåëüíîñòü).

Óïðàæíåíèå 1 (3). Ïðèâåñòè ïðèìåðû ôóíêöèé, íå äîñòèãàþùèõ inf íà çàìêíóòîì,
íî íå îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå è îãðàíè÷åííîì, íî íåçàìêíóòîì ìíîæåñòâå.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} ñõîäèòñÿ ïî ìåòðèêå ρ (uk
ρ→ u) â ìåòðè-

÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M, åñëè ρ(uk, u)→ 0 ïðè k →∞.
Â äàëüíåéøåì â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ åñëè uk

ρ→ u, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} ñõîäèòñÿ ê u, à u áóäåì íàçûâàòü ïðåäåëîì {uk}.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè

ρ(ui, uj)→ 0 ïðè i, j →∞.

Îïðåäåëåíèå. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáàÿ ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó èç M.

Ïðèìåðû ïîëíûõ ïðîñòðàíñòâ:

1. M = Rn � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé

ρ(u, v) = ‖u− v‖Rn =

√√√√ n∑
i=1

(ui − vi)2;

2. M = C[a, b] � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ñ ìåòðèêîé

ρ(f, g) = max
a6x6b

|f(x)− g(x)|.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ J(u) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé [ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó ] (ïî-
ëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó) â òî÷êå u0, åñëè äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ê u0 ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ýëåìåíòîâ {uk} èç U ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
k→∞

J(uk) = J(u0)

[
lim
k→∞

J(uk) > J(u0)

]
(

lim
k→∞

J(uk) 6 J(u0)
)
(ñì. ðèñ. 1.)

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì (ρ-êîìïàêòîì) â M, åñëè ó
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk} èç U ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ê ýëåìåíòó èç U ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {ukm}.

Çàìå÷àíèå. Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (Rn) ìíîæåñòâî U êîìïàêòíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî. Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ æå
çàìêíóòîñòü è îãðàíè÷åííîñòü ÿâëÿþòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè êîìïàêòíîñòè.
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Ðèñ. 1: ê îïðåäåëåíèþ âèäîâ íåïðåðûâíîñòè.

Ââåä¼ì ðÿä îáîçíà÷åíèé, êîòîðûìè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî êóð-
ñà. Ïóñòü J(u) - èññëåäóåìàÿ íà ýêñòðåìàëüíîñòü ôóíêöèÿ; òîãäà

J(u)→ inf, u ∈ U ∈M(îñíîâíàÿ çàäà÷à)

inf
u∈U

J(u) = J∗, sup
u∈U

J(u) = J∗;

U∗ = {v ∈ U|J(v) = J∗};

u∗ = argmin
u∈U

J(u) ∈ U∗.

Äîãîâîðèìñÿ, ÷òî â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðâàòü òîëüêî çàäà÷è ìèíèìèçàöèè;
ìàêñèìèçàöèÿ ñâîäèòñÿ ê ýòîé çàäà÷å çàìåíîé J íà−J .

Òåîðåìà 1 (ìåòðè÷åñêèé âàðèàíò òåîðåìû Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, ìíîæåñòâî U ⊆M � êîìïàêò, ôóíêöèÿ J(u) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà
U. Òîãäà:

1) J∗ > −∞;

2) U∗ 6= ∅;

3) èç òîãî, ÷òî

{
J(uk)→ J∗ ïðè k →∞,
uk ∈ U

ñëåäóåò, ÷òî ρ(uk,U∗)→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè J∗ (êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ

è −∞) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} ⊆ U òàêàÿ, ÷òî J(uk) → J∗ ïðè k → ∞.
Òàê êàê U � êîìïàêò, òî ó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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{ukm} òàêàÿ, ÷òî ukm → u ∈ U ïðè m → ∞. Òîãäà èç ïîëóíåïðåðûâíîñòè J(u) ñíèçó â
ýòîé òî÷êå u ñëåäóåò, ÷òî

−∞ < J(u) 6 lim
m→∞

J(ukm) = {ò.ê. {ukm} ï/ï-òü {uk}} = lim
k→∞

J(uk) = J∗.

Òàêèì îáðàçîì, J∗ êîíå÷íî (J∗ > −∞).
Èç òîãî, ÷òî u ∈ U è J(u) 6 J∗ ñëåäóåò, ÷òî u ∈ U∗ 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî U∗ 6= ∅.
Äîêàæåì òåïåðü òðåòüå óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ukm} òàêàÿ, ÷òî ρ(ukm ,U∗) > ρ0 > 0. Òàê êàê U � êîìïàêò, òî ó
ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò �ïîäïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü� {ukml} òàêàÿ, ÷òî
ρ(ukml , u)

l→∞→ 0 äëÿ íåêîòîðîãî u (u ∈ U). Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì ïîëóíåïðåðûâíîñòè J(u)
ñíèçó, èìååì:

J(u) 6 lim
l→∞

J(ukml ) = lim
k→∞

J(uk) = J∗.

Òî åñòü äëÿ òî÷êè u ∈ U∗

ρ(ukml ,U∗) = inf
u∗∈U∗

ρ(ukml , u∗) 6 ρ(ukml , u)→ 0 ïðè l→∞.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå (ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íóëþ, òîãäà êàê ñà-
ìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòäåëåíà îò íóëÿ ïîëîæèòåëüíûì ρ0) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (âûâîäàì) Òåîðåìû 1 íàçûâàþò
êîððåêòíî ïîñòàâëåííûìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M.

Óïðàæíåíèå 2 (3). Äîêàçàòü, ÷òî â C[a, b] åäèíè÷íûé øàð U = {‖f‖C 6 1} ÿâ-
ëÿåòñÿ çàìêíóòûì è îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì, íî ïðè ýòîì êîìïàêòîì íå ÿâëÿåòñÿ.
(Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðèêà ‖·‖C äëÿ îòðåçêà [a, b] îïðåäåëÿåòñÿ êàê ‖f(x)‖C = max

x∈[a,b]
|f(x)|.)

Ïðèìåð. (êîãäà ìíîæåñòâî U íå êîìïàêò è Òåîðåìà 1 íå ïðèìåíèìà)

M = C[−1, 1], ρ(f, g) = max
−16t61

|f(t)− g(t)| = ‖f − g‖C,U = {‖f‖C 6 1},

J(f) =

0w

−1

f(t) dt−
1w

0

f(t) dt.

U îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî, íî íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì (ñì. Óïðàæíåíèå 2); J(u) � íåïðå-
ðûâåí:

|J(f)− J(g)| 6
0w

−1

|f(t)− g(t)| dt+

1w

0

|f(t)− g(t)| dt 6 2·‖f − g‖C

(òî åñòü äàæå Ëèïøèö-íåïðåðûâåí ñ êîíñòàíòîé 2). Íî â òîæå âðåìÿ ìèíèìóì ôóíê-
öèîíàëà J(u) ðàâåí J∗ = −2 = J(u∗) è, êàê ëåãêî âèäåòü, äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè
(ñì. ðèñ. 2):

u∗(t) =

{
−1, −1 6 t < 0
1 0 6 t 6 1
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-

6

t0 1

−1

1

−1

Ðèñ. 2: u∗(t)

êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, íå ïðèíàäëåæèò êëàññó C[−1, 1], òî åñòü ìíîæåñòâî U∗ ïóñòî.
Ïðèìåð. (êîãäà ìíîæåñòâî U íå êîìïàêò, íî inf äîñòèãàåòñÿ)

Âîçüì¼ì â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà J(f) =
1r

−1

f(t) dt. Òîãäà

J∗ = −2, U∗ = {u∗} 6= ∅, u∗ = u∗(t) ≡ −1 ∈ U.
Îïðåäåëåíèå.Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì, åñëè ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ ôóíêöèÿ ‖u‖ : L→ R1, íàçûâàåìàÿ íîðìîé, ÷òî:

1) ‖αu‖ = |α|·‖u‖ ∀u ∈ L,∀α ∈ R (íåîòðèöàòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü);

2) ‖u+ v‖ 6 ‖u‖+ ‖v‖ ∀u, v ∈ L (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà);

3) ‖u‖ > 0 ∀u ∈ L, ‖u‖ = 0⇔ u = 0 (íåîòðèöàòåëüíîñòü).

Åñëè â ïóíêòå 3) âûïîëíåíî ëèøü óñëîâèå u = 0⇒ ‖u‖ = 0, òî ‖u‖ íàçûâàþò ïîëóíîðìîé.
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì â M, åñëè ñóùåñòâóåò

u0 ∈M è R < 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ u èç U âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ρ(u, u0) 6 R.
Îïðåäåëåíèå. Íîðìèðîâàííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L, ïîëíîå îòíîñèòåëüíî ìåò-

ðèêè ρ(u, v) = ‖u− v‖, íàçûâàåòñÿ á�àíàõîâûì.
Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè íà í¼ì çàäàíî

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈u, v〉 : L× L→ R1:

1) 〈u, v〉 = 〈v, u〉 ∀u, v ∈ L (ñèììåòðè÷íîñòü);

2) 〈u+ v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉 ∀u, v, w ∈ L (ëèíåéíàÿ àääèòèâíîñòü);

3) 〈αu, v〉 = α 〈u, v〉 ∀u, v ∈ L,∀α ∈ R (ëèíåéíàÿ îäíîðîäíîñòü);

4) 〈u, u〉 > 0, 〈u, u〉 = 0⇔ u = 0 (íåîòðèöàòåëüíîñòü).

Â ëþáîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ‖u‖ =
√
〈u, u〉 ÿâëÿåòñÿ íîðìîé (åâêëèäîâîé íîðìîé),

à ρ(u, v) = ‖u− v‖ � ìåòðèêîé.
Îïðåäåëåíèå. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî H, ïîëíîå îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè

ρ(u, v) =
√
〈u− v, u− v〉H,

íàçûâàåòñÿ ã�èëüáåðòîâûì. Â äàëüíåéøåì áóêâîé H áóäåì îáîçíà÷àòü ãèëüáåðòîâû ïðî-
ñòðàíñòâà.
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Óïðàæíåíèå 3 (3). Äîêàçàòü, ÷òî C[a, b] ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈u, v〉 =
br

a

u(t)v(t) dt, íî íå ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.

Ïðèìåð. (îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ãèëüáåðòîâîì áåñêîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, íå ÿâëÿþùååñÿ êîìïàêòîì) Â ëþáîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ãèëüáðåòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå åäèíè÷íûé øàð U = {u ∈ H : ‖u‖H 6 1} íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

È äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì ëþáóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó {ek}∞k=1 (çäåñü âàæåí
ôàêò áåñêîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà). Òàê êàê íîðìà ek ðàâíà åäèíèöå, òî ek ∈ U. Â
ñëó÷àå, êîãäà k 6= m, èìååì:

‖ek − em‖2
H = 〈ek − em, ek − em〉 = 1− 2 〈ek, em〉+ 1 = 2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ek} íå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, ñëåäî-
âàòåëüíî, íèêàêàÿ å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.

Ïðèìåðû ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ:

1. H = Rn, 〈u, v〉 =
n∑
i=1

uivi;

2. H = l2, u = (u1, u2, . . . , un, . . .), u ∈ l2 ⇔
n∑
i=1

u2
i <∞, 〈u, v〉 =

∞∑
i=1

uivi;

3. H = L2(a, b) � çàìûêàíèå êëàññà C[a, b] ïî íîðìå ‖u‖L2 =

√
br

a

|u(t)|2 dt � ÿâëÿåòñÿ

ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì. (Âîçìîæíî àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå êëàññà L2:
ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó íà (a, b) ôóíêöèé f(t) òàêèõ, ÷òî f 2(t) èíòåãðè-
ðóåìû íà (a, b) ïî Ëåáåãó).

Óïðàæíåíèå 4 (5). Äîêàçàòü, ÷òî �Ãèëüáåðòîâ êèðïè÷� 1, U = {x ∈ l2 | |xn| 6 1
2n
}, �

êîìïàêò â l2.
Ïðèâåäåì ïðèìåð êîìàêòíîãî ìíîæåñòâà â íåãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå U = {x ∈ C[a, b] | ||f ||C 6

M ; |f(x)− f(y)| 6 L|x− y| ∀ x, y ∈ [a, b]}. (Çäåñü ñóùåñòâåííî, ÷òî M,L åäèíû äëÿ âñåõ
ôóíêöèé.) Êîìïàêòíîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû Àðöåëà, ÿâëÿþùåéñÿ êðèòåðèåì ïðåäêîì-
ïàêòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå C[a, b]: îãðàíè÷åíèå íà ìåòðèêó äàåò ðàâíîìåðíóþ îãðàíè-
÷åííîñòü, à ëèïøåöåâîñòü - ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü. Â ñèëó ïîëíîòû U îíî �
êîìïàêò.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}nk=1 ⊂ H íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ê ýëå-

ìåíòó u0 ∈ H(uk
ñëàáî→ u0), åñëè ∀h ∈ H 〈uk, h〉H → 〈u0, h〉H ïðè k →∞.

Çàìå÷àíèå. Èç ñõîäèìîñòè â ìåòðèêå H ñëåäóåò ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü, íî íå íàîáîðîò.

⇒
‖uk − u0‖H → 0⇒ ∀h | 〈uk, h〉H − 〈u0, h〉H | = | 〈uk − u0, h〉H | 6
6 {íåð-âî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî} 6 ‖uk − u0‖H︸ ︷︷ ︸

→0

· ‖h‖H︸ ︷︷ ︸
const

→ 0;

1Íàçâàíèå, ïî-âèäèìîìó, ïðîèñõîäèò îò òîãî ôàêòà, ÷òî äëèíà îáû÷íîãî êèðïè÷à (â R3) â äâà ðàçà
áîëüøå øèðèíû, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, â äâà ðàçà áîëüøå âûñîòû.
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: ðàññìîòðèì ëþáóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó {ek}∞k=1;

∀h ∈ H
∞∑
k=1

〈h, ek〉H
2 6 {íåð-âî Áåññåëÿ} 6 ‖h‖2

H <∞.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ 〈h, ek〉2 → 0 ïðè k →∞⇒
〈h, ek〉 → 0 = 〈h, 0〉 . Èìååì ek

ñëàáî→ 0, íî ‖ek − 0‖H = ‖ek‖H = 1 9 0. 2

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ ñëàáî êîìïàêòíûì (ñëàáûì êîìïàêòîì),
åñëè ó ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk} èç U ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ukm},
ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå u0 ∈ U.

Çàìå÷àíèå. Èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî U ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, ñëåäóåò, ÷òî îíî ÿâëÿ-
åòñÿ ñëàáûì êîìïàêòîì, íî íå íàîáîðîò. Íàïðèìåð, åäèíè÷íûé øàð â H ïðåäñòàâëÿåò
ñëàáûé êîìïàêò, íî êîìïàêòîì íå ÿâëÿåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ J(u) íàçûâàåòñÿ ñëàáî íåïðåðûâíîé (ñëàáî ïîëóíåïðåðûâ-
íîé ñíèçó) â òî÷êå u0, åñëè äëÿ ëþáîé ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ê u0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk}
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
k→∞

J(uk) = J(u0)

( lim
k→∞

J(uk) > J(u0))

Çàìå÷àíèå. Èç ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè J(u) ñëåäóåò å¼ �îáû÷íàÿ� íåïðå-
ðûâíîñòü, íî íå íàîáîðîò.

Òåîðåìà 2 (ñëàáûé âàðèàíò òåîðåìû Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, U � ñëàáûé êîìïàêò â H, ôóíêöèÿ J(u) ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà U.
Òîãäà:

1) J∗ > −∞;

2) U∗ 6= ∅;

3) ëþáàÿ ñëàáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ëþáîé ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó U∗ (ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åñòü òàêàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}, ÷òî J(uk)
k→∞→ J∗).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Àíàëîãè÷íî Òåîðåìå 1 (ïðîâåñòè ñàìîñòîÿòåëüíî).

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì Òåîðåìû 2 íàçûâàþò ñëàáî êîð-
ðåêòíî ïîñòàâëåííûìè â M.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè òî÷êà αu + (1 − α)v ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó U äëÿ ëþáûõ u è v èç U è ëþáîãî α èç îòðåçêà [0, 1].

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ J(u) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå U, åñëè
äëÿ ëþáûõ òî÷åê u è v èç ìíîæåñòâà U è äëÿ ëþáîãî α èç îòðåçêà [0, 1] âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî J(αu+ (1− α)v) 6 αJ(u) + (1− α)J(v).

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñëàáîé êîìïàêòíîñòè â H
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q
q

u

v

U

âûïóêëîå ìíîæåñòâî

q
q

v

u

íåâûïóêëîå ìíîæåñòâî

Ðèñ. 3: ê îïðåäåëåíèþ âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà

- -

6 6

v u

âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íåâûïóêëàÿ ôóíêöèÿ

Ðèñ. 4: ê îïðåäåëåíèþ âûïóêëîñòè ôóíêöèè

Åñëè ìíîæåñòâî U âûïóêëî, çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, òî U ñëàáî êîìïàêòíî (áåç äî-
êàçàòåëüñòâà).

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñëàáîé ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó â H
Åñëè ôóíêöèÿ J(u) âûïóêëà è ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà ìíîæåñòâå U, òî J(u) ñëàáî

ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà ýòîì ìíîæåñòâå (áåç äîêàçàòåëüñòâà).
Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

1) Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë J(u) = 〈c, u〉H , ãäå c ∈ H. Îí ÿâëÿåòñÿ ñëàáî
íåïðåðûâíûì, ÷òî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè.

2) Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë J(u) = ‖Au−f‖2
F, ãäå A ∈ L(H→ F) � ëè-

íåéíûé îãðàíè÷åííûé (íåïðåðûâíûé) îïåðàòîð; H,F � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà;
f ∈ F.

Ïîêàæåì âûïóêëîñòü è íåïðåðûâíîñòü (à, êàê ñëåäñòâèå, è ïîëóíåïðåðûâíîñòü
ñíèçó) ôóíêöèîíàëà J(u), òåì ñàìûì, ñîãëàñíî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ, ìû äîêàæåì
åãî ñëàáóþ ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó.

a) (âûïóêëîñòü) Äëÿ ëþáûõ v, u ∈ U è ëþáîãî α èç îòðåçêà [0, 1] èìååì:

‖A(αu+ (1− α)v)− f‖2
F = {ò.ê. A -ëèíåéíûé} =

= ‖α(Au− f) + (1− α)(Av − f)‖2
F 6 {íåðàâåíñòâî 4} 6
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6 (α‖Au− f‖F + (1− α)‖Av − f‖F)2 6 {ò.ê. ôóíêöèÿ y = x2 âûïóêëàÿ} 6
6 α‖Au− f‖2

F + (1− α)‖Av − f‖2
F

÷òî è òðåáîâàëîñü.

b) (íåïðåðûâíîñòü) Ïóñòü uk
â H→ u ïðè k →∞, òîãäà, òàê êàê A � íåïðåðûâíûé,

Auk − f
â F→ Au − f. Îòñþäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ‖·‖ (íåðàâåíñòâî Êîøè-

Áóíÿêîâñêîãî) ñëåäóåò, ÷òî ‖Auk − f‖F → ‖Au − f‖F, òî åñòü íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèîíàëà J(u).

Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèîíàë J(u) = ‖u‖2 (A = I, f = 0, H = F ) ñëàáî ïîëóíåïðå-
ðûâåí ñíèçó, íî íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåïðåðûâíûì. (äëÿ ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííîé

ñèñòåìû {ek}∞k=1 en
ñëàáî→ 0 ïðè n→∞, íî ‖en‖2 = 1 6= 0).

3) Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî U = {u ∈ H | ‖Au− f‖2
F 6 R2}, ãäå H, F � ãèëüáåðòîâû

ïðîñòðàíñòâà, A � îáðàòèìûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç H â F, f ∈ F, R > 0
(íåâûðîæäåííûé ýëëèïñîèä), ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì êîìïàêòîì. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçó-
åìñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèå ñëàáîé êîìïàêòíîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî âûïóêëîñòè è çà-
ìêíóòîñòè ìíîæåñòâà U íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáîãî òðóäà (ñäåëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî).
Äîêàæåì åãî îãðàíè÷åííîñòü:

∀u ∈ U ‖u‖ = ‖A−1Au‖ = ‖A−1(Au− f) + A−1f‖ 6 {íåðàâåíñòâî 4} 6

6 ‖A−1(Au− f)‖+ ‖A−1f‖ 6 ‖A−1‖·‖Au− f‖+ C 6

6 C1·‖Au− f‖+ C 6 C1R + C ≡ const

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàìå÷àíèå. Øàð U = {‖u‖ 6 R} (A = I, f = 0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëàáûé
êîìïàêò, íî êîìïàêòîì íå ÿâëÿåòñÿ.

4) Ðàññìîòðèì �ïàðàëëåëåïèïåä� â L2(a, b), òî åñòü ìíîæåñòâî

U = {u(t) ∈ L2(a, b) | α(t)
ï.â.

6 u(t)
ï.â.

6 β(t), t ∈ (a, b)},

α(t), β(t) ∈ L2(a, b) çàäàíû (íàïðèìåð, êîíñòàíòû).

a) Äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü U:

‖u‖2
L2 =

bw

a

|u(t)|2 dt 6
bw

a

(max{|α(t)|, |β(t)|})2 dt ≡ R2

(çäåñü ìû ó÷èòûâàëè, ÷òî ôóíêöèÿ max{|α(t)|, |β(t)|} ∈ L2(a, b)).

b) Çàìêíóòîñòü U ñëåäóåò èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ëåáåãà (ñì., íàïðèìåð, [ÊÔ,
ãë.VII, �2,ï.5])

c) Äîêàçàòåëüñòâî âûïóêëîñòè U ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ñäåëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Èç ïóíêòîâ a),b),c) ñëåäóåò, ÷òî �ïàðàëëåëåïèïåä� â L2(a, b) åñòü ñëàáûé êîìïàêò.
Óïðàæíåíèå 5 (3). Äîêàçàòü, ÷òî �ïàðàëëåëåïèïåä� â L2(a, b) íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàê-

òîì (ïðè óñëîâèè α < β ïî÷òè âñþäó).
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2 Ýëåìåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X,Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, F : X→ Y. Îòîáðàæåíèå F
íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì ïî Ôðåø�å [Frechet] â òî÷êå x0, åñëè

F (x0 + h) = F (x0) + F ′(x0)h+ o(‖h‖X) ∀h ∈ X,

ãäå F ′(x0) ∈ L(X→ Y) � ëèíåéíûé îïåðàòîð (ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå), ïðè÷¼ì

‖o(‖h‖X)‖Y
‖h‖X

→ 0 ïðè ‖h‖X → 0.

Ïðîèçâîäíûå áîëåå ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî.
Â ñëó÷àå, êîãäà X = H � ãèëüáåðòîâî, Y = R1, èìååì:

J(u0 + h) = J(u0) + J ′(u0)h+ o(‖h‖H).

J ′(u0) ∈ H∗ = L(H→ R1) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íàä H,
ñîïðÿæ¼ííîå ê H.

Òåîðåìà (Ðèññ). [ÊÔ, ãë. IV, �2, ï.3]
Ïðîñòðàíñòâî H èçîìîðôíî ñîïðÿæ¼ííîìó ïðîñòðàíñòâó H∗: H w H∗, ò.å. äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà f èç H∗ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò hf èç H òàêîé, ÷òî

f(h) = 〈hf , h〉H ∀h ∈ H,

ïðè÷¼ì
‖f‖H∗ = ‖hf‖H

(áåç äîêàçàòåëüñòâà).
Çàìå÷àíèå. Åñëè ó ôóíêöèè J(u) : H → R1 ñóùåñòâóåò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ J ′′(u),

òî ïðèðàùåíèå ôóíêöèè J(u) â òî÷êå u0 ïðåäñòàâèìî â âèäå:

J(u0 + h) = J(u0) + 〈J ′(u0), h〉+
1

2
〈J ′′(u0)h, h〉+ o(‖h‖2).

Óïðàæíåíèå 6 (5). Ïîêàçàòü, ÷òî èç òîãî, ÷òî J(u0+h) = J(u0)+ah+ 1
2
bh2+o(‖h‖2),

íå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå J ′′(u0) (ðàññìîòðåòü ñëó÷àé H = R1).
Òåîðåìà (î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè). [ÊÔ, ãë.X]
Ïóñòü X,Y,Z � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, F : X → Y, G: Y → Z, ñóùåñòâó-

åò ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè F â òî÷êå x0, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè G â òî÷êå
y0 = F (x0). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè GF : X → Z â òî÷êå x0,
ïðè÷¼ì

(GF )′(x0) = G′(y0)F ′(x0)

(áåç äîêàçàòåëüñòâà).
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Ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

Ââåä¼ì ðÿä îáîçíà÷åíèé:

C(U) � êëàññ íåïðåðûâíûõ íà U ôóíêöèé;

Lip(U) � êëàññ Ëèïøèö-íåïðåðûâíûõ íà U ôóíêöèé (ò.å. ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |f(u)− f(v)| 6 L·‖u− v‖H, ãäå L � êîíñòàíòà Ëèïøèöà);

C1(U) � êëàññ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé;

C2(U) � êëàññ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ôóíêöèè J(u) ∈ C1(U) è ∀u, v ∈ U âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî:

J(u)− J(v) =

1w

0

〈J ′(v + t(u− v)), u− v〉H dt =

= 〈J ′(v + θ(u− v)), u− v〉H , ãäå θ ∈ [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå

F : R1 → H, F (t) = v + t(u− v), F ′(t) = u− v.

Òîãäà áóäåì èìåòü:

J(u)− J(v) = JF (1)− JF (0) = {ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà} =

=

1w

0

(JF )′(t) dt = {òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè} =

=

1w

0

J ′(F (t))︸ ︷︷ ︸
∈H∗=H

F ′(t)︸ ︷︷ ︸
u−v

dt = {òåîðåìà Ðèññà} =

1w

0

〈J ′(v + t(u− v)), u− v〉H dt =

= {òåîðåìà î ñðåäíåì (ìàòàíàëèç-I)} = 〈J ′(v + θ(u− v)), u− v〉H , θ ∈ [0, 1] 2

Óïðàæíåíèå 7 (3). Ïóñòü J(u) ∈ C2(H). Äîêàçàòü, ÷òî

〈J ′(u+ h)− J ′(u), g〉H =

1w

0

〈J ′′(u+ th)h, g〉H dt = 〈J ′′(u+ θh)h, g〉H , ãäå θ ∈ [0, 1].

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé.

1) H = R, J ′(u) =

(
∂J

∂u1

,
∂J

∂u2

, . . . ,
∂J

∂un

)
(ãðàäèåíò), J ′′(u) =

(
∂2J

∂xi∂xj

)
n×n

(ìàòðèöà

Ãåññå, ãåññèàí).

2) J(u) = 〈c, u〉H ⇒ J ′(u) ≡ C ∈ H, J ′′(u) = Θ, (Θ � íóëü-îïåðàòîð).
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3) J(u) = ‖Au− f‖2
F, A ∈ L(H→ F), f ∈ H:

J(u+ h)− J(u) = ‖(Au− f) + Ah‖2
F − ‖Au− f‖2

F = 2 〈Au− f, Ah〉F + ‖Ah‖2
F

Çàìåòèì, ÷òî ‖Ah‖2
F = o(‖h‖H), òàê êàê ‖Ah‖2

F 6 ‖A‖2
L·‖h‖2

H. Îòñþäà, ñäåëàâ ýëå-
ìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå, ïîëó-
÷àåì, ÷òî J ′(u) = 2A∗(Au − f). Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî J ′′(u) = 2A∗A
(J ′′(u) ∈ L(H→ H)).

Óïðàæíåíèå 8 (3). Íàéòè ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå äëÿ ôóíêöèîíàëà

J(u) =
1

2
〈Au, u〉H − 〈f, u〉H, ãäå A ∈ L(H→ H), f ∈ H.

Óïðàæíåíèå 9 (4). Íàéòè ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå äëÿ ôóíêöèîíàëà

J(u) = g(‖u‖H), g: R1 → R1, g ∈ C2(R1).

×òî áóäåò, åñëè g(t) ≡ t, g(t) ≡ t3?

3 Ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì óïðàâëåíèÿ ëèíåéíûìè äè-

íàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè ñëåäóþùèõ
óñëîâèÿõ:

x′(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + f(t), t0 < t < T, x(t0) = x0, u(t) ∈ U ⊆ L2
r(t0, T ), (1)

çäåñü A(t) = {aij(t)} � ìàòðèöà (îïåðàòîð)ïîðÿäêà n×n, B(t) = {bij(t)} � ìàòðèöà ïî-
ðÿäêà n×r, f(t) = {fi(t)} � ìàòðèöà ïîðÿäêà n×1, òî åñòü n-ìåðíûé âåêòîð ñòîëáåö;
ìîìåíòû âðåìåíè t0, T, à òàêæå òî÷êà x0 çàäàíû; U � çàäàííîå ìíîæåñòâî èç L2

r(t0, T );
x(t, u) = x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) � ðåøåíèå (òðàåêòîðèÿ), ñîîòâåòñòâóþùàÿ óïðàâëå-
íèþ u = u(t) = (u1(t), . . . , ur(t)) ∈ L2

r(t0, T ). Òàêæå ìû ñ÷èòàåì èçâåñòíîé òðàåêòîðèþ,
ðàçíèöó ñ êîòîðîé ìû ìèíèìèçèðóåì � y(t).

Êðèòåðèÿìè êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ ìîãóò âûñòóïàòü ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëû, íàïðè-
ìåð:

J1(u) = |x(T, u)− y|2Rn → inf � òåðìèíàëüíûé êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë (2)

èëè

J2(u) =

Tw

t0

|x(t, u)− y(t)|2Rn dt→ inf � èíòåãðàëüíûé êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë (3)

Ìèíèìèçàöèÿ òåðìèíàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà ïîçâîëÿò äîáèòüñÿ òî÷íî-
ñòè â äîñòèæåíèè êîíå÷íîé òî÷êè. Èíòåãðàëüíîãî � áëèçîñòè òðàåêòîðèè ê çàäàííîé.
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Îïðåäåëåíèå. Ïðè u(t) ∈ L2(t0, T ) ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1) ïîíèìàåòñÿ íåïðå-
ðûâíàÿ íà îòðåçêå [t0, T ] ôóíêöèÿ x(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

x(t) = x0 +

tw

t0

(A(τ)x(τ) +B(τ)u(τ) + f(τ)) dτ, t ∈ [t0, T ]

Ïðè ýòîì ôóíêöèîíàëû A(t), B(t), F (t) äîëæíû ïðèíàäëåæàòü êëàññó èçìåðèìûõ
ïî Ëåáåãó è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé L∞(t0, T ).

Íàïîìíèì, ÷òî ‖u‖L∞(t0,T ) = inf
C>0:

|u(t)|6C ï.â.

C = lim
p→∞

(
Tr

t0

|u(t)|p dt

) 1
p

Ðåäóöèðóåì èñõîäíóþ çàäà÷ó ê ëèíåéíîé, ïîëîæèâ x = x1 + x2, ãäå{
x′1 = Ax1 +Bu
x1(t0) = 0,

{
x′2 = Ax2 + f
x2(t0) = x0.

Çàìåòèì, ÷òî âî âòîðîé ñèñòåìå íåò íåèçâåñòíîãî óïðàâëåíèÿ, à çíà÷èò ìîæíî íàé-
òè x2. Ïðè òàêîé ðåäóêöèè êðèòåðèàëüíûå ôóíêöèîíàëû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

J1(u) = |x1(T, u)︸ ︷︷ ︸
=A1u

− (y − x2(T ))︸ ︷︷ ︸
=f∈Rn

|2 = ‖A1u− f‖2
Rn ,

J2(u) =

Tw

t0

|x1(t, u)︸ ︷︷ ︸
=A2u

− (y − x2(t))︸ ︷︷ ︸
=f∈L2(t0,T )

|2 dt = ‖A2u− f‖L2(t0,T ).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) èëè çàäà÷è (1), (3) íåîáõîäèìî ìèíèìè-
çèðîâàòü íîðìû ‖A1u−y‖2 è ‖A2u−y‖2 ñîîòâåòñòâåííî, ãäå îïåðàòîðû A1 è A2 çàäàþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì

A1u = x(T, u): L2(t0, T )→ Rn,
A2u = x(t, u): L2(t0, T )→ L2(t0, T ).

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîðû A1 è A2 îãðàíè÷åíû, òî åñòü
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðì ‖Au‖ 6 c·‖u‖. Èç (1) è îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
èìååì

|x(t)| =

∣∣∣∣∣
tw

t0

(A(τ)x(τ) +B(τ)u(τ)) dτ

∣∣∣∣∣ 6
tw

t0

(|A(τ)||x(τ)|+ |B(τ)||u(τ)|) dτ.

Òàê êàê A(t), B(t) ∈ L∞, òî ìîäóëè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó
êîíñòàíòàìè, òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî |x(t)| íå ïðåâîñõîäèò

CB

tw

t0

|u(τ)| dτ + CA

tw

t0

|x(τ)| dτ.

Ìîæíî çàãðóáèòü îöåíêó, çàìåíèâ ìîìåíò âðåìåíè íà ìàêñèìàëüíûé, òîãäà â ñèëó
íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìåíüøå èëè ðàâíî

CB
√
T − t0‖u‖L2 + CA

tw

t0

|x(τ)| dτ.
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Ýòà îöåíêà âåðíà äëÿ âñåõ t ∈ [t0, T ]. Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà Ãðîíóîëëà-
Áåëëìàíà. Íàïîìíèì å¼ ôîðìóëèðîâêó áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ëåììà (Ãðîíóîëë-Áåëëìàí). [Â2, ñòð. 30�31, ëåììà 2], [ÀÒÔ, ñòð. 189]
Ïóñòü ôóíêöèÿ ω(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

0 6 ω(t) 6 b+ a

tw

t0

ω(τ) dτ (b > 0, a > 0).

Òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî ω(t) 6 b·ea(t−t0).
Ïðèìåíÿÿ ëåììó ê ôóíêöèè x(t), ïîëó÷àåì îöåíêó |x(t)| 6 CB

√
T − t0‖u‖eCA(t−t0), òî

åñòü |x(t)| 6 C‖u‖. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîð A1 îãðàíè÷åí.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà A2 çàìåòèì, ÷òî

‖A2u‖L2 = ‖x‖L2 =

√√√√ Tw

t0

|x(t)|2 dt 6 C‖u‖L2

√
T − t0.

Èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ôóíêöèîíàëû J1(u) è J2(u)
ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó íà L2, îòêóäà ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3 (î ñóùåñòâîâàíèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàäà÷ (1), (2) è (1), (3)). Ïóñòü
A(t), B(t), f(t) ∈ L∞(t0, T ); y(t) ∈ L2(t0, T ), x0 ∈ Rn, y ∈ Rn. Òîãäà ó îáåèõ çàäà÷
(1), (2) è (1), (3) ïðè âûáîðå óïðàâëåíèÿ èç ñëàáî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà U ⊂ L2(t0, T )
ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî ñóòè, äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà Òåîðåìó 2.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê âîïðîñó î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèîíàëîâ J1 è J2. Äëÿ ëþáî-
ãî äèôôåðåíöèðóåìîãî ïî Ôðåøå êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà J(u) = ‖Au−f‖2 ñïðàâåä-
ëèâû ôîðìóëû J ′(u) = 2A∗(Au− f) è J ′′(u) = 2A∗A. Âû÷èñëèì ñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû
â íàøåì ñëó÷àå. Äëÿ îïåðàòîðà A1 äëÿ ëþáîãî v èìååì

〈A1u, v〉Rn = 〈u,A∗1v〉L2

Åñëè ðàñïèñàòü ýòî ðàâåíñòâî, òî ïîëó÷èì

〈x(T, u), v〉Rn =

Tw

t0

〈u(t), . . .〉Rr dt,

ãäå âìåñòî ìíîãîòî÷èÿ ñòîèò íåîáõîäèìûé íàì ìíîæèòåëü.
Ââåä¼ì ôóíêöèþ ψ(t) êàê ðåøåíèå ñîïðÿæ¼ííîé çàäà÷è Êîøè:{

ψ(T ) = v,
ψ′(t) = −AT (t)ψ(t).

(5)
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Òîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ðàñïèñàòü êàê

〈x(T ), v〉Rn = 〈x(T ), ψ(T )〉 − 〈0, ψ(t0)〉 = {ô-ëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, x(t0) = 0} =

=

Tw

t0

〈x(t), ψ(t)〉′t dt =

Tw

t0

(〈x′(t), ψ(t)〉+ 〈x(t), ψ′(t)〉) dt = {x′(t) = Ax+Bu} =

=

Tw

t0

〈Bu, ψ(t)〉Rn dt+

Tw

t0

(〈Ax, ψ(t)〉Rn + 〈x(t), ψ′(t)〉Rn) dt =

=

Tw

t0

〈
u(t), BTψ(t)

〉
Rr dt+

Tw

t0

〈
x(t), ψ′(t) + AT (t)ψ(t)

〉
Rn dt

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ñèëó (5) îáíóëÿåòñÿ, à èç ïåðâîãî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
A∗1v = BTψ(t).

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ îïåðàòîðà A2:

〈A2u, v〉L2 = 〈u,A∗2v〉L2

Tw

t0

〈x(t, u), v〉Rn =

Tw

t0

〈u(t), . . .〉Rr dt

Ïðèáàâèì ê ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà èíòåãðàë

Tw

t0

〈Bu+ Ax− x′(t), ψ(t)〉Rn dt = 0,

ãäå ψ(t) � ðåøåíèå ñèñòåìû {
ψ(T ) = 0,
ψ′(t) = −AT (t)ψ(t)− v(t).

(6)

Ïîëó÷àåì:

Tw

t0

〈x(t, u), v〉Rn =

Tw

t0

〈
u(t), BTψ(t)

〉
Rr dt+

Tw

t0

(
〈x(t), v(t)〉+

〈
x(t), ATψ

〉
− 〈x′(t), ψ〉

)
dt.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íóëü â ñèëó (6) è òîãî, ÷òî ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-
Ëåéáíèöà

−
Tw

t0

〈x′(t), ψ〉 dt = −〈x(t), ψ(t)〉
∣∣∣∣T
t=t0

+

Tw

t0

〈x(t), ψ′(t)〉 dt =

Tw

t0

〈x(t), ψ′(t)〉 dt.

Îòñþäà A∗2v = BTψ(t).
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Òåîðåìà 4 (î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèîíàëîâ J1 è J2). Ïóñòü A(t), B(t) ∈ L∞(t0, T );
y(t) ∈ L2(t0, T ), y ∈ Rn. Òîãäà îáà ôóíêöèîíàëà J1 è J2 áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû ïî u
íà L2(t0, T ), ïðè÷¼ì

J ′1(u) = 2BTψ(t), ãäå ψ(t) � ðåøåíèå (5),

J ′2(u) = 2BTψ(t), ãäå ψ(t) � ðåøåíèå (6).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ôàêòè÷åñêè ìû ïðîâåëè äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû âûøå ïðè âû÷èñëåíèè îïåðà-

òîðîâ A∗1 è A
∗
2.

Óïðàæíåíèå 10 (5). Âû÷èñëèòü J ′(u) äëÿ

J(u) =

lw

0

|y(x, u)− z(x)|2 dx,

ãäå y � ðåøåíèå ñèñòåìû (k(x)y′(x))′ − q(x)y(x) = u(x), 0 < x < l
y(0) = 0
y(l) = 0

k(x) > k0 > 0, q(x) > 0, u(x) ∈ L2(0, l).

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ñëåäóþùóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó2:
xi+1 − xi

h
= Aixi +Biui, i = 0, 1, . . . , N − 1;

x0 = 0,
(1)

ãäå âåêòîð x ∈ Rn,à u ∈ Rr. Ââåä¼ì ïðîñòðàíñòâî L2
h ≡ RN×r ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-

íèåì 〈u, v〉L2
h

=
N−1∑
i=0

〈ui, vi〉Rr h. Ââåä¼ì âåêòîð

u = (u0, u1, . . . , un−1) ∈ U ⊂ L2
h. (2)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïîòðåáóåì çàìêíóòîñòè è îãðàíè÷åííîñòè U . Íàêîíåö, ââå-
ä¼ì ôóíêöèîíàëû êà÷åñòâà:

J(u) =
N∑
i=1

|xi(u)− fi|2Rnh, (3)

àíàëîãè÷íûé èíòåãðàëüíîìó ôóíêöèîíàëó èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, è

J(u) = |xN(u)− f |2Rn , (4)

2Îòìåòèì, ÷òî ýòà ñõåìà åñòü íè ÷òî èíîå, êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ẋ = A(t)x(t)+B(t)u(t), x(0) = 0
ìåòîäîì ëîìàííûõ Ýéëåðà.
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ÿâëÿþùèéñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, àíàëîãîì òåðìèíàëüíîãî ôóíêöèîíàëà. Çàïèøåì ýòè ôóíê-
öèîíàëû â õîðîøî çíàêîìîì íàì âèäå ||Au − f ||2. Ââåä¼ì äëÿ ýòîãî ñîîòâåñòâóþùèå
îïåðàòîðû A:

Au = (x1(u), x2(u), . . . , xN(u)) : L2
h → L2

h,

äëÿ (3) è
Au = xN(u) : L2

h → Rn

äëÿ (4). Ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ íà ôóíêöèîíàëå (4). Òàê êàê îí èìååò êâàäðàòè÷íûé
âèä, òî åãî ïðîèçâîäíàÿ3 J ′(u) = 2A∗(Au − f). Íàéäåì A∗. Äëÿ ýòîãî òðàíñôîðìèðóåì
ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà 〈Au, v〉 = 〈u,A∗v〉:

〈Au, v〉 = 〈xN , v〉Rn + 0 = 〈xN , v〉+
N−1∑
i=0

〈
Aixi +Biui −

xi+1 − xi
h

, ψi

〉
h, (5)

ãäå ψi íàì íàäëåæèò âûáðàòü íåêèì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Äëÿ ýòîãî ðàñïèøåì ïîäðîá-
íî ïåðâóþ ÷àñòü äîáàâëåííîãî âûðàæåíèÿ:

N−1∑
i=0

〈Aixi, ψi〉h =
N−1∑
i=0

〈
xi, A

T
i ψi
〉
h = {èáî x0 = 0} =

N∑
i=1

〈
xi, A

T
i ψi
〉
h−

〈
xN , A

T
NψN

〉
.

Âòîðóþ æå ÷àñòü çàïèøåì â âèäå

N−1∑
i=0

〈Biui, ψi〉h =
N−1∑
i=0

〈
ui, B

T
i ψi
〉
h,

à òðåòüþ �

−
N−1∑
i=0

〈xi+1, ψi〉+
N−1∑
i=0

〈xi, ψi〉 = −
N∑
i=1

〈xi, ψi−1〉+
N∑
i=1

〈xi, ψi〉 − 〈xN , ψN〉 .

Òåïåðü âûáåðåì ψi òàê, ÷òî áû â (5) îñòàëîñü òîëüêî âûðàæåíèå âèäà 〈xN , A∗v〉. Äëÿ ýòî
ïîòðåáóåì, ÷òî áû ψi áûëè ðåøåíèÿìè ñåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ

ψi − ψi−1

h
= −ATi ψi, i = N,N − 1, . . . , 1;

(I + hATN)ψN = v.
(6)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ

Òåîðåìà 5. Ôóíêöèîíàëû (3) è (4) äèôôåðåíöèðóåìû íà âñåì L2
h, è J

′(u) = 2A∗(Au−f),
ãäå äåéñòâèå îïåðàòîðà A* íà âåêòîð v îïèñûâàåòñÿ êàê A∗v = (BT

0 ψ0, B
T
1 ψ1, . . . , B

T
N−1ψN−1),

ãäå

1. ψi � ðåøåíèÿ (6) â ñëó÷àå (4),

3ßñíî, ÷òî îïåðàòîð A ëèíååí è îãðàíè÷åí...
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2. ψi � ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ψi − ψi−1

h
= −ATi ψi − vi, i = N,N − 1, . . . , 1;

ψN = 0.

â ñëó÷àå (3).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òåîðåìà íàìè äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ (4), äëÿ ñëó÷àÿ (3) âñå ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Óïðàæíåíèå 11 (5). Íàéòè J ′(u) â L2
h ôóíêöèîíàëà

J(u) =
N−1∑
i=1

|yi(u)− zi|2h,

ãäå yi - ðåøåíèå ñåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ−
yi+1 − 2yi + yi−1

h2
− yi = −ui,

y0 = 0, yN = 0.

Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî ïðèìåðà, ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ: 

yt = yxx, (t, x) ∈ Q = [0 < t < T, 0 < x < l],

y(0, t) = y(l, t) = 0, t ∈ [0, T ],

y(x, 0) = u(x), x ∈ [0, l].

(7)

Ïóñòü u ∈ U ⊂ L2. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïîòðåáóåì îò U ñëàáîé êîìïàêòíîñòè.
Ââåäåì ôóíêöèîíàëû êà÷åñòâà:

J(u) =
x

Q

|y(t, x, u)− f(t, x)|2 dtdx, (8)

ãäå f ∈ L2(Q), è

J(u) =

lw

0

(y(T, x, u)− f(x))2 dx, (9)

ãäå f(x) ∈ L2[0, l]. Çàïèøåì ýòè ôóíêöèîíàëû â âèäå ||Au − f ||2. Äëÿ ýòîãî ââåäåì â
êàæäîì ñëó÷àå îïåðàòîðû A:

Au = y(t, x, u) ∈ L2(Q)

â ñëó÷àå (8), è
Au = y(T, x, u) ∈ L2[0, l]

â ñëó÷àå (9). Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè J ′(u), íàäî äîêàçàòü ëèíåéíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü
ýòèõ îïåðàòîðîâ. Ëèíåéíîñòü î÷åâèäíà, äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü.

20



Äëÿ ýòîãî äîìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå â (7) íà y è ïðîèíòåãðèðóåì ïî Qt = (0, t) ×
(0, l):

x

Qt

yty dsdx =
1

2

w l

0
y2(t, x) dx− 1

2

lw

0

y2(0, x) dx =
1

2

lw

0

y2(t, x) dx− 1

2

lw

0

u2(x) dx,

è, êðîìå òîãî, â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,
x

Qt

yxxy dsdx = −
x

Qt
y2
x dsdx.

Ïðèðàâíèâàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì:

1

2

lw

0

y2(t, x) dx+
x

Qt
y2
x dsdx =

1

2
||u||2L2[0,l].

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ïîëîæèòåëüíî, è, ñòàëî áûòü,

1

2

lw

0

y2(t, x) dx 6
1

2
||u||2L2[0,l]. (10)

Åñëè â (10) ïîëîæèòü t = T , òî ìû ïîëó÷èì îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà A â ñëó÷àå (9);
åñëè âìåñòî ýòîãî ïðîèíòåãðèðîâàòü îò 0 äî T , òî ïîëó÷èì îãðàíè÷åííîñòü A â ñëó÷àå
(8)4.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ïîäàâàÿ â (7) íà âõîä ôóíêöèþ u(x) èç L2, ìû ïîëó÷èì
ðåøåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, â îáîáùåííîì ñìûñëå.

Ïîêàæåì òåïåðü äèôôåðåíöèðóåìîñòü è íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèîíàëà (9). Òàê
êàê îí èìååò âèä J(u) = ||Au− f ||2L2[0,l], A : L2[0, l]→ L2[0, l]., òî åãî ïðîèçâîäíàÿ èìååò

âèä J ′(u) = 2A∗(Au− f). Íàéäåì A∗.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, 〈Au, v〉 = 〈u,A∗v〉, ò.å.
r l

0
y(T, x, u)v(x) dx =

r l
0
u(x)(A∗v)(x)dx. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ïóíêòàì, ðàñïèøåì:

lw

0

y(T, x)v(x)dx+ 0 =

lw

0

y(T, x)v(x)dx+
x

Q

(yxx − yt)ψ(t, x) dtdx, (11)

ãäå ψ(t, x) ìû âûáåðåì íåêîòîðûì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, ïîòðåáóåì ñïðà-
âåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ

x

Q

yxxψ dtdx = −
x

Q

yxψx dtdx =
x

Q

yψxx dtdx,

äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ ψ(t, 0) = ψ(t, l) = 0. Ðàññìîòðèì

−
x

Q

ytψ dtdx = −
lw

0

y(T, x)ψ(T, x) dx+

lw

0

u(x)ψ(0, x) dx+
x

Q

yψt dtdx.

4Ïðè ýòîì ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå (9) ||A|| 6 1, à â ñëó÷àå (10) ||A|| 6
√

T .
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Äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òî áû ψ(T, x) = v(x) è ψt = ψxx. Òîãäà (11) ïðèìåò âèä

lw

0

u(x)ψ(0, x)dx,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî A∗v = ψ(0, x). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 6. Ôóíêöèîíàëû (8) è (9) äèôôåðåíöèðóåìû íà âñåì ïðîñòðàíñòâå L2[0, l],
ïðè÷åì J ′(u) = 2ψ(0, x, u), ãäå ψ -

1. ðåøåíèå çàäà÷è 
ψt + ψxx = 0,

ψ(t, 0) = ψ(t, l) = 0,

ψ(T, l) = y(T, x, u)− f(x),

â ñëó÷àå (9),

2. ðåøåíèå çàäà÷è 
ψt + ψxx = −y(t, x, u) + f(x),

ψ(t, 0) = ψ(t, l) = 0,

ψ(T, l) = 0),

â ñëó÷àå (8).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñëó÷àé (8) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî (9).

Óïðàæíåíèå 12 (5).Íàéòè ïåðâóþ ïðîèâçîäíóþ ôóíêöèîíàëîâ

J(u) =
x

Q

|y(t, x, u)− f(t, x)|2 dx, J(u) =

lw

0

|y(T, x, u− f(x)|2 dx,

ãäå y - ðåøåíèå 
ut = uxx, (t, x) ∈ Q = (0, T )× (0, l),

yx(t, 0) = yx(t, l) = 0,

yt(0, x) = u(x).

4 Ýëåìåíòû âûïóêëîãî àíàëèçà

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âûïóêëîé ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ J(u) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå U, åñëè

J(αu+ (1− α)v) 6 αJ(u) + (1− α)J(v) ∀u, v ∈ U, ∀α ∈ [0, 1].

È ââåä¼ì íåñêîëüêî íîâûõ ïîíÿòèé:
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ J(u) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé, åñëè

J(αu+ (1− α)v) < αJ(u) + (1− α)J(v) ∀u, v ∈ U, u 6= v,∀α ∈ (0, 1).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ J(u) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé ñ êîýôôèöèåíòîì κ > 0,
åñëè

J(αu+ (1− α)v) 6 αJ(u) + (1− α)J(v)− κ

2
α(1− α)‖u− v‖2 ∀u, v ∈ U, ∀α ∈ [0, 1].

- -

- -

6 6

6 6

íåâûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íåñòðîãî âûïóêëàÿ

ôóíêöèÿ

ex

ñòðîãî, íî íå ñèëüíî

âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ

x2

ñèëüíî âûïóêëàÿ

ôóíêöèÿ ñ κ = 1

Ðèñ. 5: ê îïðåäåëåíèþ âûïóêëîñòè ôóíêöèè

Òåîðåìà 7 (î ëîêàëüíîì ìèíèìóìå âûïóêëîé ôóíêöèè). Ïóñòü ìíîæåñòâî U âûïóê-
ëîå, ôóíêöèÿ J(u) âûïóêëà íà U, J∗ > −∞, òîãäà:

1) ëþáàÿ òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà J(u) íà U ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìè-
íèìóìà;

2) åñëè U∗ 6= ∅, òî U∗ âûïóêëî;

3) åñëè U∗ 6= ∅, à J(u) ñòðîãî âûïóêëà, òî U∗ = {u∗} (ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü òî÷êà u∗ ∈ U � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, ò.å.

∃ε > 0 : ∀u ∈ U ∩ {‖u− u∗‖ 6 ε} ⇒ J(u) > J(u∗).
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Ôèêñèðóåì ëþáóþ òî÷êó v ∈ U, òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå α0, 0 < α0 < 1, ÷òî äëÿ ëþáîãî
α èç îòðåçêà [0, α0] âûïîëíåíî óñëîâèå

u∗ + α(v − u∗) ∈ U ∩ {‖u− u∗‖ 6 ε}.

Èìååì:

J(u∗) 6 J(u∗ + α(v − u∗)) 6 {îïð. âûïóêëîé ôóíêöèè} 6 (1− α)J(u∗) + αJ(v).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî αJ(u∗) 6 αJ(v), ïðè÷¼ì α > 0, òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ïåðâîå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â U∗ ñóùåñòâóåò ýëå-

ìåíò v∗ 6= u∗, òîãäà äëÿ ëþáîãî α èç èíòåðâàëà (0, 1) áóäåì èìåòü:

J∗ = J(αu∗ + (1− α)v∗︸ ︷︷ ︸
∈U∗(ïî ï.2)

) < {ò.ê. J ñòðîãî âûïóêëà} <

< αJ(u∗) + (1− α)J(v∗) = {v∗, u∗ ∈ U} = J(v∗) = J∗.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå è òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Òåîðåìà 8 (ñèëüíî âûïóêëûé âàðèàíò òåîðåìû Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü H � ãèëüáåð-
òîâî ïðîñòðàíñòâî, ìíîæåñòâî U ⊂ H âûïóêëî è çàìêíóòî (íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè-
÷åíî!), ôóíêöèÿ J(u) ñèëüíî âûïóêëà ñ êîýôôèöèåíòîì κ è ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà U
(ò.å. è ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó) òîãäà:

1) J∗ > −∞;

2) U∗ = {u∗} 6= ∅;

3) ∀u ∈ U κ
2
‖u− u∗‖2

H 6 J(u)− J(u∗).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàôèêñèðóåì ëþáóþ òî÷êó u0 èç U è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M(u0) = {u ∈ U|J(u) 6 J(u0)}.

Äîêàæåì, ÷òî M(u0) âûïóêëî, çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.
Âûïóêëîñòü ñëåäóåò èç âûïóêëîñòè U è J(u).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìêíóòîñòè ðàññìîòðèì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{uk}∞k=1 ⊂ M(u0), ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå u. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà
u ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M(u0). Òàê êàê U çàìêíóòî, òî òî÷êà u ∈ U, è

J(u) 6 {J ï.í. ñíèçó} 6 lim
k→∞

J(uk) 6 {J(uk) 6 J(u0)∀k} 6 J(u0).

Òàêèì îáðàçîì, çàìêíóòîñòü äîêàçàíà.
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M1
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M(u0) =

= M1 ∪M2

Ðèñ. 6: ìíîæåñòâî M

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî M(u0) îãðàíè÷åíî. Äëÿ ýòîãî ðàçîáü¼ì ýòî ìíîæåñòâî íà äâà
(ñì. ðèñ. 6):

M(u0) = (M(u0) ∩ {‖u− u0‖ 6 2}︸ ︷︷ ︸
M1

) ∪ (M(u0) \M1︸ ︷︷ ︸
M2

).

Ìíîæåñòâî M1 îãðàíè÷åíî (ïî ïîñòðîåíèþ), òî åñòü íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü îãðà-
íè÷åííîñòü ìíîæåñòâà M2.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè u èç M2 u ∈ U, J(u) 6 J(u0), ‖u − u0‖ > 2. Âîçüì¼ì ÷èñëî
α = 1

‖u−u0‖ ∈ (0, 1
2
), 1 − α ∈ (1

2
, 1), òîãäà äëÿ òî÷êè v = u0 + α(u− u0)︸ ︷︷ ︸

‖·‖=1<2

∈ M1 âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

J(v) 6 {J(u) ñèëüíî âûïóêëà} 6 (1− α)J(u0) + αJ(u)− κ

2
α(1− α)‖u− u0‖2.

Îòñþäà, ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå è ó÷òÿ îãðàíè÷åíèÿ íà α, ïîëó÷àåì, ÷òî

κ

4
‖u− u0‖ 6 J(u0)− J(v).

Íî v ∈ M1, à äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâà (òàê êàê îíî âûïóêëî, çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî)

âûïîëíåíà Òåîðåìà 2: J1∗ = inf
u∈M1

J(u) > −∞ � è ìû èìååì ‖u− u0‖ 6 4(J(u0)−J1∗)
κ

.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî M2 (à çíà÷èò è âñ¼ ìíîæåñòâî M) îãðàíè÷åíî è ïåðâîå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç Òåîðåìû 5.
Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå. Èìååì

J(u∗) 6 J(u∗ + α(u− u∗)︸ ︷︷ ︸
∈U

) 6 {J(u) ñèëüíî âûïóêëà} 6

6 αJ(u) + (1− α)J(u∗)−
κ

2
α(1− α)‖u− u∗‖2

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

κ

2
α(1− α)‖u− u∗‖2 6 αJ(u) + (1− α)J(u∗)− J(u∗) = α[J(u)− J(u∗)]

òî åñòü, κ
2
(1− α)‖u− u∗‖2 6 J(u)− J(u∗). Óñòðåìëÿÿ α ê íóëþ, ïîëó÷àåì òðåòüå óòâåð-

æäåíèå.
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Òåîðåìà 9 (êðèòåðèé âûïóêëîñòè äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé). Ïóñòü H � ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ìíîæåñòâî U ⊂ H âûïóêëî, J(u) ∈ C1(U). Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) J(u) âûïóêëà;

(b) J(u) > J(v) + 〈J ′(v), u− v〉H ∀u, v ∈ U;

(c) 〈J ′(u)− J ′(v), u− v〉H > 0 ∀u, v ∈ U.

Åñëè, êðîìå òîãî, J(u) ∈ C2(U) è intU 6= ∅, òî ýêâèâàëåíòíû óòâåðæäåíèÿ (a)−(c)
è óòâåðæäåíèå

(d) 〈J ′′(u)·h, h〉H > 0 ∀u ∈ U,∀h ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ íà÷àëà ïðîâåä¼ì öåïî÷êó äîêàçàòåëüñòâ ïî ñõåìå (a)⇒ (b)⇒ (c)⇒ (a).

1) (a)⇒ (b)

Ïî îïðåäåëåíèþ âûïóêëîé ôóíêöèè:

J(αu+ (1− α)v) 6 αJ(u) + (1− α)J(v).

Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå è ïîëó÷èì:

αJ(u) > αJ(v) + [J(v + α(u− v))− J(v)].

Ïðèìåíèì ê âûðàæåíèþ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé:

αJ(u) > αJ(v) + 〈J ′(v + θα(u− v)), α(u− v)〉H , θ ∈ [0, 1].

Òåïåðü ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà α > 0 è óñòðåìèì α ê íóëþ. Òàê êàê
J ′(u) íåïðåðûâíà ïî óñëîâèþ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáûõ u, v ∈ U:

J(u) > J(v) + 〈J ′(v), u− v〉H ,

ò.å. óòâåðæäåíèå (b).

2) (b)⇒ (c)

Çàïèøåì óñëîâèå (b) äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê u, v ∈ U:

J(u) > J(v) + 〈J ′(v), u− v〉H

J(v) > J(u) + 〈J ′(u), v − u〉H ,

è ñëîæèì äâà ýòèõ íåðàâåíñòâà:

J(u) + J(v) > J(v) + J(u) + 〈J ′(v)− J ′(u), u− v〉H

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå (c).
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3) (c)⇒ (a)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç w âûðàæåíèå αu+ (1− α)v. Òîãäà:

αJ(u)+(1−α)J(v)−J(αu+(1−α)v) = αJ(u)+(1−α)J(v)− [αJ(w)+(1−α)J(w)] =

= α(J(u)− J(w)) + (1− α)(J(v)− J(w)) = {ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé} =

= α

1w

0

〈J ′(w + t(u− w)), u− w〉H dt+ (1− α)

1w

0

〈J ′(w + t(v − w)), v − w〉H dt.

Çàìåòèì, ÷òî u−w = (1−α)(u−v), v−w = α(v−u) è, ïðîäîëæàÿ öåïî÷êó ðàâåíñòâ,
ïîëó÷èì, ÷òî ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå ðàâíî

α(1− α)

1w

0

〈J ′(w + t(u− w))− J ′(w + t(v − w)), u− v〉H dt.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç x âûðàæåíèå w+ t(u−w), à ÷åðåç y âûðàæåíèå w+ t(v−w),
òî u−v áóäåò ðàâíÿòüñÿ (x−y)/t, ãäå t > 0. Òîãäà â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùèé
èíòåãðàë ðàâåí

1w

0

1

t
〈J ′(x)− J ′(y), x− y〉H dt > 0.

Òàêèì îáðàçîì, èìïëèêàöèÿ (c)⇒ (a) äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî èç óòâåðæäåíèÿ (c) ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå (d).

Ôèêñèðóåì ëþáîå u ∈ intU è ëþáîå h ∈ H. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε0 > 0, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ε ∈ [0, ε0] òî÷êà u+ εh ∈ U. Èìååì

〈J ′(u+ εh)− J ′(u), εh〉H > 0.

Ïðèìåíèì ê ïåðâîìó àðãóìåíòó ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùå-
íèé (çäåñü ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî J(u) ∈ C2(U)):

〈J ′′(u+ θεh)εh, εh〉H > 0 θ = θ(ε) ∈ [0, 1].

Ðàçäåëèì ýòî íåðàâåíñòâî íà ε2 è óñòðåìèì ε ê íóëþ. Òîãäà, ó÷òÿ, ÷òî J ′′(u) íåïðåðûâíà,
ïîëó÷èì, ÷òî óòâåðæäåíèå (d) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ u ∈ intU.

Òåïåðü ïðèìåíèì ñâîéñòâî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ: intU = intU (çäåñü îíî ïðèâîäèòñÿ
áåç äîêàçàòåëüñòâà, ñì., íàïðèìåð, [ÀÒÔ, ñòð.216-217]). Èìååì, ÷òî (d) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
âñåõ u ∈ U ∩ intU = U ∩U = U.

Äëÿ çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (d) âëå-
÷¼ò çà ñîáîé (c), à ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

〈J ′(u)− J ′(v), u− v〉H = {Óïðàæíåíèå 6} = 〈J ′′(v + θ(u− v))(u− v), u− v〉H > 0.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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Îòìåòèì, ÷òî, ãåîìåìòðè÷åñêè, óñëîâèå (a) îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ õîðäà, ñîåäèíÿþùàÿ
äâà òî÷êè ãðàôèêà, ëåæèò âûøå ãðàôèêà. (b) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîñòüþ ãðàäèåíòà, à c
â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ïðîñòî çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü ïîäîáíóþ òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ ñèëüíîé âû-
ïóêëîñòè. Ïðèâåä¼ì å¼ ôîðìóëèðîâêó.

Òåîðåìà 10 (êðèòåðèé ñèëüíîé âûïóêëîñòè äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé). Ïóñòü
H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ìíîæåñòâî U ⊂ H âûïóêëî, J(u) ∈ C1(U). Òîãäà
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a′) J(u) ñèëüíî âûïóêëà ñ êîýôôèöèåíòîì κ > 0;

(b′) J(u) > J(v) + 〈J ′(v), u− v〉H + κ
2
‖u− v‖2

H ∀u, v ∈ U;

(c′) 〈J ′(u)− J ′(v), u− v〉H > κ‖u− v‖2
H ∀u, v ∈ U.

Åñëè, êðîìå òîãî, J(u) ∈ C2(U) è intU 6= ∅, òî ýêâèâàëåíòíû óòâåðæäåíèÿ (a′)−
(c′) è óòâåðæäåíèå

(d′) 〈J ′′(u)·h, h〉H > κ‖h‖2
H ∀u ∈ U,∀h ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî ñóòè, íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 7, ó÷èòûâàÿ ñèëüíóþ âû-

ïóêëîñòü. Ïðåäîñòàâèì ýòî ÷èòàòåëþ.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óñëîâèå intU 6= ∅ â ïóíêòàõ (d) è (d′) Òåîðåì 7
è 8 âàæíî.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî U = {y = 0} â ïðîñòðàíñòâå R2 (u = (x, y), U âûïóêëî,
intU = ∅) è ôóíêöèþ J(u) = x2− y2. J(u) ∈ C2 è ñèëüíî âûïóêëà, îäíàêî î÷åâèäíî, ÷òî
å¼ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

J ′′(u) =

(
2 0
0 −2

)
íå óäîâëåòâîðÿåò íè óñëîâèþ (d), íè óñëîâèþ (d′).

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ Òåîðåì 7 è 8.

1) J(u) = 〈c, u〉 � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, âûïóêëàÿ, íî íå ñèëüíî. J ′′(u) = 0, ò.å. íåðà-
âåíñòâî (d) âûïîëíÿåòñÿ, íî ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî (d′) íå âûïîëíÿåòñÿ.

2) J(u) = ‖Au − f‖2
F, A ∈ L(H → F), f ∈ F � êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë, êàê

èçâåñòíî âûïóêëûé (äîêàçàíî âûøå). Äîêàæåì ýòî ïî-äðóãîìó � ïðèìåíÿÿ Òåîðå-
ìó 7.

J ′′(u) = 2A∗A ∈ L(H→ H)

〈J ′′(u)h, h〉H = 〈2A∗Ah, h〉H = 2‖Ah‖2
F > 0 ∀h ∈ H.

Òî åñòü óñëîâèå (d) âûïîëíÿåòñÿ.

Â òî æå âðåìÿ J(u) � ñèëüíî âûïóêëûé ñ êîýôôèöèåíòîì κ > 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

2 〈A∗Ah, h〉H > κ‖h‖2
H ∀h ∈ H.
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Íà àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà

(A∗A)−1 ∈ L(H→ H).

Òî åñòü, åñëè det(A∗A) 6= 0, òî ñèëüíàÿ âûïóêëîñòü åñòü, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ñèëüíîé âûïóêëîñòè íåò.

Äîêàæåì òåïåðü îäíó èç îñíîâíûõ òåîðåì êóðñà.

Òåîðåìà 11 (óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà).
Ïóñòü ìíîæåñòâî U � âûïóêëî, J(u) ∈ C1(U). Òîãäà

1) åñëè u∗ = argmin
u∈U

J(u), òî 〈J ′(u∗), u− u∗〉 > 0 ∀u ∈ U (1);

2) åñëè u∗ ∈ intU, òî J ′(u∗) = 0;

3) åñëè âûïîëíÿåòñÿ (1), à J(u) âûïóêëà, òî u∗ = argmin
u∈U

J(u).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Òàê êàê U âûïóêëî, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè u èç U íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî α0 ∈ [0, 1],
÷òî äëÿ ëþáîãî α ∈ [0, α0] òî÷êà u∗ + α(u − u∗) áóäåò ïðèíàäëåæàòü U. Äëÿ ýòîé
òî÷êè ïî óñëîâèþ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

J(u∗ + α(u− u∗))− J(u∗) > 0.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, ïîëó÷àåì:

〈J ′(u∗ + θα(u− u∗), α(u− u∗)〉 > 0.

Ðàçäåëèì ýòî íåðàâåíñòâî íà α è óñòðåìèì α ê íóëþ. Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíî-
ñòè J ′(u) ïîëó÷àåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

2) Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ α > 0 òî÷êà ua = u∗ − αJ ′(u∗) ïðèíàäëåæèò U. Ïîäñòàâèì
òî÷êó ua â (1) è ïîëó÷èì:

〈J ′(u∗),−αJ ′(u∗)〉 > 0,

òî åñòü ‖J ′(u∗)‖2 6 0, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî J ′(u∗) = 0.

3) Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ïóíêòà (b) Òåîðåìû 7:

J(u)− J(u∗) > 〈J ′(u∗), u− u∗〉 > 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ Òåîðåìû 9.
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1) Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ òðèâèàëüíóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè íà îäíîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå H = R1:

J(u) = u2 → inf, u = x, U = [1, 2].

Î÷åâèäíî, ÷òî u∗ = 1. Ïîëó÷èì ýòîò ðåçóëüòàò ñ ïîìîùüþ (1). Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå åñòü ïðîñòî �åñòåñòâåííîå� óìíîæåíèå, ïîýòîìó íåîáõîäè-
ìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè âñëåäñòâèå (1) ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 2u∗(u−u∗) > 0,
êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî u èç îòðåçêà [1, 2]. Òàê êàê u∗ ìîæåò
áûòü òîëüêî èç [1, 2], òî íåîáõîäèìî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ u− u∗ > 0 îïÿòü æå äëÿ
ëþáîãî u èç îòðåçêà [1, 2]. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî u∗ = 1.

2) Ïóñòü H = F = L2[0, π], J(u) = ||Au||2L2[0,π], ãäå äåéñòâèå îïåðàòîðà A ∈ L(L2 → L2)

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (Au)(t) =
tr

0

u(s)ds. Äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü J :

||Au||2 =

πw

0

(
tw

0

u(s)ds

)2

dt 6 π

(
tw

0

u(s)ds

)2

6 {Êîøè-Áóíÿêîâñêèé}π2||u||2

äëÿ ëþáîãî u. Ïðîâåðèì, èìååò ëè ìåñòî ñèëüíàÿ âûïóêëîñòü:

||Ah||2 =

πw

0

(
tw

0

h(s)ds

)2

dt >
κ

2
||h||2 =

κ

2

πw

0

h2(s)ds.

Íî ìîæåò ëè äëÿ âñåõ h áûòü åäèíàÿ κ? Ðàññìàòðèâàÿ hk = sin(kx), k = 1, 2, . . .,
óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, â òî âðåìÿ êàê ëåâàÿ - êîíñòàíòà.
Òàêèì îáðàçîì, ñèëüíàÿ âûïóêëîñòü íå èìååò ìåñòî5.

3) Ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 4):

J(u) =

4w

0

(
x(t) + u2(t)

)
dt→ inf

U
, U = {u ∈ L2(0, 4)

∣∣ |u(t)| 6 1 ïî÷òè âñþäó},

{
x′(t) = u(t), 0 < t < 4
x(0) = 0.

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî U âûïóêëî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì êîìïàêòîì â L2(0, 4).

Ðàçîáü¼ì ôóíêöèîíàë J(u) íà äâà èíòåãðàëà:

J(u) =

4w

0

x(t) dt+

4w

0

u2(t) dt ≡ J1(u) + J2(u)

5Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ îïåðàòîð ëèíååí, îáðàòèì, ýòó �íåïðèÿòíîñòü� îáóñëàâëèâàåò òîò ôàêò, ÷òî îá-
ðàòíûé îïåðàòîð íå íåïðåðûâåí.
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Ôóíêöèÿ J1(u) âûïóêëà êàê ëèíåéíàÿ ïî u. Ôóíêöèÿ J2(u) = ‖u‖2
L2(0,2) ñèëüíî

âûïóêëà ñ êîýôôèöèåíòîì κ = 2. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî J(u) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
âûïóêëûì è ïî Òåîðåìå 6 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.

Âîñïîëüçóåìñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì (1) äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ.

〈J ′(u∗), u− u∗〉L2 ≥ 0 ∀u ∈ U (∗)

J ′(u∗) â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäñòàâèìî êàê J ′1(u∗) + J ′2(u∗), ïðè ýòîì J ′2(u∗) =
2u∗. Åñëè áû ìû ïðåäñòàâèëè J1(u) â êàíîíè÷åñêîì âèäå J1 = 〈c, u〉 (âèäå Ðèññà),
òî J ′1(u) = c.

J1(u) =

4w

0

x(t, u) dt =

4w

0

c(t)u(t) dt =

4w

0

x(t)·1 dt =

4w

0

x(t)(t− 4)′ dt =

= {èíò. ïî ÷àñòÿì} = −
4w

0

x′(t)(t− 4) dt =

4w

0

u(t)(t− 4) dt.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî J ′1(t) = c(t) = 4−t. Òîãäà óñëîâèå (∗) ïåðåïèñûâàåòñÿ
â âèäå

4w

0

((4− t) + 2u∗(t)) · (u(t)− u∗(t)) dt > 0 ∀u ∈ U.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ u èç U è
ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ U:

u(t) =

{
u∗(t), t ∈ [0, 4]\(t0 − ε, t0 + ε)
v, t ∈ (t0 − ε, t0 + ε)

ãäå v ëþáîå ÷èñëî èç îòðåçêà [−1, 1], ε > 0

Òàêèì îáðàçîì, ìû çàìåíèëè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ôóíêöèåé, îòëè÷íîé îò îï-
òèìàëüíîé, ëèøü íà èíòåðâàëå (t0 − ε, t0 + ε), íà êîòîðîì îíà ïðèíèìàåòñÿ ðàâíîé
äîïóñòèìîé êîíñòàíòå. Ýòîò ìåòîä íàçûâàþò ìåòîäîì èãîëü÷àòûõ âàðèàöèé.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε è ëþáîãî v ∈ [−1, 1] óñëîâèå (∗) ïåðåïèñûâà-
åòñÿ â âèäå

t0+εw

t0−ε

((4− t) + 2u∗(t)) · (u(t)− u∗(t)) dt > 0

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î äèôôåðåíöèðóåìîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà (ñì., íà-
ïðèìåð, [ÊÔ, ãë.VI, �6]). Ðàçäåëèì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà 2ε è óñòðåìèì ε ê 0.
Äëÿ ïî÷òè âñåõ t0 èç èíòåðâàëà (0, 4) ïîëó÷èì (4− t0 + 2u∗(t0)) · (v − u∗(t0)) > 0.

Âîçìîæíû íåñêîëüêî âàðèàíòîâ.
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i) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 4 − t0 + 2u∗(t0) > 0. Òàê êàê u∗(t0) ∈ [−1, 1], òî ïðè t0 èç
èíòåðâàëà [0, 2) ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî. Òîãäà íåîáõîäèìî äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå v − u∗ > 0⇔ v > u∗ äëÿ ëþáîãî v ∈ [−1, 1]. Îòñþäà ïðè
t0 ∈ [0, 2) îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ óïðàâëåíèå u∗(t) ≡ −1.

ii) Åñëè 4 − t0 + 2u∗(t0) < 0, òî v − u∗(t) 6 0 ∀v ∈ [−1, 1] è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
u∗(t) ≡ 1, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî 4 − t0 + 2u∗(t0) < 0. Çíà÷èò ýòîò
âàðèàíò èñêëþ÷¼í.

iii) Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà 4− t0 + 2u∗(t0) ≡ 0. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî
ïðè t0 ∈ [2, 4] u∗(t) = t−4

2
.

Çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðåøåíà.

6

-
t

u

−1

2 4q qq
u∗(t)

Ðèñ. 7: u∗(t)

Ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ

Â ýòîì ïóíêòå M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ρ(x, y) � ìåòðèêà, U ⊂M.
Îïðåäåëåíèå. Ïðîåêöèåé prU(v) òî÷êè v íà ìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ argmin

u∈U
ρ(u, v)

(â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âûãîäíåå ðàññìàòðèâàòü ïðîåêöèþ êàê argmin
u∈U

ρ2(u, v)).

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà U íå âûïóêëî, ïðîåêöèÿ òî÷êè, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò
áûòü íå åäèíñòâåííîé (ñì. ðèñ. 8).

Up
pp
P2

P1

V

Ðèñ. 8: ïðèìåð ïðîåêöèè íà íåâûïóêëîå ìíîæåñòâî

Äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ ïðîåêöèè òî÷êè íà íèõ âîîáùå íå ñóùåñòâóåò. Íàïðèìåð,
åñëè ðàññìîòðåòü îòêðûòûé øàð U = {‖u‖ < 1} è òî÷êó âíå ýòîãî øàðà, òî îíà íå áóäåò
èìåòü ïðîåêöèþ íà ýòî ìíîæåñòâî (ñì. ðèñ. 9).
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V

p ∈ U

Ðèñ. 9: ïðèìåð îòñóòñòâèÿ ïðîåêöèè

Òåîðåìà 12 (ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïðîåêöèè è å¼ ñâîéñòâà).
Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, U � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òîãäà

1) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà h èç H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ prU(h);

2) p = prU(h)⇔
{
p ∈ U,
〈p− h, u− p〉H > 0 ∀u ∈ U

(ñì. ðèñ. 10);

3) ‖ prU(f) − prU(g)‖H 6 ‖f − g‖H ∀f, g ∈ H. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàþò íåñòðîãîé
ñæèìàåìîñòüþ îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 11).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ J(u) = ‖u−h‖2
H. Îíà ñèëüíî âûïóêëà (κ = 2). Ìíîæåñòâî U

âûïóêëî è çàìêíóòî ïî óñëîâèþ. Îòñþäà ïî Òåîðåìå 6 ñëåäóåò, ÷òî J∗ êîíå÷íî è
U∗ = {u∗} 6= ∅, òî åñòü ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

2) Âòîðîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðèìåíåíèÿ Òåîðåìû 9 ê ýòîé æå ôóíê-
öèè.

3) Ïóñòü pf = prU(f), pg = prU(g). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ âòîðîå óòâåðæäåíèå äâà ðàçà,
èìååì:

〈pf − f, u− pf〉H > 0

〈pg − g, u− pg〉H > 0

Ïðèìåì çà u â ïåðâîì íåðàâåíñòâå pg, à âî âòîðîì pf è ñëîæèì èõ

〈pf − f − pg + g, pg − pf〉H > 0

èëè ïî-äðóãîìó
〈pf − pg, pg − pf〉H + 〈g − f, pg − pf〉H > 0.

Òîãäà â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî:

‖g − f‖H·‖pg − pf‖H > 〈g − f, pg − pf〉H > 〈pf − pg, pg − pf〉H > ‖pg − pf‖
2
H.

Ðàçäåëèì ýòî íåðàâåíñòâî íà ‖pg − pf‖H 6= 0 (åñëè pg = pf äîêàçûâàåìîå íåðàâåí-
ñòâî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ) è ïîëó÷èì òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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h
��
�*�

��

p

u

α
U

Ðèñ. 10: ê ï. 2 Òåîðåìû 10

f

g

pf = pg

U

p p
p p
f g

pf pg

Ðèñ. 11: ê ï. 3 Òåîðåìû 10

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå 13 (5). Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, L � çàìêíóòîå ëèíåé-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç H. Äîêàçàòü, ÷òî prL åñòü ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿ-
æ¼ííûé îïåðàòîð (îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ).

Óïðàæíåíèå 14 (4). Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, L � çàìêíóòîå ëèíåé-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç H, x0 ∈ H � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà. Äîêàçàòü, ÷òî (ñì. óòâ. 2
Òåîðåìû 10)

p = prx0+Lh⇔
{
p ∈ x0 + L
〈p− h, l〉 = 0 ∀l ∈ L.

Ïðèìåðû íà âû÷èñëåíèå ïðîåêöèé.

1) Ïóñòü U � øàð â H: U = {u ∈ H | ‖u − u0‖H 6 R, u0 ∈ H}. Íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u0 = 0. Ðàññìîòðèì òî÷êó h 6∈ U. Òîãäà
ïî àíàëîãèè ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì R3 ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîåêöèÿ ýòîé
òî÷êè íà ìíîæåñòâî U ðàâíà:

prU(h) = R
h

‖h‖H
.

Äîêàæåì ýòî, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 2) Òåîðåìû 10. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñêà-
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ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå〈
R

h

‖h‖H
− h, u−R h

‖h‖H

〉
H

=

(
R

‖h‖H
− 1

)
×
(
〈h, u〉H −R

‖h‖2
H

‖h‖H

)
Òàê êàê h 6∈ U, òî ‖h‖H > R, à çíà÷èò ïåðâûé ìíîæèòåëü ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòðè-
öàòåëåí. Âî âòîðîì ìíîæèòåëå ðàñïèøåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî íåðàâåíñòâó
Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî:

〈h, u〉H 6 ‖h‖H·‖u‖H 6 R·‖h‖H.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îí íåïîëîæèòåëåí, òî åñòü âñ¼ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îêàçû-
âàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì è âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå óñëîâèå Òåîðåìû 10. Òàêèì îáðà-
çîì, íàøå ïðåäïîëîæåíèå îêàçàëîñü âåðíûì.

2) Ðàññìîòðèì U = {u(t) ∈ L2(a, b) | α(t) 6 u(t) 6 β(t); α(t), β(t) ∈ L2} � �ïàðàë-
ëåëåïèïåä� â L2. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèè ôóíêöèè h(t) (íå ïðèíàäëåæàùåé U,
òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîåêöèÿ ïðîñòî áóäåò ðàâíà h(t)) íà U íåîáõîäèìî
ìèíèìèçèðîâàòü íîðìó:

‖u(t)− h(t)‖2
L2 =

bw

a

|u(t)− h(t)|2 dt→ inf
u∈U

.

Ïðîåêöèÿ â ýòîì ñëó÷àå, êàê íåòðóäíî âèäåòü, áóäåò ðàâíà:

[prU(h(t))] (t) =


h(t), t : α(t) 6 h(t) 6 β(t),
β(t), t : h(t) > β(t),
α(t), t : h(t) < α(t).

Óïðàæíåíèå 15 (3). Íàéòè ïðîåêöèè

1) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H íà ãèïåðïëîñêîñòü U = {u ∈ H : 〈c, u〉H = β};

2) â ïðîñòðàíñòâå Rn íà �ïàðàëëåëåïèïåä� U = {u ∈ Rn : αi 6 ui 6 βi, i = 1, n}.

Òåîðåìà 13 (ïðîåêöèîííàÿ ôîðìà êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè). Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî, U � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, J(u) ∈ C1(U), J(u) âûïóêëà.
Òîãäà

u∗ = argmin
u∈U

J(u) ⇔ ∀α > 0 u∗ = prU(u∗ − αJ ′(u∗)).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî Òåîðåìå 9 èìååì, ÷òî u∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

〈J ′(u∗), u− u∗〉 > 0 ∀u ∈ U.

Óìíîæèì ýòî íåðàâåíñòâî íà α > 0 è â ïåðâîì àðãóìåíòå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ïðèáàâèì è âû÷òåì u∗:

〈u∗ − (u∗ − αJ ′(u∗)), u− u∗〉 > 0.

Ýòî íåðàâåíñòâî ïî ï.2 Òåîðåìû 10 âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

u∗ = prU(u∗ − αJ ′(u∗)).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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5 Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè

Ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà

Ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íî îáùóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè:

J(u)→ inf, u ∈ H. (1)

Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ â äàííîì ìåòîäå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùàÿ èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü:

uk+1 = uk − αkJ ′(uk), k = 0, 1, 2, . . . ; α > 0 (2)

Äëÿ íà÷àëà ïðîöåññà èòåðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü u0 ∈ H. Ñïîñîáîâ, äëÿ âûáîðà
u0 â îáùåì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò è â îñíîâíîì çäåñü èñõîäÿò èç êàêèõ-ëèáî ýìïèðè÷åñêèõ
äàííûõ è ïîëàãàþòñÿ íà îïûò.

Êðèòåðèè îñòàíîâêè ïðîöåññà ïðèáëèæåííîãî íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ìîãóò áûòü îñ-
íîâàíû íà ðàçëè÷íûõ ñîîáðàæåíèÿõ. Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå èç íèõ:

1) ‖uk+1 − uk‖ 6 ε1;

2) ‖J(uk+1)− J(uk)‖ 6 ε2;

3) ‖J ′(uk)‖ 6 ε3.

(εi âûáèðàþòñÿ, èñõîäÿ èç òðåáîâàíèé ê ðåøåíèþ). Îáû÷íî íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿþò
êîìáèíàöèè ýòèõ îöåíîê.

Âûáîð øàãà ñïóñêà αk â îáùåì ñëó÷àå òàêæå íå åäèíñòâåíåí (ïðè÷¼ì íà êàæäîì øàãå
îí ìîæåò áûòü âçÿò ïî-ðàçíîìó). Èíîãäà αk áåðóò íå çàâèñÿùèì îò k: αk = α ≡ const > 0.
Â ìåòîäå ñêîðåéøåãî ñïóñêà αk îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûì îáðàçîì:

αk = argmin
α>0

J(uk − αJ ′(uk)). (3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fk(α) âûðàæåíèå J(uk − αJ ′(uk)).
Çàìåòèì, ÷òî â ïðè òàêîì âûáîðå αk, åñëè uk+1 = uk, òî ëèáî αk = 0, ëèáî J ′(uk) = 0.

Ñëó÷àé J ′(uk) = 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ìèíèìóìà è ïðîöåññ èòåðèðîâàíèÿ
ìîæíî îñòàíîâèòü. À â ñëó÷àå, êîãäà αk = 0 èç (3) èìååì{

f ′k(0) > 0

f ′k(0) = 〈J ′(uk), J ′(uk)〉 6 0.

Îòêóäà f ′k(0) = 0 è ìû îïÿòü ïîëó÷èëè íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, J(u) ∈ C1(H), J(u) ñèëüíî âû-
ïóêëà ñ êîýôôèöèåíòîì κ > 0, J ′(u) ∈ Lip(H) ñ êîíñòàíòîé L > 0. Òîãäà ïðè ëþáîì
âûáîðå íà÷àëüíîé òî÷êè u0 èç H ìåòîä (2)�(3) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå ìèíèìóìà u∗ çàäà÷è
(1), ïðè÷¼ì äëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

κ

2
‖uk − u∗‖2 6 J(uk)− J(u∗) 6 qk(J(u0)− J(u∗)), ãäå q = 1− κ

L
∈ [0, 1) (4)
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïî Òåîðåìå 6 òî÷êà u∗ äëÿ ôóíêöèè J(u) ñóùåñòâóåò è

åäèíñòâåííà.
Ïî Òåîðåìå 8 ï. (c′) (óñëîâèå ñèëüíîé ìîíîòîííîñòè ãðàäèåíòà) èìååì:

κ‖u− v‖2
H 6 〈J ′(u)− J ′(v), u− v〉H ∀u, v ∈ H.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî J ′(u) ∈ Lip(H) è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî òàêæå
ïîëó÷àåì, ÷òî

〈J ′(u)− J ′(v), u− v〉H 6 L‖u− v‖2
H.

Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî κ 6 L, è âûðàæåíèå äëÿ q â (4) âåðíî.

Òåïåðü îáîçíà÷èì ÷åðåç ak ðàçíîñòü ìåæäó J(uk) è J(u∗). Î÷åâèäíî, ÷òî ak > 0. Â
ñâîþ î÷åðåäü

ak+1 = J(uk+1)− J(uk) + ak 6 {(2), (3); ∀α} 6 [J(uk − αJ ′(uk))− J(uk)] + ak

Ïðèìåíèì ê ðàçíîñòè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé â èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìå:

J(uk − αJ ′(uk))− J(uk) =

1w

0

〈J ′(uk − αtJ ′(uk)),−αJ ′(uk)〉H dt

Äîáàâèì è âû÷òåì ê ëåâîìó àðãóìåíòó ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ J ′(uk), òîãäà ïî íåðà-
âåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è â ñèëó Ëèïøèö-íåïðåðûâíîñòè J ′(u) ýòî âûðàæåíèå íå
ïðåâîñõîäèò

−α‖J ′(uk)‖2
H +

1w

0

L‖ − αtJ ′(uk)‖H·‖ − αJ ′(uk)‖H dt = −α‖J ′(uk)‖2
H +

1

2
Lα2‖J ′(uk)‖2

H.

Òàêèì îáðàçîì,

ak+1 6 ak − α‖J ′(uk)‖2
H +

1

2
Lα2‖J ′(uk)‖2

H ∀α > 0.

Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ñòîèò êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí îòíîñèòåëüíî α, êîòîðûé
äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà â òî÷êå 1/L. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ak+1 6 ak −
1

2L
‖J ′(uk)‖2

H (5)

Ïåðâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò èç Òåîðåìû 6.
Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà. Ïî Òåîðåìå 8 ï. (b′) èìååì

ak = J(uk)− J(u∗) 6 〈J ′(uk), uk − u∗〉 −
κ

2
‖uk − u∗‖2 6 ‖J ′(uk)‖·‖uk − u∗‖ −

κ

2
‖uk − u∗‖2.

Îáîçíà÷èì ‖uk − u∗‖ = y, òîãäà

ak 6 ‖uk − u∗‖·y −
κ

2
y2.
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Ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííîé y äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå y0 = ‖J ′(uk)‖
κ

.
Ïîýòîìó

ak 6
1

2κ
‖J ′(uk)‖2

H.

Âûðàæàÿ îòñþäà íîðìó ‖J ′(uk)‖H è ïîäñòàâëÿÿ å¼ â (5), ïîëó÷èì:

ak+1 6 ak

(
1− κ

L

)
= akq.

Ïðèìåíÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî k, ðàç ïîëó÷àåì âòîðîå íåðàâåíñòâî â (4), è òåîðåìà ïîëíî-
ñòüþ äîêàçàíà.

Íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ìåòîä (2)�(3) äà¼ò â ñëó÷àå, êîãäà κ = L
(íàïðèìåð, äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ âèäà J(u) = ‖u‖2

H − 〈b, u〉H). Ïðè ýòîì
ñîãëàñíî (4) ìû ïîëó÷àåì òî÷íûé ðåçóëüòàò óæå ïîñëå ïåðâîãî øàãà ïðîöåññà.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà J(u) = ‖Au−f‖2
F çàäà÷à (3) ðåøàåòñÿ

ÿâíûì îáðàçîì. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç fk(α) âûðàæåíèå J(uk − αJ ′(uk)), òî äëÿ ñëó÷àÿ
êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà èìååì:

fk(α) = ‖A(uk − αJ ′(uk))− f‖2
F = ‖Auk − f‖2

F + α2‖AJ ′(uk)‖2
F − 2 〈Auk − f, αAJ ′(uk)〉F .

Â ñëó÷àå, êîãäà ‖AJ ′(uk)‖F 6= 0, èìååì â ïðàâîé ÷àñòè êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí îòíîñè-
òåëüíî α, êîòîðûé äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå

αk =
〈Auk − f, AJ ′(uk)〉F
‖AJ ′(uk)‖2

F

= {J ′(u) = 2A∗(Au− f)} =
1

2
·〈Auk − f, AA

∗(Auk − f)〉F
‖AA∗(Auk − f)‖2

F

=

=
1

2
· 〈A

∗(Auk − f), A∗(Auk − f)〉F
‖AA∗(Auk − f)‖2

F

=
1

2
· ‖A

∗(Auk − f)‖2
F

‖AA∗(Auk − f)‖2
F

(
=

1

2
· ‖J

′(uk)‖2
F

‖AJ ′(uk)‖2
F

)
Ñëó÷àé æå, êîãäà AJ ′(uk) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî AA∗(Auk − f) = 0. Åñëè îáîçíà÷èòü

ðàçíîñòü Auk − f ÷åðåç vk, òî áóäåì èìåòü, ÷òî vk ∈ kerAA∗. À èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
vk ∈ kerA∗, äåéñòâèòåëüíî:

AA∗vk = 0⇒ 〈AA∗vk, vk〉 = 0⇒ 〈A∗vk, A∗vk〉 = 0⇒ A∗vk = 0.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî J ′(uk) = 0, òî åñòü ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ.
Óïðàæíåíèå 16 (3). Íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ αk èç (3) äëÿ ôóíêöèîíàëà

J(u) =
1

2
〈Au, u〉 − 〈b, u〉 , A∗ = A > 0.

Íåïðåðûâíûé àíàëîã ìåòîäà ñêîðåéøåãî ñïóñêà

Êàê è â ïðåäûäóùåì ìåòîäå, çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè
J(u) íà ìíîæåñòâå áåç îãðàíè÷åíèé U = H:

J(u)→ inf, u ∈ H (1)
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Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ôîðìàëüíûå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò íàì ïîëó÷èòü
íåïðåðûâíûé àíàëîã ìåòîäà ñêîðåéøåãî ñïóñêà. Ðàññìîòðèì øàã ïðîöåññà äëÿ ýòîãî
ìåòîäà:

uk+1 = uk − αJ ′(uk).

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ∆tk êàê íåêèé âðåìåííîé øàã, òî ðàçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà ∆tk
ïîëó÷èì:

uk+1 − uk
∆tk

= − αk
∆tk

J ′(uk).

Åñëè òåïåðü çàäàòü çíà÷åíèå u(t) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0, òî ìû ïðèä¼ì
(èñõîäÿ èç çäðàâîãî ñìûñëà) ê ñèñòåìå{

u′(t) = −β(t)J ′[u(t)], t > 0
u(0) = u0

(2)

Òåîðåìà 15. Ïóñòü J(u) ñèëüíî âûïóêëà íà H ñ êîýôôèöèåíòîì κ > 0, J ′(u) ∈ Lip(H),
β(t) > β0 > 0 íåïðåðûâíà ïî t. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ u0 ∈ H ìåòîä
(2) ñõîäèòñÿ ê u∗ è äëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

‖u(t)− u∗‖H 6 ‖u0 − u∗‖H·e−κβ0t, t > 0 (3)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Êàê è â ïðåäûäóùåé òåîðåìå çàìåòèì, ÷òî ïî Òåîðåìå 6 òî÷êà u∗ ñóùåñòâóåò è åäèí-
ñòâåííà.

Ââåä¼ì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà:

V (τ) = ‖u(τ)− u∗‖2
H.

V ′(τ) = 2 〈u′(τ)− u′∗, u(τ)− u∗〉H = 2 〈−β(τ)J ′[u(τ)], u(τ)− u∗〉H 6
6 {Òåîðåìà 8 ï.(c′)} 6 −2β0κ‖u(τ)− u∗‖2

H = −2β0κV (τ).

Äîìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà e2βκτ è ïåðåíåñ¼ì âñ¼ â ëåâóþ ÷àñòü:

e2βκτV ′(τ) + 2β0κe
2βκτV (τ) 6 0, òî åñòü

(
V (τ)e2βκτ

)′
6 0.

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ïî τ îò 0 äî t:

‖u(t)− u∗‖2
H·e2βκt − ‖u0 − u∗‖2

H·1 6 0.

Ïåðåíîñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâóþ ÷àñòü, äåëÿ íà e2βκt è âçÿâ êîðåíü, ïîëó÷àåì (3).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè J(u) íà ìíîæåñòâå, óæå íå
ñîâïàäàþùåì ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì H (çàäà÷ó íà óñëîâíûé ìèíèìóì):

J(u)→ inf, u ∈ U ⊂ H (1).

Â äàííîì ìåòîäå ðàññìàòðèâàåòñÿ èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

uk+1 = prU(uk − αkJ ′(uk)), k = 0, 1, 2, . . . (2)

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå ïðèáëèæåíèÿ âñå òî÷êè uk äîëæíû
ïðèíàäëåæàòü U. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

αk = α ≡ const (3)

Òåîðåìà 16. Ïóñòü U ⊂ H � âûïóêëîå, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, J(u) ∈ C1(U) è
ñèëüíî âûïóêëà ñ êîýôôèöèåíòîì κ > 0, J ′(u) ∈ Lip(U) ñ êîíñòàíòîé L > 0. Ïóñòü
òàêæå α ∈

(
0, 2κ

L2

)
. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ u0 ∈ U ìåòîä (2), (3)

ñõîäèòñÿ:

‖uk − u∗‖H 6 ‖u0 − u∗‖H·qk(α), ãäå 0 < q(α) =
√

1− 2κα + α2L2 < 1. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî Òåîðåìå 11 òî÷êà u∗ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

u∗ = prU(u∗ − αJ ′(u∗)), ∀α > 0.

Ââåä¼ì îïåðàòîð A : U→ U òàêîé, ÷òî

Au = prU(u− αJ ′(u)).

Òîãäà òî÷êà u∗ áóäåò íåïîäâèæíîé äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà.
Ïîäáåð¼ì òåïåðü òàêèå α, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð A áóäåò ñæèìàþùèì.

‖Au− Av‖2
H 6 {Òåîðåìà 10 ï.3} 6 ‖[u− αJ ′(u)]− [v − αJ ′(v)]‖2

H =

= ‖u− v‖2
H + α2‖J ′(u)− J ′(v)‖2

H − 2α 〈u− v, J ′(u)− J ′(v)〉H

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîì âûðàæåíèè íå ïðåâîñõîäèò â ñèëó Ëèïøèö-íåïðåðûâíîñòè ïåð-
âîé ïðîèçâîäíîé J ′(u) âåëè÷èíû L2‖u − v‖2

H. Ïîñëåäíåå æå ñëàãàåìîå íå áîëüøå, ÷åì
κ‖u− v‖2

H, òàê êàê J(u) ñèëüíî âûïóêëà. Èç ýòîãî ïîëó÷àåì:

‖Au− Av‖2
H 6 (1− 2κα + α2L2)‖u0 − u∗‖2

H = q2(α)‖u0 − u∗‖2
H.

Òåïåðü, ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, [ÊÔ, ãë. II, �4]),
ïîëó÷àåì (4) è òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûé àíàëîã ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèíåòà. Èñïîëüçîâàííîå ïðè
äîêàçàòåëüñòâå ñîîòíîøåíèå uk+1 = Auk, áóäó÷è çàïèñàííûì â âèäå

uk+1 − uk
∆tk

=
Auk − uk

∆tk
,

íàïîìèíàåò äèñêðåòèçèðîâàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå{
u′(t) = −β(t)(u(t)− Au(t)),

u(0) = u0.
(12)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 17. Ïóñòü H - ãèëüáåðòîâî, ìíîæåñòâî U âûïóêëî è çàìêíóòî, A : U → U
- ñæèìàþùèé ñ êîýôôèöèåíòîì ñæàòèÿ q ∈ (0, 1), 0 < β0 6 β(t) 6 β1 - íåïðåðûâíàÿ
îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà (12) ñõîäèòñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå u∗, ïðè÷åì ‖u(t) −
u∗‖ 6 ‖u0 − u∗‖ exp−β0(1−q)t äëÿ ëþáîãî u0 ∈ U .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îãðàíè÷èìñÿ èäååé äîêàçàòåëüñòâà. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñæèìàåìîñòè A, òî÷êà u∗

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà, è, êðîìå òîãî, ∀t u(t) ∈ U . Â ñèëó âûïóêëîñòè èìååì:

u(t+ ∆t) ≈ u(t)−∆tβ(t)(u(t)− Au(t)) = (1−∆tβ(t))u(t) + ∆(t)β(t)Au(t) ∈ U.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 = β(t)(u∗ − Au∗), îáîçíà÷èì x(t) = u(t) − u∗. Òîãäà ìû ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ {

x′(t) = β(t)(x(t) + Au(t)− Au∗),
x(0) = u0 − u∗.

Óìíîæèì ñêàëÿðíî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íà 2x(t). Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü îáåðíåòñÿ â
(‖x(t)‖2)′. Ðàñïèøåì ïðàâóþ:

2β(t) 〈−x(t) + Au(t)− Au∗, x(t)〉 = 2β(t)(‖x(t)‖2 + 〈Au(t)− Au∗, x(t)〉) 6
6 2β(t)‖x‖2(q − 1) 6 −2β0(1− q)‖x(t)‖2.

Ñðàâíåíèå ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñëåäóþùåãî âèäà:

J(u)→ inf, u ∈ U ⊂ H. (1)

Èäåÿ ìåòîäà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà îñíîâàíà íà òîì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè uk ôóíê-
öèîíàë J(u) ìîæíî ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâèòü êàê

J(u) ' J(uk) + 〈J ′(uk), u− uk〉 .
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Òàê êàê J(uk) áëèçêî ê J(u), òî ìû ñòàðàåìñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå Jk(u) = 〈J ′(uk), u− uk〉 . Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

uk = argmin
u∈U

Jk(u). (2)

Òîãäà èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà îïèñûâàåòñÿ êàê

uk+1 = uk + αk(uk − uk), (3)

ãäå
αk = argmin

06α61
J (uk + α (uk − uk)) (4)

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà äîêàæåì ñíà÷àëà îäíó íåáîëüøóþ ëåììó.

Ëåììà 1 (îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).
Ïóñòü äëÿ ìîíîòîííîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak}∞k=0:

a0 > a1 > . . . > an > . . . > 0

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
ak − ak+1 > C·a2

k k = 0, 1, 2, . . .

Òîãäà âåðíà îöåíêà:

am 6
a0

1 + a0Cm
m = 0, 1, 2, . . . (∗).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ êàê ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ

è îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó. Îöåíèì ðàçíîñòü âåëè÷èí, îáðàòíûõ ýëåìåíòàì ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè:

1

ak+1

− 1

ak
=
ak − ak+1

ak·ak+1

>
C·a2

k

a2
k

= C.

Ïðîñóììèðîâàâ ýòè íåðàâåíñòâà ïî k îò 0 äî m, ïîëó÷èì

1

am
− 1

a0

> C·m.

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò (∗).

Òåîðåìà 18. Ïóñòü U ⊂ H � âûïóêëîå, çàìêíóòîå, îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî,
J(u) ∈ C1(U) è âûïóêëà, J ′(u) ∈ Lip(U) ñ êîíñòàíòîé L > 0, D = diamU. Òîãäà

J(uk)− J∗ 6
J(u0)− J∗

1 + J(u0)−J∗
2LD

k
= O

(
1

k

)
(5).

Åñëè J(u) ñèëüíî âûïóêëà, òî, êðîìå ýòîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå

κ

2
‖uk − u∗‖2

H 6 J(uk)− J∗.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
J(u) âûïóêëà è íåïðåðûâíà, ñëåäîâàòåëüíî, è ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó. U âû-

ïóêëî, çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì êîìïàêòîì. Îòñþäà ïî
Òåîðåìå 2 èìååì, ÷òî

J∗ > −∞,U∗ 6= ∅.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ak ðàçíîñòü ìåæäó J(uk) è J∗, òîãäà

ak+1 = ak + J(uk+1)− J(uk) 6 ak + J(uk + α(uk − uk))− J(uk) =

= {ô-ëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé} = ak +

1w

0

〈J ′(uk + tα(uk − uk)), α(uk − uk)〉H dt

Ïðèáàâèì è âû÷òåì ê ïåðâîìó àðãóìåíòó ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîä èíòåãðàëîì âåëè-
÷èíó J ′(uk) è, ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è ó÷òÿ Ëèïøèö-íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèè J ′(u), ïîëó÷èì

ak+1 = ak + α 〈J ′(uk), uk − uk〉H +

1w

0

L·‖tα(uk − uk)‖H·‖α(uk − uk)‖H dt 6

6 ak + α 〈J ′(uk), uk − uk〉H +
L

2
α2D2 6 ak + α 〈J ′(uk), u∗ − uk〉H +

L

2
α2D2

Ïî Òåîðåìå 7 ï. (b) îòñþäà ïîëó÷àåì:

ak+1 6 ak +
L

2
α2D2 + α(J(u∗)− J(uk)) = (1− α)ak +

L

2
α2D2 ∀α ∈ [0, 1] (6)

Ïîäñòàâèì â ýòó îöåíêó α = 0 è ïîëó÷èì, ÷òî ak+1 6 ak, íî ïðè ýòîì âñå ak > 0, òî åñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak} èìååò ïðåäåë a > 0.

Ïåðåéä¼ì â (6) ê ïðåäåëó ïðè k →∞:

a 6 (1− α)a+
L

2
α2D2

Ðàçäåëèì íà α è óñòðåìèì α ê 0. Èìååì îöåíêó a 6 0. Òàêèì îáðàçîì, a = 0.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ìèíèìóì ïðàâîé ÷àñòè (6) ïî α

αâåðø = αk =
ak
LD2

→ 0.

Çíà÷èò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k, αk ∈ [0, 1].
Áåð¼ì â (6) α = αk è ïîëó÷àåì îöåíêó

ak+1 6 ak −
a2
k

2LD2
.

Îòñþäà ñ ó÷¼òîì Ëåììû 1 ïîëó÷àåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî åñëè J(u) ñèëüíî âûïóêëà, òî âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò

íåïîñðåäñòâåííî èç Òåîðåìû 6 ï. 2. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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Ìåòîä Íüþòîíà

Ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè J(u):

J(u)→ inf, u ∈ U ⊆ H (1)

Èäåÿ ìåòîäà Íüþòîíà ïîõîæà íà ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà, íî çäåñü ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü íå ëèíåéíóþ, à êâàäðàòè÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè J(u) â îêðåñòíîñòè
òî÷êè uk:

J(u) ' J(uk) +

[
〈J ′(uk), u− uk〉+

1

2
〈J ′′(uk)(u− uk), u− uk〉

]
.

Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ÷åðåç Jk(u) (êâàäðàòè÷íî ïî u).
Íà êàæäîì øàãå ïðîöåññà íàõîäèòñÿ ìèíèìóì

uk = argmin
u∈U

Jk(u). (2)

È âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ïî ôîðìóëàì (â îáùåì ñëó÷àå):

uk+1 = uk + αk(uk − uk),

αk = argmin
06α61

J(uk + α(uk − uk)).

Íî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåòîä â áîëåå ïðîñòîì âàðèàíòå, êîãäà αk íå ìèíèìèçè-
ðóþòñÿ è ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè 1. Â ýòîì ñëó÷àå uk+1 = uk. Ýòî �êëàññè÷åñêèé� ìåòîä
Íüþòîíà.

Òåîðåìà 19. Ïóñòü U ⊂ H � âûïóêëîå, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ïðè÷¼ì int U 6= ∅,
J(u) ∈ C2(U) è ñèëüíî âûïóêëà ñ êîýôôèöèåíòîì κ > 0, J ′′(u) ∈ Lip(U) ñ êîíñòàíòîé
L > 0. Òîãäà åñëè q = L

2κ
‖u1 − u0‖H < 1, òî ìåòîä (2) ñõîäèòñÿ ê u∗ è âåðíà ñëåäóþùàÿ

îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

‖uk − u∗‖H 6
2κ

L
·q2k

(
1− q2k

)−1

, k = 0, 1, 2, . . . (3).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî Òåîðåìå 6 u∗ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.
Ïðèìåíèì ê Jk(u) Òåîðåìó 8 ï.(d′):

J ′k(u) = J ′(uk) + J ′′(uk)(u− uk);
J ′′k (u) = J ′′(uk);
〈J ′′k (u)h, h〉H = 〈J ′′(uk)h, h〉H > κ‖h‖2

H.

Îòñþäà ïî Òåîðåìå 6 uk òàêæå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.
Ïî Òåîðåìå 9 èç (2) èìååì:

〈J ′k(uk+1), u− uk+1〉H > 0 ∀u ∈ U
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〈J ′(uk) + J ′′(uk)(uk+1 − uk), u− uk+1〉H > 0 ∀u ∈ U (4)

Ïîäñòàâèì â ýòî âûðàæåíèå âìåñòî u uk:

〈J ′(uk), uk − uk+1〉H > 〈J
′′(uk)(uk+1 − uk), uk+1 − uk〉H > κ‖uk+1 − uk‖2

H (5)

Òåïåðü â êà÷åñòâå u âîçüì¼ì â (4) uk+1 (k := k − 1) è ïðèáàâèì ê (5):

κ‖uk+1 − uk‖2
H 6 〈J ′(uk)− J ′(uk−1)− J ′′(uk−1)(uk − uk−1), uk − uk+1〉H = {óïð. 6} =

=

1w

0

〈J ′′(uk−1 + t(uk − uk−1))(uk − uk−1), uk − uk−1〉H dt−

−〈J ′′(uk−1)(uk − uk−1), uk − uk+1〉H =

=

1w

0

〈[J ′′(uk−1 + t(uk − uk−1))− J ′′(uk−1)] (uk − uk−1), uk − uk+1〉H dt 6

6 L

1w

0

‖t(uk − uk−1)‖H·‖uk − uk−1‖H·‖uk+1 − uk‖H dt =
L

2
‖uk − uk−1‖2

H·‖uk+1 − uk‖H.

Èìååì:

‖uk+1 − uk‖H 6
L

2κ
‖uk − uk−1‖2

H 6 . . . 6
2κ

L
q2k (6).

Èç (6) è óñëîâèÿ q < 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}∞k=0 ôóíäàìåíòàëüíàÿ è
ñóùåñòâóåò (â ñèëó ïîëíîòû H)

lim
k→∞

uk = u ∈ H,

íî òàê êàê âñå uk ∈ U, à U çàìêíóòî, òî u ∈ U.
Ïåðåéä¼ì â (4) ê ïðåäåëó ïðè k → ∞, òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè J ′(u) è J ′′(u)

ïîëó÷àåì, ÷òî
〈J ′(u) + J ′′(u)(u− u), u− u〉H > 0 ∀u ∈ U

Îòñþäà ïî Òåîðåìå 9 u ∈ U∗, íî U∗ ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè u∗, çíà÷èò u = u∗.
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðîöåññ ñõîäèòñÿ. Òåïåðü îñòàëîñü âûÿñíèòü ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè.

‖uk − u∗‖H 6 {íåð-âî 4} 6
∞∑
m=k

‖um − um+1‖H 6 {(6)} 6 2κ

L
q2k

∞∑
m=k

q2m−2k

Îòñþäà ïîëó÷àåì (3) è òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèÿ.

1) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà uk íà÷èíàþò ïîâòîðÿòüñÿ, òî åñòü êîãäà uk+1 = uk. Èç
(4) ñëåäóåò, ÷òî

〈J ′(uk) + J ′′(uk)(uk+1 − uk), u− uk+1〉H = 〈J ′(uk), u− uk〉H > 0 ∀u ∈ U.

Îòñþäà ïî Òåîðåìå 9 ïîëó÷àåì, ÷òî uk ñîâïàäàåò ñ u∗ è ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ.
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2) Òàê êàê q äîëæíî áûòü ìåíüøå 1, òî u0 íåîáõîäèìî âûáèðàòü íå ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì, òî åñòü ïðîöåññ ñõîäèòñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè u∗. Íî â ñëó÷àå,
êîãäà U ñîâïàäàåò ñî âñåì H ìîæíî ïðåäëîæèòü àïðèîðíûé âàðèàíò âûáîðà u0.

Âîçüì¼ì â (5) k = 0:

κ‖u1 − u0‖2
H 6 〈J ′(u0), u0 − u1〉H 6 ‖J

′(u0)‖H·‖u1 − u0‖H.

Òåïåðü äîñòàòî÷íî âûáðàòü u0 òàêèì, ÷òî

‖J ′(u0)‖H

κ
· L
2κ

< 1,

è q ìåíüøå ýòîé âåëè÷èíû.

Â ñëó÷àå, êîãäà U 6= H ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñäåëàòü íå âñåãäà óäàñòñÿ, òàê êàê J ′(u)
íà U ìîæåò è íå áûòü ñòîëü ìàëûì.

Ìåòîä ñîïðÿæ¼ííûõ íàïðàâëåíèé (ãðàäèåíòîâ)

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè äëÿ ôóíêöèîíàëîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà
â êîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå:

J(u) =
1

2
〈Au, u〉 − 〈f, u〉 → inf, u ∈ Rn = U, A∗ = A > 0. (1)

Êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè äëÿ òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå J ′(u∗) = 0, êîòîðîå
ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ Au∗ = f.

Èäåÿ ìåòîäà ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü {pk}n−1
k=0 �

áàçèñ â Rn. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè u0 èç Rn âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

u∗ − u0 = α0p0 + α1p1 + . . .+ αn−1pn−1.

Òàêèì îáðàçîì, u∗ ïðåäñòàâèìî â âèäå

u∗ = u0 + α0p0 + α1p1 + . . .+ αn−1pn−1.

Òîãäà èòåðàöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äàííîãî ìåòîäà ìîæíî îïèñàòü êàê

u0 = u0

u1 = u0 + α0p0

u2 = u0 + α0p0 + α1p1

. . .

(òî÷íîå îïèñàíèå èòåðàöèè áóäåò äàíî íèæå).
Ïîäåéñòâîâàâ íà âûøåïðèâåä¼ííîå ðàâåíñòâî îïåðàòîðîì A, ïîëó÷èì

f − Au0 = α0Ap0 + α1Ap1 + . . .+ αn−1Apn−1.
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Âûðàæåíèå f − Au0 ñ÷èòàåì èçâåñòíûì, è íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè αi, à
òàêæå �ïðàâèëüíîãî� âûáîðà áàçèñà {pk}.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðû p è q íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæ¼ííûìè îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû
R = R∗ > 0, åñëè 〈Rp, q〉 = 0. Ïî-äðóãîìó ýòî íàçûâàþò îðòîãîíàëüíîñòüþ îòíîñèòåëüíî
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈p, q〉R = 〈Rp, q〉 .

Åñëè {pk}n−1
k=0 � áàçèñ èç ñîïðÿæ¼ííûõ îòíîñèòåëüíî A âåêòîðîâ, òî

αk =
〈f − Au0, pk〉
〈Apk, pk〉

, k = 0, n− 1. (α)

Ëåììà 2. Ïóñòü H = Rn, A = A∗ > 0, {pk}n−1
k=0 � áàçèñ èç ñîïðÿæ¼ííûõ îòíîñèòåëüíî

A âåêòîðîâ, uk = uk−1 + αk−1pk−1, ãäå αk âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (α). Òîãäà

αk = α∗k = argmin
−∞<α<+∞

J(uk + αpk) = −〈J
′(uk), pk〉H
〈Apk, pk〉H

(2)

è
〈J ′(uk+1), pk〉H = 0 ∀k = 0, n− 1 (3)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàïèøåì óñëîâèå íà ìèíèìóì J(uk + αpk):

〈J ′(uk + α∗kpk), pk〉 = 0.

Òîãäà,

〈J ′(uk + α∗kpk), pk〉 = 〈Auk − f + α∗kApk, pk〉 = {uk = u0 + α0p0 + · · ·+ αk−1pk−1} =

= 〈Au0 − f, pk〉+ α∗k 〈Apk, pk〉 = 0.

Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (α) ñëåäóåò, ÷òî αk = α∗k, òî åñòü (2).
Òåïåðü èç (2) èìååì:

uk+1 = uk + α∗kpk ⇒ J ′(uk+1) = 0 ∀k = 0, n− 1, òî åñòü (3).

Ëåììà äîêàçàíà.

Îïèøåì ïîäðîáíåå èòåðàöèè â ðàññìàòðèâàåìîì ìåòîäå. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðè-
áëèæåíèÿ áåð¼ì ëþáóþ òî÷êó èç Rn, à ïåðâûé âåêòîð áóäóùåãî áàçèñà âû÷èñëÿåì êàê
çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè J(u) â äàííîé òî÷êå:{

∀u0 ∈ Rn

p0 = −J ′(u0)

Òåïåðü ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü k + 1-þ èòåðàöèþ, êîãäà ïðåäûäóùèå k óæå âû-
÷èñëåíû, òîãäà ïðèìåíÿåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû:{

uk+1 = uk + αkpk, (4u)
pk+1 = −J ′(uk+1) + βkpk (4p)
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αk çäåñü âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (α) èëè (2) (îáîçíà÷èì äëÿ îäíîîáðàçèÿ ôîðìóëû
(2) êàê (4α)). Êîýôôèöèåíòû æå βk áåðóòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ pk+1 ñîõðàíÿëàñü
îðòîãîíàëüíîñòü (ñîïðÿæ¼ííîñòü) ñ pk:

βk =
〈J ′(uk+1), Apk〉
〈Apk, pk〉

(4β)

Òåîðåìà 20. Ïóñòü H = Rn � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, J(u) = 1
2
〈Au, u〉 − 〈f, u〉 ,

A∗ = A > 0. Òîãäà ìåòîä (4) ñõîäèòñÿ ê u∗ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ (íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåå n), ïðè÷¼ì

(a) 〈Apk, pm〉 = 0 ∀k 6= m;

(b) 〈J ′(uk), J ′(um)〉 = 0 ∀k 6= m;

(c) 〈J ′(uk), pm〉 = 0 ∀m = 0, 1, . . . , k − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè ïî êîëè÷åñòâó èòåðàöèé.
Äëÿ îäíîé èòåðàöèè èìååì (áàçèñ èíäóêöèè):

(a): âåðíî ïî ïîñòðîåíèþ (ñì. (4β));

(b): 〈J ′(u1), J ′(u0)〉 = 〈J ′(u1),−p0〉 = {Ëåììà} = 0;

(c): â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ (3).

Ïóñòü òåïåðü (a), (b), (c) âåðíû äëÿ k èòåðàöèé âêëþ÷èòåëüíî. Äîêàæåì, ÷òî ýòè ôîð-
ìóëû âåðíû äëÿ (k + 1)-é èòåðàöèè.

(b): äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî 〈J ′(uk+1), J ′(uk)〉 = 0. Èìååì:

J ′(uk+1) = Auk − f + αkApk = J ′(uk) + αkApk

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷àåì, ÷òî

〈J ′(uk+1), J ′(uk)〉 = 〈J ′(uk), J ′(uk)〉+ αk 〈Apk, J ′(uk)〉 = {4α} =

= 〈J ′(uk), J ′(uk)〉 −
〈J ′(uk), pk〉
〈Apk, pk〉

〈Apk, J ′(uk)〉 (∗)

Ïî ôîðìóëàì (3) èìååì

〈J ′(uk), pk〉 = {(4p)} = 〈J ′(uk),−J ′(uk) + βk−1pk−1〉 = −〈J ′(uk), J ′(uk)〉 .

À ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè (a)

〈Apk, J ′(uk)〉 = {(4p)} = 〈Apk,−pk + βk−1pk−1〉 = −〈Apk, pk〉 .

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå äâà âûðàæåíèÿ â (∗), ïîëó÷àåì, ÷òî 〈J ′(uk+1), J ′(uk)〉 = 0.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿm 6 k−1 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈J ′(uk+1), J ′(um)〉 òàêæå
ðàâíî 0.

〈J ′(uk+1), J ′(um)〉 = 〈J ′(uk), J ′(um)〉+ αk 〈Apk, J ′(um)〉 = {ïðåäï. èíä. (b)} =

= αk 〈Apk,−pm + βm−1pm−1〉 = {ïðåäï. èíä. (a)} = 0.
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(c): åñëè m = k, òî 〈J ′(uk+1), pk〉 = {Ëåììà} = 0.

Åñëè æå m 6 k − 1, òî

〈J ′(uk+1), pm〉 = 〈J ′(uk), pm〉+ αk 〈Apk, pm〉 = {ïðåäï. èíä. (a) è (c)} = 0.

(a): ðàññìîòðèì m 6 k − 1 (äëÿ m = k óòâåðæäåíèå âåðíî ïî ïîñòðîåíèþ).

〈Apm, pk+1〉 = −〈Apm, J ′(uk+1) + βkpk〉 = −〈Apm, J ′(uk+1)〉 =

= − 1

αm
〈αmApm, J ′(uk+1)〉 =

1

αm
〈J ′(um)− J ′(um+1), J ′(uk+1)〉 = {(b)} = 0.

Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî αm 6= 0. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.

Âîçìîæíû ñèòóàöèè:

1) αk = 0. Òîãäà ïî ôîðìóëàì (4u) ïîëó÷àåì, ÷òî uk+1 = uk, òî åñòü ïðîöåññ
çàöèêëèâàåòñÿ. Íî ïî (4α) αk = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

〈J ′(uk), pk〉 = 0 = {(4p)} = 〈J ′(uk),−J ′(uk) + βk−1pk−1〉 .

Â ñèëó ëåììû ïîëó÷àåì, ÷òî 0 = −‖J ′(uk)‖2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî J ′(uk) = 0
è uk = u∗. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåí ìèíèìóì è ïðîöåññ ìîæíî îñòàíîâèòü.

2) 〈Apk, pk〉 = 0. Òîãäà, òàê êàê A > 0, pk = 0 è ïî ôîðìóëàì (4u) îïÿòü ïîëó÷àåì,
÷òî uk+1 = uk. Ïî ôîðìóëàì (4p) pk = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

−J ′(uk) + βk−1pk−1 = 0 ⇒ −‖J ′(uk)‖2 = 0.

Òî åñòü uk = u∗ è ïðîöåññ îïÿòü òàêè ìîæíî îñòàíîâèòü.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà ñîïðÿæ¼ííûõ íàïðàâëåíèé äëÿ ôóíêöèîíàëîâ îáùåãî âèäà
âîçíèêàþò ïðîáëåìû èç-çà íàëè÷èÿ ìàòðèöû A â ôîðìóëàõ (4α) è (4β). Íî äëÿ òàêîãî
ñëó÷àÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãèå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ôîðìóë:

αk = {Ëåììà (2)} = argmin
−∞<α<∞

J(uk + αpk)

βk =
〈J ′(uk+1), Apk〉
〈Apk, pk〉

·αk
αk

=
〈J ′(uk+1), J ′(uk+1)− J ′(uk)〉
〈J ′(uk+1)− J ′(uk), pk〉

= {(3), (b), (c)} =

=
〈J ′(uk+1), J ′(uk+1)− J ′(uk)〉

‖J ′(uk)‖2
=
‖J ′(uk+1)‖2

‖J ′(uk)‖2
.

Çàìåòèì, ÷òî ýòè ôîðìóëû ðàçëè÷íû, åñëè ôóíêöèîíàë íå êâàäðàòè÷íûé.
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Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà

Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó â êîíå÷íîìåðíîì ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H = Rn:

J(u)→ inf, u ∈ Rn.

Ïóñòü {pk}nk=1 � áàçèñ â Rn. Ïîëîæèì pn+1 = p1, pn+2 = p2, . . . Ïóñòü òàêæå u0 ∈ Rn �
íåêîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå ïîñòðîåíû k ïðèáëèæåíèé uk è
ìû íàõîäèìñÿ íà k + 1-îì øàãå èòåðàöèè.

Íàçîâ¼ì (k + 1)-é øàã èòåðàöèè óäà÷íûì, åñëè[
J(uk − αkpk+1) < J(uk),
J(uk + αkpk+1) < J(uk).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçîâ¼ì øàã íåóäà÷íûì.
Åñëè øàã óäà÷íûé, òî îáíîâëÿåì uk (áåð¼ì òî çíà÷åíèå, ãäå ìåíüøå J(uk+1)) è íå

ìåíÿåì αk: αk+1 = αk. Åñëè æå øàã íåóäà÷íûé, òî ïåðåõîäèì ê îáðàáîòêå pk+2.
Êðîìå òîãî, âåä¼òñÿ ïîäñ÷¼ò íåóäà÷íûõ øàãîâ �ïîäðÿä�. Åñëè ýòî ÷èñëî ñòàíîâèòñÿ

ðàâíûì ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, òî ïðîèñõîäèò äðîáëåíèå α: uk+1 îñòàâëÿåì ðàâíîé
uk, ïåðåõîäèì ê îáðàáîòêå âåêòîðà pk+2, è ïîëàãàåì αk+1 = λαk, ãäå λ ∈ (0, 1) � íàïåð¼ä
çàäàííûé êîýôôèöèåíò äðîáëåíèÿ (îáû÷íî åãî áåðóò ðàâíûì 1/2).

Òåîðåìà 21. Ïóñòü ôóíêöèÿ J(u) ∈ C1(Rn) è âûïóêëà, ìíîæåñòâî Ëåáåãà
M(u0) = {u ∈ Rn|J(u) 6 J(u0)} îãðàíè÷åíî. Òîãäà îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ ñõîäèò-
ñÿ è ïî ôóíêöèè è ïî àðãóìåíòó:

J(uk) →
k→∞

J∗; ρ(uk,U∗) →
k→∞

0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òàê êàêM(u0) îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî (òî åñòü êîìïàêò â Rn), à ôóíêöèÿ J(u) íåïðå-

ðûâíà, òî ïî Òåîðåìå 1 J∗ > −∞, U 6= ∅.
Äàëåå, ïî ïîñòðîåíèþ

J(uk) > J(uk+1) > . . . > J∗,

òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {J(uk)} ñõîäèòñÿ è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
k→∞

J(uk) = J > J∗.

Çàìåòèì, ÷òî αk → 0 ïðè k →∞. Ýòî ñëåäóåò èç áåñêîíå÷íîñòè ÷èñëà äðîáëåíèé.
Ðàññìîòðèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ èíäåêñàìè km � ìîìåíòàìè äðîáëåíèÿ.

αkm →
m→∞

0; ukm →
m→∞

u ∈M(u0)

Ìîìåíòó km ïðåäøåñòâóåò n íåóäà÷:

J(ukm ± αkmpi) > J(ukm) ∀i = 1, n.

Ïî ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé èìååì:〈
J ′(ukm ± θimαkmpi),±αkmpi

〉
> 0, θim ∈ [0, 1].
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Ðàçäåëèì ýòî âûðàæåíèå íà αkm è óñòðåìèì m ê áåñêîíå÷íîñòè, òîãäà â ñèëó íåïðåðûâ-
íîñòè J ′(u) ïîëó÷èì:

〈J ′(u),±pi〉 > 0 ∀i = 1, n, ò.å. 〈J ′(u), pi〉 = 0 ∀i = 1, n

Îòñþäà â ñèëó òîãî, ÷òî {pi} � áàçèñ ñëåäóåò, ÷òî J ′(u) = 0. Òàê êàê J(u) âûïóêëà, òî
u ∈ U∗, à â ñèëó íåïðåðûâíîñòè J(u) J(ukm)→ J(u) = J∗ ïðè m→∞, òî åñòü

lim
k→∞

J(uk) = J∗,

è ñõîäèìîñòü ïî ôóíêöèè äîêàçàíà.
Ñõîäèìîñòü æå ïî àðãóìåíòó âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç Òåîðåìû 1.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè J(u) íå ñóùåñòâóåò, âñëåä-
ñòâèå ÷åãî äàííûé ìåòîä íå ñõîäèòñÿ.

Âîçüì¼ì â ïðîñòðàíñòâå R2 ôóíêöèþ J(u) = (x − 1)2 + (y − 1)2 + 2|x − y| − 2. Ýòà
ôóíêöèÿ ñèëüíî âûïóêëà, íåïðåðûâíà, íî íå äèôôåðåíöèðóåìà ïðè x = y. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî U∗ = {(1, 1)}, J∗ = −2. Åñëè ñòàðòîâàòü èç òî÷êè u0 = (0, 0), òî ïîëó÷èì, ÷òî âñå
uk = u0 = (0, 0), òî åñòü ïðè áàçèñå p1 = (1, 0), p2 = (0, 1), J(u0+αpi) = α2−2α+2|α| > 0 �
âñå øàãè íåóäà÷íûå.

Çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J(u) = 〈c, u〉 â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H = Rn, ãäå c ôèêñèðîâàíî èç Rn.

Îáùàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâå

U = {u ∈ Rn| 〈ai, u〉 = bi, 〈ai, u〉 6 bj, i = 1,m, j = 1, s} (1)

Åñëè ââåñòè ðÿä îáîçíà÷åíèé:

A =


a1

a2

· · ·
am

 , A =


a1

a2

· · ·
as

 , b =


b1

b2

· · ·
bm

 , b =


b1

b2

· · ·
bs

 ,

òî ìíîæåñòâî U ìîæíî îïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîé ìàòðè÷íîé ôîðìå:

U = {u ∈ Rn|Au = b, Au 6 b}.

Íàðÿäó ñ îáùåé çàäà÷åé (1) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàíîíè÷åñêóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâå

U = {u ∈ Rn|Au = b, u > 0}. (2)

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (1) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (2). Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì â (1)

wi = max{0, ui} > 0, vi = max{0,−ui} > 0, y = b− Au > 0.
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Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó (2) îòíîñèòåëüíî íîâîé ïåðåìåííîé z:

z = (y, v, w) ∈ R2n+s, z > 0

J(u) = 〈c, u〉 = 〈c, w − v〉 � ëèíåéíà ïî z (íå çàâèñèò îò y),

à îãðàíè÷åíèÿ çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì A(w − v) = b.
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà v âûïóêëîãî ìíîæåñòâà U íàçûâàåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé ýòîãî

ìíîæåñòâà, åñëè èç ñîîòíîøåíèÿ v = αx + (1− α)y, ãäå x, y ∈ U, α ∈ (0, 1), ñëåäóåò, ÷òî
v = x = y.

Òåîðåìà 22 (êðèòåðèé óãëîâîé òî÷êè äëÿ êàíîíè÷åñêîãî U). Ïóñòü ìàòðèöà A =
(A1|A2|· · ·|An) (ðàñïèñàíî ïî ñòîëáöàì). Òî÷êà v ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé êàíîíè÷åñêî-
ãî ìíîæåñòâà U òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð ñòîëáöîâ Aj1 , Aj2 , . . . , Ajr
(j1 < j2 < · · · < jr), r = rankA, ïðè÷¼ì

Aj1vj1 + Aj2vj2 + · · ·+ Ajrvjr = b, (3)

ãäå vji > 0 (i = 1, r), à ∀j /∈ Jb = {j1, j2, . . . , jr} vj = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü.
Ïóñòü òî÷êà v ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé äëÿ ìíîæåñòâà U. Åñëè v = 0, òî â (3) ìîæíî âçÿòü

ëþáûå áàçèñíûå ñòîëáöû ìàòðèöû A. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà v 6= 0. Ïóñòü

vj1 > 0, vj2 > 0, . . . , vjk > 0,

à îñòàëüíûå vj = 0.
Ïîêàæåì, ÷òî ñòîëáöû Aj1 , Aj2 , . . . , Ajk ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü,

÷òî ðàâåíñòâî
γj1Aj1 + γj2Aj2 + · · ·+ γjkAjk = 0 (∗)

âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà

γj1 = γj2 = · · · = γjk = 0.

Ââåä¼ì âåêòîð γ = (γ1, . . . , γn) òàê, ÷òî γj = γji , åñëè j = ji, è γj = 0, åñëè j 6= ji íè äëÿ
êàêîãî i. Ðàâåíñòâî (∗) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Aγ = 0.

Ðàññìîòðèì òî÷êó v±ε = v±εγ. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 áóäåò âûïîëíåíî v±ε > 0
è Av±ε = Av± εAγ = Av = b. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî v±ε ∈ U. Â òî æå âðåìÿ v = v+ε

2
+ v−ε

2
,

à òàê êàê v � óãëîâàÿ òî÷êà, òî v+ε = v−ε = v. Íî ε 6= 0 è, çíà÷èò, γ = 0, òî åñòü
Aj1 , Aj2 , . . . , Ajk ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Òåïåðü äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî (3) âûïîëíÿåòñÿ ïîñëå äîïîëíåíèÿ Aj1 , Aj2 , . . . , Ajk
äî áàçèñíîãî íàáîðà â ñëó÷àå, êîãäà k < r. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü äëÿ òî÷êè v âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3). Çíà÷èò, v > 0, Av = b, òî åñòü v ∈ U.

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî èç óñëîâèÿ

v = αx+ (1− α)y, α ∈ (0, 1), x, y ∈ U
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ñëåäóåò, ÷òî v = x = y.
Åñëè vj = 0 = αxj + (1− α)yj, òî vj = xj = yj = 0, òàê êàê α > 0, à xj > 0 è yj > 0.
Âûäåëèì âñå vj1 > 0, . . . , vjk > 0 (îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ). Òîãäà, òàê êàê

v, x, y ∈ U, òî 
Aj1vj1 + Aj2vj2 + · · ·+ Ajkvjk = b
Aj1xj1 + Aj2xj2 + · · ·+ Ajkxjk = b
Aj1yj1 + Aj2yj2 + · · ·+ Ajkyjk = b

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Aj1 , Aj2 , . . . , Ajk ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîëó÷àåì, ÷òî vji = xji = yji > 0
äëÿ ëþáîãî i = 1, k. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå. Óãëîâàÿ òî÷êà v êàíîíè÷åñêîãî ìíîæåñòâà U íàçûâàåòñÿ íåâûðîæ-
äåííîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð Jb, ÷òî vj > 0 äëÿ âñåõ j ∈ Jb. Ýòè êîîðäèíàòû (j)
íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè äëÿ òî÷êè v:

B = (Aj1|Aj2| . . . |Ajr) � áàçèñ v.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ó ìíîæåñòâà U âñå óãëîâûå òî÷êè íåâûðîæäåííûå, òî çàäà÷à
ìèíèìèçàöèè (2) íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé.

Óïðàæíåíèå 17 (3). Ïóñòü

U = {u ∈ R4 | u > 0, Au = b},

A =

(
1 1 3 1
1 −1 1 2

)
, b =

(
3
1

)
.

Íàéòè âñå óãëîâûå òî÷êè U è èññëåäîâàòü èõ íà íåâûðîæäåííîñòü.

Ñèìïëåêñ-ìåòîä

Çäåñü ìû ïðèìåíèì àïïàðàò óãëîâûõ òî÷åê äëÿ ðàññìîòðåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è
ñëåäóþùåãî âèäà:

J(u) = 〈c, u〉 → inf u ∈ U = {u > 0, Au = b} (1)

Èäåÿ ìåòîäà ëåæèò â ïåðåáîðå ëèøü òîëüêî óãëîâûõ òî÷åê ìíîæåñòâà U. ×àñòî ýòî
ïîçâîëÿåò íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå áûñòðåå ðàññìîòðåííûõ âûøå ìåòîäîâ. Ïåðåéäåì
ê îïèñàíèþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà.

Ïóñòü èìååòñÿ óãëîâàÿ òî÷êà v ìíîæåñòâà U (êàêèì îáðàçîì îíà íàõîäèòñÿ, íàì
ñåé÷àñ íå âàæíî). Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî èç ìàòðèöû A âûêèíóòû âñå ëèíåéíî çà-
âèñèìûå ñòðîêè (â ñèñòåìå íåò ëèíåéíî çàâèñèìûõ óðàâíåíèé), òî åñòü r = rankA = m.
Íàõîäÿñü â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 19, ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî vb = (vj1 , . . . , vjr) � áàçèñíûå
äëÿ v, vjr > 0, à îñòàëüíûå vj ðàâíû íóëþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jb ìíîæåñòâî {j1, . . . , jr},
à ÷åðåç Jf � ìíîæåñòâî {1, . . . , n}\Jb. Ïóñòü äàëåå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ Aji ìàòðèöà
B = (Aj1|Aj2|· · ·|Ajr), à îñòàëüíûå ñòîëáöû ìàòðèöû A îáðàçóþ íåêóþ ìàòðèöó Fr×(n−r).
Ïî îïðåäåëåíèþ B è Òåîðåìå 19 detB 6= 0, è ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà B−1.

Ðàçîáü¼ì âåêòîð u = (u1, . . . , un) íà áàçèñíûå ïåðåìåííûå ub = (uj1 , . . . , ujn) è íà
ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå uf . Òîãäà óñëîâèå Au = b ìîæíî çàïèñàòü êàê Bub + Fuf = b.
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Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ub â (1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ub = B−1b−B−1Fuf , à òàê êàê Av = b
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Bvb + Fvf = Bvb = b, òî ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü
êàê ub = vb − B−1Fuf . Òåïåðü îò êàíîíè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé u > 0 ìîæíî ïåðåéòè ê
íåêàíîíè÷åñêîé ôîðìå: {

uf > 0,
B−1Fuf 6 vb.

Äëÿ ôóíêöèè J(u), èñïîëüçóÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî íàïèñàòü:

J(u) = 〈c, u〉Rn = 〈cb, ub〉Rr + 〈cf , uf〉Rn−r =

= 〈cb, vb〉Rn +
〈
cf − (B−1F )T cb, uf

〉
Rn−r = J(v)− 〈∆, uf〉 , (2)

ãäå J(v) = 〈c, v〉 , −∆ = cf − (B−1F )T cb.
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

g(uf ) = J(v)− 〈∆, uf〉Rn−r . (3)

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå J(v) = C ≡ const. Òîãäà çàäà÷à (1) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ñ
ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ, íî ñ íåêàíîíè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè:{

g(uf ) = J(v)−
∑
j∈Jf

∆juj → inf,

uf ∈ Uf = {uf > 0, (B−1F )uf 6 vb}.
(4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J+
f ìíîæåñòâî òåõ j ∈ Jf , äëÿ êîòîðûõ ∆j > 0. È ïóñòü k ∈ J+

f ,
íàïðèìåð, ñàìûé ìåíüøèé:

k = min
j∈J+

f

j. (5)

Ðàññìîòðèì äëÿ (4) ïîäçàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè îò îäíîé ïåðåìåííîé
uf = (0, . . . , 0, uk, 0, . . . , 0):{

gk(uk) = J(v)−∆kuk → inf,
uk ∈ Uk = {uk > 0, (B−1F )kuk 6 vb}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γk âåêòîð (B−1F )k = B−1Ak, è ïóñòü

γk =


γ1k

γ2k
...
γrk

 , I+
k = {i = 1, r | γik > 0}, (6)

(I+
k åñòü ìíîæåñòâî �ðåàëüíûõ� îãðàíè÷åíèé ñâåðõó íà uk). Òîãäà â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ

ïîäçàäà÷è ìîæíî âçÿòü

θk = min
i∈I+k

(
vji
γik

)
. (7)

Îïèøåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ñàì ìåòîä. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñèòóàöèè.

1) J+
f = ∅. Â ýòîì ñëó÷àå v ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó U∗ (îïòèìàëüíà) è ìû îñòàíàâ-
ëèâàåìñÿ.
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2) J+
f 6= ∅, è ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð k ∈ J+

f , ÷òî I
+
k = ∅. Íî òîãäà íåò �ðåàëüíûõ�

îãðàíè÷åíèé íà uk, êîòîðûå ìîãóò áåñêîíå÷íî âîçðàñòàòü. Îòêóäà J∗ = −∞,U∗ = ∅
è ïðîöåññ èòåðèðîâàíèÿ ñëåäóåò îñòàíîâèòü.

3) Ìíîæåñòâî J+
f íå ïóñòî è äëÿ ëþáîãî k èç J+

f ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî I+
k òàêæå

íå ïóñòî. (Ýòîò ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïîñðåäñòâåííî �øàã� ìåòîäà.)

Áåð¼ì k ïî ïðàâèëó (5), uk = θk ïî ïðàâèëó (7).

Â (7) ìèíèìóì ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà íåñêîëüêèõ íîìåðàõ, ïîýòîìó ââåä¼ì ñóïåð-
ìåãà-ìíîæåñòâî (

I+
k

)
∗ =

{
i ∈ I+

k |
vji
γik

= θk

}
,

è èç íåãî âûáåðåì, íàïðèìåð, íàèìåíüøèé ýëåìåíò s = min
i∈(I+k )∗

i.

Ïîñëå ýòîãî ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùåé óãëîâîé òî÷êè w ∈ U, êîòîðàÿ
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó wb = vb − B−1Akuk. Äîêàæåì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè
òàêîãî ïðàâèëà ìû äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷èì óãëîâóþ òî÷êó.

Äëÿ òî÷êè w ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ìàòðèöà B áóäåò èìåòü âèä

B(w) = (Aj1|· · ·|Ajs−1|Ak|Ajs+1 |· · ·|Ajr).

Íàì íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî åñòü áàçèñ. Ñäåëàåì ýòî ïî îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü

α1Aj1 + . . .+ αs−1Ajs−1 + αkAk + αs+1Ajs+1 + . . .+ αrAjr = 0.

Ïîäñòàâèì â ýòî ðàâåíñòâî Ak = Bγk = γ1kAj1 + . . . + γrkAjr . Òîãäà òàê êàê B(v)
åñòü áàçèñ, òî íåîáõîäèìî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ{

αi + αkγik = 0, ∀i 6= s,
αkγsk = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå αi ðàâíû íóëþ, òî åñòü B(w) � áàçèñ.

Òàêèì îáðàçîì, ïî Òåîðåìå 19 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî w äåéñòâèòåëüíî óãëîâàÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà U.

Çàìå÷àíèÿ.

1) Â ñëó÷àå, êîãäà v âûðîæäåíà, θk = 0 è v = w. Ïðè ýòîì ìîæåò ïðîèçîéòè çà-
öèêëèâàíèå ïðîöåññà, íî ïðàâèëà âûáîðà k è s (ïðàâèëà Áëýíäà, �àíòèöèêëèí�)
ïîçâîëÿþò èçáåæàòü ýòîãî.

2) Åñëè óãëîâûõ òî÷åê â ìíîæåñòâå U êîíå÷íîå ÷èñëî, òî îñòàíîâêà ïðîöåññà ïðî-
èçîéä¼ò ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ íà ñëó÷àÿõ 1) èëè 2).
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Çàìåòèì, ÷òî âñå íàøè ðàññóæäåíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ó íàñ
åñòü ïåðâàÿ âåðøèíà, îò êîòîðîé ìîæíî çàïóñêàòü ñèïëåêñ-ìåòîä. Ïðèâåäåì îäèí èç
âîçìîæíûõ ìåòîäîâ åå íàõîæäåíèÿ, íàçûâàåìûé ìåòîäîì èñêóñòâåííîãî áàçèñà.

Ïóñòü â óñëîâèè Au = b âûïîëíåíî òðåáîâàíèå b > 0. Ïîñòàâèì âñïîìîãàòåëüíóþ
çàäà÷ó: ïóñòü z = (x, u) ∈ Rn+m (ãäå x m-ìåðåí, u n-ìåðíî),

g(z) = x1 + x2 + . . .+ xm → min, z ∈ Z = {z ∈ Rn+m : x > 0, x+ Au = b}.

Ìû ïîëó÷èëè êàíîíè÷åñêóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðîé óãëîâîé òî÷-
êîé, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ z0 = (b, 0). Çàïóñòèì îò ýòîé òî÷êè ñèìïëåêñ-ìåòîä ñ àíòèöèê-
ëèíîì. Ò.ê. g∗ = inf g > 0, òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ïîëó÷èì òî÷êó z∗ - ðåçóëüòàò
ðàáîòû àëãîðèòìà, ò.å. g∗ = g(z∗). Çàìåòèì, ÷òî g∗ = 0 ðàâíîñèëüíî íåïóñòîòå ìíîæåñòâà
U∗. Â òàêîì ñëó÷àå, z∗ = (0, u), è u - óãëîâàÿ òî÷êà. Ïðîâåðèì ýòî ïî îïðåäåëåíèþ: ïóñòü
z∗ = αu1 + (1 − α)u2, α ∈ (0, 1). Ïîëîæèì z1 = (0, u1), z2 = (0, u2), z∗ = αz1 + (1 − α)z2,
÷òî âëå÷åò z∗ = z1 = z2 è, ñëåäîâàòåëüíî, u1 = u2.

Â êîíöå ïóíêòà ñôîðìóëèðóåì îáîáùàþùóþ íàøè ðàññóæäåíèÿ òåîðåìó.

Òåîðåìà 23 (ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ). Â çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè U 6= ∅, òî â U ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà óãëîâàÿ òî÷êà;

2) åñëè J∗ > −∞, òî âî ìíîæåñòâå U∗ ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, ïî ñóòè, ïðèâîäèòñÿ â îáîñíîâàíèè ñèìïëåêñ-ìåòîäà

(ïåðåáîðà ïî óãëîâûì òî÷êàì).

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå 2) ñïðàâåäëèâî èìåííî äëÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî. Íàïðèìåð, åñëè J(u) = e−u

(ýòî íå çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ), òî U = R1, J∗ = 0, íî U∗ = ∅.

6 Ìåòîäû ñíÿòèÿ îãðàíè÷åíèé

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ

J(u)→ inf, u ∈ U

ñ ó÷¼òîì îãðàíè÷åíèé íà ìíîæåñòâî U.
Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü �òåðïèìûìè�, íàïðèìåð, u ìîæåò ïðèíàäëåæàòü íå âñå-

ìó ïðîñòðàíñòâó, à êàêîìó-ëèáî ïîäìíîæåñòâó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ
ìû íå ðàññìàòðèâàåì è ñ÷èòàåì, ÷òî èõ ìîæíî îáîéòè ïðîñòûìè ìåòîäàìè.

Íàñ æå áóäóò èíòåðåñîâàòü áîëåå �ôóíêöèîíàëüíûå� îãðàíè÷åíèÿ íà u. Ðàññìîòðèì
êîíêðåòíûé ïðèìåð:

u ∈ U = {u ∈ U0 ⊂ H | g1(u) 6 0, . . . , gm(u) 6 0, gm+1(u) = 0, . . . , gm+s = 0},

ãäå gi êàêèå-ëèáî ôóíêöèè.
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Çäåñü èíòåðåñóþùèå íàñ îãðàíè÷åíèÿ ýòîm îãðàíè÷åíèé òèïà �íåðàâåíñòâî� è s îãðà-
íè÷åíèé òèïà �ðàâåíñòâî� (�òåðïèìûì� îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè
u ìíîæåñòâó U0).

Åñòåñòâåííî, êàêèå-ëèáî èç îãðàíè÷åíèé ìîãóò îòñóòñòâîâàòü.

Ìåòîä øòðàôîâ

Â ýòîì ìåòîäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ñëåäóþùåãî âèäà:

J(u)→ inf, u ∈ U = {u ∈ U0 ⊂ H | g1(u) 6 0, . . . , gm(u) 6 0,

gm+1(u) = 0, . . . , gm+s = 0} (1)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ (íàçûâàåìóþ øòðàôîì èëè øòðàôíîé ôóíêöèåé):

P (u) =
m+s∑
i=1

(g+
i (u))pi , pi > 1 (îáû÷íî pi = 2).

Ôóíêöèè g+
i (u) íàçûâàþò èíäèâèäóàëüíûìè øòðàôàìè. Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðè-

ìåðà ìîæíî âçÿòü
g+
i (u) = max{gi(u), 0}, i = 1,m,

g+
i (u) = |gi(u)| , i = m+ 1,m+ s.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óñëîâèå {
P (u) = 0,
u ∈ U0

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà u ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó U.
Èç øòðàôíîé ôóíêöèè P (u) ôîðìèðóþòñÿ ôîðìóëû âèäà

Φk(u) = J(u) + AkP (u), Ak > 0, Ak →∞ ïðè k →∞, u ∈ U0, k = 1, 2, . . . (2)

Òåïåðü îò çàäà÷è (1) ìû ïåðåõîäèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ (2). Ïóñòü òî÷êè
uk ∈ U0 òàêîâû, ÷òî

Φk∗ ≡ inf
U0

Φk 6 Φk(uk) 6 Φk∗ + εk (3)

(èõ ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ìåòîäàìè, èçëîæåííûìè â ïðåäûäóùåé ãëàâå). Èñïîëü-
çóÿ ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê, ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó â ýòîì ïóíêòå.

Òåîðåìà 24. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ìíîæåñòâî U0 ñëàáî çàìêíóòî;
J(u), g+

i (u) ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó íà U0; òî÷êà

J0 = inf
U0

J(u)

êîíå÷íà; ìíîæåñòâî

U(δ) = {u ∈ U0 : g+
i (u) 6 δ, i = 1,m+ s}
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îãðàíè÷åíî â H äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0; Ak → +∞, εk → +0, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
J(uk) ñòðåìèòñÿ ê ìèíèìóìó J(u):

J(uk)→ inf (J(uk)→ J∗),

è âñå ñëàáûå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk} ñîäåðæàòñÿ âî ìíî-
æåñòâå U∗.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk

ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ak > 0, P (u) > 0, èìååì:

Φk(u) = J(u) + AkP (u) > {u ∈ U0} > J0 > −∞,

òî åñòü ôîðìóëû (3) èìåþò ñìûñë (ýòî âåðíî, êîãäà Φk∗ êîíå÷íû).
Äàëåå, ðàññìîòðèì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

J(uk) 6 Φk(u) 6 {(3)} 6 Φk∗ + εk 6 {∀u ∈ U0} 6 Φk(u) + εk.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ëþáîãî u èç U0 è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî u èç
ìíîæåñòâà U. Âîçüì¼ì inf ïî ìíîæåñòâó U îò îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà, òîãäà ñïðàâà
áóäåì èìåòü J∗ + εk. Îòñþäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó è ó÷èòûâàÿ, ÷òî εk → ∞ ïðè k → ∞,
ïîëó÷àåì:

lim
k→∞

J(uk) 6 lim
k→∞

Φk(u) 6 lim
k→∞

Φk∗ 6 J∗ (4)

Òåïåðü ðàññìîòðèì çíà÷åíèå Φk(u) â òî÷êå uk:

Φk(uk) = J(uk) + AkP (uk) 6 {(3)} 6 Φk∗ + εk.

P (uk) 6
Φk∗ + εk − J(uk)

Ak
6

Φk∗ + εk − J0

Ak
6 {(4)} 6 c

Ak
→ 0.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî P (u) � ñóììèðóþùèé øòðàô èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
g+
i , ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäûé èíäèâèäóàëüíûé øòðàô g+

i → 0, ïðè k →∞. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ δ èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð k0(δ), ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà k > k0

g+
i 6 δ i = 1,m+ s, òî åñòü uk ∈ U(δ). Òàê êàê H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî
îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uk} ñóùåñòâóþò ñëàáûå ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Ïóñòü òåïåðü {ukl} òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}, ÷òî

lim
k→∞

J(uk) = lim
l→∞

J(ukl) ∈ U(δ) ∀l > l0 (5)

è u0 � îäíà èç ñëàáûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê {ukl}.
Ó÷èòûâàÿ ñëàáóþ ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó ôóíêöèé J(u), g+

i (u), èìååì ñ îäíîé ñòî-
ðîíû

J(u0) 6 lim
l→∞

J(ukl) 6 J∗,

òî åñòü J(u0) íå ïðåâîñõîäèò ìèíèìóìà íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå U; ñ äðóãîé ñòîðîíû

0 6 g+
i (u0) 6 lim

l→∞
g+
i (ukl) = 0
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è (òàê êàê U0 ñëàáî çàìêíóòî) u0 ∈ U, òî åñòü òî÷êà u0 ïðèíàäëåæèò äîïóñòèìîìó
ìíîæåñòâó U. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíà ëèøü ñèòóàöèÿ J(u0) = J∗, òî åñòü

lim
l→∞

J(ukl) = J∗.

Â ñèëó ïðàâèëà âûáîðà (5):
lim
k→∞

J(uk) = J∗,

è óòâåðæäåíèå òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè J(uk) ê ìèíèìóìó äîêàçàíî.
Ñõîäèìîñòü ïî àðãóìåíòó ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íî, ëèáî îïèðàÿñü íà äîêàçàòåëü-

ñòâî Òåîðåìû 2.

Óïðàæíåíèå 18 (4). Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Òåîðåìû 21 çàäà÷à (1)
ÿâëÿåòñÿ ñëàáî êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé â ïðîñòðàíñòâå H.

Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ âûïóêëûõ çàäà÷

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè:

J(u)→ inf, u ∈ U = {u ∈ U0 ⊂ L | g1(u) 6 0, . . . , gm(u) 6 0} (1)

Ìîæíî ðàññìîòðåòü è ñëó÷àé, êîãäà åñòü îãðàíè÷åíèÿ òèïà �ðàâåíñòâî�, íî ïðè ýòîì
îíè îáÿçàíû áûòü ëèíåéíûìè (â ïðåäûäóùåì ìåòîäå íà òàêèå îãðàíè÷åíèÿ òàêæå íàêëà-
äûâàþòñÿ æ¼ñòêèå óñëîâèÿ â âèäå ñëàáîé ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó, òàê ÷òî îíè �ïî÷òè�
ëèíåéíû).

Íàçîâ¼ì çàäà÷ó (1) âûïóêëîé, åñëè ìíîæåñòâî U0 âûïóêëî, L ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ôóíêöèè gi âûïóêëû.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(u, λ) = λ0J(u) +
m∑
i=1

λigi(u) (λ ∈ Rm+1).

×èñëà λi íàçûâàþò ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 25 (òåîðåìà Êóíà-Òàêêåðà). Ïóñòü çàäà÷à (1) âûïóêëà â óêàçàííîì ñìûñëå.
Òîãäà

1) åñëè òî÷êà u∗ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé (u∗ ∈ U∗), òî ñóùåñòâóåò íàáîð ìíîæè-
òåëåé Ëàãðàíæà λ∗ 6= 0 òàêîé, ÷òî

i)
min
u∈U0

L(u, λ∗) = L(u∗, λ
∗) � ïðèíöèï ìèíèìóìà;

ii)

λ∗i > 0, i = 0,m � óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà;
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iii)
λ∗i gi(u∗) = 0, i = 1,m � óñëîâèÿ, äîïîëíÿþùèå íåæ¼ñòêîñòè.

2) åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïàðû (u∗, λ
∗) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ i)-iii) è, êðîìå òîãî,

u∗ ∈ U è λ∗0 6= 0, òî u∗ � îïòèìàëüíàÿ òî÷êà (u∗ ∈ U∗).

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Íåîáõîäèìîñòü.

Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî J(u∗) = J∗ = 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìîòðåòü
ôóíêöèþ J̃(u) = J(u)− J∗, à ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà �íå ðåàãèðóåò� íà ñäâèã íà êîíñòàíòó).

Ââåäåì ìíîæåñòâî

M = {µ = (µ0, . . . , µm) ∈ Rm+1 | ∃u ∈ U0 : J(u) < µ0, gi(u) 6 µi, i = 1,m}.

Ìíîæåñòâî M íå ïóñòî, òàê êàê â íåì ñîäåðæèòñÿ (ñ ó÷¼òîì äîãîâîð¼ííîñòè J∗ = 0),
ïî êðàéíåé ìåðå, âåñü ïîëîæèòåëüíûé îêòàíò Rm+1

+ (äëÿ òàêèõ µ ïîäõîäÿùåé òî÷êîé
áóäåò u∗ ∈ U0).

Ìíîæåñòâî M âûïóêëî èç-çà âûïóêëîñòè èñõîäíûõ äàííûõ (óñëîâèÿ òåîðåìû). Ýòî
ýëåìåíòàðíî äîêàçûâàåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ.

Òàêæå ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ñ ó÷¼òîì äîãîâîð¼ííîñòè òî÷êà 0 íå ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó M.

Ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè (ñì., íàïðèìåð, [Â2, ãë. 4,�5, Òåîðåìà 1]) ñóùåñòâóåò íåíó-
ëåâîé âåêòîð λ∗ òàêîé, ÷òî

〈λ∗, µ〉Rm+1 > 0 = 〈λ∗, 0〉Rm+1 ∀µ ∈M (2)

(λ∗ � íîðìàëüíûé âåêòîð ê ãèïåðïëîñêîñòè).
Äîêàæåì äëÿ íà÷àëà óòâåðæäåíèå ii). Âîçüì¼ì òî÷êó

µiε = (ε, ε, . . . , 1, . . . , ε), ε > 0,

ãäå åäèíèöà ñòîèò â i-é ïîçèöèè. Ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M (òàê êàê îíà
íàõîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì îêòàíòå). Ïîäñòàâèâ å¼ â (2) è óñòðåìèâ ε ê íóëþ, ïîëó÷èì,
÷òî λ∗i > 0 äëÿ ëþáîãî i. Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå ii) äîêàçàíî.

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå iii). Â ñëó÷àå, êîãäà gi(u∗) = 0, ýòî óòâåðæäåíèå, î÷å-
âèäíî, âåðíî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà gi(u∗) < 0. Áåð¼ì òî÷êó

νiε = (ε, 0, . . . , gi(u∗), 0, . . . , 0) ∈M,

ãäå gi(u∗) ñòîèò íà i-îì ìåñòå. Ïîäñòàâèâ ýòó òî÷êó â (2), ïîëó÷èì:

εJ(u∗) + λ∗i gi(u∗) > 0 ∀ε > 0.

Óñòðåìëÿÿ ε ê íóëþ, èìååì λ∗i gi(u∗) > 0. Â òî æå âðåìÿ gi(u∗) < 0 è ïî äîêàçàííîìó
λ∗i > 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå iii): λ∗i gi(u∗) = 0.

Îñòàëîñü äîêàçàòü îñíîâíîå óòâåðæäåíèå i). Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì ëþáóþ òî÷êó u
èç ìíîæåñòâà U0 è ïî íåé ïîñòðîèì ñåìåéñòâî âåêòîðîâ ηε = (J(u) + ε, g1(u), . . . , gm(u))
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(ε > 0). Òî÷êà ηε ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâåM, òàê êàê ïîäõîäÿùèì u ∈ U0 â ýòîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ ñàìà òî÷êà u. Ïîäñòàâëÿåì ηε â (2) è óñòðåìëÿåì ε ê íóëþ. Èìååì:

L(u, λ∗) = λ∗0J(u) +
n∑
i=1

λ∗i gi(u) > 0 = {äîïóùåíèå, óòâ.ii)} =

= λ∗0J(u∗) +
n∑
i=1

λ∗i gi(u∗) = L(u∗, λ
∗).

Óòâåðæäåíèå i) äîêàçàíî.
2) Äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü òî÷êà u∗ ∈ U, λ∗0 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî λ∗0 = 1, òàê êàê ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìîæíî äåëèòü/óìíîæàòü íà ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî. Òîãäà èìååì:

J(u∗) = 1·J(u∗) +
n∑
i=1

λ∗i gi(u∗)︸ ︷︷ ︸
=0

= L(u∗, λ
∗) 6 {i)} 6 L(u, λ∗).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ëþáîãî u èç U0 è, â ÷àñòíîñòè äëÿ ëþáîãî u èç U.
Äàëåå.

L(u, λ∗) = 1·J(u) +
n∑
i=1

λ∗i gi(u) 6 {λ∗i > 0 (óòâ. ii)) , gi(u) 6 0 (u ∈ U)} 6 J(u) ∀u ∈ U.

Òàê êàê u∗ ñîäåðæèòñÿ â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå U, òî îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî u∗ �
îïòèìàëüíàÿ òî÷êà è äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå 19 (5). Äîêàçàòü òåîðåìó îá îòäåëèìîñòè òî÷êè îò âûïóêëîãî ìíî-
æåñòâà â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Çàìå÷àíèå î ðåãóëÿðíîñòè
Ðàññìîòðèì ïðèìåð, â êîòîðîì λ∗0 = 0. Ïóñòü H = R1, J(u) = −u → inf, U0 = R1,

g1(u) = u2, U = {u ∈ R1 | u2 6 0} = {0} = U∗. Äîêàæåì, ÷òî â ëþáîì íàáîðå λ∗ = (λ∗0, λ
∗
1)

îáÿçàòåëüíî λ∗0 = 0. Ïî Òåîðåìå 22 íàéä¼òñÿ íåîòðèöàòåëüíûé íàáîð (λ∗0, λ
∗
1) òàêîé, ÷òî

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå i): −λ∗0u+ λ∗1u
2 > 0 ∀u ∈ R1.

Ðàçäåëèì ýòî íåðàâåíñòâî íà u > 0: −λ∗0 + λ∗1u > 0 ∀u > 0, è óñòðåìèì u ê íóëþ.
Ïîëó÷èì −λ∗0 > 0.

Îòñþäà ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà èìååì λ∗0 = 0.
Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íà ðåãóëÿðíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè u0 ∈ U0 òà-

êîé, ÷òî g1(u0) < 0, . . . , gm(u0) < 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ïðåäïîëîæèì, ÷òî
â íåêîòîðîì (íåíóëåâîì) íàáîðå λ∗ ïåðâàÿ êîîðäèíàòà λ∗0 ðàâíà íóëþ, òîãäà ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà íà ýòîì íàáîðå ðàâíà:

L(u0, λ
∗) =

m∑
i=1

λ∗i gi(u0) < 0 = L(u∗, λ
∗),

è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðèíöèïîì ìèíèìóìà.
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Ïðèâåä¼ì àíàëîã òåîðåìû Êóíà-Òàêêåðà â íåñêîëüêî èíîé ôîðìóëèðîâêå. Äëÿ ýòîãî
ñíà÷àëà ââåä¼ì îäíî

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X,Y � ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû. f : X ×Y → R1.
Òî÷êà (x∗, y

∗) íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå X×Y, åñëè

f(x∗, y) 6 f(x∗, y
∗) 6 f(x, y∗) ∀x ∈ X,∀y ∈ Y.

Òåîðåìà 26 (ñåäëîâàÿ ôîðìà òåîðåìû Êóíà-Òàêêåðà). Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
Òåîðåìû 22 è óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè Ñëåéòåðà. Òîãäà òî÷êà u∗ ïðèíàäëåæèò ìíîæå-
ñòâó U∗ (u∗ � îïòèìàëüíàÿ òî÷êà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà (ñ λ0 = 1) èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó (u∗, λ

∗) íà ìíîæåñòâå U0 × Rm
+ .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ íà÷àëà ïåðåïèøåì îïðåäåëåíèå ñåäëîâîé òî÷êè (u∗, λ

∗) äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

J(u∗) +
m∑
i=1

λigi(u∗) 6 J(u∗) +
m∑
i=1

λ∗i gi(u∗) ∀λ ∈ Rm
+ (a)

J(u∗) +
m∑
i=1

λ∗i gi(u∗) 6 J(u) +
m∑
i=1

λ∗i gi(u) ∀u ∈ U0 (b)

1) Íåîáõîäèìîñòü.
Ïóñòü òî÷êà u∗ ∈ U∗. Òîãäà ïî Òåîðåìå 22 ñ ó÷¼òîì óñëîâèé Ñëåéòåðà ñóùåñòâóåò

òàêîé íàáîð λ∗ = (1, λ∗1, λ
∗
2, . . . , λ

∗
m) > 0, ÷òî óñëîâèå (b) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç

óñëîâèÿ i) ýòîé òåîðåìû, à óñëîâèå (a) ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:

m∑
i=1

λi︸︷︷︸
>0

gi(u∗)︸ ︷︷ ︸
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6 0 = {iii)} = J(u∗) +
m∑
i=1

λ∗i gi(u∗).

2) Äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü â òî÷êå u∗ ∈ U0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (a) è (b).
Èç (a) ñëåäóåò, ÷òî

m∑
i=1

(λi − λ∗i )gi(u∗) 6 0 ∀λi > 0.

Ïîäñòàâèâ â ýòî âûðàæåíèå λ = (λ∗0, λ
∗
1, . . . , λ

∗
i−1, λ

∗
i + ε, λ∗i+1, . . . , λ

∗
m) (ε > 0), ìû

ïîëó÷èì, ÷òî εgi(u∗) 6 0, òî åñòü gi(u∗) 6 0. Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî i, òî
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî u∗ ∈ U.

Åñëè ïîäñòàâèòü â ýòî âûðàæåíèå λ = (λ∗0, λ
∗
1, . . . , λ

∗
i−1, 0, λ

∗
i+1, . . . , λ

∗
m), òî áóäåì èìåòü

−λ∗i gi(u∗) 6 0, íî λ∗i > 0, à gi(u∗) 6 0, òî åñòü λ∗i gi(u∗) = 0. Îïÿòü æå èç òîãî, ÷òî ýòî
âåðíî äëÿ ëþáîãî i, ïîëó÷àåì óñëîâèå iii) Òåîðåìû 22.

Èç (b) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óñëîâèå i).
Òåïåðü îñòàëîñü ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 22 îòíîñèòåëüíî äîñòàòî÷íîñòè è

òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ãëàäêèõ çàäà÷

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè:

J(u)→ inf u ∈ U = {u ∈ H | g1(u) 6 0, . . . , gm(u) 6 0,

gm+1(u) = 0, . . . , gm+s(u) = 0}, (1)

ãäå H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñ äîïîëíèòåëüíûìè òðåáîâàíèÿìè íà ãëàäêîñòü
ôóíêöèé. Çäåñü ìû êðàòêî ðàññìîòðèì ëèøü íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ìèíè-
ìóìà.

Äëÿ íà÷àëà ââåä¼ì íåñêîëüêî ïîíÿòèé (íåêîòîðûå èç íèõ ïðèâåäåíû ëèøü â êà÷åñòâå
íàïîìèíàíèÿ).

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà u∗ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè J(u),
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè u ∈ Uε ∩ U, ãäå
Uε = {u : ‖u− u∗‖ < ε}, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå J(u∗) 6 J(u).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X, x0 ∈ M. Âåêòîð
h ∈ X íàçûâàþò êàñàòåëüíûì êî ìíîæåñòâóM â òî÷êå x0, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå
ϕ(t) : R1 → X, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

1) x0 + th+ ϕ(t) ∈M ;

2) ϕ(t) = o(t), òî åñòü ‖ϕ(t)‖X
t
→ 0 ïðè t→ 0.

Âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ïåðåâîäÿùåãî
â X íå âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü R1, à ëèøü êàêîé-ëèáî èíòåðâàë (−ε; ε) äëÿ íåêîòîðîãî
ε > 0.

M



















�

qv0

u

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tx0M âñå êàñàòåëüíûå âåêòîðû êî ìíîæåñòâó M â òî÷êå x0.

M



















�

qx0

Tx0M

F (x) = 0

Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà îäíó òåîðåìó, êîòîðîé ìû â ïîñëåäñòâèè âîñïîëüçóåìñÿ.
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Òåîðåìà (Ëþñòåðíèê). [ÀÒÔ, ñòð. 171-174] Ïóñòü X,Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà,
îòîáðàæåíèå F : X→ Y äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå, M = {x ∈ X | F (x) = 0}, x0 ∈M,
imF ′(x0) = Y. Òîãäà Tx0M = kerF ′(x0).

Óïðàæíåíèå 20 (4). Ïóñòü X = R2, Y = R1, F (x1, x2) = x2
1 − x4

2, ìíîæåñòâî M
èìååò âèä M = {(x1, x2) | F (x1, x2) = 0}, x0 = (0, 0).

1) Íàéòè Tx0M ;

2) íàéòè kerF ′(0, 0);

3) âûÿñíèòü, ñîâïàäàþò îíè èëè íåò è ïî÷åìó.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíóþ òåîðåìó ýòîãî ïóíêòà.

Òåîðåìà 27. Ïóñòü u∗ � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å (1); J(u), gi(u) ∈ C1(Uε)
äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé íàáîð ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà λ∗ = (λ∗0, . . . , λ

∗
m+s), îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

i)

L′u(u∗, λ∗) = λ∗0J
′(u∗) +

m+s∑
i=1

λ∗i g
′
i(u∗) = 0

� óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ôóíêöèè Ëàãðàíæà;

ii)

λ∗i > 0 ∀i = 0,m � óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà;

iii)

λ∗i gi(u∗) = 0 ∀i = 1,m � óñëîâèÿ, äîïîëíÿþùèå íåæ¼ñòêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ íà÷àëà äîãîâîðèìñÿ î íåêîòîðûõ ñîãëàøåíèÿõ.
Âî-ïåðâûõ, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 22, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî

J(u∗) = 0 (d1).

Âî-âòîðûõ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

gi(u∗) = 0 ∀i = 1,m (d2).

Íà ñàìîì äåëå, ýòî íå ñòîëü ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, òàê êàê
ïðè íåâûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ, ìîæíî ðàññìîòðåòü äðóãóþ îêðåñòíîñòü Uε, ÷òî èë-
ëþñòðèðóåò ðèñóíîê. Ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü çàäà÷ó íà ãðàíèöå. Çàìåòèì, ÷òî,
ïðèíèìàÿ ýòî ñîãëàøåíèå, ìû àâòîìàòè÷åñêè èçáàâëÿåì ñåáÿ îò äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà
iii), òàê êàê îí, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ.
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Uε

u∗

gi(u) = 0

gi(u) 6 0

Â-òðåòüèõ, äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç g0(u) ñàìó ôóíêöèþ J(u):

g0(u) = J(u) (d3).

Äàëåå, ïóñòü G(u) = (gm+1(u), . . . , gm+s(u)) : H→ Rs. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû â òî÷êå u∗
ýòà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå, òî åñòü ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé
îïåðàòîð G′(u∗) = (g′m+1(u∗), . . . , g

′
m+s(u∗)) ∈ L(H→ Rs).

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

1) imG′(u∗) 6= Rs;

2) imG′(u∗) = Rs, kerG′(u∗) = {0} (ñîñòîèò èç îäíîãî íóëÿ);

3) imG′(u∗) = Rs, kerG′(u∗) 6= {0}.

Ðàññìîòðèì âñå òðè ýòèõ ñëó÷àÿ.

1) Âûðîæäåííûé ñëó÷àé: imG′(u∗) 6= Rs

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî Rs ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ
(ñì. Óïðàæíåíèå 18):

Rs = imG′(u∗)⊕ ker(G′(u∗))
∗ = {Rs êîíå÷íîìåðíî} = imG′(u∗)⊕ ker(G′(u∗))

∗.

Òàêèì îáðàçîì, íàéä¼òñÿ íåíóëåâîé âåêòîð λ0 ∈ ker(G′(u∗))
∗, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåä-

ëèâî âûðàæåíèå:

0 = (G′(u∗))
∗[λ0] =

m+s∑
i=m

λ0
i g
′
i(u∗).

Òåïåðü â êà÷åñòâå èñêîìîãî íàáîðà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äîñòàòî÷íî âçÿòü:

λ∗ = (λ∗0 = 0, . . . , λ∗m = 0, λ∗m+1 = −λ0
m+1, . . . , λ

∗
m+s = −λ0

m+s) 6= 0.

Êàê íåòðóäíî âèäåòü, äëÿ ýòîãî íàáîðà âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ.

2) �Ïîëóâûðîæäåííûé� ñëó÷àé: imG′(u∗) = Rs, kerG′(u∗) = {0}
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, èìååì ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà H = im(G′(u∗))

∗

(dim H 6 s). Òî åñòü íàéä¼òñÿ òàêîé âåêòîð λ0 ∈ RS, ÷òî

J ′(u∗) = (G′(u∗))
∗[λ0] =

m+s∑
i=m+1

λ0
i g
′
i(u∗).
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Â êà÷åñòâå èñêîìîãî íàáîðà λ∗ áåð¼ì ñëåäóþùèé:

λ∗ = (λ∗0 = 1, λ∗1 = 0, . . . , λ∗m = 0, λ∗m+1 = −λ0
m+1, . . . , λ

∗
m+s = −λ0

m+s) 6= 0.

3) Íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé: imG′(u∗) = Rs, dim(kerG′(u∗)) > 1
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vk ìíîæåñòâà ñëåäóþùåãî âèäà:

Vk =
{
u ∈ H | G′(u∗)[u] = 0, 〈g′i(u∗), u〉 < 0, i = k,m

}
k = 0,m.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå dim(kerG′(u∗)) > 1 â ýòîì ñëó÷àå âàæíî, òàê êàê èíà÷å âñå Vk
áûëè áû ïóñòûìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà âëîæåíèé:

V0 ⊆ V1 ⊆ . . . ⊆ Vm.

Äîêàæåì, ÷òî V0 = ∅. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, òî åñòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêèé ýëå-
ìåíò v ∈ V0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî v ∈ kerG′(u∗) è 〈gi(u∗), v〉 < 0 äëÿ i = 0,m. Òàê êàê
imG′(u∗) = Rs, òî ïî Òåîðåìå Ëþñòåðíèêà ïîëó÷àåì, ÷òî kerG′(u∗) = Tu∗{u | G(u) = 0}
è ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå ϕ(t): (−ε, ε) → H òàêîå, ÷òî u∗ + tv + ϕ(t) ∈ {u | G(u) = 0},
òî åñòü G(u∗ + tv + ϕ(t)) = 0 äëÿ ëþáîãî t èç èíòåðâàëà (−ε, ε).

Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè âèäà u∗ + tv + ϕ(t) ≡ u(t) óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì
òèïà �ðàâåíñòâî�.

Òåïåðü äëÿ âñåõ i = 0,m ðàçëîæèì ôóíêöèè gi â îêðåñòíîñòè òî÷êè u∗:

gi(u(t)) = gi(u∗) + 〈g′i(u∗), tv + ϕ(t)〉+ o(tv + ϕ(t)) =

= {(d1), (d2)} = t 〈g′i(u∗), v〉+ o(t) < 0 ∀t ∈ (0, ε)

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ t èç èíòåðâàëà (0, ε) òî÷êè u(t) ïðèíàäëåæàò äîïóñòèìîìó
ìíîæåñòâó U, è â òîæå âðåìÿ J(u(t)) < 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñ (d1). Çíà÷èò íàøå ïðåä-
ïîëîæåíèå íåâåðíî è V0 = ∅.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå Vi íå ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ, òî åñòü êîãäà

Vm = {u ∈ H | G′(u∗)[u] = 0, 〈g′m(u∗), u〉 < 0} = ∅.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà íà ÿäðå:

Jm(u) = 〈g′m(u∗), u〉 → inf, u ∈ kerG′(u∗) (2)

Åñëè Vm = ∅, òî u = 0 � ðåøåíèå (2). Ðàçëîæèì ãðàäèåíò â îðòîãîíàëüíóþ ñóììó:

g′m(u∗) = g1
m + g2

m, ãäå g
1
m ∈ kerG′(u∗), g

2
m ∈ (ker(G′(u∗))

⊥

Jm(u) =
〈
g1
m, u

〉
⇒ {min = 0} ⇒ g1

m = 0

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî g′m(u∗) ∈ im(G′(u∗))
′, è ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð

λ0 ∈ Rs, ÷òî

1·g′m(u∗) =
m+s∑
i=m

λ0
i g
′
i(u∗).
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Òîãäà â êà÷åñòâå èñêîìîãî íàáîðà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ìîæíî âçÿòü

λ∗ = (λ∗0 = 0, λ∗1 = 0, . . . , λ∗m−1 = 0, λ∗m = 1, λ∗m+1 = −λ0
m+1, . . . , λ

∗
m+s = −λ0

m+s).

Îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà

∅ = V0 = V1 = . . . = Vk ⊂ Vk+1 ⊆ Vk+1 ⊆ . . . ⊆ Vm.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì ïîñòàâèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè:

Jk(u) = 〈g′k(u∗), u〉 → inf, u ∈ {u ∈ kerG′(u∗) | 〈g′i(u∗), u〉 6 0, i = k + 1,m} (3)

è ïîêàæåì, ÷òî u = 0 � ðåøåíèå çàäà÷è (3).
Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî inf â (3) íåîòðèöàòåëåí. Ñäåëàåì ýòî ìåòîäîì îò ïðîòèâ-

íîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Jk∗ < 0, òîãäà íàéäóòñÿ äîïóñòèìûé äëÿ (3) âåêòîð v è âåêòîð
w ∈ Vk+1 òàêèå, ÷òî

〈g′k(u∗), v〉 < 0, 〈g′i(u∗), v〉 6 0 äëÿ i = k + 1,m, G′(u∗)[v] = 0,

〈g′k(u∗), w〉 < 0,
〈
g′j(u∗), w

〉
< 0 äëÿ j = k + 1,m, G′(u∗)[w] = 0.

Ñäâèíóâøèñü íà äîñòàòî÷íî ìàëîå ε èç v â íàïðàâëåíèè w, ïîëó÷èì

〈g′k(u∗), v + εw〉 < 0,

〈g′i(u∗), v + εw〉 6 0 äëÿ i = k + 1,m

è, òàê êàê G ëèíååí,
G′(u∗)[v + εw] = 0.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî òî÷êà v + εw ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå Vk, êîòîðîå ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ ïóñòî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî v = 0 � ðåøåíèå.

Òàê êàê Vk+1 6= ∅ òî çàäà÷à (3) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé çàäà÷åé, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ Ñëåéòåðà. Ïðèìåíèì ê (3) Òåîðåìó 22.

Ïóñòü êëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

Lk(u, λ) = 1· 〈g′k(u∗), u〉+
m∑

i=k+1

λi 〈g′i(u∗), u〉

óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìèíèìóìà èç Òåîðåìû 22 ïðè λ = λ0 = (1, λ0
k+1, . . . , λ

0
m) 6= 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî u ∈ kerG′(u∗) (= U0) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

0 = 1· 〈g′k(u∗), u〉+
m∑

i=k+1

λ0
i 〈g′i(u∗), u〉 6 Lk(u, λ0).

Òàê êàê ìíîæåñòâî òåðïèìûõ îãðàíè÷åíèé è ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ëèíåéíû, îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî Lk(u, λ0) = 0 äëÿ ëþáîãî u ∈ kerG′(u∗) (âìåñòî u ìîæíî âçÿòü −u è
ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå âåðíîå íåðàâåíñòâî).
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Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

1·g′k(u∗) +
m∑

i=k+1

λ0
i g
′
i(u∗) ∈ (kerG′(u∗))

⊥
= im (G′(u∗))

∗
,

è ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð (λ0
m+1, . . . , λ

0
m+s) ∈ Rs, òî â êà÷åñòâå èñêîìîãî âåêòîðà ìîæíî

âçÿòü

λ∗ = (λ∗0 = 0, . . . , λ0
k−1 = 0, λ∗k = 1, λ∗k+1 = λ0

k+1, . . . , λ
∗
m = λ0

m,

λ∗m+1 = −λ0
m+1, . . . , λ

∗
m+s = −λ0

m+s).

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå 21 (5). Äîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà A ∈ L(H→ F), H,F � ãèëüáåð-
òîâû ïðîñòðàíñòâà, ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ:

F = imA⊕ kerA∗,

H = imA∗ ⊕ kerA.

(Çàìå÷àíèå: â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå çàìûêàíèÿ ïèñàòü íåîáõîäèìî.)
Îïèøåì òåïåðü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Â ñëó-

÷àå êîãäà imG′(u∗) = Rs è ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò h ∈ H, ÷òî

1) G′(u∗)[h] = 0;

2) 〈g′i(u∗), h〉 < 0 ∀i = 1,m,

òî â ëþáîì íàáîðå ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ0 6= 0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð, â êîòîðîì λ0 = 0. Òîãäà èç

óòâåðæäåíèÿ i) Òåîðåìû 24 èìååì

m+s∑
i=1

λig
′
i(u∗) = 0.

Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà h:

m∑
i=1

λi︸︷︷︸
>0

〈g′i(u∗), h〉︸ ︷︷ ︸
2)⇒<0

+
m+s∑
i=m+1

λi 〈g′i(u∗), h〉︸ ︷︷ ︸
1)⇒=0

= 0.

Ïîëó÷àåì, ÷òî λi = 0 äëÿ ëþáîãî i = 1,m è

m+s∑
i=m+1

λig
′
i(u∗) = 0 ∀u ∈ H.

Ñëåäîâàòåëüíî, 〈
(G′(u∗))

∗
[(λm+1, . . . , λm+s)] , u

〉
= 0 ∀u ∈ H.

À òàê êàê imG′(u∗) = Rs, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî λm+1 = . . . = λm+s = 0, òî åñòü âñå λi = 0.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 28. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû âñå ôóíêöèè äâàæäû íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìû ïî Ôðåøå â îêðåñòíîñòè Uε(u∗) è ïðè λ∗ = (1, λ∗1, . . . , λ

∗
m+s) ∈ Rn+m+1

âåðíû óòâåðæäåíèÿ i), ii), iii). Ïóñòü u∗ ∈ U , è îïåðàòîð L′′uu > 0 (â òîì ñìûñëå, ÷òî
∀ h ∈ H 〈L′′uuh, h〉 > K‖h‖2). Òîãäà u∗ - òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ ëþáîãî u ∈ U ∩ Uε(u∗) âåðíî ñîîòíîøåíèå:

J(u) = 1 · J(u) + 0 + 0 >

> J(u) +
m∑
i=1

λ∗i gi(u) +
m+s∑
i=1

λ∗i gi(u) = L(u, λ∗) = L(u, λ∗)− L(u∗, λ
∗) + L(u∗, λ

∗) =

= 〈L′u(u∗, λ∗), u− u∗〉+
1

2
〈L′′uu(u∗λ∗), u− u∗〉+ o(‖u− u∗‖2) + L(u∗, λ

∗).

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëííîññòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé, èìååì

J(u) > L(u∗, λ
∗) = J(u) +

m∑
i=1

λ∗i gi(u∗) +
m+s∑
m=1

λ∗i gi(u∗) > J(u∗),

è, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè u ∈ U ∩ Uε(u∗), u∗ - òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Óïðàæíåíèå 22 (4). Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ L(H → H),
A = A∗ > 0. Ðåøèòü ñ ïîìîùüþ Òåîðåìû 24 çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè:

J(u) = 〈Au, u〉 → inf, ‖u‖2
H = 1.

(Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíîãî H ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ.)

Äâîéñòâåííûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

J(u)→ inf,
u ∈ U = {u ∈ U0 ⊆ L | g1(u) 6 0, . . . , gm(u) 6 0, gm+1(u) = 0, . . . , gm+s(u) = 0} . (1)

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ èíîãäà ëåã÷å ïåðåéòè ê ðåøåíèþ òàê íàçûâàåìûõ äâîé-
ñòâåííûõ çàäà÷. Îïèøåì ýòîò ïðîöåññ. Ñòðîèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (1):

L(u, λ) = 1·J(u) +
m+s∑
i=1

λigi(u), u ∈ U0, λ ∈ Λ0 =
{
λ ∈ Rm+s | λi > 0, i = 1,m

}
. (2)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕ(u) = sup
λ∈Λ0

L(u, λ) =

{
J(u), åñëè u ∈ U,
+∞, åñëè u ∈ U0\U

. (3)
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Çàäà÷à (1) ðàâíîñèëüíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè íà ðàñøèðåííîì ìíîæåñòâå:

ϕ(u)→ inf, u ∈ U0. (4)

Ââîäèì ôóíêöèþ

ψ(λ) = inf
u∈U0

L(u, λ). (5)

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷à

ψ(λ)→ sup, λ ∈ Λ0 (6)

íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê èñõîäíîé çàäà÷å (1).

Òåîðåìà 29. Âñåãäà âåðíû íåðàâåíñòâà:

ψ(λ) 6 ψ∗ 6 ϕ∗ = J∗ 6 ϕ(u), ∀λ ∈ Λ0, ∀u ∈ U0. (7)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû

ψ∗ = ϕ∗, U∗ 6= ∅, Λ∗ 6= ∅, (8)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû L(u, λ) èìåëà ñåäëîâóþ òî÷êó íà U0×Λ0; U∗×Λ∗ �
ìíîæåñòâî âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Óòâåðæäåíèå (7) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ϕ(u) è ψ(λ).
Äîêàæåì, ÷òî èç (8) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ñåäëîâîé òî÷êè. Âîçüì¼ì ëþáûå u∗ ∈ U∗,

λ∗ ∈ Λ∗. Äëÿ íèõ âåðíà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

ψ∗ = ψ(λ∗) = inf
u∈U0

L(u, λ∗) 6 {U∗ ⊆ U0} 6 L(u∗, λ
∗) 6 sup

λ∈Λ0

L(u∗, λ) = ϕ(u∗) = ϕ∗.

Òàê êàê ϕ∗ = ψ∗, âñå íåðàâåíñòâà ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà è ìû èìååì:

L(u∗, λ) 6 sup
λ∈Λ0

L(u∗, λ) = L(u∗, λ
∗) = inf

u∈U0

L(u, λ∗) 6 L(u, λ∗), ∀λ ∈ Λ0, ∀u ∈ U0.

Òî åñòü (u∗, λ
∗) � ñåäëîâàÿ òî÷êà.

Èòàê ìû äîêàçàëè, ÷òî U∗ × Λ∗ ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå ñåäëîâûõ òî÷åê.
Òåïåðü ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî âëîæåíèÿ. Ïóñòü òî÷êà (u∗, λ

∗) � ñåäëî-
âàÿ äëÿ ôóíêöèè L. Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (8). Íàì èçâåñòíî, ÷òî

L(u∗, λ) 6 L(u∗, λ
∗) 6 L(u, λ∗) ∀λ ∈ Λ0, ∀u ∈ U0.

Âçÿâ sup ïî λ è inf ïî u, ïîëó÷èì

ϕ∗ 6 {u∗ ∈ U0} 6 ϕ(u∗) 6 L(u∗, λ
∗) 6 ψ(λ∗) 6 {λ∗ ∈ Λ0} 6 ψ∗ 6 {(7)} 6 ϕ∗.

Îòñþäà èìååì, ÷òî u∗ � îïòèìàëüíûé ýëåìåíò è λ∗ � îïòèìàëüíûé ýëåìåíò, U∗ 6= ∅,
Λ∗ 6= ∅, ϕ∗ = ψ∗ è òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðèìåð. (ψ∗ < ϕ∗, ñåäëà íåò)
Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë J(u) = e−u íà ìíîæåñòâå

U = {u ∈ R1 | g(u) = ue−u = 0} = {0}.

Èìååì,
J∗ = J(0) = 1 = ϕ∗,

U∗ = {0} 6= ∅,

L(u, λ) = 1·e−u + λue−u = e−u(1 + λu),

Λ0 = R1, ψ(λ) =


0, åñëè λ = 0,
−∞, åñëè λ > 0,

λe−1+ 1
λ , åñëè λ < 0.

Òî åñòü ψ∗ = 0 = ψ(0), Λ∗ = {0} 6= ∅ è ϕ∗ > ψ∗.

Ïðèìåð. (ψ∗ = ϕ∗, U∗ 6= ∅, Λ∗ = ∅, ñåäëà íåò)
Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë J(u) = −u íà ìíîæåñòâå

U = {u ∈ R1 | g(u) = u2 6 0} = {0}.

Èìååì,
ϕ∗ = 0 = J∗,U∗ = {0} 6= ∅,

L(u, λ) = 1·(−u) + λu2, λ ∈ Λ0 = {λ > 0}, ψ(λ) =

{
− 1

4λ
, åñëè λ > 0,

−∞, åñëè λ = 0
.

Òî åñòü ψ∗ = 0, íî ìíîæåñòâî Λ∗ ïóñòî.

Âòîðàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à
Ââåä¼ì ïîíÿòèå âòîðîé äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îäèí
Ïðèìåð.
Ðàññìîòðèì ìèíèìèçàöèþ ôóíêöèè J(u) = u2 íà ìíîæåñòâå

U = {g(u) = u2 − 1 6 0} = [−1, 1].

Èìååì:
J∗ = ϕ∗ = 0, U∗ = {0} 6= ∅,

L(u, λ) = u2 + λ(u2 − 1)

Ïîëó÷àåì ψ(λ) = −λ, åñëè λ > −1 (â íàøåì ñëó÷àå λ > 0).
Òåïåðü ïîñòàâèì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ê ψ(λ):

ψ(λ) = −λ→ sup
λ>0

, ψ∗ = 0 = ψ(0), Λ∗ = {0} 6= ∅.

Ïåðåéä¼ì ê çàäà÷å íà ìèíèìóì (J(v) = −ψ(v)):

J(v) = v → inf, v > 0, (v := λ)
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v ∈ V = {v ∈ R1 = V0 | g(v) = −v 6 0}

Îòñþäà ïîëó÷àåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà:

L(v, µ) = 1·v + µ(−v), µ > 0

ψ(µ) =

{
0, åñëè µ = 1,
−∞, åñëè µ 6= 1

.

Îïðåäåëåíèå. Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè ψ(µ) ïðè µ > 0 íàçûâàåòñÿ âòîðîé
äâîéñòâåííîé çàäà÷åé.

Ïðèâåä¼ííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî âòîðàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à íå âñåãäà ñîâïà-
äàåò ñ èñõîäíîé.

Óïðàæíåíèå 23 (4). Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàíîíè÷åñêîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ âòîðàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé.

7 Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ýòîé ãëàâå ìû êîñí¼ìñÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè, êîòîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü çàäà÷åé îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Áîëåå ïîäðîáíî ýòîò âîïðîñ îñâåùàåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì
êóðñå, ìû æå ðàññìîòðèì åãî, èñõîäÿ èç íàøèõ ïîòðåáíîñòåé.

Â îáùåì âèäå ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

J(u) =

Tw

t0

f 0(x(t), u(t), t) dt+ ϕ(x(T ))→ inf

x′(t) = f(x(t), u(t), t) ïî÷òè âñþäó äëÿ t0 < t < T, x(t0) = x0, (1)

u ∈ U = {u(t) � èçìåðèìà ïî Ëåáåãó | u(t) ∈ V ⊆ Rr äëÿ ïî÷òè âñåõ t}

Ôóíêöèîíàë f 0 ïðèíÿòî íàçûâàòü èíòåãðàíòîì, à ôóíêöèîíàë ϕ � òåðìèíàíòîì.
Çàìåòèì, ÷òî â òàêîé ïîñòàíîâêå îòñóòñòâóþò ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ íà x(t)
(x(t) ∈ G ⊆ Rn), ÷òî îáëåã÷àåò íàì èññëåäîâàíèå çàäà÷è.

Ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâîâàíèå f, fx, f
0, f 0

x , ϕ, ϕx èõ íåïðåðûâíîñòü ïî t, è Ëèïøèö-
íåïðåðûâíîñòü ïî x è u íà Rn × V × [t0;T ]. (Â ïðèíöèïå ìîæíî îáîéòèñü áåç Ëèïøèö-
íåïðåðûâíîñòè, íî ïðè ýòîì ìíîãèå âûêëàäêè çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿþòñÿ.) Â äàëüíåéøåì
áóäåì ññûëàòüñÿ íà ïîäîáíîå ñóùåñòâîâàíèå îòìåòêîé (2).

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Â ýòîì ïóíêòå ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ñëåäóþùåãî âèäà:

H(x, u, t, ψ) = f 0(x, u, t) + 〈ψ, f(x, u, t)〉Rn ,
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íàçûâàåìîé ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà.
Ââåä¼ì ðÿä îáîçíà÷åíèé:

∆J = J(u+ h)− J(u),

∆x = x(t, u+ h)− x(t, h),

∆f 0 = f 0 (x(t, u+ h), u(t) + h(t), t)− f 0 (x(t, u), u(t), t) .

Ïðåîáðàçóåì ∆J(u) òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðèíöèï ìàêñèìóìà.

∆J =

Tw

t0

∆f 0 dt+ ∆ϕ. (3)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé, èìååì

∆ϕ = 〈ϕx (x(T ) + θ∆x(T ))± ϕx(x(T )),∆x(T )〉Rn = 〈ϕx (x(T )) ,∆x(T )〉Rn +Rϕ,

ãäå θ ∈ [0, 1], Rϕ � íåêîòîðûé îñòàòîê.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

∆J =

Tw

t0

∆f 0 dt+ 〈ϕx (x(T )) ,∆x(T )〉Rn +Rϕ. (4)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

ψ(T ) = ϕx (x(T )) . (5)

Òîãäà

〈ϕx (x(T )) ,∆x(T )〉 = 〈ψ(T ),∆x(T )〉 = {∆x(t0) = 0} = 〈ψ(T ),∆x(T )〉 − 〈ψ(t0),∆x(t0)〉 =

=

Tw

t0

d

dt
〈ψ(t),∆x(t)〉 dt =

Tw

t0

〈ψ′(t),∆x(t)〉 dt+

Tw

t0

〈ψ(t),∆x′(t)〉 dt.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

∆J =

Tw

t0

∆H dt+

Tw

t0

〈ψ′(t),∆x(t)〉 dt+Rϕ. (6)

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé è ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ïðåäñòàâèì ∆H â íåñêîëüêî èíîì âèäå:

∆H = (H (x(t, u+ h), u+ h, t, ψ)−H (x(t, u), u+ h, t, ψ)) +

+ (H (x(t, u), u+ h, t, ψ)−H (x(t, u), u, t, ψ)) =

= 〈Hx (x(t) + θ(t)∆x(t), u+ t, t, ψ) ,∆x(t)〉+ ∆uH,

ãäå θ ∈ [0; 1], à ÷åðåç ∆uH îáîçíà÷åíî âòîðîå ñëàãàåìîå.
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Ïðîäîëæàÿ öåïî÷êó ðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì

∆H = 〈Hx(x, u, t, ψ),∆x(t)〉+ ∆uH +RH(t),

ãäå RH(t) � íåêèé îñòàòîê, ñâÿçàííûé ñ H(. . .). Èìååì:

∆J =

Tw

t0

∆uH dt+

Tw

t0

〈ψ′ +Hx,∆x〉 dt+

Tw

t0

RH(t) dt+Rϕ. (7)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

ψ′(t) = −Hx(x(t), u(t), t, ψ(t)). (8)

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ âûðàæåíèå (7) ïðåîáðàçóåòñÿ â

∆J =

Tw

t0

∆uH dt+

Tw

t0

RH(t) dt+Rϕ. (9)

Îöåíèì îñòàòêè â ýòîì âûðàæåíèè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ ïðè-
ðàùåíèÿ x: {

∆x′(t) = ∆f(t), t0 < t < T ;
∆x(t0) = 0.

Ïåðåéä¼ì ê ýêâèâàëåíòíîé èíòåãðàëüíîé ôîðìå:

∆x(t) =

tw

t0

∆f(τ) dτ.

Òîãäà èç óñëîâèÿ Ëèïøèöà ïîëó÷èì:

‖∆x(t)‖Rn 6 L

tw

t0

‖∆x(τ)‖Rn dτ + L

tw

t0

‖ h(τ)︸︷︷︸
=∆u(τ)

‖Rr dτ 6

6 L

tw

t0

‖∆x(τ)‖Rn dτ + L

Tw

t0

‖h(τ)‖Rr dτ.

Ïî ëåììå Ãðîíóîëà-Áýëëìàíà èìååì:

‖∆x(t)‖Rn 6 L‖h‖L1(t0;T ) exp {L(t− t0)} .

Âîçüì¼ì ìàêñèìóì ïî t îò îáîèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà:

‖∆x(t)‖C[t0;T ] 6 const‖h‖L1(t0;T ) = O (‖h‖L1) .

Òîãäà äëÿ îñòàòêà Rϕ, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Ëèïøèöà è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

|Rϕ| = |〈ϕx (x(T ) + θ∆x(T ))− ϕx (x(T )) ,∆x(T )〉Rn| 6
6 {θ ∈ [0; 1]} 6 L‖∆x(T )‖2

Rn = O
(
‖h‖2

L1

)
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Îöåíèì îñòàòîê RH(t).

RH(t) = 〈Hx (x(t) + θ(t)∆x(t), u(t) + h(t), t, ψ(t))−Hx (x(t), u(t) + h(t), t, ψ(t)) ,∆x(t)〉Rn

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è óñëîâèé (2) ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣
Tw

t0

RH(t) dt

∣∣∣∣∣ 6 L

Tw

t0

‖θ(t)∆x(t)‖Rn (1 + ‖ψ‖C) ‖∆x(t)‖Rn dt.

È òàê êàê ψ íåïðåðûâíà è ïðîìåæóòîê îãðàíè÷åí, òî∣∣∣∣∣
Tw

t0

RH(t) dt

∣∣∣∣∣ = O
(
‖h‖2

L1

)
.

Èç îöåíîê îñòàòêîâ ïîëó÷àåì ôîðìóëó

∆J =

Tw

t0

∆uH dt+O
(
‖h‖2

L1(t0;T )

)
. (10)

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó ïóíêòà.

Òåîðåìà 30 (ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà). Ïóñòü äëÿ çàäà÷è (1) âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (2), u(t) � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, x(t) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòèìàëüíàÿ
òðàåêòîðèÿ, ψ(t) � ðåøåíèå ñîïðÿæ¼ííîé çàäà÷è (5), (8). Òîãäà

H (x(t), u(t), t, ψ(t)) = min
v∈V⊆Rn

H (x(t), v, t, ψ(t)) (11)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç òîãî, ÷òî u(t) � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ h

∆J = J(u+ h)− J(u) > 0,

îòñþäà
Tw

t0

∆uH(t) dt+O
(
‖h‖2

L1

)
> 0, ∀h ∈ L1 : u+ h ∈ U

Ïðèìåíèì ìåòîä èãîëü÷àòûõ âàðèàöèé, çàìåíèâ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íà íåêîòî-
ðîì îòðåçêå [t− ε; t+ ε] ïîñòîÿííîé v (ñì. ðèñ.)

u(s) + h(s) = uε(s) =

{
v, åñëè s ∈ [t− ε; t+ ε],
u(s) äëÿ îñòàëüíûõ s.

Òîãäà ðàçíîñòü ∆uH(s) áóäåò íåíóëåâîé òîëüêî íà ýòîì îòðåçêå:

t+εw

t−ε

∆uH(s) ds+O
(
‖h‖2

L1

)
> 0
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6

-
t0 s

u

V q q
-�

v ∈ V

( )
ε ε

t T

çàìåíà
êîíñòàíòîé

u(s)

Ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî O
(
‖h‖2

L1

)
= O(ε2), òàê êàê

‖h‖L1 =

t+εw

t−ε

|u(s)− v| ds = O(ε).

Ðàçäåëèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà ε è óñòðåìèâ ε ê íóëþ, â ïðåäåëå äëÿ ïî÷òè âñåõ
t èç èíòåðâàëà (t0, T ) ïîëó÷àåì (11).

Îá èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ìû, ïî ñóòè, ïåðåõîäèì îò áåñêîíå÷íîìåð-
íîé çàäà÷è ê êîíòèíóóìó êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷. (Ïàðàìåòð t ìîæíî ñ÷èòàòü ïðè ýòîì
�íîìåðîì� çàäà÷è.) Èíîãäà ýòî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ðåøåíèå, èíîãäà íåò. Ïðèíöèï ìàê-
ñèìóìà äà¼ò íàì ëèøü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íà îïòèìàëüíîñòü, òî åñòü óïðàâëåíèÿ, åìó
óäîâëåòâîðÿþùèå, íà ñàìîì äåëå åñòü ëèøü �ïîäîçðèòåëüíûå� íà îïòèìàëüíîñòü óïðàâ-
ëåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(t, x, ψ) � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ (11).
Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ åãî â íàøè óñëîâèÿ, èìååì ñèñòåìó:

x′(t) = f (x(t), u (t, x(t), ψ(t)) , t)
x(t0) = x0

ψ′(t) = −Hx (x(t), u (t, x(t), ψ(t)) , t) , t, ψ(t))
ψ(T ) = −ϕ (x(T ))

Ïîëó÷àåì êðàåâóþ çàäà÷ó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, â êîòîðîé 2n äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è 2n êðàåâûõ óñëîâèé. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî èìåííî êðàåâàÿ çàäà÷à, ñ óñëîâèÿìè
íå â t0, à â T, ê òîìó æå îíà íåëèíåéíî çàâèñèò îò òðàåêòîðèè x(t).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x(t),ψ(t) � ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. Òîãäà óïðàâëåíèå u(t, x(t), ψ(t))
áóäåò ÿâëÿòüñÿ �ïîäîçðèòåëüíûì� íà îïòèìàëüíîñòü.

Ïðèìåð. (íà ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà)
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Ýòîò ïðèìåð óæå ïðèâîäèëñÿ íàìè êàê êîììåíòàðèé ê Òåîðåìå 9, òåïåðü ìû âîñïîëü-
çóåìñÿ äðóãèì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

J(u) =

4w

0

(
x(t) + u2(t)

)
dt→ min,

V = [−1, 1],

{
x′(t) = u(t), 0 < t < 4,
x(0) = 0.

Äëÿ ýòîé çàäà÷è â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ

f 0 = x+ u2, f = u, ϕ = 0, H = (x+ u2) + ψu,

ãäå ψ(t) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ{
ψ′(t) = 1,
ψ(4) = 0.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ψ(t) = 4 − t. Îòñþäà èç (11) ñëåäóåò, ÷òî �ïîäîçðè-
òåëüíûì� óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ

u = u(t, x, ψ) = argmin
−16v61

(x+ v2 + ψv) =

{
−1, åñëè t ∈ [0, 2),
t
2
− 2, åñëè t ∈ [2, 4].

Íà ñàìîì äåëå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
(èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà).

Ëèíåàðèçîâàííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà

Äîáàâèì â çàäà÷å (1) ê óñëîâèÿì (2) óñëîâèÿ íà ãëàäêîñòü: fu, f
0
u � Ëèïøèö-íåïðåðûâíû

ïî u è íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (x, u, t). Îáîçíà÷èì ýòè óñëîâèÿ (2u).
Òîãäà àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì âûêëàäêàì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

∆uH(t) = H (x(t), u(t) + h(t), t, ψ(t))−H (x(t), u(t), t, ψ(t)) =

= 〈Hu (x(t), u(t), t, ψ(t)) , h(t)〉Rr +Ru.

Äëÿ Ru â ñèëó íàøèõ ïðåäïîëîæåíèé ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|Ru| 6 L |h(t)|2 .

È äëÿ (10) ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:

J(u+ h)− J(u) =

Tw

t0

〈Hu (x(t), u(t), t, ψ(t)) , h(t)〉Rr dt+O
(
‖h‖2

L1

)
+ L

Tw

t0

|h(t)|2 dt.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå åñòü íîðìà h â ïðîñòðàíñòâå L2 â êâàäðàòå, óìíî-
æåííàÿ íà êîíñòàíòó L, òî åñòü O

(
‖h‖2

L2

)
.
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Âòîðîå ñëàãàåìîå òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü O
(
‖h‖2

L2

)
, òàê êàê

‖h‖2
L1 =

(
Tw

t0

1· |h(t)| dt

)2

6

(
Tw

t0

1 dt

)
︸ ︷︷ ︸

=const

·

(
Tw

t0

|h(t)|2 dt

)
︸ ︷︷ ︸

=‖h‖2
L2

È ïî îïðåäåëåíèþ J ′(u) = Hu (x(t), u(t), t, ψ(t)) (îòîæäåñòâëåíèå ïî Ðèññó).

Òåîðåìà 31.
Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû 26 è óñëîâèÿ (2u). Òîãäà J(u) äèôôåðåíöèðóåìà

ïî Ôðåøå â L2 è å¼ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä

J ′(u) = Hu (x(t), u(t), t, ψ(t)) .

Åñëè, êðîìå òîãî, u(t) � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (1), òî íåîáõîäèìî âûïîë-
íÿåòñÿ ëèíåàðèçîâàííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà:

〈Hu (x(t), u(t), t, ψ(t)) , u(t)〉Rr = min
v∈V
〈Hu (x(t), u(t), t, ψ(t)) , v〉Rr . (15)

Óïðàæíåíèå 24 (4). Äîêàçàòü ëèíåàðèçîâàííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà (15).

8 Ðåãóëÿðèçàöèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ

ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïî Òèõîíîâó

Íàïîìíèì, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J(u) íàçûâàåòñÿ êîð-
ðåêòíî ïîñòàâëåííîé â ñëó÷àå, êîãäà

1) J∗ ñóùåñòâóåò (êîíå÷íî);

2) ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé U∗ íå ïóñòî;

3) èç òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü J(uk) (uk äîïóñòèìû) ñõîäèòñÿ ê J∗ ñëåäóåò, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk ñõîäèòñÿ ê u∗.

Â çàâèñèìîñòè îò òèïà ñõîäèìîñòè uk → u∗ êîððåêòíîñòü çàäà÷è ìîæåò áûòü, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñèëüíîé è ñëàáîé. Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè òèïû êîððåêòíîñòè
íå ýêâèâàëåíòíû.

Ïðèìåð. (ñëàáî êîððåêòíàÿ çàäà÷à, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ñèëüíî êîððåêòíîé)
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè:

J(u) =

Tw

0

x2(t) dt→ inf, x′(t) = u(t), 0 < t < T, x(0) = 0,

u ∈ U = {u ∈ L2(0, T ) | u(t) ∈ [−1; 1] ïî÷òè âñþäó}
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Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî U (�ïàðàëëåëåïèïåä� â L2) � ñëàáûé êîìïàêò,
à ôóíêöèîíàë J(u) ñëàáî ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî J∗ > −∞
(J∗ = 0), îïòèìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà u∗ = 0 è, áîëåå òîãî, U ñîñòîèò èç îäíîé ýòîé
òî÷êè: U = {0} 6= ∅. Òàêèì îáðàçîì, ïóíêòû 1) è 2) â îïðåäåëåíèè êîððåêòíîñòè âû-
ïîëíÿþòñÿ. Ïî Òåîðåìå 2 ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñëàáî êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé.
Äîêàæåì, ÷òî îíà íå ñèëüíî êîððåêòíî ïîñòàâëåíà.

Áåð¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

uk(t) = sin

(
πkt

T

)
∈ C∞[0, T ] ⊂ L2(0, T )⇒ uk ∈ U.

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå xk ñõîäÿòñÿ ê 0:

xk(t) =
T

πk

(
1− cos

πkt

T

)
︸ ︷︷ ︸

62

k→∞
⇒ 0.

Òî åñòü, J(uk)→ 0 = J∗, íî â òîæå âðåìÿ ñõîäèìîñòè ïî uk íåò:

‖uk − u∗‖2
L2 = ‖uk − 0‖2

L2 =
T

2

k→∞9 0.

È çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé.
Ïåðåéä¼ì ê òåìå ïóíêòà. Ïóñòü, êàê îáû÷íî, òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

J(u)→ inf, u ∈ U ⊆ H, (1)

íî ïðè ýòîì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçâåñòíî ëèøü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè J(u)
(U çàäàíî òî÷íî). Ïîëîæèì, ÷òî îòëè÷èå èçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îò èñòèííîãî
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|J̃(u)− J(u)| 6 δ
(
1 + ‖u‖2

H
)
, δ > 0, ∀u ∈ U. 2

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îøèáêà ìîæåò áûòü äîâîëüíî áîëüøîé íà �ïåðèôåðèè�, íî äîñòà-
òî÷íà ìàëà, åñëè u áëèçêî ê 0.

Âûáîð òàêîãî ðîäà îãðàíè÷åíèÿ îáóñëîâëåí ñëåäóþùèìè ðàññóæäåíèÿìè. Ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèîíàë J(u) = ‖Au−f‖2

F (A ∈ L(H→ F), f ∈ F). Åñëè ïîðîæäàþùèé îïåðàòîð
çàäàí íåòî÷íî ñ íåêîòîðîé îøèáêîé ‖Ã−A‖ 6 h, J̃(u) = ‖Ãu− f‖2

F, òî äëÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ îøèáêà ïðèíèìàåò âèä

|J̃(u)− J(u)| 6 h·max
{
‖f‖2

F, 1 + h+ 2‖A‖
}
·
(
1 + ‖u‖2

H
)
6 δ

(
1 + ‖u‖2

H
)
,

òî åñòü ïîëó÷àåì (2) (ýòó îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü èç òîãî, ÷òî ‖Au−Ãu‖F 6 ‖A−Ã‖·‖u‖).
À. H. Òèõîíîâ â 1960-õ ãîäàõ ïðåäëîæèë ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü ïîäîáíîãî ðîäà

çàäà÷è. Ñóòü ìåòîäà â òîì, ÷òî îò èñõîäíîé çàäà÷è ìû ïåðåõîäèì ê ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å
ñëåäóþùåãî âèäà:

Tα(u) = J̃(u) + α·‖u‖2 → inf, α > 0, u ∈ U. (3)
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Ôóíêöèîíàë Tα íàçûâàþò ôóíêöèîíàëîì Òèõîíîâà. α � íåêèé ñòàáèëèçèðóþùèé
ôóíêöèîíàë.

Ïðè ïåðåõîäå ê òàêîé çàäà÷å íàì äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîå ũ ∈ U, ÷òî

Tα(ũ) 6 inf
u∈U

Tα(u) + ε, ε > 0. (4)

Òåîðåìà 32. Ïóñòü â çàäà÷å (1) J∗ > −∞, U 6= ∅, ìíîæåñòâî U âûïóêëî è çàìêíóòî
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ôóíêöèîíàë J(u) âûïóêë è ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó, âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2), ũ âûáèðàåòñÿ ïî ïðàâèëó (4), ïàðàìåòðû δ, α, ε ñòðåìÿòñÿ ê 0,
ïðè÷¼ì δ+ε

α
→ 0. Òîãäà

J̃(ũ)→ J∗, ‖ũ− u∗‖H → 0,

ãäå u∗ = argmin
u∈U∗

‖u‖H � íîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî U∗ âûïóêëî è çàìêíóòî â H, îòñþäà ïî

Òåîðåìå 10 ïîëó÷àåì, ÷òî u∗ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà (u∗ = prU∗(0)).
Äîêàæåì, ÷òî ó çàäà÷è (4) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ũ, òî åñòü inf

u∈U
Tα(u) > −∞:

Tα(u) = J̃(u) + α‖u‖2 = J̃(u) + α‖u‖2 ± J(u) > {(2)} >

> −δ
(
1 + ‖u‖2

)
+ J(u) + α‖u‖2 > J∗ − δ + (α− δ)‖u‖2 > J∗ − δ > −∞,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ïî ôóíêöèè çàïèøåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

J∗ = J(u∗) 6 J(ũ) 6 J(ũ) + α‖ũ‖2 6 {(2)} 6 T (ũ) + δ
(
1 + ‖ũ‖2

)
6 {(4)} 6

6 inf
u∈U

Tα(u) + ε+ δ
(
1 + ‖ũ‖2

)
.

Ïî îòíîøåíèþ ê Tα òî÷êà u∗ ÿâëÿåòñÿ �ðÿäîâîé�, ïîýòîìó inf
u∈U

Tα(u) 6 Tα(u∗). Îòñþäà
ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íå ïðåâîñõîäèò

J(u∗) + δ
(
1 + ‖u∗‖2

)
+ α‖u∗‖2 + ε+ δ

(
1 + ‖ũ‖2

)
= J∗ + (2δ + ε) + (δ + α)‖u∗‖2 + δ‖ũ‖2.

Èç ýòîé öåïî÷êè íåðàâåíñòâ èìååì

(α− δ)‖ũ‖2 6 J∗ − J(ũ) + (2δ + ε) + (δ + α)‖u∗‖2.

Òîãäà, âçÿâ âåðõíèé ïðåäåë îò îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,
÷òî δ+ε

α
→ 0, ïîëó÷àåì

lim ‖ũ‖2 6 1·‖u∗‖2. (5)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â âûøåïðèâåä¼ííîé öåïî÷êå è ó÷èòûâàÿ (5) (â ïîñëåäíåì ðàâåí-
ñòâå), ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü ïî ôóíêöèè:

lim J(ũ) = lim J̃(ũ) = J∗. (6)
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Äîêàæåì òåïåðü ñõîäèìîñòü ïî àðãóìåíòó. Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ũ, êîòîðàÿ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íåêîé òî÷êå u0 â H. Èç óñëîâèÿ òåî-
ðåìû âèäíî, ÷òî ôóíêöèîíàë J ñëàáî ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî
J(u0) 6 lim J(ũ) = {(6)} = J∗. Ìíîæåñòâî U âûïóêëî è çàìêíóòî, ñëåäîâàòåëüíî, îíî
ñëàáî çàìêíóòî. Èç ýòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî u0 ∈ U, íî òîãäà u0 ∈ U∗, òî åñòü u0 � îïòè-
ìàëüíîå ðåøåíèå.

Ôóíêöèÿ ‖u‖2 ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó, çíà÷èò ‖u0‖2 6 lim ‖ũ‖2 6 {(5)} 6 ‖u∗‖2,
îòñþäà u0 = u∗ (òàê êàê u∗ åäèíñòâåííà).

Èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé äåëàåì âûâîä, ÷òî âñ¼ ñåìåéñòâî ũ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê
u∗. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïåðåéä¼ì â ðàâåíñòâå

‖ũ− u∗‖2 = ‖ũ‖2 − 2 〈ũ, u∗〉+ ‖u∗‖2

ê âåðõíåìó ïðåäåëó. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ũ → u∗ è òî, ÷òî
lim ‖ũ‖2 6 ‖u∗‖2, ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà lim ‖ũ− u∗‖2 = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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A Ïðîãðàììà êóðñà 2002/2003 ó÷åáíîãî ãîäà

1. Ìåòðè÷åñêèé âàðèàíò òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ñèëüíîé êîððåêòíîñòè çàäà÷è ìè-
íèìèçàöèè ïîëóíåïðåðûâíîãî ñíèçó ôóíêöèîíàëà íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå.
Íåäîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé îãðàíè÷åííîñòè è çàìêíóòîñòè.

2. Âàðèàíò òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ñëàáîé êîððåêòíîñòè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñëàáî
ïîëóíåïðåðûâíîãî ñíèçó ôóíêöèîíàëà íà ñëàáî êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå. Äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ (áåç äîêàçàòåëüñòâà) ñëàáîé ïîëóíåïðåðûâíîñòè è ñëàáîé êîìïàêòíî-
ñòè. Ñëàáàÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà. Ñëàáàÿ êîì-
ïàêòíîñòü �ïàðàëëåëåïèïåäà� â L2(a, b).

3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè òåðìèíàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî
ôóíêöèîíàëà íà ðåøåíèÿõ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

4. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíê-
öèîíàëà íà ðåøåíèÿõ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

5. Ýëåìåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïåð-
âàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà. Òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé
ñëîæíîé ôóíêöèè (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

6. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå òåðìèíàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà íà ðå-
øåíèÿõ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

7. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå èíòåãðàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà íà ðå-
øåíèÿõ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

8. Âûïóêëûå ôóíêöèè. Òåîðåìà î ëîêàëüíîì ìèíèìóìå. Êðèòåðèè âûïóêëîñòè äëÿ
ôóíêöèé, èìåþùèõ ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå.

9. Ñèëüíî âûïóêëûå ôóíêöèè. Êðèòåðèé ñèëüíîé âûïóêëîñòè äëÿ ôóíêöèé, èìåþ-
ùèõ ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå. Óñëîâèÿ ñèëüíîé âûïóêëîñòè êâàäðàòè÷íîãî
ôóíêöèîíàëà.

10. Âàðèàíò òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ñèëüíîé êîððåêòíîñòè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
ñèëüíî âûïóêëîãî ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíîãî ñíèçó ôóíêöèîíàëà íà âûïóêëîì çà-
ìêíóòîì ìíîæåñòâå.

11. Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â ôîðìå âàðèàöè-
îííîãî íåðàâåíñòâà. Ïðèìåíåíèå ê ìîäåëüíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

12. Ïðîåêöèÿ òî÷êè íà ìíîæåñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïðîåêöèè íà âû-
ïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Õàðàêòåðèçàöèÿ ïðî-
åêöèè âàðèàöèîííûì íåðàâåíñòâîì. Ñâîéñòâî íåñòðîãîé ñæèìàåìîñòè îïåðàòîðà
ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ïðîåêöèîííàÿ ôîðìà êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè.

13. Ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ñèëüíî âûïóêëûõ
ôóíêöèé.
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14. Ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ. ßâíûå ðàñ÷¼òíûå ôîð-
ìóëû äëÿ øàãà ñïóñêà. Íåïðåðûâíûé àíàëîã ìåòîäà ñêîðåéøåãî ñïóñêà. Îöåíêà
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé.

15. Ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäè-
åíòà ñ ïîñòîÿííûì øàãîì äëÿ ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé.

16. Ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ñèëüíî âûïóêëûõ
ôóíêöèé.

17. Ìåòîä Íüþòîíà. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé.

18. Ìåòîä ñîïðÿæ¼ííûõ íàïðàâëåíèé â Rn äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíê-
öèîíàëîâ; ñõîäèìîñòü çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Î ðåàëèçàöèè ìåòîäà â ñëó÷àå
ôóíêöèîíàëîâ îáùåãî âèäà.

19. Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà â Rn. Ñõîäèìîñòü äëÿ âûïóêëûõ äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé. Ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

20. Êàíîíè÷åñêàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ; å¼ ýêâèâàëåíòíîñòü îáùåé çà-
äà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êðèòåðèé óãëîâîé òî÷êè äëÿ êàíîíè÷åñêîé çà-
äà÷è.

21. Ñèìïëåêñ-ìåòîä äëÿ êàíîíè÷åñêîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

22. Ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè âèäà

u ∈ U0 ⊂ H, g1(u) 6 0, . . . , gm(u) 6 0, gm+1(u) = 0, . . . , gm+s(u) = 0.

Ñõîäèìîñòü äëÿ ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó ôóíêöèîíàëîâ.

23. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ âûïóêëûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíè-
ÿìè âèäà

u ∈ U0 ⊂ H, g1(u) 6 0, . . . , gm(u) 6 0.

Òåîðåìà Êóíà-Òàêêåðà.

24. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè Ñëåéòåðà äëÿ âûïóêëûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ñ
îãðàíè÷åíèÿìè âèäà

u ∈ U0 ⊂ H, g1(u) 6 0, . . . , gm(u) 6 0.

Ñåäëîâàÿ ôîðìà òåîðåìû Êóíà-Òàêêóðà äëÿ ðåãóëÿðíîãî ñëó÷àÿ. Ïðèìåð íåðåãó-
ëÿðíîé çàäà÷è.

25. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ãëàäêèõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè
âèäà

g1(u) 6 0, . . . , gm(u) 6 0, gm+1(u) = 0, . . . , gm+s(u) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ âûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè.
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26. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ãëàäêèõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè
âèäà

g1(u) 6 0, . . . , gm(u) 6 0, gm+1(u) = 0, . . . , gm+s(u) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íåâûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ. Òåîðåìà Ëþñòåðíèêà (áåç äîêàçà-
òåëüñòâà).

27. Äâîéñòâåííûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è. Òåîðåìà î ñâîéñòâàõ ðåøåíèé äâîéñòâåííûõ
çàäà÷. Ïðèìåðû.

28. Ïðîñòåéøàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì
êîíöîì. Âûâîä ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà ñ îöåíêîé îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ
â L1(t0, T ). Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

29. Ïðîñòåéøàÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñî ñâîáîäíûì ïðàâûì
êîíöîì. Âûâîä ôîðìóëû ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà ñ îöåíêîé îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ
â L2(t0, T ). Ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà. Ëèíåàðèçîâàííûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà.

30. Ïðèìåð ñëàáî, íî íå ñèëüíî êîððåêòíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè. Ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü
ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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