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4����'���%, ���%������ ������������ �
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��� ��
�� ��%��
�% �� %������ ���� � %������ 0�
�������
 � �������� 
��� �������
��� #	� ������� C5 55$ C��	����������

E#Wt �Ws$
 G 6#t� s$�� s� t � ?�

E��� !�#� =��������	� �� ������������ 	������)���	� � 	���	���� 5 ,<� ��	!
�����������	� ���� ��� ������	�� ������� A


pA�#x$ G jdetAj��p�#A��x$ #6 58$

��� 	��������� ������� 
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�% ���&�� C������
%,C &���������� ���'���� ��
�������
,��� %���� x � R� � �� ������ �� ? =�������� ����� ���	�� �����		

Wx#t� �$ G x > W #t� �$� #6 5<$

+������� ��� "��� �����		 ��	������ #��� ������� x � R$� ���������	� �� ������!
������� 	����	��� 	����	������� ��� K ������� ��������� ��� ? G t� � t� � � � � � tn � ,� n � N
���� Qx

t��t��			 �tn
� ������� ��� .���������������.

Qx
t��t��			 �tn

#B� �B� � � � ��Bn$ G Qx
�#B�$

Z
B�

dx� � � �

Z
Bn

dxn

nY
k��

ptk�tk��#xk � xk��$�

#6 5A$

���	� x� G x� t� G ? � Bk � B#R$� k G ?� � � � � n

pt#x$ G #5�t$���� expf�x��#5t$g� x � R� t � ?� Qx
�#B$ G ,B#x$� B � B#R$� #6 5I$

E��� !��� -�� 	������ ������������ Qx
t��			 �tn

��� ? � t� � � � � � tn � ,� ���
�
���� Qx

� � ��� � G #s�� � � � � sk$ ? � s� � � � � � sk � ,� k � N 	������ � !� � ����������
	��������� �����		� Xt� t � O?� ,P/

=
������� R� �����	��� ������� ������������ ����� ������� O?� ,P +� ��!
����� -���������� 	�)�	����� �����		 Xt� t � R�� ���
)�� � !� � Qx

t��t��			 �tn

#tk � R�� k G ?� � � � � n� n � N$� ��� "���� ��� �� ������ ����� ����� X#t� �$ G �#t$
��� E� 	�	���)��� �� �	�� ���	���������� �������� �������� �� R� =
�������
Qx ��	���������� �� #RR��BR�$ ��	��������� �����		� 

E��� !�+� C�������� ��� Qx#C�$ G ,� ��� C� B 	��������	�� ���������� �����!
������ �� R� ���	���������� ������� 

@����� �������� ��� �������5 �
�������� ���������
� �
 R� #�
7�	�����
������ "�� ���
������� � ��	�������� �	�����$� ������
��� �����
'
�%�� ��
�������5 ����������� �
 O?� ,P +�"���� ��	������ ��� ���������� �������
�
��	������ �����		 X#t$� ? � t � ,� ���
)�� � � ����������� ���������� �� O?� ,P 
=
7�	����� ������ X ����� �	� � !� � #� �� ������ ��� ����� �� R�$� ����������
�������� #6 5A$/

E��� !�(� C�������� ��� ��	�������� ���� �����		 X#t$ �	�� 
������	��� ���!
����� #6 5<$ �� O?� ,P +�� "��� PX �� B#CO?� ,P$ ��������	�� ��� Qxg� ��� g B "��
���
������� 	������ ������� �� CO?� ,P �� ������� �� R� +�������� ������

��������	�� "���� ���
������� 

E��� !�.� +������	� ��������� ���� ���	�������� �������	���� �����		� #��
	����	������� ����� �� �����	��� ������� ������������ �����$� ��������� ���
� ��	��������� �����		� ����� �	� ���������� ����
�	� ��
,���������� ���� 
����� 	 ����������� � � ,�5� � � 

jX#t$ �X#s$j � C�jt� sj�� s� t � O?� ,P� C� G const � ?� #6 5L$

E��� !�*� C�������� ��� 	 ��������	��
 ,

lim sup
t
�

W #t$�t��� G �� #6 5N$

C������ 	������� � ? �� ���������	� �	����� :������� ������� ,�5 
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� �� �� ����� ������	�� �������� �)� ���� ���� � ��������� ��������� ���!
������� 
������	���� �������� 

A�����
 9!��$ >F
��%��?� +�		��
��� ��	����
�
�����	
� Rn� n � N ���

������#)��	� ��������� �
����� O?� tP� t � ? 
��� t
�n�
m G tm5�n� m G ?� � � � � 5n� ���

���

�n��X
m��

#W #t�n�m��$ �W #t�n�m $$� � t ���� ��� n� �� #6 6?$

E��� !���� C�������� ��� �������)�� ����������� #6 6?$ �� �
����� �����!
����	� �	�� 
���� ������������ ��������
)��	� ���
����� Rn� n � N 

=
�����	� � ��������� �&�&������ &����������� ���'���� 
1���
������ #��� �������$ ������
	��� �
������ 	 ������
���� 	 � #?� 5P B "��

�������������� ���		��	��� �����		 W ���#t$� t � ? 	 �������������� ��������

cov#W ���#s$�W ���#t$$ G
,
5

#s� > t� � jt� sj�$� s� t � ?� #6 6,$

+�� 	 G , �������� 	���������� 
������	��� �������� 

E��� !���� C�������� ��� �������� ��������
)�� � ������ ��	�� #6 6,$� ����!
��	� �������������� #2��� ��������� ����� 
��� ������� �� �����%
�
����
)
���
,&��%
 ��� ���������� 	����	����	���� ���������� 	� ���������� � ���!
��� // $

+����		 X#t$� t � ? ��������	� ���%�		�� 	� 	
�%��������� �����)�������
�	�� ��� �

��� n � ,� �

�� ? � t� � � � � � tn � �

��� h � ?

#X#t�$ �X#t�$� � � � �X#tn$ �X#tn��$$
DG

G #X#t� > h$ �X#t� > h$� � � � �X#tn > h$ �X#tn�� > h$$�

��� DG �������� �����	��� �� ��	���������
 *� ���������� ���� ���� �������!
��� ��������� ��� ���
��� 
������	��� �������� B "�� �����		 	� 	������������
�����)������ 

E��� !��!� +�	�� X G fXt� t � ?g B ���		��	��� �����		 ������ ��� ��� �	��
? � s � t ��

E#Xt �Xs$ G #t� s$c� D#Xt �Xs$ G f#t� s$� #6 65$

��� c � R� � ������� f H R� � R�� #R� G O?��$$ @���� X B �����		 	� 	��������!
���� �����)������ 

E��� !��#� +�������� ��� ��� �����		� ���
���� 
������	���� �������� 	 ��!
��������� 	 � #?� 5P

E#W ���
s �W

���
t $� G js� tj�� s� t � ?� #6 66$

+�	�� #T� �$ B �������	��� ���	����	��� 	 ���	��������� ������ � F������ 
���� #���	����������$ �������� ���� �
� T ��������	� �������������� ���!
	���������� ���		��	��� �����		 BL G fBL#t$� t � Tg 	 �������������� ��������

R#s� t$ G
,
5

#�#s� �$ > �#t� �$� �#s� t$$� #6 68$

0�����	��� ������� 	�	���� � ���� ��� �� ��� �

�� ������� � ������� #6 68$
������ �������������� �����������
 ������
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E��� !���� :��		��	��� 	 � X G fXt� t � Tg 
���� 
������	��� �������� 3���
�� T ����� � ������ ������ ����� X
 G ? � � � E#Xs�Xt$� G �#s� t$ #��� "��� �����	
� ��������������� �����������	�� ������� � #6 68$ �� 	������	�$ 

D	�� #T� k � k$ B ������������� ���	����	��� #� ��	���	��� Rd 	 ���������� ���!
��� j � j$� �� 
������	��� ��������� 3��� ��������	� ���		��	��� 	 � 	 �������
	������ � �������������� ��������

R#s� t$ G
,
5

#ksk> ktk � ks� tk$� #6 6<$

� ����������� 	����� ������ #6 6,$ ���� ����������� 	��������� ���� ,�
� !
?������� 2�� ����� �������������� ���		��	��� 	 � V ��� G fV ���#t$� t � Rd

� G O?��$dg�
��� �������

cov#V ���#s$� V ���#t$$ G
,
5

#jsj� > jtj� � jt� sj�$� s� t � Rd
�� #6 6A$

(�������� ����� ,�
� ! @��%�
� ��������	� ���	���������� ���		��	��� ����!
��� X G fXt� t � Rd

�g ������ ���

EXt G ? � cov#Xs�Xt$ G
dY

k��

minfsk� tkg� #6 6I$

��� t G #t�� � � � � td$� s G #s�� � � � � sd$ � Rd
� 

9��
'��5 �%� %
��� ��
� �����
 �����%���% +�	�� Wk#t$� t � ?� k G ,� � � � � d
B ������	���� 
������	��� �������� #�� ����� ��	������ Wk �� #Ek�Fk� Pk$� � ��!
��� ����� #E�F � P $ G #E��F�� P�$�� � ��#Ed�Fd� Pd$ +������ Y #t$ G W�#t�$ � � �Wd#td$
��� t � Rd

� G O?��$dg @����

EY #t$ G ? � cov#Y #s$� Y #t$$ G
dY

k��

minfsk� tkg� #6 6L$

0�������������
Qd

k�� minfsk� tkg ������	� 	����������� �������������� ���������!
��� �������� @���� �
������ �	����	� ��	����������	� �������� 6 A 

E��� !��+� T�� ����� 	������ � ��������� ���� 3��� B T������ �� ���������!
��� ���	��	��� Rd/

(������ �����)������ ���� fXt� t � Rdg �� ���		� ��������������
 #�������!
���������$ B G #a� bP G #a�� b�P � � � �� #ad� bdP � Rd 	 � ����

Y #B$ G
X

#�,$k�kX#��a� > #, � ��$b�� � � � � �dad > #, � �d$bd$� #6 6N$

��� 	���� 
����	� �� �	�� �������� � G #��� � � � � �d$� ���
)�� ������������ ? ���
,� � k�k G

Pd
k�� �k 

E��� !��(� C�������� ��� fY #B$� B � Rg� ��� R B 	��������	�� ������������!
��� B G #a� bP� �	�� ���		��	��� 	�������� ������� (������ �� 	������ � �������!
������
 ������
 

E��� !��.� C�������� ��� ��� �

��� n � 5 � ������	���
)��	� ����������!
����� B�� � � � � Bn � R �������� Y #B�$� � � � � Y #Bn$ B ������	��� C���� �����������
���� 3��� B T������ � �������� ������� Y #B$� B � R� ����������� ����������
�
	������)���	� � 	���	���� 5 ,< ��� �������	���� �����		� 
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������	��� �������� 

E��� !��*� C�������� ��� fVt� t � Rg B ���		��	��� �����		 � ������� ��� ��!
�����������
 ������
 

E��� !��$� (������ �������������
 ������
 ���		����	���� �����		� 

@����� �� �
�����	� � ����
��< �%��
�%������ ����������� ������ 
���5 ���<��� ���
������� ����
����� (�� ������
��	� ��	������ ���	���
���������� 

E��� !���� +�	�� X G fXt� t � Oa� bPg B ���	���������� �����		� 	����	����	��
����������� � ������ ����� t � Oa� bP #	� #5 6<$$ @���� X ������	� ����������
	����	����	�� ����������� �� Oa� bP� � � ��� �

�� �� � � ? ������	� ^ G ^#�� �$
������ ���

P #jXt �Xsj � �$ � �� �	�� js� tj � ^� s� t � Oa� bP� #6 8,$

E��� !���� +�	�� ��������� �	����� ��� 6 5, @���� �����		 X ��������� ��
��������	��� � � 

lim
c��

sup
t��a�b


P #jXtj � c$ G ?� #6 85$

E��� !��!� +�	�� ��������� �	����� ��� 6 5, @����

P # sup
t�M��a�b


jXtj ��$ G ,� #6 86$

��� M B �����	��� �������!������������ ����� ������ 9�������H ��	���������	�
���
����%��� B%%
��
��H �	�� Yk� k G ,� � � � � n B ������	���� ���	����������
�������� � ��� ��������� 	 � O?� ,$� r � ?

P #jSn � Skj � r$ � 	 ��� k G ,� � � � � n� #6 88$

��� Sk G
Pk

j�� Yj � �� ��� �	�� c � ?

P # max
��k�n

jSkj � r > c$ �
,

, � 	
P #jSnj � c$� #6 8<$

=�������� ���	
���	

� (�������� DO?��$ ��� �����	��� ���	����������
�������� �������� �� O?��$� ����������� 	����� � ���
)�� �������� �������
	���� � ������ ����� t � #?��$ 

E��� !��#� C�������� ��� �%��
�%������ ����������� �
 O?��$ �������
� ���
�������� ����
������� ����% ���� �������
��< � %�
��%������
�� ����%�
��%�
 DO?��$ 

E��� !���� C�������� ��� ���		����	��� �����		 	����	����	�� ���������� ��
O?��$ 

<<



A�����
 9!��+ >�����

 K�����
� 	� � ���� � O6P$� ��	
� fXt� t � O?��$g !
	
���	
���	�� �������
��� ���	

�
������ ���%�		 	 ����
�	����� �����)����
���� ����� ��� �#���� t � O?��$ � 
	�� � � R �����

E expfi�Xtg G expft#ia�>
Z �

��
g#�� x$�#dx$$g� #6 8A$

��� a � R � ! ���
��%�
������ �������� ���� �� B#R$ 

g#�� x$ G
�

#expfi�xg � , � i� sin x$#, > x�$�x�� x �G ?�
����5� x G ?�

#6 8I$

��� �
�� ����	
�
����� #6 8A$ ����	

���� 
��� 
 �
�� $������ ��	�� a � ����
� ���������� �����������

A�����
 9!��( >�����

 ����� 	� � ���� � O6P$� ��	
� 
�������� �	��
�� ����
����)�� 
������� ����� ��� �#���� t � O?��$ � 
	�� � � R �����

E expfi�Xtg G expft#ia�� �����5 >
Z �

��
#ei�x � , � i� sin x$L#dx$$g� #6 8L$

��� a � R � � ? � L ! ���
��%�
������ /
���)� ��
��� ��	��������0 ���� ��
B#R$ 
���� �
�

L#f?g$ G ?�
Z �

��
x��#, > x�$L#dx$ ��� #6 8N$

��� �
�� a � � L $�������#)�� 
 ����	
�
����� #6 8N$ ���������� �����������

E��� !��.� +�������� ��� �� ������� ]������ �������	� ������� 3��� � ��!
��
���� -����� ��� "��� 	���� ����� ����������� a� � � a� ��� L/

E��� !��*� -�� �������� ������� 3��� ��� �����		� Wx#t$ G x > W #t$� t � ?�
��� W B �������	��� �����		� � x � R/

*		��������
 �����		�� 	 ������	����� �����)������ ��	��)��� ����������
O6P +������� �)� ���� ����� ���	���� ��������� � ��������� �����)���� ����!
���	���� �����		� 

A�����
 9!�!$ >�
��� 2��L�=
 D M��,�� 	� � O6P$� 4�� ������� c � ? ����

��	
� 	��
��.����

lim
T��

sup
��t�T�c logT

jW #t> c log t$�W #t$j� log T G
p

5c ���� #6 <?$

M�������� �
�
)���� "���� ������ 	�������	� � ��
���� O6P 
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+�	�� ������ ��������	���� ���	����	��� #E�F � P $ � ��������� ����������
fFt� t � T � Rg� � � ���
���
)�� 	����	��� �!����
� Ft � F � t � T #Fs � Ft
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������ �	��
��� �	�� s� t � T � s � t ��������� 	����
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�� fFt� t � Tg�
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� E#XtjFs$ � Xs � � � �� #Xt�Ft$t�T ��������	� 	���
���
������� '����� 6$ �� �	����� E#XtjFs$ � Xs � � �������� � ����������
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� ������� $���
��
������ 	
���	
��
��	���� ��	�������
� #E�F �Ft�P$ D	�� �������
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E#^XnjFn��$ G ? � � � ��� ^Xn G Xn �Xn��� n � N� #< 6$
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s� t � T � �	��	������� ���������� #Ft$t�T �����

E#XtjFs$ G E#Xt �Xs > XsjFs$ G E#Xt �Xs$ > Xs � � #< 8$
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���� 	������ ��	������������	�� V G #Vn$n�N ����	��������� � � 
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�����������$ ������ �� n ������ 	�	�������
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�
������ #Xn�Fn$n�N B ���������� �	�� E�n G ?� � � P #�n G ,$ G P #�n G �,$ G ,�5
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An G
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E#^XkjFk��$� n � N� #< I$

��� ���������� ����	������	�� ���������� 
C�� ������������� X� �����������
)��� �	������ ����� ��������� ����	�����!
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��	������ �	����� ,$�5$� ��������� ��������� �

E#^MnjFn��$ G E#^XnjFn��$ � ^An G ? � � � n � N� #< L$
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�

EevYt ��� Eev�Yt�Ys� �� ��� ����
���� v � R � 
	�� s � t #s� t � T $� #< 66$

������� Zt G fv#t$evYt t � T  ��� fv H T � R� ���%�		 fZt� t � Tg �
���
	�
���
������� ���� ��� fv#t$ � ? t � T  ���� 
 
�� � 
����� 
�� 	����� ����� ���
������ s � t /s� t � T 0

E#evYt�evYs$ G EevYt�EevYs� #< 68$
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����

fv#t$ G c�EevYt� t � T� #< 6<$

��� c ! �����
������ ������
�� ���	
��
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� D	�� Zt� t � T B ���������� �� EZt G EZt� ��� t� t� � T  +�"����

fv#t$EevYt G fv#t�$EevYt� ��� t � T�

D	�� fv#t�$ G ?� �� fv#t$ � ?� t � T  +�	�� ����� fv#t�$ �G ?� ����� fv#t$ �G ? ��� t � T �
�� 	������������� ����� ��	�� #< 6<$ '������� ��� �	��	������� ����������

Ft G �fZs� s � t� s � Tg � �fYs� s � t� s � Tg� t � T�

9������� ������	���	�� �����)���� fYt� t � Tg � �	����� #< 66$� ��� s � t #s� t � T $
��������

E#ZtjFs$ G
fv#t$
fv#s$

E#ev�Yt�Ys�evYsfv#s$jFs$ G Zs
fv#t$
fv#s$

Eev�Yt�Ys��

@���� �
������ #Zt�Ft$t�T B ��������� � ��� � ������ ��� 	������ �����

Eev�Yt�Ys� G
fv#s$
fv#t$

� s � t #s� t � T $� #< 6A$

0 ������ #< 6<$ �������� � #< 68$ 
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%��� 9	����� #< 68$ � #< 6<$� ��������� ������ #< 6A$ �

E��� ����� ��������� �� �	����� #< 68$� �	�� �$ fYt� t � R�g B �������	��� ���!
��		� 
$ fYt� t � R�g B ���		����	��� �����		/

E��� ����� O	� O6� 	 ,AAPP +�	�� fWt� t � ?g B m!������ 
������	��� �����!
��� � f#x$ B ����������� 	�������������	��� ������� � Rm� � � f#x$ ��� �

���
x � Rm �� ������ ��������� �� "��� ������� �� �

�� 	���� 	 ������� � �����
x C�������� ��� f#Wt$ B 	������������� ����	������� �	��	������� ����������

������	���� �������� 
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���� Yn � Zn #����	������� ���������� #Fn$n�Z�$ ������ ��� Xn G Yn�Zn� n �Z� 

E��� ���#� O���������� M�		�P +�	�� #Xn�Fn$n�Z� B ���������� �������������
	������������� @���� 	�)�	����� ����	�������� ���� Xn G Mn>Rn� ��� #Mn�Fn$n�Z�
B ���������� ������������� ��������� � #Rn�Fn$n�Z� B ��
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n�� 

B&=����� �
��
�
���� ���
����
��� ����
�� � ��%
���
����� ���
 
����%� �
� �
������
���� � �����%�� ��������

��5 &�������� �% �
� 
%���

�� >��&�
�%���

��?�

E��� ����� +�	�� #Xn�Fn$��n�N B 	�
��������� � h H R� R� B ���
���
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�������� ������� @���� ��� �

�� u � R � t � ?

P # max
��n�N

Xn � u$ � Eh#tXN$�h#tu$� #< 6I$

#�������	��� ������������� �	�� Eh#tXN $ ��$ 

E��� ���+� +�	�� #Xn�Fn$��n�N B ��������� ��� ��������������� 	�
������!
��� @����

E max
��n�N

jXnj � e

e� ,
#, > EjXN j log� jXN j$� #< 6L$

��� log� x G log x ��� x � , � log� x G ? ��� x � , 

C�� 	��� ������	���� 	�������� ������ #< 6L$ ����� 
��� ��������� ��� ����!
������ 	����
)�� ���������� 

E��� ���(� OC�
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�� � � � � 
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������ 	 E
k G ?� k G ,� � � � � N  +������ Xn G

Pn
k�� 
k� k G ,� � � � � N  @����

E max
��n�N

jXnj � LEjXN j� #< 6N$

+������� ��	������ ������������� ����������� 1������������ C"��	� � :��!
��� �
�
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)�� ���		���	��� �������	��� ]������ � 4����������� B '��������
����	���� ��� 	��� ������	���� 	�������� 2��� �������� ��	��)�� �
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� ��� X�

n G max
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OXPnkp � kX�
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p
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��� A�
p G Ap B�
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���	� X� G supn jXnj S� G #
P�

k��#^Xk$�$��� ^Xk G Xk �Xk�� /X� G ?0 k � N�

E��� ����� +�	�� fWt� t � ?g B m!������ 
������	��� �������� C��������
��� #kWtk�Ft$t�� B 	�
��������� #	 � � ������������ ������������$� ��� k � k B
��������� ����� � Rm *	������� ���������� < ,<� 	 �������� h#x$ G etx #��
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��� ������� �
����� t � ?$� ��������� ��� ��� ������� s � ? � �	�� x �
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P # sup
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kWtk � x$ �
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��m��

e�x
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E��� ����� O	� O6� 	 PP +�	�� fWt� t � ?g B m!������ 
������	��� ��������� ���
m � 6 C�������� ��� jWtj � � � � ��� t� � C�������� ��� 	 ��������	��
 ,
�����		 Wt �� ������	� � ����� ? �� �� ����� �������� ����� =
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��� m G , ����������� ����������� ������� 
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� ������ �����	��� Tn G 5�nZ� G fk5�n� k �Z�g� n � N =�������� #Xu�Fu$u�Tn
B ��������� =�������� � #n$ G 5�nO5n� >,P� �#n$ G 5�nO5n�>,P� ��� n � N� O�P B�����
��	�� ��	�� =�������� � #n$� �#n$ � Tn � � #n$ � � � �#n$ � � ��� n � � ��� �	��
� � E -���� ����� �#n$ � � #n$ � � � n � N '������� ��� � #n$� �#n$ B ������	���
������� ����	������� ���������� #Fu$u�Tn� ��	������ ��� ������� k �Z� �����

f� #n$ � k5�ng G f� � k5�ng � Fk��n

#���������� ��� �#n$� n � N$ +�"����� � 	��� ������� < < #��	�)�	������� ��� �
"��� ������� ��		���������	� �����������	��� �����	��� Z�� � �� Tn$

E#X��n�jF��n�$ G X��n� � � � n � N� #< 8<$

� 	��� ��� �� ������� ��� ������� m �Z� �����

E#Xc�m�jF��n�$ G X��n� � � ��� n � m�

���	� c#m$ G 5�mO5mc > ,P M�		������� ����������� ��� ����������	��� �������
< ,8� ��������
�� ��� 	��������	�� ������� ���� E#XjA�$ ���������� ���������!
��� ��� �

��� 	����	��� �!����
� A� � F � 	 � S #X B ������������� 	��������
��������$ 9������� ����������	�� 	����� ���������� Xt� t � R� ��������� ���
X��n� � X� � � � � L�#E�F � P $ ��� n � � 0������������� X� B �������������
	�������� �������� +�	������ E#Xc�m�jF��n�$ G X��n� � � ��� n � m� �����������
�
����� ����
����� ��� X��n� � X� � � � � L�#E�F � P $ ��� n�� � 	��� �����!
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�	�������	�� � �
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nF��n� 
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� �����		 fXt� t � ?g ������	� �������� #, ,I$ #	������
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j G ?$ ���%,
�

�� Xt G Nt5 t � R�5 ��� fNt� t � ?g D ��
���������� ������� ��%����� 
���%� � @������ L < #������������ �����$ ����������� ��� �����		 fNt� t � ?g
����� 
��� ��������� �������� #, ,I$� ��� f
jgj�N B ��	������������	�� ������	�!
��� �������� ������������ ��	����������� 	 ���������� � @�� 	���� �����		
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	���	���� �
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� � #E�F � P $$ 

����
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��)�����

NA



� '������� ��� �	�� fZt� t � R�g B ���	���������� �����		 	 ������	����� ���!
��)������ � h#t$� t � R�� B ��	�������� ���	���������� �������� �� fZt>h#t$� t � R�g
B ����� �����		 	 ������	����� �����)������ +�"���� ��	������� ��������
������	���	�� �����)���� �����		� fSt� t � ?g � 	��� ������� 5 ,, ��� "����
��	������� #� ���
������$� ���
� 
��� ��������� 	���������� #5 ,I$ +������
�#v$ G Eeiv��� v � R 9������� ������	���	�� �����)���� ���		����	���� �����		�
� ��� ������	���	�� �� f
jgj�N� ����� ��� ? � s � t � v � R

Eeiv�St�Ss� G
�X

k�m��

Eeiv�St�Ss�,fNs G kg,fNt �Ns G mg G

G
�X

k�m��

E expfiv
k�mX
j�k��


jgP #Ns G k$P #Nt �Ns G m$ G

G
�X
k��

P #Ns G k$
�X

m��

#�#v$$m
#�#t� s$$m

m;
e���t�s� G e��t�s����v����� � #< 8I$

������
�'�� �

��� ���

�#v$ G Eev�� �� ��� v � ?� #< 8L$

2�� �	����� �������� ��������� ��� ������������ ������� 
j � ������������� �

�����������	�� ������ 
j ������	� ��	��� �����	����	��� #��	������ 
� � ? � � �
��� �������� #< 8L$ 	���������� ��� v � ?$ ����	������ 	��������� �����������
#< 8I$� ��������
�� ��� ��� ? � s � t � v � R

Ee�v�Yt�Ys� G e�t�s�g�v�� ��� g#v$ G �#�#v$� ,$ � vc� #< 8N$

*� #< 8N$� �������� �� ��������� ��� Y� G y�� ��������� Ee�vYt G etg�v��vy�� t � R� 
0������������� 	���������� #< 66$ � #< 68$ ���������� � �� ����� < ,? ��� �������
v � R �����		 Zt G e�vYt�tg�v� ������	� ����������� ����	������� ����������

Ft G �fZs� ? � s � tg � �fYs� ? � s � tg� t � R��

4����� �����% �
�������

� G infft � ? H Yt � ?g � infft � ? H Yt � #��� ?$g� #< <?$

+�	������ fYt� t � ?g ����� � � ����������� 	����� ����������� � �����	���
#��� ?$ B ��������� ���������� ������� 8 8 �������� #��������� � ����	��� �����!
�����$� ��� � �	�� 	��
� ������������ ������� � � f� � tg � Ft ��� �
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���%�		 X 	����	�
�� 	 	����	

�� #Ft$t�T #� � Xt � FtjB ��� �

�� t � T $ � ���
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��	)�����
 A� � A�� �	��

P #A�A�jE$ G P #A�jE$P #A�jE$ ��� Ak � Ak� k G ,� 5� #I 6L$
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��� ��������	��� ����������� ����� �!����
�� A#U�$ � A#U�$ ��� U�� U� � T � ��!
��� �!����
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)�
 ������
�����	��H S� G S� k� S� G T n OSP� ��� OSP G S 	 �S� � k B ��������� �����	����
	������)�� �S #������� S$ (�������� 	����	��� �!����
� A#U$� U � T #������
��� A#U� 	 U�$ G A#U�$ � A#U�$$ ��������	� �����
	��� �� �
��.���# � 	�	
���
S� �	�� A#k�$ ��	)������ A#S�$ � A#S�$ 	���� 
� ���� � � ? �� 
��� #���	� k�

�	�� �!����	���	�� �����	��� k$ C�� 	�������� ������ �������� �� ������� Zd�
������� �������	�� ���)� #	� ���������� ,$ 

*�����	�� ����� ��������� ��� �	�� �	������ 	�������� ������� �� �
������
������	��� 	���	����� �� ��'�% ��
�
%,�� >	� ��� I 5<?5 �%� �
����%�����
������ �
������ ����%�
��%�
5 �
�=���<���� ��������5 � ����� �
��
� 
��� �������5 ���<��� ���'�<< � �
���%�� ��������%�5 �����
��% �� 

���%, �
������%, ����� �������� @��� � O6� 	 N,P ��		������ ������� �����
	�������� �������� ����
)��	� �������� ���������� ��������� ���������������!
�� ��������� 	 .
���� �����. 
���� ��������	���� � ��������� 	�������� ��������
���
)�� ������������ �	�����
 � �� ����������� �� ������������� ������� 
����
������	��� 

,85



	�
��� -� .��� (��
����

��	������� �
����	��� ���� �� �
�

#���� �
	�����
���A � ���������� ���
������	���� &����

������ ������
���� ��
		����	���� �����		
 �
� ����
4
����
� E��
� ���	������� ��
		����	���� �����		
 �� ��	
����
��
#���
	�� ���
��	���� ��	�������

#��� ��
����� &�������	�
� ������
 �
� �����
4
����
� �
��	����� F��
��
���
� ���
�

+�	�� ������� ���	����	��� X ���������� ������	���� �����		� ������%���
� � 	�	���� �� ��������� ��� 	������� ��	�� ������ ������� ������������ @��!
�� xi � X ������	���� 	 �� ������� i� ��� "��� 
���� 	������� ��� i ���
�����
��
� �������� �����	��� f?� ,� � � � � rg� ��
� 	������ N 	 f?g +�	�� B 	�	���� ��
�	�� ��������	�� X  +��	����	��� #X �B$ ������	� ����	���� �	�� ���	�� ��������
������� �#x� y$ G , ��� x �G y � �#x� x$ G ?� x� y � X  '������ ������ ��� �

��
������� g H X � R ������	� BjB#R$!��������� 4�����	��� �����		 	 ��	�������
���	����	���� 	�	������ ��������	� %���# ;����
� 

M�		������ �!����
�� A� ����������
 ���
������ E �� �����	��� Aj� j � J �
��� J B �������� ��� 	������ �����	��� #	j�JAj G E� Ai 
 Aj G � ��� i �G j$ C��
	�������� �������� 
� ���
)�� Ej
j ��

E#
jA$ G

��

E
,Aj

P #Aj$
� �	�� P #Aj$ �G ?

?� �	�� P #Aj$ G ?
#L ,$

�� Aj #�

�� ������� E#
jA$ � � 	�������� 	 ���������$ 
C�� ������	��� ���� X G #Xt� t � T � R$ � �

��� ��
��� ����� t�� � � � � tn � T

�!����
�� �fXt�� � � � �Xtng ���������	� ���
������ E �� 	�
���� ���� fXt� G j�� � � � �
Xtn G jng� ��� j�� � � � � jn � X  +�"���� � 	��� #I ,5$ � #L ,$ �����		 X G #Xt� t � T $
��
��%�� ���,< )
����
 %���
 � %�
,�� %���
5 ����
 �
� 
<&��� m � N�
���� s� � � � � � sm � s � t #����� �� T $ � 
<&�� i� j� i�� � � � � im � X ���
���
���
�
����%��

P #Xt G jjXs� G i�� � � � �Xsm G im�Xs G i$ G P #Xt G jjXs G i$� #L 5$

��
� P #Xs� G i�� � � � �Xsm G im�Xs G i$ �G ? '��	� P #AjB$ G P #AB$�P #B$ ���
P #B$ �G ? #��� �����	��
 	����	���	� 	 �	�������������	� ����� ��������� ����
P #Aj
 G x$ G �#x$� ��� P #Aj
$ G �#
$$ 

+�	�� Xs G fi � X H P #Xs G i$ �G ?g� s � X  C�� s � t #s� t � T $� i � Xs� j � X
������ ���������� 
����
��	
�

pij#s� t$ G P #Xt G jjXs G i$ #L 6$

*� ����������� #L 6$ ����� ��������� ��� ������� pij#s� t$ ������ �������������
������� �	������H

,$ pij#s� t$ � ? ��� �

�� i � Xs� j � Xt� � s � t� s� t � T �
5$
P
j�Xt

pij#s� t$ G , ��� �

�� i � Xs � s � t� s� t � T �

6$ pij#s� s$ G �ij ��� �

�� i� j � Xs� j � Xt � s � T � ��� �ij F 	����� -���������
8$ ��� �

�� i � Xs� j � Xt � �	�� s � u � t #s� u� t � T $

pij#s� t$ G
X
k�Xu

pik#s� u$pkj#u� t$� #L 8$

,86



0���������� #L 8$ ������
� ���
������ ;����
� 
9	����� ,$B6$ ����������� �������� 8$ 9������� #L 5$ � #L 6$� �����

P #Xt G j j Xs G i$ G
P #Xt G j� Xs G i$

P #Xs G i$
G
X
k

P #Xt G j� Xu G k� Xs G i$
P #Xs G i$

G

G
X

k � P �Xu�k� Xs�i����
P #Xt G j j Xu G k� Xs G i$

P #Xu G k� Xs G i$
P #Xs G i$

G

G
X
k�Xu

P #Xt G j j Xu G k$P #Xu G k j Xs G i$ G
X
k�Xu

pik#s� u$pkj#u� t$� #L <$

0���������� #L 8$ B "�� ��	������� ������� ��������� -���������� B T������ 
4���� 
��� 	���� 	�	����	� �� ��		������� � ������� #I ,A$� ����������� �� 	 
//� �������� ��� .PXs !� � . �������� .��� i � Xs. 9�������� 4������ ����� �����
��������� 	��	�H ������� �� 	�	������ i � 	�	������ j �� ����� �� s �� t �����
����� ��������	� � ������������� ������ u � ����� �� 	�	������ k � Xu� �
	������� 	����� ������� �� i � k� � ����� �� k � j 

�

�

r
rq
��

rk
j

i

s u t

���� ���

A�����
 .��� ��	
� ? � T � O?��$ � �����	

� Xs � X  s � T  ��� X !
������� ��� 	��
��� ��	
� ����� ����� ��	�� pi#?$ i � X� 
���� �
� pi#?$ � ? P
i�X�

pi#?$ G ,� ��	
� ������ $���%�� pij#s� t$ ��� s � t /s� t � T 0 i � Xs j � Xt ���

��
���� 
�������� ���
������� 
�.� �	��
�� ,$!8$� ����� �� ����
���� #E�F � P $
	�)�	

��
 �����
	��� %��� X G fXt� t � Tg 	 ���	
���	

�� 	�	
����� Xt

��� ������ t � T /
��� Xt#�$ � Xt ��� ������ t ��� 
	�� � � E0 
���� �
�
pi#?$ G P #X� G i$ � pij#s� t$ G P #Xt G j j Xs G i$ ��� 
	�� s � t /s� t � T 0 i � Xs 
j � Xt�

� D	�� 
� �����		 X 	 ��������� ���������	������ 	�)�	������� �� �� ����!
�� 
��� 
� ����� ��� ? � t� � � � � � tn� n � N� � �

�� Bk � Xtk� k G ,� � � � � n

P #Xt� � B�� � � � �Xtn � Bn$ G
X
i

pi#?$
X
j��B�

pij� #?� t�$ � � �
X
jn�Bn

pjn��jn#tn��� tn$� #L A$

+�"���� �	����	� ���� ������ ���� Pt��			 �tn#B�� � � ��Bn$ 	 ����)�
 ������ ��	��
������� #L A$ #	� ��������� 5 L$ � ��������� �	����� 6� 	� 	 // @���� �����		
#Xt� t � T $� ��	�������� �� ������ � !� � 
���� �	����� 4� �	������� ����!
������	��� � ����	��� ����������� ��	������ ������� CI , 	������� 
���� �
)��
��������� �

,88



=������� ��� �������

P #s� i� t� B$ G
X
j�B

pij#s� t$� #L I$

�������� ��� s � t #s� t � T�$� i � Xs� B � X ������	� ���������� �������� � 	��	��
����������� ������������ �� 	 // +���������� ��� � ������%��� �
��
� �� 
������
� ������� ��
���%,< ������
��%�� >��
������? �����%���%���
��������� �� ����%�������� ���'��%�
 � ����%������� ���'��%�� 

@���� �
������ ��
���� %������ .�� ���&������ � ���%
%�����

@
���
��� .��� B%��
�
���, �% ������� pij#s� t$5 �
�
���� �
� s � t
>s� t � T ?5 i � Xs5 j � Xt5 ��'�� ��������
%, � �� �����
'������5 ���� 
��
������ �
� ���� s � t >s� t � T ? � i� j � X  C�	������� �������� pij#s� t$ G ?
��� i � Xs� j �� Xt � pij#s� t$ G pi�j#s� t$ ��� i �� Xs� j � X � ��� i� G i�#s$ � Xs ��
����
����������� #Xs �G �$ +�� "��� ����� �
�����	�� ��� 	���	��� ,$ B 8$ ����������
��������	��� 
���� ����� � ��� �� ����������� #%����, ��'�� ���%
%, Xt G X
�
� t � T $ 

��������� ����	��������� ������	��� ����� ������	� ��
���������� ��� 
���� 

A�����
 .�!� ���%�		 N G fNt� t � ?g �
���
	� ���		���
	��� 
���� � 
�����

���� ����� N � %��� ;����
� 	 ���	
���	

�� 	�	
����� X G f?� ,� 5� � � � g 

���� �
� pi#?$ G �i� � ��� ? � s � t i� j � X

pij#s� t$ G

��

#m##s� tP$$j�i

#j � i$;
e�m��s�t
�� j � i�

?� j � i�

#L L$

���	� m ! ���������� ���� �� B#O?��$$� (��
��� pij#s� s$ G �ij ��� s � ? � i� j � X �

� +�	�� N F 	���������� ���		����	��� �����		� � � N� G ? � � � �����		
����� ������	���� �����)���� � Nt � Ns 
 �m��s�t
� ��� t � s � ?� � � ���!
��)���� ��	��������� �� ������ +��		��� 	 ���������� m##s� tP$ @���� �����		
	�)�	����� �� 	���	���
 5 ,8 � 	��� ������� I I N F ������	��� �����		� ���
"��� � � Nt G Nt � N� 
 �m����t
�� t � ?Q X G f?� ,� � � � g =������� ������ ���
pi#?$ G P #N� G i$ G �i�� i � X  

C�� ? � s � t �����

pij#s� t$ G P #Nt G j j Ns G i$ G
P #Nt �Ns G j � i� Ns G i$

P #Ns G i$
G P #Nt �Ns G j � i$�

��� �������� 	����������	�� #L L$ +�� s � ? ��� �	�� i� j � X �������� pij#s� s$ G
G P #Ns G j j Ns G i$ G �ij 

B&�
%�� +������	� �������� L ,� 	����� �����		 fNt� t � ?g �� ����������
��������	��� #L L$ � ���������� ��	���������
� 	�	������������� � ���� =�����!
��� N� G ? � � � � � pi#?$ G �i�� i � X  C�� s � t � k � ? ������ �������	� #L A$
� #L L$�

P #Nt �Ns G k$ G
�X
l��

P #Nt �Ns G k� Ns G l$ G
�X
l��

P #Nt G k > l� Ns G l$ G

,8<



G
�X
l��

X
i

pi#?$pil#?� s$pl�k�l#s� t$ G
�X
l��

p�l#?� s$pl�k�l#s� t$ G

G
�X
l��

#m##?� sP$$l

l;
e�m����s
� � #m##s� tP$$k

k;
e�m��s�t
� G

#m##s� tP$$k

k;
e�m��s�t
�� #L N$

(�� ����� ��� ��� ������ t � ? �������� Nt �������
� �������� � X G f?� ,� � � � g 

*� #L N$ ��������� ���
�P
k��

P #Nt�Ns G k$ G ,� ��"���� P #Nt�Ns G k$ G ? ��� k � ? 

*���� Nt �Ns 
 �m��s�t
�� ? � s � t 
C�� n � N � ? G t� � t� � � � � � tn� ? � k�� � � � � kn ��������

P #Nt� G k�� Nt� �Nt� G k�� � � � � Ntn �Ntn�� G kn$ G
G P #Nt� G k�� Nt� G k� > k�� � � � � Ntn G k� > � � � > kn$ G

G
X
i

pi#?$pik� #?� t�$pk��k��k�#t�� t�$ � � � pk��			�kn�� � k��			�kn#tn��� tn$ G

G
#m##?� t�P$$k�

k�;
e�m����t�
�

#m##t�� t�P$$k�

k�;
e�m��t��t�
� � � �

#m##tn��� tnP$$kn

kn;
e�m��tn���tn
� G

G
nY

m��

P #Ntm �Ntm�� G km$� #L ,?$

+�� ������ #L ,?$ �� ���� #L A$ � #L N$ (�����	���	�� �����)���� �������� �
+�	��m#�$ B �!�������� ���� �� B#O?��$$ � m#O?��$$ G � =
������� M#t$ G m#O?� t$$� t � ?

� ��������� �
�
)����
 �
�����
 ������


M��#t$ G inffu � ? H M#u$ � tg� t � O?��$�

A�����
 .�#� ��	
� fN#t$� t � ?g ! ���		���
	��� ���%�		 	 
���)�� �����
m#�$� ����� ����������� ������� �
����
 �� �
��
������� � �
�����

f�#t$ G N#M��#t$$� t � ?g ������
��� ������
���� ����������	
� �
��

������ � 
�����
������� � G ,� 2 ����
�� �� ��������� 	
�����
����
���		���
	���� ���%�		� f�#t$� t � ?g ��
��	�
��	
� � G , � ���������� ���� m#�$
�� B#O?��$$ 	
���
	� ���		���
	��� ���%�		 N#t$ G �#M#t$$ t � ? ���#)�� 
��
��)�# ���� m#�$�
� 0������ ���� ��������� ��� m##s� tP$ G M#t$�M#s$ ��� ? � s � t � M#M��#t$$ � t

��� t � ? �
@����� �������� ��� �%
��
�%��� ��
���������� ������� ��'�% &�%,

���%���� �� ���
����
%�
,���%� ���
������� -���������

,��� �
��
� 
��� ��
���� 

A�����
 .�� >���
� ����%������ ��
����������� �������
?� ��	
�

�� � � � � 
n� � � � � ����
�	���� �������
� ��	����������� ��	�����%������� 
������
�� 
� �� ���#)�� ���
��	
�

p�i#x$ G

�
�e��x� x � ?�

?� x � ?�
#L ,,$

������� ��#�$ G ? � ��� t � ? ��	
�

�t#�$ G max
�
k H

X
i�k


i#�$ � t

�
� #L ,5$

,8A



	��
���
P
�

G ? 
� �� �t#�$ G ? �	�� 
�#�$ � t� ����� f�t� t � ?g � 	
�����
���

���		���
	��� ���%�		 	 ��
��	�
��	
�# ��

@������ L < ���	������ ��� �	������ ���������� ���		����	���� �����		�� 	� 
��	 L 5 

�

�

� �z �
��)�+

� �z �
��)�+

� �z �
��)�+

o
9

�

�

o
9

	t)�+

8

9

;

G

t

�

o
9

���� ���

� +� �	����
 ��#�$ G ? +�	�� t � ? @����

P #�t G ?$ G P #
� � t$ G

�Z
t

�e��xdx G e��x�

=
������� Sk G 
� > � � �> 
k� k � , +�� k � N �����

pSk #x$ G

��

�#�x$k��

#k � ,$;
e��x� x � ?�

?� x � ?�
#L ,6$

M����	��� #L ,6$ "���������� �������	� �� �������� 	 �	������������ �������
	������ +������� #L ,6$� ������� ��� k � ,

P #�t G k$ G P #Sk � t� Sk�� � t$ G P #Sk � t� Sk > 
k�� � t$ G

G
ZZ
u�t

u�v
t

pSk #u$p�k��#v$ du dv G

tZ
�

�#�u$k��

#k � ,$;
e��udu

�Z
t�u

�e��vdv G

G e��t
tZ

�

�#�u$k��

#k � ,$;
du G

#�t$ke��t

k;
�

���
'��5 �%� f�t� t � ?g ����% ���
������� ����
����� � �t��s 
 �
	�t�s�

�
� ? � s � t 2�� ��� ����������� ��	����
� �� �������

P #�t� G k�� �t� � �t� G k�� � � � � �tn � �tn�� G kn$ G
nY
j��

qkj#�#tj � tj��$$ #L ,8$

,8I



�

�

t

t u

v

���� ���

��� �	�� n � 5� ? G t� � t� � � � � � tn � k�� k�� � � � � kn � ?� ���

qk#�$ G

������

�ke��

k;
� � � ?� k G ?� ,� � � � �

?� � � ?� k G ?� ,� � � � �
�k�� � G ?� k G ?� ,� � � � �

C��	���������� �	�� �������� #L ,8$� ��

P #�t� � �t� G k�$ G
�X

k���

P #�t� G k�� �t� � �t� G k�$ G

G qk�#�#t� � t�$$
�X

k���

qk�#�t�$ G qk�#�#t� � t�$$�

*���� �������� #L ,8$ =
������� A 	�
����� ��������
)�� � ����� ��	�� ���!
���� #L ,8$ @���� A G f�t� G k�� �t� G k� > k�� � � � � �tn G k� > � � � > kng D	��
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X#tk� �$,�k
#t$ ��� t � O?� T P� � � E� #,5 86$

��� ? G t� � � � � � tm�� G u� ^� G O?� t�P� ^k G #tk� tk��P� k G ,� � � � �m � , @����
�����		� ��������� ������	� ������		���� ��������� =
)�� 	����� 	�����	� �
��		���������� K ������� �	�� ��� �	�� � � E�� ��� P #E�$ G ,� ���������� X
���������� 	����� �� O?� T $� �� ������ �����		�

Xn#t� �$ G
�

X#qn#t$� �$ ��� qn#t$ HG #O5ntP > ,$5�n � T�
X#T� �$ ��� qn#t$ � T�

���	� t � O?� T P� � � E� n � N� O�P �
�������� ����
 ��	�� ��	�� @���� �����		� Xn

���
� ��� #,5 86$ +������

Vn#t� �$ G Xn#t� �$,��#�$� t � O?� T P� � � E�

3���� ������� ��� �����		� Vn �������� � ��� �	�� t � O?� T P� � � E

lim
n��

Vn#t� �$ G X#t� �$,��#�$�

=	����	� ��	����������	� ������ 8 A �
@������ ,5 ,, �������� �
+�c������ ��� f � L� � Yt� ��������
)�� � ������� ,5 ,,

sup
t��

EjYtj � sup
t��

#EjYtj�$��� G sup
t��

#E
Z t

�

jf#s� �$j�ds$��� � #E
Z �

�

jf#s� �$j�ds$����

��� ������� Y� G
R�
�
f#s� �$dWs� �������	� ���� ��� ������� #,5 6N$ ����� � ���

t G �� �� ������� < ,8 ����
����� ��� #Yt�Ft$t�R��f�g B �
�%���

� ��� F� G �t��Ft 
� 	������	���� 	 ���������� ,5 L ������� ��� �	��

f � L�
T G L�#O?� T P� E�Prog�mes�P $�

��� T ��� �� ����������� ������� ,5 ,, �	��
�	� � 	��� ��� t � O?� T P 
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�������
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��&� Pred � Prog ���
'
�% ���< �
����%����� �
��
����
������� Xt5 t � T � R5 ��%���� � �
'��� �����% t � T C�� �
����% �%
&�������C � 	��	�� ������������ ���
������ ��������	�� �� ���� ����������
#t� �$ +� 	��� ���� �� �� 	��
������� ��������� � ��		�������
 .������	�� �	�!
)�	������ ��������. '������ ������ ��� ���	�� �������� 	�������� �������
�� ���������� O?��$ #��� #?��$$ �� ����� ��		��������� �����		 �� �����	���
T � R � �	� ����������� �������������� #��� "�� ������	� � O6P� xA 5$ K �������
Pred ������	�� ��� �!����
��� ����������� �����	����� ���� #T 
 #t��$$�B� ���
t � T � B � Ft 4����	��� A � T �E ����������� Prog� �	��

A 
 ##��� tP� E$ � Bt �Ft ��� ������� t � T�

��� Bt G B#T 
 #��� tP$ =
����� �������� �� ��� ��� ��� ��	������� �������!
�� *�� 	 ����)�
 ������������� 	�������� ���� �� �	���������� ����������
#?��$� � ��� ��	������� ��������� *�� ��� ������		���� ��������� ������� 
��!
��	� �����	� O?��$ +�� "��� �!����
�� ����	�������� � ������		���� ���������
�����	�� ���������	� ��������� ��	���������� � � �������	� ��������	��� �
������ ���	����	���� � O6P� xA 5� �!����
�� Pred � Prog ������� � ����� � ��� ��
���	����	��� T � E #T � R$� �� � ��	���	��� ��� �� 	 ,<6 ��������

A�����
 9����� ,#��� ������		�
�� ��������� 	�������� $���%�� � �#��� �����
	�������� 	�������� $���%�� 	����	�
��� 	 ������ 	����	

�� �������� #Ft$t�T�R
/
� �	
� Pred � Ad Prog � Ad ��� �� ����������# A � T � E ����������

��������� Ad 
 ���	
���	

� T �E �	�� f� H #t� �$ � Ag � Ft ��� ������� t � T 0�
"	�� 
 T �	
� �������.�� ������
 t� 
� �#��� ����	�������� 	�������� $���%��
Xt /t � T 0 
���
� �
� Xt�#�$ G const�

E��� ����� C�������� ��� �	�� T B �������� �������� ��� ������������� ��
Pred � Prog 

E��� ���!� +�	����� ������ ������	���� ���������� �� ������	�������� ����!
��� 

E��� ���#� +�	�� fXt� t � T � Rg B ������		���� ��������� ���	�������!
��� 	�������� ������� � � B ������	��� ������ #��		���������	� ����������
#Ft$t�T�R$ C�������� ��� ������� X����#�$ �� �����	��� f� H � #�$ ��g ��������
����	������� �!����
� F� � B#R$ 

B��=�� �%��%��� �������5 ��%���������� �� 3%� �
 #?��$ +�	��
#Ft$t�� B ��������� ���������� � #E�F � P $� ����	������� ������� fW #t$� t � ?g
B 
������	��� �������� M�		������ �����	��� H� 	�	���)�� �� ���	����������
������� f � ��������� �� #t� �$ #� � f � B#?��$�FjB#R$$ ������ ��� f#t� �$ � FtjB#R$
��� ������ t � ? � E

R�
�
f�#t� �$dt � � @���� 	��������� 	����
)�� ���������

#	� � ���� � O6� ��	�� I� 	 8<P$ 

A�����
 9���� >9�&?� H � L�##?��$ �E�A� �$ ��� A ! ���������� ���������
Pred �� ���� � G mes�P  ���	� mes ! ���� ,����� �� #?��$�

*	������� ������� ����� ,5 L ��� ���	��� ������� ���� #,5 ,?$� �������� ��!
������� ���������� ���� ����������� ������� 	������� ���������� � ���������!
��� 	��	�� �
������ ������� ,5 < 

E��� ���+� C�������� ��� �	�� f � L�##?��$ � E�A� �$� �� ������	� �������
h � H ������ ��� f#t� �$ G h#t� �$ � � �� ���� � 
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E��� ���(� +�	�� � B ������	��� ������ ������ ��� � #�$ � T ��� �	�� � � E
#T B ������������� ���	�����$ =
������� It#f$ �����
 ��	�� ������� #,5 6A$ 
C�������� ��� I�#f$ G IT #f,���� 
$� ��� I�#f$ HG I����#f$ 

E��� ���.� C�������� ��� �	�� f H O?��$ � R �	�� ��	�������� ������� ��
���	����	��� 0�������� DO?��$� ����� ������� f B "�� cadlag!�������� � � ���
!
)�� ������ 	���� � ������ ����� t � ? � ����������� 	����� �� O?��$� �� It#f$�
t � ? B ���		��	��� �����		 (������ ��� 	������ � �������������
 ������
 

0����	����	��� �������� ��������� ���� .�����. ����	�������� �����������

������	���� �������� 0�������� �����		 X G fXt� t � ?g 	� ���������� � Rm

��������	� �

����������� #	�����������$� �	�� ��� ������� a � ? ����� �����
����� b � ?� ���

Law#Xat� t � ?$ G Law#bXt� t � ?$� #,5 88$

*���� ������� ��������� ��������� =�

� #t � at$ �������% � %��� '�
�
���� ����
,%
%�5 �%� � ��������� �
����� =�

� #x� bx$ D	�� � ����!
������� #,5 88$ ��� �

��� a � ? �������� b G aH� �� 	�������� �����		 X ����!
����	� �

���������� ���%�		�� 	 ������
���� 9��	
� H �������� D G ,�H
��������	� 	
�
�	
���	��� $���
������ ��������	
�# 	��������� �����		� X 

(������� #	� #6 6,$$� ��� ����������� 
������	��� �������� fBH#t$� t � ?g ���
? � H � , ����������	� ��� �������������� ���		��	��� �����		 	 ��������������
��������

cov#BH#s$� BH#t$$ G s�H > t�H � js� tj�H� s� t � ?�

E��� ���*� =
7�	����� ������ fBH#t$� t � ?g B ������������� �����		 	 ����!
������� ]��	�� 

+����		� BH ������� ��		���������	� K ( -����������� � ,N8? � � O6P� ���
��� ��������	� 	�������� :����� @����� ����������� #��� ���
���� .fractional.$

������	��� �������� 
�� ������ 1 4������
����� � q ��� (�		�� � ,NAL � � O6P�
� ��� �� 
��� �������� 	����
)�� ����	�������� 

A�����
 9����$ >)
���
,&��%5 4
� G���?� 4�� ? � H � , � t � ? �����

BH#t$ G cHf
Z �

��
O#t� s$H���� � #�s$H����PdWs >

Z t

�

#t� s$H����dWsg� #,5 8<$

��� �������#)�� ���	
��
� cH 
������ 
�� �
� EB�
H#,$ G , /	�� ����� M6 

	� 6N3O0 � fWs� s � ?g � fBs G W�sg ��� s � ? ! ����
�	���� 	
�����
���

�����
	��� ���%�		��

J���������� 
������	��� �������� #� ��� ��	������� �������$ �	������
�	�
�� ������ ������ �������� � ��	���	��� ��� ���	���� �������� �����	���� ��!
���	�� #	� O6P� O6P$ 0�����	�� �������� �����		�� BH#t$ 	 ? � H � , 	�	���� �
���� ��� �� �	��
������ 	����� H G ,�5 #� � 
������	���� ��������$ "�� �����	!
	� �� ����
�	� 	������
�������� #� � �� ������ � ������ ���		 �����		��� ���
������� ������� 	����	����	��� �	��	������ 	� O6� �� 8P$ D	�� � ����	��������
#,5 8<$ ���	�� H ����� ���������	��
 ������
 Ht #� � jHt�Hsj � cjt� sj�� 	 � ?$
	� ���������� � #?� ,$� �� ��������	� 	�������� �����		� ���������� ����
�$����

������ ������
	��� �
������� 2��� �����		 
�� ������ � �������� ������ �
��
��� O6P 
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E��� ������ #	� O6P$ C�������� ��� ��� �����		� BH ��� n�� �����

bHn HG ln#n��
nX

k��

jBH#k�n$ �BH##k � ,$�n$j$� ln#,�n$ � H � � 

1���� ��������� ��� � � ����������� �� O?��$ �����		 Xt ����	���� 	
����
	
���	��� ��$$����%���� �	�� 	 ��������	��
 , 	���� ��� �	�� t � ?

Xt G X� >

tZ
�

f#s� �$ dWs >

tZ
�

g#s� �$ ds� #,5 8A$

��� f � L�#O?��$$� � ������		���� ��������� ������� g H O?��$ � E � R �������
���

P

� �Z
�

jg#s� �$j ds ��
�

G , #,5 8I$

#�������	��� �����		 fWt� t � ?g 	����	���� 	 ����������� #Ft$t��� �����������!

)�� #,5 5$$ � 	��� ���������� �	����� �� ������� f � g ������ ��	�� #,5 8A$
���������� � ���� � � ����������� �����		 

0���������� #,5 8A$ ����� ������	��� ��������� � ����

dXt G f#t� �$ dWt > g#t� �$ dt� #,5 8L$

C���� ��� ����� � ��� �� ������� F ����� �	����������	� ��� ����	� F #t$� ���
� Ft '������� ��� �	� 	�������� ��������� �
����� ���������������	� �� 	������
����� t � Ou� vP� ? � u � v �� 

*���	���� ��� ���� ��� ����	����� ��	�������� ���������� ��
����
 ����
����
� ������� ����������������� �	��	����� #��
������ ���������$� �������!
������� �� ��	��� � ������ ���������� � ������ ��������� *�� �� ����� ���!
����	� ������ �� ������������ ������� '��	� �
'���=�� ��
��%�� �
���< 
��� ����
,%
%� ������� �� �������� 	 ������ ����������	���� 

A�����
 9����� >�����

 3%�?� ��	
� ���%�		 Xt t � ? ����	���
 	
��
��	
���	��� ��$$����%��� #	 $���%���� f � g ������#)��� ���������� 
�.�
	
��	

���$� ��	
� $���%�� h H O?��$ �R� R 
���
� �
� 	�)�	

�#
 ������
��
��� �h��t ��h��x� ������

sup
s��� x�R

j�h#s� x$��xj �M� ��� #,5 8N$

����� ��� ���%�		� Yt G h#t�Xt$ t � ? �����

dYt G
�h

�t
#t�Xt$dt >

�h

�x
#t�Xt$dXt >

,
5
��h

�x�
#t�Xt$#dXt$�� #,5 <?$

��� #dXt$� 
���	�
��
	� 	 ����)�# #,5 8L$ �	���� �� �
��
��5

dt � dt G dt � dWt G dWt � dt G ?� dWt � dWt G dt� #,5 <,$

2���� ��
��� ���� ��� 
	�� z � ?
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h#z�Xz$ G h#?�X�$ >

zZ
�

f#s�Xs$
�h

�x
#s�Xs$dWs >

>

zZ
�

�
�h

�t
#s�Xs$ > g

�h

�x
#s�Xs$ >

,
5
f�
��h

�x�
#s�Xs$

�
ds� #,5 <5$

4� ������� "�� �������� � ����� �
�����	� � �������� �� ���������� 

����
 9����!� ��	
� 
 �	��
��� 
������ 66 $���%�� f � g ���	
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� ��

f#s� �$ G
m��X
j��

fj#�$, �tj�tj���#s$� g#s� �$ G
m��X
j��

gj#�$, �tj�tj���#s$� #,5 <6$

��� ? G t� � t� � � � � � tm G z fj G f#tj � �$ � gj G g#tj� �$ �
��#
	� Ftj j B#R$������
������ 
��������� ������

Ef�j ��� j G ?� � � � �m� #,5 <8$

����� 	���
����
� $������ #,5 <5$�

� � 	��� �������	�� ���������� 3�
��� � *�� ��� ����������	��� #,5 <5$ ��	��!
����� ���������� ���

h#tj���Xtj��$ � h#tj�Xtj $ G

tj��Z
tj

�
�h

�t
#s�Xs$ > gj

�h

�x
#s�Xs$ >

,
5
f�j
��h

�x�
#s�Xs$

�
ds >

>

tj��Z
tj

fj
�h

�x
#s�Xs$ dWs� j G ?� � � � �m� ,� #,5 <<$

������� ������������ j � f?� � � � �m � ,g � ��� ����)���� ����	� ������� u G tj�
v G tj�� *� #,5 8A$ � #,5 <6$ �����

Xt G Xs > #Wt �Wu$fj > #t� u$gj � t � Ou� vP� #,5 <A$

M�		������ ��	������������	�� ���
����� Ou� vP ������� u G s
�n�
� �� � �� s

�n�
n G v�

��� �������

�n G max
i���			 �n��

#s�n�i�� � s
�n�
i $ � ?� n��� #,5 <I$

+�����		���� ��������� ������� aj#s� �$ G fj#�$
�h#s�Xs#�$$

�x
������	� � � �����!

������ �� Ou� vP #Xs F ������		���� ��������� ����������� � � �������� 	� 
#,5 <A$� � �h��x ���������� �� ���� ����������$ C��	���������� �� #,5 8N$ � #,5 <8$
����� jaj#s� �$j �M�jfjj � L�#E$ -���� ����� aj#s� �$ ���������� �� Ou� vP � � 	���!
��� ����������	��� 0������������� �� ������� ,5 ,? #�� �� ������� ��� ���������
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vZ
u
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�h

�x
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�n��

n��X
i��

fj
�h

�x
#si�Xsi$#Wsi�� �Wsi$� #,5 <L$
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n��X
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�
h#si���Xsi��$ � h#si�Xsi$ � fj
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#si�Xsi$#Wsi�� �Wsi$
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�
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�
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�h

�x
#s�Xs$ >

,
5
f�j
��h

�x�
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�
ds � � #,5 <N$
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)��	� �����	������������	�� ���
������ � � ��� ��	��!
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@����� �������� ���

h#si���Xsi�� $ � h#si�Xsi$ G
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�������� �� �%����� �%���'����<5 �����'
������ � ������� 9�!��� 
+����������� ��� ��������� #,6 N5$� ���� ��� "������������ ���������

Xt G
Z t

�

�#Xs$dBs� t � O?� ,P� #,6 NI$

����� 	������ ������� #����	������� ������ �!����
� #FB
t $t�����
� ����������� 
��!

����	��� ��������� B$ *� ������� 3��� 	������ #���	����$� ��� �����		 #Xt�FB
t $t�����


������	� 
������	��� ��������� +� ������� @����� #	� #,5 NI$$
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