
�� �� �����	
��� �� � ������

������ 	�������� �����		��



����������

������ �� 	
������ ������� � �� �������
���� � � � � � � � � � � �

������ �� 	��
������� ����� �������� � ����������� ������ 
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������ !� "��������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #$

������ #� 	����%� %���%���� &����������� ���'���� � � � � � � �(

������ �� )�%���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (*

������ +� 	
&� ��������%, �
������ -
����%�� � � � � � � � � � �$!

������ (� )�������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��(

������ .� /��� )����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#!

������ *� 	��%��� ����������
,��� �������� 0�
��������
1����
� 2�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+!

������ �$� 3�%���
 �� ��%����
,��� �
������ ����� � � � � � � �.�

������ ��� 	���%�
,��� �����%�
���� �%�������� ��������� �$�

������ ��� 3�%���
 3%� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��.

������ �!� 	%���%������� ����������
,��� �������� � � � � � ���



	�
��� � ��������� ���
��� � �� �������������

������� ������ 	
������ �����		��� ��������� ����� �
������ �
�����
�� � �� �	�����
����� ��
�������	�� ��
���� BT � �
�����  ������
�� 	����	��� 	
������ �
������� � �� ���� ��������� �����!����� "���
	��� BT �
� ��	��������� T � ���
	�����	�# �������� ����� $����
�����
������� %�
�������� ��	������� 	����	�� �����	���� 	
������ �
�����
��� 	 ������� �	�����
������� &�������	��� ����� �����		� �	����
	���� �����		� ��		����
����� ����
# 	�������� %���� ' (��������
��		����	�� 	
����� ���� &����
������ 	
������  �������

��������� �	�
����	�� 	���������� ������ ��������	��� ������	� ��� ��� ��
������ � ���������� ����	������ �� ������ 	���	���������� ����������	���
������	� �� � ������� ������
������ ���������� � ������ ������� ��	���������
����� ��� ������� ������ 
�������� �����	���� ���������� � �� � � ����� � ���!
���� 4 ��� '� �������� %��� ����
 %����� �����%���%��5 ��%����
�����%�� �
������� ���������6

������� ������ ��������	��� ����� ���� 	� 	��������� "�	����������� #���!

��	������ ������ � � � $� � ������� �������	�� ��������� ��� ��� �����!��
�
������� #%	�
����&$ '���� �������� ������� 	�������� ��������� ������� �����!
���� ������	������ ���	����� ���������� ���������� "�	����������� ���������
������� � ������� (������� � �
������ -���������%� &�
 ���� ������
��%�� �������� � � �������	� ��������	�� 	������ ������� ���	���)�� ����!
���� �������� ���������� 	��������� ������� *���� ������� �	���� � 	��������
"�	����������� ������� ��		��������	� � ������ 	�������� �����		��� ����	��!
���� 	�
�� ��������� ������� 

+����� ��� ���������� � 	�	��������	���� �������� ���	�� �������� �� 
���
,�� ��������
,��� ���� 
������	��� �� ������� 
���� ��		������� �
"��� ������� 

, -��� ����������	�� ������ ����� ���������� ��� ���	���� .�������	��!
��. ��������� 	������ ��� ����� ��� �������� ��	��� ��������� ������ � ����/
0��������� ������������� ����
� �������� �������	� 1������� 2����������
0�������	���� 3���������� �������� -����������� � ������� ������� 4� ���!
���� ��� � ���	������� 
������	���� ��������� �	����������� ��� ���	���� .���!
�����	��. 	������	���)�� ����������� ����)��	� ������������� ��������	�
������������������� �� � ����� ����� 

5 � 	���� 	 �������)�� ������� ��������� �����	� ����� ����� ������
���	�
����� "�������	��� �����		�/ 4� �������� ��� �� �	���� �����		�� ����
���� ��!
�� ����� 
��� ������ ����� ������ 7���
������8 ����5 �������5 ���
9����
�: ����� ���������	�� � �
��	�� G � Rd ������� ������� ���������
�������� �������� �� ������� "��� �
��	�� #����� �� ������� ������������$ 

6 1���� �
7�	����� ��� �������� ������������ �� 
������	���� �������� ��!
�������� ��������� �������� ���������� ���%���� ���
��� 0�
�������� ��!
����)��	� � ���	� ����������	��� 	����	���� 

8 9��������� � ������ , �����		� 	������������ �������� %����� �%�� 
�%������� ����������
,��� ��������� ���
�)��� ��� 
���� �	�� � ����!
������� �	�
��� %	����	����	���� �	��	�����& :�� ����� ���������	� ����
���
���������/ � ��	���	��� ������ ������ ���� ���������� ����� ���������� "����!
������ 	��	�
 #����������� �� ��������;$ ����
���� #%����������&$ ���������
	������� 	������� � �������#%���&$ 

<



< =������� �����	�� ���� �������: �� �	������� ��
������ 	���������
�����		� �� ������� ������� t ���
���	� ����	������ ��� ��������� � ������� t>s
#s � ?$ @���� ������ ��������� ��������� ��� ������� ���������� ���	�� ������

���� �� �����	���� ����� � "��� 	���� 
������ ������	 ����	������� ������
�
 �������� #������ �����!������� ����� ����� ���	��������� ����� �� �������
�	����������� ����� ����� �	������ ���� ���������� 	�������� ����
�����$ 

A (������� �������� ������
������ ���� ����%�%�������� �
��
�
������ �&;��%�� � ����	��� ������� ������ �� ��������� � ���	� ��� 
��
� 2�
��� �������)�� ����	������� ��� 
���� ����	������ %��� 
������
��������& � ������� ���	���)�� ���������������� ���������� 	������� ���� �
	�������� ������� ������� ��	����� ������� ������ ���������	�� ����������
�
������� ����� 	������� 

+���������� ��� � ������� ,� 8BA �� 	���������	� 	 ������	���� ���� ��!
��� ��!������� %��&��%�� ����%, �����'%�
,��< �%��%������< �� 
��
, ��������� ��
����� � ��!������� %���� ���%��%, ���� � ��=�%,
�� C�� "���� ���
���	� ��	��� 	�)�	������� �������� ������ +�� ������	��� 	
�	������ "��� ������ �� �
����	�� ��� ����������� ��%��� � ��
������
� �� �����,< ����
,%%�5 �� ����
�5 �����%������ � ���
�������
������
����� �
���� �
������ ��������� 

=
�����	� � ������ 	��������� �����		� fX#t$� t � Tg +��)� �	��� 	�������
��� � ������ ������ ������� t �� ����� ���� 	 ���	���������� 	�������� ����!
����� X#t$� ���	���)�� ��������� �
7��� 0 ������ 	�����	���� ��������	�
	���� 	��������	� �� "��� ����/ D	�� �� ����� ������� �� ������ ��� ��� ����	!
����� � ���� ���	��������� ������ t� � ���� 
� ��� ��� 	��������	� � �
�� ���
������� t� � t� �� ��		������������ ����������� �� ������ ��� ��� �
������
��
����� X#t$ ��
'�� &�%, ���� � ����� � %�� '� �����%���%���
����%���%�� #E�F � P $ *���� 
��� 
� 
�		��	����� ��������� ��������� � ��!
������	�� ����� ��� jX#t�$ � X#t�$j � a� ��� a F ��������� ������������� ��	�� 
-���� ����� �	��	������ 	������� ��� ��������� �����		� ����� �������� �������
�����	����� �� ���������� ��������� � � ��� ������� t ��������� �����		� ��	��
������� ������� � �����!�� 	��	�� 	������ 	 ��� ���������� �� ������� t *����
��������� ���
������	�� ���	����� ������� ����� 	��������	�� 	�������� ����!
��� �� ����� 	��������	�� 	�������� ������� +��� �� �� �
	������� � �����
�������� "�� �������� ������ � ���	�	� �� ��� "��� ������ �	� X#t$ �� ������!
��� #E�F � P $ 1���� ����� ���� ��� 	����	��� 	�������� �������� ������������ ��
����� ��������	���� ���	����	���� 	������ ���	����� ����� �� �������� � ����!
����	�� ����� ��� �������� �����		�� � � �������� X#t$� 
���� ������ � �����!��
�������� ��������	��� ���	����	��� �	�� �������� ������������ �� ���������
���������� ������� 

'������ ������ ��� ������ ������	��� ������ 	������ 	 �		���������� ������!
��� 	�������� �
7������ ������)��	� �� ������ �� �������� �� � � ���	����	���
#��������� �������������	��� ������ �������	� � ������� t � ������ z � R�$ 
+���������� ��� 	�������� ��������� �����������)�� 	�	������ 	��������� �
7!
����� ����� �� �
����� 
��� 	��������� 1���� ����� ����	� ������	��� �������
���	���)�� ����	����)�� �������� 	������ �
����� 	�������� ��������� �����!
���� 	�	���� � 	�������� ������� ������� #��������� ������ ���������	���)��
��	���$ 

@���� �
������ �	��	������ �
������	� � �&��� ����� �������� ������%�
�
������ ��
���� >���&��%�
,�� ����%��%�
,���? X#t$5 ����%���� 
����� -
����%�� t ����%����� &�%��%���� ���'��%� T � ������ �

A



����%���� #E�F � P $ C�� "��� ���� �����
���	� ����%�� �
������ ��
�����
�� ��������� � ���'��%�� X  

+�	�� #E�F$ � #X �B$ F ��������� ���	
���	
�� ���	� F � B B ���������
�!����
�� ��������	�� E � X 	������	������ #E �G � � X �G �$ =��
�������
X H E � X ��������	� F jB���������� #����� X � F jB$ � �	�� X��#B$ � F �
� � X��#B$ HG f� H X#�$ � Bg � F ��� �
��� B � B +�� "��� X ��������	�
	�������� ������
�� #	 " $� �	�� �� F ������ ��������	�� P � � � �����	� ������!
��	���� ���	����	��� #E�F � P $ 4����%���%��� ���� &���� ����%, ����%�
������ 	��������� ���������� ��������� 

C�� 	����	���M ��������	�� X �
������� �fMg ��������� �!����
�� #	 ���!
����� X $� 	������)� M D	�� X F ����������	���� � ��	���	��� �������	���
���	����	���� �� ������	��� ��������� B#X $ HG �fMg� ��� M F 	��������	��
�������� �����	�� � X  +�� X G Rk #	 ���������� ��������$ � B G B#Rk$� �	��
k � ,� �� F jB!��������� 	 " X ��������	� 	�������� ��
����� � �	�� k G ,� F
#���	����������$ 	�������� �������� ���	�� 	 " ��	�� ������� 	�������� ����!
���� ��� ������ 	� ���������� � X � ���� ����� X ������� �� Rk 

���� ���� ��	
� X H E � X #�
��������� X �� �����������
	� �������
��� �
��	�
����� ���������� ��������$ � M � ����
���� 	�������	
� �������
��	
 X � ����� X ����
	� Aj�fMg���������� �
���������� ���

A HG �fX��#M$g�

��� �
�� �fX��#M$g G X��#�fMg$�

� 3���� ������� ��� 	����	��� �����	�� D HG fD � X H X��#D$ � Ag �	��
�!����
��� � � ������ ����
���� 	�������� ���������!�����	������� �������� �
A ������	� �!����
��� +� ��	������ M � D� 	������������� �fMg � D� �
������� X � A j�fMg� � � X��#�fMg$ � A =�������� X��#M$ � X��#�fMg$�
������ X��#�fMg$ �	�� �!����
�� +�"����A G �fX��#M$g � X��#�fMg$ *����
A G X��#�fMg$ �

	
���%��� ���� ��	
� X H E � X � F ! ���������  E� "	�� X��#M$ � F ���
����
���� 	�������	
� M ��������	
 X  
� X � Fj�fMg�

� +������� ����� , ,� ��������� ��� �fX��#M$g � F  �
0��	� 	���	���� , 5 	�	���� � ���� ��� �
� ����%�
,�%� F jB ��������� 

%� X ���
��������� ��		��������� ����
���� �	�� �����	�� �� B� � ���%%����

�=, �&���%,��5 �%� X��#B$ � F �
� ���� B � M5 ��
� B G �fMg *���!
�� ��"���� � ����������� 	��������� ������� X 	� ���������� � Rk ��	�������
���
������ ���
� ��� �
��� z � Rk �����	���

f� H X#�$ � zg HG f� H X�#�$ � z�� � � � �Xk#�$ � zkg � F �

@������ ��!� +������ ����	�������� ��� � 
��&� ��'�% ����'�%,��
�� %�
,�� ���'��%���5 �� � ��������� @��� ����	� A G �fXt� t � Tg�
��� Xt H E � Xt� #Xt�Bt$ B ��������� ���	����	���� t � T � ��������� ��� A B
���������� �!����
�� ��������	�� E� ����� ��� Xt � AjBt ��� ������� t � T  
3���� ������� ���

A G �fX��
t #Bt$� Bt � Bt� t � Tg�

� �	�� Xt � FjBt ��� t � T � ��� ��������� A � F  

I



=�������� 	�������# $���%�# #	 � $ �� ������%�� ��-�5 ������ � ���� 
%���� #E�F � P $ @����� ������� ��	�� f#Xt�Bt$� t � Tg F ��������� 	��������	��
��������� ���	����	�� @���� �
����� ������� X G X#t� �$ ��%, ���� 
��� ���� ������%��5 ����%��<�� �� T � E �

S
t�T

Xt5 %�� �%� X#t� �$

��� �'��� ������������ t � T ��
��%�� F jBt ��������� ��-� �� �� 
������� � Xt J����� X#t� �$ ��� ���	��������� � ������� 
����
����� 
�������%��� ��� ��������� $���%��� K������� � � ����	� 	 � �
���� ���	���
� ����� ���	�� X#t$ ��� Xt D	�� T � R� �� t � T ��������������	� ��� �����
� 	������� ������ ������� 	�������� ���%�		�� #��� 	�������� ��	������

�����	
�#� ����� T � Z$ D	�� T � Rd� d � ,� �� ������� � 	�������� ���� 
0�������� �����		�� ������� � �
� 	 � #�� ������ ��� T � R$� �	�� "�� ��
�������� ������������� '��	� �� �������� ��� ����� ������	� ������� 	�����!
��� �������� �����	��������� 	����	���� ��������	�� ���������� �����	��� 
���
)�� ���		�������� 	�������� �������� �	�������� �� 	�������� ���������!
��	���� �����	��� T ��� �� ����� ���	����	�� #Xt�Bt$t�T � � ������������ �������
����� ���������� "��� �������� �� ������	� �	��
7���)�� C��� � ���� ��� ���
���	���� ��� ��� ���� ������� � ������ �
� ���%��<% ������� ���� 
�%� ����
,������ #���������$ ��������� *����� ��"���� ������	� �
������
#���
)� ������� ����	���)��	�$ ���		� 	�������� �������� ��������� �����		�
	 ������	����� �����)������� ���		��	��� �����		�� ���������� � � � 

0����	 �� 
���� ���	������ ��		������ �	������ ����������� 	�������� ����!
��� 

=��������	�� �
�����< ������< #� � 	����	��� 	 " $ ���&�� ���� 
%���%, � �� ���� ��-� � #E�F � P $ �� ��������� � ���%��%�%��<���
��������� ����%���%�� �������5 ������ � T  (�� ������
��	� �����
������� 

C�� U � T #U ����� 	�������� 	 T $ ��������� ����������� ���	
���	


XU G
Y
t�U

Xt #, ,$

��� 	��������	�� ������� y� �������� �� U � ����� ��� y#t$ � Xt ��� �������
t � U #������ ����� ��� �� �	���� �	��	������ 
���� Xt G X ��� ������ t � T
��		������ � ����� ������$ 

D	�� V � U � T � ������ ���
������� #%��������������&$ �
U�V

H XU � XV � ����!
��� �

U�V
y G yj

V
� y � XU � � � ���� 	������ �� V ������� y� �������� �� U #��	 , ,$ 

�

�� �z �
U

yyj
V

Vz �� �

���� ���

J��	����� t�U � Bt�Bt =�������� � XU &������
����� %������' CU #t� Bt$ HG
HG fy � XU H y#t$ � Btg� � � ������� �������� �������� �� U � ������� � ����� t

L



�

�� �z �
U

q ty � XU

Bt

���� ���

�������� ����� %������& Bt #	� ��	 , 5$ '������� ��� CU#t� Bt$ G ���
U�t
Bt� ���

�
U�t

HG �
U�ftg

��� ����� t � U  
������ � XU %���������	��# ��������� BU � ���������� �	����������� "��!

���������� ����������� � � 

BU G �f���
U�t
Bt� t � Ug� #, 5$

� 	������	���� 	 ���������� , 6 ����� 	������� ��� BU ���������	� �������% 
���� �%�&�'������ �U�t� t � U  C���� #������� , <$ �� ������� ��� �� ��
�!
��&� BU ����'��%�� ��������'���� %���������� � � �����	����� ��!
�� ���U�VBV � ��� V B �������� ��������	��� U � � �	������ %������� BV � BV  

A����� ��#� (�$� X G X#t� �$ 
� �� 	����	
� F jBt���������� 	��� X#t� �$ 
t � T  ����
 ��		��
���
�	� ��� F jBT ���������� �
��������� X H E � XT  
	���	
���#)�� � � E 
����
���# X#�� �$ 
� ��

�
X�� X#�� �$� #, 6$

*���
�� �	�� �
��������� #, 6$ ����
	� F jBT ���������� 
� fX#t� �$� t � Tg
�	
� 	����	
� F jBt���������� 	���

� ������� ������������ "����������� ������� CT #t� Bt$� t � T � Bt � Bt @����
X��#CT #t� Bt$$ G f� H X#t� �$ � Btg � F � ��	������ X#t� �$ �	�� F jBt!���������
���
������� =	����	� ���	�� #, 5$ � ��	����������	� 	���	����� , 5 

=
������ �	�� X ������	� �������� #, 6$� �� X#t� �$ G �
T�t

X#�$ *� ����� , ,
��������� ���

���
U�V

#BV $ � BU ��� V � U � T� #, 8$

� � �
U�V

� BU j BV #����
��� "������������ �������� �� XV �	�� "�����������
������� � XU$ =	����	� ���	��� ��� 	����������� ��������� ���
������� ����
��������� #����	������� 	������	���)�� �!����
�$ ���
������� �

'������� ��� � %������ ��# &�
� �������%�����5 ��&'��� �
� ��% �� 
������� ����%���%�� #E�F$ ����� P  

+�	�� ������ X H E � X ������	� F jB!��������� 	 " � �� #E�F$ ������ ���� P  
+�	����������� X ��������	� ���� �� B� �
���������� PX ��� PX��� ����� ���

PX��#B$ HG P #X��#B$$� B � B� #, <$

� ����	��� ���	���� ���������� ���������� ��� ������� #, <$ ������ ���� �� B 
*� ������� , 8 ��������� ��� ���� X#t$5 t � T 5 ���������% �������
� 

��� PX � #XT �BT $ M�	���������� 	 " X �
������� ����� L#X$ #.law. B ��!
���$ +�	������ �
��������� �	�
���� ���
��� ����� X �	�� 	�������� ��������

N



�

�

�

�

�
�

�
�

�

�

�

�

�
�

�
�

q

)*�F � P + )X �B� PX+

�
X)�+

X��)B+�F B�B

q

���� ���

� � X G fXt� t � Tg (�������� ����	� L#Xt� t � T $ G L#Yt� t � T $ ��������� ���
PX G PY �� �!����
�� BT #���	� Y G fYt� t � Tg$ 

A��� �&����5 ����� ��'�� ������%, � P #� H X#�� �$ � B$� ��� B � BT  
��-%��� �=�� �
���<��� ����� &���% �����&��� �������%,�� �� �%��� 
%���� �!
��&�� BT  

=
�������
CT G

�
J�F �T �

���
T�J
BJ �

A����� ���� ��	
� T � ��	�������� �����	
� � N#T $ � 	�������	
� 	���

��� ��������	
 T � �����

BT G
�

U�N�T �

BT�U� ��� BT�U G ���
T�U

BU #, A$

� BT G �fCTg�
� +������ ET HG

S
U�N�T �

BT�U� � � ������� 	��������	�� �����	�� �� XT � �����!

)�� � ����!��
� �� �
7��������� �!����
� BT�U  +�������� ��� ET �	�� �!����
�� 
=�������� XT G ���

T�U
XU � BT�U ��� �
��� U � T � � �	�� A G ���

T�U
B� B � BU � ��

XT n A G ���
T�U

#XU n B$ � BT�U  M�		������ An � ET � n � N @���� An � BT�Un

��� ���������� Un � N#T $ 0������������� An � BT�M � ��� M G
�S
n��

Un � N#T $�

� � BT�V � BT�U ��� �
�� V � U � T  C��	���������� ��� V � U � T �����
�
T�V

G �
U�V

�
T�U

� ��"����

���
T�V

G ���
T�U
���
U�V

� #, I$

� BT�V G ���
T�V

BV G ���
T�U

#���
U�V

BV $ � ���
T�U

BU G BT�U � 	��� #, 8$ *����
�S
n��

An � BT�M � ET  

=������� ������ ��� BT�U � BT�T G BT ��� �	�� U � T #�
T�T

F �����	������� ���!

������� XT $ +�"���� ET � BT  0 ������ 	������� ��� �
��� t � T � ����
U � N#T $ ���� ���
� t � U � ������� ���

T�t
Bt G BT�ftg � BT�U � ET  � 	��� #, 5$

BT � ET  
+�	�� Cn G ���

T�Jn
Bn� ��� Bn � BJn� Jn � F #T $� n G ,� 5 =
������� J G J� 	 J� 

@���� Cn G ���
T�J

#���
J�Jn

Bn$� ������ ���
J�Jn

Bn � BJ � n G ,� 5� � 	��� #, 8$ 0�������������
Cn � ���

T�J
BJ � n G ,� 5� � C� 	 C� � ���

T�J
BJ � CT  =�������� XT G ���

T�J
XJ � CT

� CT �������� ����	������� ������ ���������� C����� CT � BT 	����	�� #, 8$ 
+�"���� �fCTg � BT  0 ������ 	������� ���

T�t
Bt � CT ��� t � T � ������ BT G

G �f���
T�t
Bt� t � Tg � �fCTg �

*���� ������� ������� , < ����������� ��� �
� 
<&��� B � BT �����
�' 
���%, ������� y >y �� XT? ���'��%�� B ������
��%�� %�
,�� �� ������� 
�� � ����%���� ���%��� ���'��%�� U � T #��
�� U ����	�� ���� �� B� �	��

,?



	��� T 	������ �� #, A$ 	�����	� � �����	��� BT G BT�T$ M�		������ T G O?� ,P� �
��	�� Xt G R ��� t � T  @���� �� 	��������� 	������� ���� ��������� CO?� ,P �� BT �
� � ���� �� �� ����� 	������ �����	 � ��������	�� ����� ��� ���������� ���!
��		� ����	������ 	�
�� ����������� ������� K���������� �����	��� S� G
G fy � XT H sup

t�T
y#t$ � 	g �� BT ��� �
�� 	 � R *���� � 	����� ��	������� T

�������� 	�������� ������	�� � 	���� 	 ���� ��� ������ ������	��� �����	��� �
���	����	��� ���������� �� ������ � ����������	�� �!����
�� (�������� 	��!
	�
� ����������� "��� ������	��� 
���� �
	������	� ������� 

0����	 �� �������� ��� �������� �������
���� F jB ��������� �
��� 
��� -
����%�� �� ��������� � X � �������� ��� � #X �B$ �� ��%� ����
� %� '� 4� ��� ������� ��� �
�� 	 " X ���������� ���� PX  =
������ �����!
������ 	������� "�����������

���� ��+� ,#��# ���� Q �� #X �B$ ����� ��		��
���
� ��� ��	����������
����
����� 	��� X�

� ������� E G X � F G B� P G Q � X G I #�����	������� ���
�������$ �
� ��	���	��� �	�� �� #XT �BT $ ������ ���� Q� �� 	�������� ������� X#t� �$�

���)�� PX G Q� ����������	� ��������

X#t� �$ G �#t$ ��� �#�$ � XT � #, L$

� ����� 	����� #, L$ �	�� 	����	��� ��������
��� �
��������� ���	����	��� XT Q
��� "��� �������� ��� �����		 ����	���	
���� ����� 

M�		������ ���� �� �������������� ���	����	���� ���� #, ,$ 	 ����������!
	���� �!����
���� +�	�� �� #XT �BT $ �����	� ���� Q @���� �� #XU �BU$� U � T �
�������� ���� QU HG Q���

T�U
#%��������& ��� ������ ���� Q$� 	� #, 8$ 

�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�

)XT �BT � Q+ )XU �BU � QU , Q���T�U+ )XV �BV � QU�
��
U�V +

z zj

�T�V

�T�U �U�V

���� ���

+�"���� ��� V � U � T � �������� #, <$� #, I$� ����� Q���
T�V

G Q#���
T�U

���
U�V

$ G
G #Q���

T�U
$���

U�V
 � ����� �������� �	���� 	����	�����	
� �����%�� ���� QH

QV G QU�
��
U�V

�� BV ��� �	�� V � U � T� #, N$

'������������ ���� 	�	���� � ���� ��� � ���,� �&��� ��%���� ���% 
�� ���%���%, ���� � BT 5 ����
�� ���
������� ������%��� ��� QU 5
�������������� ��������� ���'��%��� U #� � #, N$ ��������� ���� ���
V�U � F #T $� ��� F #T $ B 	��������	�� �������� ��������	�� T $ 

(�������� ��� ������ 	�����
������ �������	��� ���	����	��� ��������	� ���
��	��� (�������� ������ ���	����	��� Rk 	 ���������� �������� 

A����� ��( >0�
�������?� ��	
� fXt� t � Tg � 	����	
� ����	��� ����
	
���	
 	 ������	���� ����������� Bt G B#Xt$� ��	
� �� #XJ �BJ$ ������ 	�����
	������ ���� QJ  J � F #T $� ����� �� #XT �BT $ 	�)�	
��
 ����	
����� ���� Q 

���� �
� QJ G Q���

T�J
��� 	�� J � F #T $�

,,



2�� ������� #��� �
	�������� ���	����	�� Xt� t � T ���������� ����� ���!
����� -���������� B C���"��$ 
���� �������� � ������ 5 0����	 �� �
	���� ��
�	����� � ������� ������ 	���	���� +���������� ��� T F 
<&�� �����%�� ��� 
'��%��� B���� �
� �������
,���� ������%� ��������� ����%���%�
#Xt�Bt$5 t � T 5 %����� ��(5 ���&�� ������5 �����%�% ����%���%, #	� ���!
�� ������� C, 5 � ��������� C5 ,,$ 

	
���%��� ��.� ��	
� �������� �	���� 
������ , I� ����� 	�)�	
��
 	�$�
X G X#t� �$ �������� �� T � ����
���� #E�F � P $ 
���� �
� ���� QJ  J � F #T $ 
���#
	� �����%���� ���� PX�

� +� ������� , I ������ ���� ���� Q �� #XT �BT $� ��� QJ G Q���
T�J

��� �	��
J � F #T $ +� ����� , A 	����� 	 " X H E � XT � ��� �������� PX G Q *����
������� ������ X#t� �$ �� ������� #, L$ (� ����� QJ G PX�

��
T�J

��� J � F #T $ �

	
���%��� ��*� ��	
� fXt� t � Tg � �#��� 	�������	
� ����	��� ���	
�
���	
� ��	
� �� #Xt�B#Xt$$ ������ ����
���� ���� Qt t � T � ����� 	�)�	
��

#E�F � P $ � 	����	
� �����	���� 	��� Xt H E � Xt ���#)��	� F jB#Xt$��������
���� ��� ��
���� PXt G Qt �� B#Xt$ t � T �

C�� ����������	��� "���� ���������� ��� ������
��	�

���� ���$� (����	
� ��� QJ �� #XJ �BJ$ ��� J � F #T $ 	����	���� 
����
� 
����� 
���� �����

QI#BI$ G QJ�
��
J�I

#BI$ #, ,?$

��� �#���� %��������������& BI G fy � XI H y#t$ � Bt� t � I� Bt � Btg 	��
J � F #T $ � I � J �

� ��������
,���� BI �&���<% ��
���
,�� ���'��%� RI � �������� XI

#K F ����������� �	�� � � K� �	�� A�� A� � K ������ A� 
 A� � K � A� n A� ���
A� � A� ����	������ ��� �
7�������� ��������� #����	�)��� �� A� � A�$ ��	��
������� ������	���)��	� �����	�� �� K$ 9����� ���

BI G �fRIg #, ,,$

#��������� BI G
T
t�I

���
I�t
BtQ 	 ������ 	������� "����������� ������� � BI �����

������	� ���������������$ =	����	� ��������� ��� ��� ��������� �����
 
'�%�� � ��
���
,� K >� ��������? � ����'�����< �� � 
��&�� �fKg
#	� � ���� � O6� �� 6� x6P$ �
� C������ 	���	���� , N C�� I � F #T $ � BI � BI 	� 	�������� Bt� t � I�

�������

QI#BI$ HG
Y
t�I

Qt#Bt$� #, ,5$

(������� ���������� ��� QI �	�� ��������� ������������ ���� �� ��������!
�� RI� � ������� � 	��� #, ,,$ �� ����� 	������ ������������ �� ���� �� BI #
����
�
)�� ����������� �������� � ���������� � ������ I� 	� #I 5L$$ C�� ������!
��� ���� ��������� ��������� #, ,?$� � � ���

J�I
#BI$ G fy � XJ H y#t$ � Bt� t �

� I � y#t$ � Xt� t � J n Ig� � Qt#Xt$ G ,� t � T  +� 	���	��� , L ������� 	 � X#t� �$
�� T � #E�F � P $� ��� ������� QI G PX�

��
T�I

� I � F #T $ +�� "���

Qt G Qftg G PX�
��
T�t

G PXt� t � T�

,5



� � X#t� �$ G �
T�t

X#�$ � f� H X#t� �$ � Btg G f� H X#�$ � ���
T�t
Btg ��� Bt � B#Xt$ 

'������ ������� ��� Xt G X#t� �$� t � T � F 	����	��� ������	���� 	 " � � � ���
�
��� I � F #T $ � �
��� �������������� BI 	� 	�������� Bt� t � I�

P

��
t�I
f� H Xt � Btg

�
G
Y
t�I

P #� H Xt � Bt$� #, ,6$

� ����� ��	�� #, ,6$ 	���� P #�
T�I

X � BI$ G P #X � ���
T�I

#BI$$ G PX�
��
T�I

#BI$ G QI#BI$�
� � ������ ��	�� F

Q
t�I

PXt#Bt$ G
Q
t�I

Qt#Bt$ @���� �
������ #, ,6$ 	���������� �

	��� #, ,5$ �
C���� �� ������������ ������� ��� ������ �'��� �������� ���%�� �%�� 

�%,5 �%���
���, �% ���
����%�
,���%� ���������� ��-� +������� ����
�������� ������ ���� 

������ ����� +�	�� 
�� 
�� � � � F ��	������������	�� ������	���� ���������
��	����������� #� � � $ 	�������� ��������� �������� �� #E�F � P $ � �������!
)�� �������� � Rk #k � ,$ ������ ��������	��� ����

Pn#B��$ G
,
n

nX
j��

,B#
j#�$$� B � B#Rk$� n � N� #, ,8$

��� ,B#�$ F ��������� �����	��� B� � � 

,B#x$ G

�
,� x � B�

?� x �� B�
#, ,<$

+������	� ������������ 	 � ��� 	����	��� 	 " � ����� ������� ��� ������� #, ,8$
��� ������ n � N ������ 	�������� �����		� �����	��������� 
������	���� ���!
��	����� B� � � T G B#Rk$ 

������ ����� +�	�� f�j � j � Zdg B 	�������� ����� �
���������� � � � �����!
���� 	� ���������� � Rk +�	�� � F �!�������� ���� �� B#Rd$� d � , =��������
���%�		 ��	
��� 	���

Sn#B��$ G
X
j�Zd

�j#�$�#nB 
 Cj$� B � B#O?� ,Pd$� n � N� #, ,A$

��� Cj G #j�,� jP G #j��,� j�P� � � �� #jd�,� jdP F ��������� ��
 	 ������� ��������
� ����� j �Zd� nB G fx G ny� y � Bg *������� �����		�� ��	���� 	��� ��� d G ,
��������� ���
�� ������ C������� ���������C �� > � � �> �n 	 ��	��� n 

������ ���!� C�� ��	������������	�� f
j � j � Ng � � � ������������� ���!
������������ ������� ������� -���%�		 �		
��������- ��������

Xt#�$ G maxfn H
X
j�n


j#�$ � tg� t � ? #, ,I$

4�<�� ���%�� ����� �� ���%��� ���'��%�� ����� ��
<� ��"����Xt#�$ G ?�
�	�� 
�#�$ � t ���
)� ������� Xt#�$ ��������� �������� � RG R	 f�g #��� "���
B#R$ 	�	���� �� B � B 	 f�g� ��� B � B#R$$ (������� �����		� �
��	���� 	��!
��)�� ������������� +�	��� ������� 	 t� G ?� � �������� ���������� ���� ��
����� ������������ 
j � ����	����� ������� ���������� �	����	���� � ��������
�� 	���� 
��� ��������� ��������	� ����� @���� Xt �	�� ��	�� ����� #.��		����!
������.$ �� ���������� #?� tP 

,6



������ ���#� M�		������ ������ �� ��������� #E�F � P $ ��� ��	����������!
��	�� ��������������� 	�������� ������� f
j� j � Ng� fj� j � Ng ������ ���
f
j� j� j � Ng ������	��� � 	��������	�� � L#
j$ G L#
�$� L#j$ G L#�$� j � N 
C�� ������������� ���	���� c� y� ��������� �����		

Yt#�$ G y� > ct�
Xt���X
j��

j#�$� t � ?� #, ,L$

���	� Xt#�$ ������	� �������� #, ,I$ +����		� ���� #, ,L$ �	�������	� � ����
�
�%������� 0���� D ����&��� K ������� 	������	�� ��� y� B ���������
������� ��������� c B 	����	�� ��	�������� ����	��� j B ������ ������� � 	��!
������ ������ �j G

Pj
i�� 
i #j � N$ @���� Yt B ������� �������� � ������ t 

������ ����� +�	�� � B �������� ��������������� ���� #� �� ?$� �������� ��

������	��� �!����
�� B#X $ ����	���� ���	����	��� X  +�	�� Y�X��X�� � � � B ����!
��	���� 	�������� "������� �� ��������� #E�F � P $ ������ ��� Y B ���	�������!
��� ���		����	��� �������� 	 ���������� � G �#X $� � X��X�� � � � B � � � ������!
��� ����)��	� FjB#X $ B ���������� � ��� ������� PX�#B$ G �#B$��#X $ ���
B � B#X $ ��������	�� ������ ��	������� �������� �� 	���	���� , N #�
����!
�� ��������� ��� �� ����
,���� ��
����� Y � Xk �� ��������� � �����
����%���%��$ ������ �� B#X $� E ������ Z#B��$� �������

Z#B��$ G
Y ���X
j��

,B#Xj#�$$� #, ,N$

Z#B��$ G ?� ����� Y #�$ G ? J������ #, ,N$ ���������� ��� ��������� ���		��
��	��# 	�������# ���� 	 ����� ��
��	���	
� #��� ���)�� �����$ � 0�����
�!�������� ���� � ����	�� � ���������� � "��� ������� ��� �
	�����	� � ������
��������� �����		� 

(������ �
�����	� � ������� �����	�� ���� �
������ ������� � � ����
����
� �%�'���%�
�<%�� 

+����		� X G fXt� t � Tg � Y G fYt� t � Tg ������������ �� #E�F � P $ � ��� t � T
�������)�� �������� � #Xt�Bt$� �������	� �������
���� #��� 	
���	
���	��
�������
����$� �	��

P #� H Xt#�$ G Yt#�$$ G , ��� ������� t � T�

3
�� �����		 Y� "������������ X� ��������	� ����$���%��� ��� ��	��� X #���
"���� ��������� � X ������	� ������������ Y$ 4���� ���&�� ���%%, ���� 
�%���%��� ����%���%�� ����
������ � � ������� � F �	� ��������	���
�����	�� P !���� ? � �����	��� �� ���� ���� ? @����������� ������ -��� 
�
��%��� ���������H T G E G O?� ,P� F G B#O?� ,P$� P B ���� 3�
��� �� O?� ,P�
Xt#�$ G ,ftg#�$ #	� #, ,<$$� Yt#�$ � ?� t � T� � � E =������� ��� �	� ����������
X ��������� � �	� ���������� Y ���������� 

+����		� X � Y #��������� �������� �� ������ ��������	���� ���	����	�����
�� ��� ������ t � T �������)�� �������� � #Xt�Bt$$ �������	� 	
���	
���	��
�������
����  .������ 	��	��� ����� PX G PY �� BT  D	�� X � Y ������ ��
����� #������$ ��������	���� ���	����	���� � #Xt�Bt$� t � T B ����	��� ���	����!
	���� �� �� "�����������	�� 	������ "�����������	�� � ������� 	��	�� 

,8



+����		� X G fXt� t � Tg � Y G fYt� t � Tg� �������� �� #E�F � P $ � �������!
)�� �������� � #Xt�Bt$ ��� ������ t � T � �������	� �������������� �	��

P #� H Xt#�$ �G Yt#�$ ��� ���������� t � T $ G ?�

� � 	 ��������	�� , 	������� ���������� "��� �����		�� 2�� ������ "�����!
������	�� X � Y C��	���������� ��� ������� s � T �����

f� H Xs#�$ �G Ys#�$g � f� H Xt#�$ �G Yt#�$ ��� ���������� t � Tg

#�!����
�� F �����$ 

���������� � 	�
�������

E��� ���� D	�� #Xn�Bn$� n � N B �������
,�� ���
����%�
,���%, ���� 
����� ����%���%� #���
��������� ����	���$ � Qn B ���� �� Bn #n � N$� �� �� ��!
������� #E�F � P $ ����� ��	������ ��	������������	�� ������	���� 	 " Xn � FjBn

������ ��� L#Xn$ G Qn ��� n � N 

2�� ���������� ����� ��������� 	 ����)� 	����)��� ���������� 

A����� 9��� >*���	�� @����� 	� O6� 	 5AAP$� ��	
� �� #X��B�$ ������ ���� Q�

� ��	
� ��� ������� n � N � 	�� xk � Xk k G ,� � � � � n �� #Xn���Bn��$ ������ ���
�� Qn#x�� � � � � xnQ �$ 
���� �
� Qn#�� � � � � �QB$ � FnjB#R$ ��� �#��� B � Bn�� ���
Fn G

Wn
k�� Bk /�������.�� ��������� 	������)�� B�� � � � �Bn0� ��	
� ��� Bk � Bk 

k G ,� � � � � n #n � 5$

Pn#B� � � � ��Bn$ G
Z
B�

Q�#dx�$
Z
B�

Q�#x�Q dx�$ � � �
Z
Bn

Qn#x�� � � � � xn��Q dxn$ #, 5?$

/����� ��	
� #, 5?$ ����������  	��� 
������ 1�����0� ����� �� ����
����
#E�F � P $ 	�)�	
�#
 	��� Xn 
���� �
� L#X�� � � � �Xn$ G Pn� n � N�

E��� ��!� +�������� ������ 	����	��� �!����
� A�� � � S� 	�	���)�� �� ��!
������� ��������	�� E� ������ ��� 	��	A� �� ������	� �!����
��� #	������� 	
�������� , <$ 

E��� ��#� +�	�� �����	��� G 	�	���� �� ������� g H Rd � R� ������� �� �
�!
��� �� ������� ��������� +�������� ��� G � BT #Xt G R� t � T G Rd$ (������
PX#G$� ��� X G fXt G 
#, > f#t$$� t � Rdg� f H Rd � R ������	� �������	��)��
#�� ������ ����������$ ��������� � 
 �  B ������	���� ��������� ����������
��	����������� �� ������� O!,�5P 

E��� ���� C�������� ��� �� ��������	���� ���	����	��� #O?� ,P�B#O?� ,P$� P $� ���
P B ���� 3�
���� ���������� ��	������ 	����	��� fXt� t � Rg ������	���� 
��!
�������	��� �������� � � ������ ��� P #Xt G ?$ G P #Xt G ,$ G ,�5 ��� ������ t
#	������� 	� 	���	����� , N$ 

E��� ��+� C�������� ��� �� �� ����� ��������	���� ���	����	��� ����������
������ 	����	��� ������	���� ��������� ��	����������� #� � � $ ���	����������
������������� 	 � X#t� �$� t � R� � � E� ���� ���
� 	 ��������	�� , ����������
X#�� �$ 
��� ���������� �� R 

,<



E��� ��(� +�	�� C#R$ B ���	����	��� ���	���������� �������� �����������
�� R '������ �� .����������� ���������.� ���)�� �	��������� ������������!
��� � � �� �����	���� ���� DJ G fx � C#R$ H x#t$ � Bt� t � Jg� ��� Bt � B#R$� t � J
� J � F #R$� �������

QJ#DJ $ HG
Y
t�J

Q�#Bt$�

���	� Q� B ��������� ���� �� B#R$ C�������� ��� QJ � J � F #R$ 	����	����� ��
���������� ��������� ���� ��������� � C#R$ � �
����� �������� ���������	���
�� �� �&
�<% ���%��� ���%�����%,< #	������� 	� 	���	����� , N$ 

E��� ��.� -�� �������� ���������� �����		�� #, ,I$ � #, ,L$/

E��� ��*� +�	�� k G , � ����������� #, ,A$� � � f�jg B � � � 	�������� ������!
��� � ��	�� d G , +������

Xn#t� �$ G
,p
n
Sn#O?� tP� �$� t � O?� ,P�

+�	������ ������ ���������� "���� �����		�� �	�� �$� B ���� 3�
��� �� RQ 
$� B
-	��
�#)�� ����-� � � 

�#B$ G
X
j�Z

,B#j$� B � R�

= �����		��� �������)�� � ������� �$ � 
$ ��� , N #	������	������ 	 ���!
��������� � ���	����	��� CO?� ,P � � ���	����	��� 0�������� DO?� ,P$ ������	��
��������� ����� 5�6 ���������� O6P 

E��� ���$� +�	�� k G , � ����������� #, ,8$ +������

F �
n#x� �$ G Pn##��� xP� �$� x � R�

+�	������ ������ ���������� �����		� F �
n#x� �$� ����������� ��������	��� $����

%��� ��	���������� � ��� 
���� ������� 	������� ����� 
j ���������� ��	���������
�� O?� ,P� � ����� 
j B 
���������	��� ��������� � � P #
j G ,$ G p� P #
j G ?$ G ,� p�
? � p � ,/

-��		 �����	�� M � B#Rk$ ��������	� ��������������	��������� #� !� $ ��!
��	������� ���� Q� �������� �� B#Rk$� �	�� ��� �
��� � � ? ����� �������
S
���
� � � � � � S

���
N � B#Rk$� ��� N G N#�$� ������ ��� ��� ������� B � M ������	�

S
���
i � S

���
j 	� 	���	����� S

���
i � B � S

���
j � Q#S���

j n S���
i $ � � 

A����� 9���� >	� O6� 	 85,P$� ��	
� M ! ���		 �����	
 ����� �
��	�
����
�� ���� Q� ��	
� Pn#B��$ ! ���%�		 ������������ $������� #, ,8$ � P�� G Q�
�����

sup
B�M

jPn#B��$ �Q#B$j � ? ��� n�� #, 5,$

��� 	�� � � eE ��� En eE � E� � P #E�$ G ?� 2���� ����� �	�� ����
��	
��� ����
	
���	
� #E�F � P $ ����� 
�  #, 5,$ ����
 ��	
� 	������	
� 	 ����
��	
�#
3�

E��� ����� C�������� ��� ���		 M G f#��� xP� x � Rkg� � � 	��������	��
�����	�� ���� #��� x�P � � � � � #��� xkP� #x�� � � � � xk$ � Rk� ������	� � !� ����!
	������� �
�� #��������	����$ ���� Q @�� 	���� 	��������� �����������
����% %������ "
������ D 0�%�

� � � � ����������� 	������	�� ���
n� � "�������	��� ������� ��	���������� F �

n #x� �$ HG Pn##��� xP� �$ � �������
��	���������� F��#x$ 

,A



E��� ���!� C�������� ��� �	�� ���� Q G P�� ������	� �
	����� �����������
����	������� ���� 3�
��� � Rk � M B ���		 �������� �����	��� �� #, 5,$ �����
	���������� #������������� ������������ �� ������)�� �� ��� , ,5� ����	��	� �
	���� k � 5$ 

E��� ���#� +�������� ��� ������������ 	������)��	� � ��� , ,6� ����� 	����
��������� �	�� ��������	� �� �	����� �
	������ ����������	�� Q ����	�������
���� 3�
��� #��� k � 5$ 

*		�������� "�������	��� ���� � ����� "�������	��� �����		��� �����	���!
������ 	����	���� �������� ��	��)��� �
������ ����������� 	� � ���� � O6P� O6P 

+�	�� A � B#O?� ,Pd$� d � , C�� ������� F H A� R �
������� kFkA G sup
A�A

jF #A$j 
+������ F�#A$ G jA���j� ��� A � A� � � ? � A��� G fx � Rd H �#x�A$ � �g� ���	�
�#x�A$ G infy�A �#x� y$� � B ��������� ������� � j � j B ���� 3�
��� � Rd 

+����������� ��� ���		 �����	�� A � B#O?� ,Pd$ ������ ���

kF�kA � ?� ��� � � ? > � #, 55$

E��� ����� C�������� ��� #, 55$ ���������� �	�� A B ���		 ���������������
���� Oa�� b�P � � � � � Oad� bdP � O?� ,Pd 

+�	�������	� 	���	��������� �������� 	����)�� ��������� 

A����� 9���+ >���������� ���
����� ���� &�
,=�� ����
� 	� O6P$�
��	
� fXj � j � Ndg ! 	�������� ���� 	�	
��)�� �� ������ ���	
�
������ ������
	� 	������ c� ��	
� ���		 �����	
 A � B#O?� ,Pd$ �����
����
 �	���# #, 55$�
�����

kn�dSn#�$ � j � jckA � ? ���� ��� n���

���	� Sn#A$ G
P

j�nAXj nA G fx G ny� y � Ag n � N 
� �� 	 ���������� n�d

��		��
����
	� ���%�		 ��	
��� 	��� #, ,A$ ��� � ! 	��
�#)�� �����

=
 �		��������� �����		��� �����	��������� �����	������ 	� ����� O6P� O6P 
�������� ����%���
���� #, ,I$ ����� ����� ���� � ���������� �		����!

������ +����		 ��		���������� ��������	� ��	���
���� �	�� ��	���������� 
� B
����������� � � 	�	���������� �� �����	��� ���� k�� ��� k � Z� � � � ? B ����!
����� ���������� .����� ��	����������. #�	�� 
� B ��������������� ��������� ��
k G ?� ,� 5� � � � $ � ��������� 	����� �����		 ��		���������� ��������	� ��������
��� 

=�������� $���%�# �		
�������� u#t$� t � ?� ��� 	������ ��	�� ��		�������!
��� �� ���������� #?� tP� � � u#t$ G EXt 

E��� ���(� C�������� ��� u#t$ �� ��� �	�� t � ? 

*���� ��	�� 	����)�� ������� %����� %����� ����%���
���� 

A����� 9���. >F
-���
5 	� � ���� � O6� 	 8AP?� 4�� ����������� ���%�		� �	�
	
��������

u#t> s$ � u#t$ � s�c

��� t � � ��� �#���� $��	��������� s � ? ��� c G E
� /	��
��� $��������
,�� G ?0� 4�� ��	���
���� ���%�		� �		
�������� �
�������� ���� ��� s 
���
��� .��� � ��	���������� 
��

= �����		�� ��		���������� 	� O6P� O6P 

,I



E��� ���*� =
7�	����� ������ Z#B� �$� ������������ 	����	�� #, ,N$� ������	�
��� ������ B � B#X $ 	�������� ��������� 	� ���������� � ���	����	��� #Z��A$�
��� Z� G f?� ,� � � � g G f?g 	 N� A B �!����
�� �	�� ��������	�� Z� #��	�� ������!
��� ��� fZ#B$� B � B#X $g B ���	���������� 	�������� �����		� �����	���������
�����	����� B#X $$ 

���%, � D � ������� ��� � #X �B$� � � X G 	�m��Xm� ��� Xm � B �
? � �#Xm$ � �� m � N � "��� 	����� ����%�����< ������������ �
��� 
��� ���� #, ,N$ 
���� �����������%, �
���<��� �&���� (� ���������
#E�F � P $ ��	����� 	����� 	��������	�� ������	���� �������

Y ����X
���
� �X

���
� � � � � � Y �m��X

�m�
� �X

�m�
� � � � �

������ ��� Y �m� ����� ��	���������� +��		��� 	 ����������

�m G �#Xm$� L#X�m�
j $ G �#�$��#Xm$ �� Bm G B 
 Xm� m� j � N�

+������

Zm#D��$ G
Y �m����X
j��

,D#X�m�
j #�$$� D � Bm� � � E�

Z#B��$ G
�X
m��

Zm#B 
 Xm� �$� B � B� � � E� #, 56$

=������� ��� Z#B��$ ����� ��������� � 
�	�������� �������� D	�� ���	��
������� -���������� �� ��	��������	� �������� *���	�� @���� #	� ��� , ,$� ��
����, � � ������� ���� ��'�� ����%���%, �������
,��� ���������
����%���%�� #X �B$ 

E��� ���$� C�������� ��� �	�� �#B$ G � ��� ���������� B � B� �� Z#B$ G �
� � � � �	�� �#B$ ��� �� Z#B$ �� � � 

A����� 9���� >	� O6� 	 58P$� ���		���	��� 	�������� ���� 
��� ���%�		 #, 56$ 
�������
 	��	
���5

3� 4�� �#���� n � N � �#��� ������	���#)��	� �����	
 B�� � � � � Bn � B ����
���� Z#B�� �$� � � � � Z#Bn� �$ �����	����

6� 4�� ������� B � B ������� Z#B� �$ ����
 ��	���������� ���		��� 	 �������

��� �#B$�

7� �����
���� Z#�� �$ ���#
	� %�����	������� ������ �� ��������� B�

9������� ��� �����������< ��
����� � ����%��� � G � �� ����� 
��5 �� ��
�����5 ����< &����������%� � �����%���%,< ������ 

�������� Z#B$ ����� ����������������� ��� ��	�� .	�������� �����.� �����!
��� �� �����	��� B � B � "��� 	���� ������	 ����	������� 	����)�� �������!
��� 

E��� ����� O	� O6� 	 6I?PP +�	�� B � B ������� ��� ? � �#B$ � �� ��� � B
�!�������� ���� �� #X �B$ +�	�� B G 	n

q��Bq� ��� Bq � B� Bj 
 Bq G � ��� q �G j
#q� j G ,� � � � � n$ @���� ��� �
�� k�� � � � � kn �Z� � k G

Pn
q�� kq �����

,L



P #Z#B�$ G k�� � � � � Z#Bn$ G knjZ#B$ G k$ G

G
k;

k�; � � � kn;

�
�#B�$
�#B$

�k�

� � �
�
�#Bn$
�#B$

�kn

� #, 58$

@���� �
������ ��
� B G B#Rd$5 d � ,5 %� #, 58$ ����������� ��� ��� ������� 
����� ���
� C������������ %����C5 ����=�� �� ���'��%��B #���������
� ���������� �
7���$ �� ���%���
�'���� ��'�� ����%���%, �� %���5
���� ���<% k ���������� �
������ ��
����5 ��������� ������� 

����� � B 

0�������� �������� �����		�� � ������ ��� ����� ������ �������� �	������!
���� � ������ � �������� ��	��)��� �
������ ���������� #	� � ���� � O6� 6P � ���
�� 
�
��������$ 

@����� �� ��		������ �����	�� 	�������� 	 ������	�������� 	�������� ����!
��� 

E��� ���!� +�������� ������ �����		�� X G fXt� t � Tg � Y G fYt� t � Tg�
�������� �� ����� #E�F � P $� 	� ���������� � ����	��� ���	����	��� #X �B$ ���
������ t � T � ������ ��� PX G PY �� BT � �� X � Y ��"����������� 

E��� ���#� +�������� ������ #���	�����������$ �����		� X G fXt� t � Tg �
�����	�� D�L �� BT ������ ��� f� H X#�� �$ � Dg � F � f� H X#�� �$ � Lg �� F  

E��� ����� +�������� ������ "������������ �����		�� X G fXt� t � Tg �
Y G fYt� t � Tg� � ����� �����	��� D �� BT ������ ��� A G f� H X#�� �$ � Dg � F �
B G f� H Y #�� �$ � Dg � F � �� P #A$ �G P #B$ 

9��������� , 58 � , 5< ���������� ��� �� ����� ��'�� ������%, � �����% 
���%� ������� ������� � ���'��%��5 �� �������� � ��
����������<
� 
��&��5 �� ��
� -%� � �����'��5 %� �����%���%, ������� � %���
���'��%�� �� �&��� ������
�%,�� �������
������ �������� �&����
��
���� fX#tj$� tj � T� j G ,� � � � � ng� n � N 

E��� ���+� +�������� ������ "������������ �����		�� ������ ��� ��� �� ����!
�	� ������������� 

+�� �		��������� 	�������� ������� ��&�
�� =����� ����������� ��� 
��� ���%��% � %��5 �%� >��
� �����'��? ��&���%�� ���������� ����� 
���� �������5 ��%��� �&
��% ������
������ C����=���C �����%��� 
*	������ �����		 	�����	�� ��� �������� �� �	���� ������� -����������� �������
������ �� ���������� � 	���	���� ���������� "���� �����		� 

=������ �)� ��	������ �������������� �������� =
���� �����%�����5 �
���� ����%���%�� ��� �'��� t � T ������<% ������� ��
�����
Xt� t � T � � ���'��5 � ���� C�������%�C #E�F � P $ ��� ������
���
#���� ����� ��������� ������ 	�)�	�������;$ @���� �
������ ��'�� �%��%,
������ � ����������
���� ������� X G fXt� t � Tg � ����� �����% 

���%��� ����%���%�� �#E�F � P $ T�	�� ��������	� ��	������ �	������ ����!
����	���� ���	����	���� #���
� ������ �)� �����!�� �����		�$ � ��		���������
�#E�F � P $ G #E�F � P $ � #E��F �� P �$ � "��� 	����� X ������������	� �� E � E� ��

�������

Y #e�$ G X#�$ ��� e� G #�� ��$ � E � E�� #, 5<$

@����� ��������� PY G PX �� BT  

,N



M�������� ��	������� ����� � ��	������� �����		�� 	 ��������� 	���	�����
���������� �����	����� �������� � O6P �� 	�� ,5? B ,6? � ���������� � ������ 5
�� �������� ��������� �����	�� ����	�)��	� � "��� ���
�������� � �� ��������
� O6P 

+���������� ��� ���� ����������
���� ������� ����%���% � � �&
�%�
��� ������� +�	�� #Xt�Bt$t�T � #Yt� Et$t�T B 	����	��� ��������� ���	����	��
� ht H Xt � Yt� ht � BtjEt ��� ������ t � T  0����)�� ���� ������	��������
���������� 
���� �	���������� � ���������� � ������ 5 

E��� ���(� C�� V � T #V ����� 	�������� 	 T $ ������ ���
������� hV H XV � YV �
�������

hV #x$ G y� ��� x G #xt� t � V $� y G #ht#xt$� t � V $� #, 5A$

+��������� ��� hV � BV jEV ��� ������� V � T #EV B ����������	��� �!����
�� �
YV G

Q
t�V Yt$ 

E��� ���.� +�	�� QJ B 	����	������� ���� �� ���	����	���� #XJ �BJ$� J � F #T $ 
C�������� ��� �J G QJh

��
J B 	����	������� ���� �� #YJ � EJ$� J � F #T $� �	�� hJ

����������	� 	����	�� #, 5A$ 

E��� ���*� +�	�� #Xt�Bt$t�T � #Yt� Et$t�T B 	����	��� ������$��� ���	
���	

#����� #Xt�Bt$  #Yt� Et$� t � T $� � � ��� ������� t � T �����	� ���
�������
ht H Xt � Yt� ������� ������	� ������� ������������ ������ ht � BtjEt � h��t � EtjBt 
+����������� ��� �� #YT � ET $ 	�)�	����� ���� � 	 ���������� �J G QJh

��
J � J � F #T $ 

@���� ���� Q G �hT ����� ���������� ���� QJ � J � F #T $ #���	� �hT G �#h��T $��$ 

E��� ��!$� +�	�� #Yt� Et$ � #Zt�At$� t � T � � � Yt � Zt � Et � At ��� t � T
#����� �������� EV � AV ��� V � T $ +�	�� �� #YJ � EJ$ ������ 	����	�������
���� �J � J � F #T $ C�������� ��� �������

PJ #A$ G �J #A 
 YJ$� A � AJ #, 5I$

���������� 	����	������� 	����	��� ��� �� #ZJ �AJ$� J � F #T $ +�� "���� ���������
PJ G �J �� EJ ��� J � F #T $ 

E��� ��!�� +�	�� �� #ZT �AT $ 	�)�	����� ���� P � ���)�� ���������� PJ �
J � F #T $� ��������)�� � #, 5I$ C�������� ��� PhT #� � P #h��T $��$ ������	�
����� �� #XT �BT $ 	 ���������� QJ �� #XJ �BJ$� J � F #T $ 

'������� ��� �	��������	� ����� ��������%������ �	������� �����		��
� � �������� �����		� Ys G Xg���s�� s � S� ��� g H T � S B ������� �����������
���
������� 

+�������� ������������������ �� 	������ ��
������ ���� ��� �������� 	����!
���� ����	���	�� ������� fXt� t � Ug � fXt� t � V g ��� U� V � T 	������ 	 �����!
�����	���� �	������� ��	��������� �����	�� U � V  � ���� ����� �� �	�������
�������	���� ���	����	��� #T� �$ 	��������	� ������� � �	�����
����	���� ����
	
���	
� #T� �$ #� ������� �� �������� �	�� �#x� y$ G ?� �� ���
��������� x G y$ 
(�������� �	�� Xt G R � EX�

t � �� t � T � �� �	��������	� .�	
�	
����� �������

����. #�	�����
����$

�#s� t$ G #E#Xt �Xs$�$���� #, 5L$

� ��������� "���� ������� �� �������� ���
��� � ����������� ������
������� 
�������� ������ M 3 C�
������� = D 3������� � C M"��� � ����� ��

5?



��	����������� B������ ���� ����, ���%��% � %��5 �%�&� �%���%, �
� 
����� ��
�5 �%���
���, �% ��
'��� �&���� ���
������� ��
�����
�������
���� +�	������ ��������� �����	 ������	� �������	�� 	������� ��
����	�� ��� � +��������� ,� ��� ���	� �������������� 	������� � ��

	��	���
	�������� ����� @����� ���������� ����� ��	��)��� ���������� O6P� O6P 

=������ ����� ��� ����� ����������� � ������ 	�������� �����		��� �����!
	���� �������)��	� � ��	������ ���� +����� 	������ 	 ��������� 	�������%�		��
� � 	�������� �����		�� 	� ���������� � ���	����	���� ��� #	� � ���� � O6P� O6P$ 
������ ����	��	� � ��������� ��������	�� #	� O6P� O6P O6P� O6P$ 

5,



	�
��� �� ������������� ����� �������� � �����

�������� ����� �������

��������� ����
��	��� � ��
�������	��� ��
���� � �������� ����������
��� ��
#	��� ���	���	��� -���
����	�# ��� � �������	��� ���	���	����
.�����	����� ���� ����
��	���� ���!�	�� ����� �
�!����� ���������
��
�������	�� 
���� CT � /�����
#	��� ������� %�
�������� %�����
�������� �	�����
���� 	
������  ������� 0	
���� 	��
	�����	�� ���
Qt��			 �tn �
� ������������� ������ ����� t�� � � � � tn � T � 1������	�����
	��  ������ ���� � )Rn�B)Rn++� 0	
���� 	��
	�����	�� ��� � ���
����
��� ���	���	��� � ������� �������	����	���  ������� %������� 	�2��
	������� �����		 	 �����	����� ����2������� ��		����	��� �����		�
3������	��� ���!���� )�������	��� �����		+�

C�� ����������	��� ������� -���������� ������
��	� ��� ���� 

���� ���� ��	
� Xt t � T  � ����	��� ���	
���	
� 	��
�
	
���� 	
��
������ �t � ������	���� ����������� Bt G B#Xt$� ����� ���	
���	
� XJ  
J � F #T $ 	��������� ��
�����

�
J
#y#�$� z#�$$ G max

t�J
�t#y#t$� z#t$$� #5 ,$

����
	� ����	���� ��� �
�� BJ G B#XJ$ 
� �� %���������	��� ��������� 	����
���
 	 ������	����

� =�������� �
J

�
������ �	��� 	���	����� ������� 0������	�� � "��� �������
������� yn#�$ � XJ �����	����� ����� ��� ��� n � � 	�����	� yn#t$ � #Xt� �t$ ���
������� t � J  3���� ������� ��� #XJ � �J $ F ������ 	�����
������ ���	����	��� 

%+�������������& �
J�t

H XJ � Xt� ������������ �������� �
J�t
y G y#t$� �	�� �����!

������ ���
������� #XJ � �J $ � #Xt� �t$ ��� ������� t � J  +�"���� ���
J�t
Gt � B#XJ$

��� �
��� ��������� �����	��� Gt � B#Xt$ +� 	���	��� , 5 ����� ���
J�t
Bt � B#XJ$

��� �
��� Bt � B#Xt$ *� #, 5$ ������ ��� BJ � B#XJ$ +���������� ��� ��� ��!
	������� �������� �� ���
�����	� �� �������� �� 	�����
�����	�� Xt� t � T  

+�	�� ������ G F �
�� �������� �����	��� � #XJ � �J $ � 	��� 	�����
���!
��	�� #XJ � �J $ �����	��� G ����� ����	������ � ���� 	������� �
7�������� ��!
������ ����� #��������� � ����	��� ���	���� ���������� ��� 	� O6� 	 ,?8P$ (�
��� B�#y$ G fz � XJ H �

J
#z� y$ � �g ������	� %���������������& � XJ  0������!

������� �
�� �������� �����	��� G ����	������ � ���� 	������� �
7��������
��������������� �� BJ  +�"���� B#XJ$ � BJ  �

@������ ���� 4� �	��������� ��� � ����&�
,��� ��%�������� ��� 
�%���%�� &���
����� � 
��&� ������% � � 
��&���5 ����'������
�%���%��� > ����%5 � �����%���? =��� � ��	�����
������ ���	����!
	��� ���������� �!����
�� ����� �� 	�������� 

���� ��! >�����%�� ����
�����%� ����?� ��	
� #X � �$ � ��
����	��� ����
	
���	
� � Q � ���� �� B#X $� ����� ��� �#���� � � ? � ������� B � B#X $
	�)�	
�#
 ������
�� �����	
� F� � �
���
�� �����	
� G� 
���� �
�
F� � B � G� � Q#G� n F�$ � ��

� D	�� F ��������� �� ������� F� G F  =�������� G� G fz � X H �#z� F $ � �g�
��� �#z� F $ G inff�#z� y$ H y � Fg 4����	��� G� �������� G� � G�� ��� � � �� �

55



T
�
�

G� G F  0������������� Q#G�$ � Q#F $ ��� � � ? � 	��� 	���	��� ����������	��

���� +�"���� ������	� � G �#�$ ������ ��� ��� G� G G���� ����� Q#G� n F� � � 
C�	������� ��������� ��� ���		 Y 
������	��� �����	��� �����������)�� �����!
����� ����� 5 6� �
������ �!����
�� @���� �������� ��� B#X $ � Y� ��	������
��������� �����	��� ������ � Y� � B#X $ �	�� ���������� �!����
��� 	������)��
�	� ��������� �����	��� +�	�� Bn � Y� n � N C�� �
��� � � ? ������ ��!
������� Fn�� � �������� Gn��� ����� ��� Fn�� � Bn � Gn�� � Q#Gn�� n Fn��$ � �5�n�� 

������� F� G
S

n�n�

Fn��� ��� n� ��
���� ���� ��� Q
� �S

n��

Fn�� nF�
�
� ��5 #F� ��������

��� �
7�������� ��������� ��	�� ��������� �����	��$ ������ �������� �����!

	��� G� G
�S
n��

Gn�� @���� F� �
�S
n��

Bn � G� � Q#G�nF�$ � � =�������� Y 	������� X
� �������� ����	������� �������� ���������� �

���� ��# >E
�?� ��	
� #X � �$ � ����	��� ���	
���	
� � Q � ���� ��
B#X $� ����� ��� ������� B � B#X $ � �#���� � � ? 	�)�	
��
 ������
 K� � B 

���� �
� Q#B nK�$ � ��

� C�� n � N � 	��� 	�����
�����	�� X G
�S
m��

B��n#yn�m$� ��� B�#y$ G fx � X H

�#x� y$ � �g� � ����� yn�m� m G ,� 5� � � � �� �
����� ,�n!	��� #� � ��� �
���
y � X ����� ������� ����� yn�m� ���� ��� �#y� yn�m$ � ,�n$ C�� ���	���!

������� � � ? ��
���� jn ���� ���
� Q
� jnS
m��

B��n#yn�m$
�
� , � �5�n�� +������

R� G
�T
n��

jnS
m��

B��n#yn�m$ @���� ��� ��������� OR�P �����	��� R� �����

Q#X n OR�P$ � Q#X n R�$ G Q

� ��
n��

� jn�
m��

B��n#yn�m$
��

�

�X
n��

�5�n�� G ��5�

4����	��� OR�P F �������� � � � ������ ���	����	��� ��� �������� � ������
���������� #� � ��� �
��� � � ? 	�)�	����� �������� �!	���$� ��������� 5�n!	���
	����� ����� yn�m� m G ,� � � � � jn +� ����� 5 6 ������� ��������� F� � B� �����
��� Q#B nF�$ � ��5 @���� K� G F� 
 OR�P �	�� ������� ��� ����	������ ����������
�����	��� 	 ��������� � Q#B nK�$ � � �

'������� ��� ��� X G Rq ���	�� OR�P � ����������	��� ����� 5 8 ����� �����
��������� ��� ��	������� 
������� �����	�� �� � 
�	������������� 	����� ��!
������� ��� �� �
���� 
��� ��������� 

@����� ���'�� %������ ��( #� ���������� � "��� ������ ���� ����� ������
����������	���$ 
� D	�� 
� ���
����� ���� Q 	 ��������� ���������� QJ 	�)�	�������� �� ���

�
��� C G ���
T�J
BJ � CT � ��� BJ � BJ #J � F #T $$� �� ������ 
��� 
� �����

#	� #, <$$
Q#C$ G Q#���

T�J
BJ $ G Q���

T�J
#BJ$ G QJ#BJ $�

+�"���� ��� �� ��%�%�� ������ �������5 �� ��%, Q � 
��&�� CT 5 �� 

�'��

Q#C$ HG QJ #B$ ��� � G ���
T�J
B� ��� J � F #T $� B � BJ � #5 5$

2�� ������
���� ������%�� C���	���� C G ���
T�Ji

Bi� ��� Ji � F #T $� Bi � BJi�
i G ,� 5 +������� ��� QJ�#B�$ G QJ�#B�$ ������� J G J� 	 J� #�F #T $$ +�	������

56



C G ���
T�Ji

Bi G ���
T�J

#���
J�Ji

Bi$� i G ,� 5� � � � ��� �
�� ���
������� h �����	��� N

� �����	��� M ��� �
�� M��M� � M ����� h��#M�$ G h��#M�$ �� M� G M��
�� ���

J�J�
B� G ���

J�J�
B� � 	��� 	����	������	�� ���� �����	��������� �����	�����

�� F #T $ #��������� #, N$ ��� �
�� V � U � T � U � F #T $$� ��������

QJ�#B�$ G QJ�
��
J�J�

#B�$ G QJ#���
J�J�

B�$ G QJ #���
J�J�

B�$ G QJ�
��
J�J�

#B�$ G QJ�#B�$�

=�������� Q F ��������������� ������� �� CT � Q#XT $ G QJ#XJ$ G , ��� �
���
J � F #T $ �������� �������< ���%�����%, Q � CT  ������� Ci � CT �
i G ,� 5� ����� ��� C� 
 C� G � M�		����� ��� ����� ����� 	���� 	������� ���
Ci G ���

T�J
Bi� ��� J � F #T $� Bi � BJ � i G ,� 5� ������ B� 
B� G � @����

Q#C� 	 C�$ G Q#���T�J#B� 	B�$$ G QJ#B� 	B�$ G QJ#B�$ > QJ#B�$ G Q#C�$ > Q#C�$�

D	�� �� ������� 	����� ���������	�� Q �� CT � �� �� ������� -����������
Q ���������� ���������	� �� ���� �� �fCTg� � � �� ���� �� BT � 	����	�� �����!
�� , < +�� "��� � 	��� #5 5$ Q���

T�J
G QJ �� BJ ��� �	�� J � F #T $ 

G 
��&�� 	������ ���������	�� Q �����	����� �������� ���������	�� ���!
	�� 	� 	���	���� ����������	�� *���� ���'�� �����������%, Q � CT � � � 
��� Q#Cn$ � ?� �	�� Cn � � ��� n�� #Cn � CT � Cn�� � Cn� n � N� �

T
n

Cn G �$ 

+�	�� Cn G ���
T�Jn

Bn� ��� Jn � F #T $� Bn � BJn � n � N 1�� ����������� �
)��	��
#��		������� ��� ����������	��� ���������	�� ����������� Q �� CT $ &���� ����
���%%, Jn � Jn��� n � N C���	���� ��� Q#Cn$ � �� � ? ��� �	�� ��	�������

������ n #����� � ��� �	�� n � N� ��	������ Cn�� � Cn� n � N$ 9
����	�� ��� "��
������������ �	���� Cn � � 

+����� �	��� �������� ��� ��'�� ���%, ��
� 
�=, � ���'��%��� Cn G
G ���

T�Jn
Bn5 ��� Bn H �����%� � XJn� Jn � F #T $ #��!�������� Jn � Jn��� n � N$ 

� 	���� ����� ��� �
��� Bn � BJn �� ����� 5 8 ������� � XJn ������� Kn � Bn�
����� ��� QJn#Bn n Kn$ � ��5�n�� =�������� Hn G ���

T�Jn
Kn � CT  @���� ���

������ n �����

Q#Cn nHn$ G Q#���
T�Jn

#Bn nKn$$ G QJn#Bn nKn$ � ��5�n���

������� Ln G
nT
i��

Hi G
nT
i��

���
T�Jn

���
Jn�Ji

Ki G ���
T�Jn

� nT
i��

���
Jn�Ji

Ki

�
 =�������� Ln � ��

��	������ Ln�� � Ln � Ln � Hn � Cn =	������� �������� Ln� �����	��� Dn G

G
nT
i��

���
Jn�Ji

Ki� �	�� ������� � XJn ��� ����	������ ��������� �����	�� 	 ���������

Kn � ���
Jn�Jn

Kn #��� ����������� ���
������� ����
��� ���������� �����	��� ��!
�����$ C����� ��������� ��� Cn � Ci� i G ,� � � � � n� ��������

Q#Cn n Ln$ G Q

�
Cn 


� n�
i��

H i

��
G Q

� n�
i��

#Cn nHi$
�
�

� Q

� n�
i��

#Ci nHi$
�
�

nX
i��

Q#Ci nHi$ � ���5�

0������������� �� � Q#Cn$ G Q#Ln$ > Q#Cn n Ln$ � Q#Ln$ > ���5� � � Q#Ln$ � ���5
��� �	�� n � N 3%�5 ��<�� �
�� Cn G ���

T�Jn
Bn5 ��� Bn H �����% � XJn5

Jn � Jn��5 Jn � F #T $5 n � N 

58



��
���� � XT ������� yn � Cn #Cn �G �� Bn �G � ��� �	�� n� � � Q#Cn$ G
G QJn#Bn$ � ?� � �#�$ G ? ��� �������!���������� ���� �$ @���� �

T�Jn
yn � Bn�

n � N C�� �
�� n � m ����� ���
T�Jn

Bn G Cn � Cm G ���
T�Jm

Bm G ���
T�Jn

#���
Jn�Jm

Bm$ ��
	������������� Bn����

Jn�Jm
Bm� ������ �

Jn�Jm
Bn�Bm +�"����

ynjJm G �
T�Jm

yn G �
Jn�Jm

�
T�Jn

yn � Bm ��� n � m�

9�������� ��� B� F ������� � #XJ�� �J� $� ������� fn���j g � N � x� � B�� �����
��� y

n
���
j

j
J�

� x� � #XJ�� �J� $ ��� j � �� � � 	����	�� #5 ,$ ����� y
n
���
j

#t$ � x�#t$

� #Xt� �t$ ��� j � � ��� t � J� *� fn���j g ����� �������� �����	������������	��

fn���j g� ���� ��� y
n
���
j

j
J�
� x� � B� � #XJ� � �J� $ ��� j �� C��	���� ����������� ���

������� m � 5 ������� fn�m�
j g � fn�m���j g � xm � Bm� ����� ��� y

n
�m�
j

jJm � xm � Bm

� #XJm� �Jm $ ��� j ��� � � 

y
n
�m�
j

#t$ � xm#t$ � #Xt� �t$ ��� t � Jm� m � N #j ��$� #5 6$

+�	������ �����	������������	�� ����� ��� �� ������� ��� � 	����)��	� ��	����!
��������	��� ��������� ���

xm#t$ G x#t$ ��� �	�� m � N � t � U G
��

m��

Jm�

��
���� ����������� ��	������������	�� fnjg� � � nj G n
�j�
j  @����

ynj #t$ � x#t$ � #Xt� �t$ ��� j �� ��� t � U�

������
�
U�Jm

x G xm G #x#t$� t � Jm$ � Bm ��� m � N�
������� ����!��
� ������ y � ���

T�U
x� ��� x G #x#t$� t � U$ � XU #�

T�U
���
��!

���� XT �� XU$ @���� ��� �
��� m � N

�
T�Jm

y G �
U�Jm

�
T�U
y G �

U�Jm
x � Bm�

� � y � ���
T�Jm

Bm G Cm ��� �	�� m 0�������������
�T
m��

Cm �G � +����� � �������!

���� �
C� 	�� ��� ��� 
��� ���
�� ����������� 	 ���������� ��������� �� ��������

��������������� �����	���� +� 	��� ����� -����
��%��� ������ ���%� 
�% � �����%����� ���%���� #������������� ��
����$ +�	��� ��� � �������
#Xt�Bt$� t � T B ����	��� ���	����	��� =
������� X #t�� � � � � tn$ B ����	��� ���!
�	����	���� 	�	���)�� �� �������� #x#t�$� � � � � x#tn$$� ��� t�� � � � � tn � T � x#tk$ � Xtk�
k G ,� � � � � n� n � N � "��� ���	����	��� ���������� #5 ,$ ������	� �������

�t��			 �tn#x� y$ G max
��k�n

�tk#x#tk$� y#tk$$�

-�� � ��� ����������	��� ����� 5 , �
������	�� ��� 
������	��� �!����
��
B#t�� � � � � tn$ HG B#X #t�� � � � � tn$$ 	�������� 	 ����������	��� Bt��			 �tn� �����������
.�������������� ����������������. ���� Bt��� � ��Btn� ��� Btk � Btk� k G ,� � � � � n 

5<



+�"����� �	�� X G fXt� t � Tg B 	 � � � � Xt H E � Xt �	�� FjBt!��������� ���
��!
����� ��� t � T � �� 	����	�� 	���	��� , 5 ��� �
�� t�� � � � � tn � T� n � N� ������
#Xt�� � � � �Xtn$ � FjB#t�� � � � � tn$ 4��� �� B#t�� � � � � tn$� ���������� ��������

Pt� �			 �tn#C$ G P #� H #Xt�� � � � �Xtn$ � C$� #5 8$

�������	� �������������� ��	������������ #�!� � $ 	 � X *� #5 8$ ���������
��� ��� �
��� n � 5� �	�� t�� � � � � tn � T � C G Bt� � � � � � Btn� ��� Btk � Btk �
k G ,� � � � � n� ��� �
�� ����	������� #i�� � � � � in$ ��
��� #,� � � � � n$

,�� Pt��			 �tn#Bt� � � � ��Btn$ G Pti� �			 �tin #Bti�
� � � ��Btin $� � �����

5�� Pt��			 �tn#Bt� � � � ��Btn�� �Xtn$ G Pt��			 �tn��#Bt� � � � ��Btn��$ 
'������ ��� ��
���� ,� � 5� ������
,�� ��
����� ,� � 6�� ��� 6� ���������
��� ������ Btm G Xtm ��� �
��� m G ,� � � � � n � Pt��			 �tn#Bt� � � � ��Btn$ �������� �
�������������� ���������� � ����	� "��� ������� tm � Btm� � � 

6�� Pt��			 �tm�			 �tn#Bt� � � � ��Xtm � � � ��Btn��$ G

G Pt��			 �tm���tm���			 �tn#Bt� � � � ��Btm�� �Btm�� � � � ��Btn$�

@������ ���� 3���% ����
 ����%���%, �� �����<��� ��'�� �� 
&�� %���� t�� � � � � tn� � � ����� �	�)�	������	� �������� � 
���� %���������& ���!
����� 	�	���)��� �� ��������� ����� #��������� Pt�t#B��B��$ G P #Xt � B �� Xt � B ��$ G
G P #Xt � B� 
B��$ G Pt#B� 
 B��$$ 

	
���%��� ��+� ��	
� �� ���	
���	
�� #X #t�� � � � � tn$� B#t�� � � � � tn$$ ���������
��� ����	���� ���	
���	
��� #Xtk�Btk$ tk � T  k G ,� � � � � n #n � N$ ������ ����
Qt��			 �tn �����
���#)�� �	����� ,� � 5� #	 ������� ���� P �� Q$� ����� 	��
)�	
��
 #E�F � P $ � 	�$� X ������������ �� T � E ��� ��
���� ���� Qt��			 �tn

���#
	� �������

� C�� J � T � %��������������& BJ G fy � XJ H y#t$ � Bt� t � Jg � BJ �������

QJ#BJ$ HG Qt��			 �tn#Bt� � � � ��Btn$� #5 <$

��� t�� � � � � tn F ���!�� ���������������� ����� �����	��� J  =���������� #5 <$
��������� C��	���������� � 	��� ,� �������� QJ#BJ$ 
���� ����� � ��� �� ���
�
�� ��������� ����� �����	��� J #����� ���� �� ��
������ ����� ����� t � J
�������� ����� �����	��� Bt$ D	�� B G BJ� � B G BJ� � ��� �
������� I G J� 
 J��
������� BJi

G fy � XJi
H y#t$ � Bt ��� t � I � y#t$ � Xt ��� t � Ji n Ig� i G ,� 5 +��!

����� #��������� ��	������ ���$ �	����� 6� � �������� ,�� ��������� ��� QJ�#BJ�$ G
G QJ�#BJ�$ G QI#BI$� ��� BI G fy � XI H y#t$ � Bt� t � Ig +�	������ Qt��			 �tn F ����
�� #X #t�� � � � � tn$�B#t�� � � � � tn$$� �� #5 <$ ��������� ��� QJ �	�� ���� �� ����������
%���������������& � XJ � � ������� ��� ���������� ����������	� �� ���� �� BJ  
+�� "��� � 	��� ,� � 6� ��������� #, ,?$ +�"���� �� 	���	��� , L 	�)�	�����
	 � X� ��� ������� QJ G PX�

��
T�J

 *� #5 <$ � ������� #, ,,$ ��� �������������
��
���� ��������� ��� "�� 	�������� ������� ����� �������� � !� � �

9��� ��� ���� ����� ��
���� ���
�������%� ��� Qt��			 �tn C�� n � 5
� ����	������� #i�� � � � � in$ ��������� ���
������� �n H T n � T n � Un H X n � X n�
�������

�n#t�� � � � � tn$ G #ti�� � � � � tin$� Un#x�� � � � � xn$ G #xi�� � � � � xin$� #5 A$

������ ���
������� �n H T n � T n�� � Vn H X n � X n��H

�n#t�� � � � � tn$ G #t�� � � � � tn��$� Vn#x�� � � � � xn$ G #x�� � � � � xn��$� #5 I$

5A



1������ � ����� 
���� ��� ���������� �� 	��� ���
������� �����������
�� ���	���� �� ������ �����	���� *����	 n � ���
������� #5 A$ � #5 I$ 
����
���	���� ��� ����)���� ����	� 

���� ��(� 4�� ������� n � 5 � 	�� � G #t�� � � � � tn$ � T  ��� t�� � � � � tn �������
�� �	���� 	����	�����	
� ,� � 5� #��� ,� � 6�$ ��� Q� G Qt��			 �tn �������
��
	����#)��5

A$ Q�� G Q�U��8
B$ Q� G Q�V���

� 0������ ��		������� ���������� ������������� �������������� Bt��� � ��Btn

� X #t�� � � � � tn$� ��� t�� � � � � tn � T #n � N$� � ��	����������	� �������� ����� , A ���
������������� ��������������� �

@������ ��.� C�� T � R ��	������� ��		��������� ���� Q� � �����	������!
��� ��������� � G #t�� � � � � tn$ � T n� n � N� ���)��� t� � � � � � tn C�� ���������
����� s�� � � � � sn � ��������������� B� � � � ��Bn �������

Qs��			 �sn#Bs� � � � ��Bsn$ HG Qsi� �			 �sin
#Bsi�

� � � ��Bsin $�

��� si� � � � � � sin  @���� �	����� ,� ����������	�� ��������� ��� ��� Qs��			 �sn �
�����
���	� ���� ��������� �	����� 6� ��� ��� Qt��			 �tn 	 �����	��)��� t�� � � � � tn 

��� ���%������ �
������ ���������5 ������<��� ����%��%�
,���
�������5 ���&�� �����
,���%,�� ������ ���������� ���%��%�%����
��'�� ����� � ���
������ ����%���%�� Rn >� &���
������ � 
��&���
B#Rn$? � ���%����%�������� ��������� (�������� ��� �����
���	
����
	��� $���%��� #��$�$ ���� Q �� #Rn�B#Rn$$ ��������	� �������

�
Q

#�$ HG
Z
Rn

expfi#�� x$gQ#dx$� � � Rn� #5 L$

���	� #�� x$ G
nP

k��

�kxk� i
� G �, 

4��� Q �����	�� ����������	� �������� $���%�� ��	���������� F #x$ HG
HG Q##��� xP$� ��� #��� xP G #��� x�P � � � � � #��� xnP � ������ ����� x� � ��!
����� F ����������� �� �������� ����������	� �� � � 	����)�� ��������H

F #x$ G #5�$�n lim
����

Z
����x


dy

Z
Rn

d� expf�i#�� y$� ��j�j��5g�
Q

#�$� #5 N$

���	� j�j� G #�� �$� d� F ���� 3�
��� '��� F � ������ ����������	��� ����!
������ ��		����������� F �	��� � ������� Q �� B#Rn$ '������� ��� �	�� �

Q
�

� L�#Rn�B#Rn$� d�$� �� � #5 N$ ����� �������� � G ? � �� 
���� ������� �� � 
(������� �)� �����
� ����� ���������� � ��%���
� ��&�� +�	��

g H X � Y ������	� B jA!��������� ���
��������� h H Y � Rn h � A jB#Rn$ 
@���� Z

X

h#g#x$$Q#dx$ G
Z
Y

h#y$Qg��#dy$� #5 ,?$

������ �
� ��������� � #5 ,?$ 	�)�	���� ��� �� 	�)�	���� ������������ � �	��
	�)�	����� �� ����� 

5I



�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�

)X �B� Q+ )Y �A� Qg��+ )Rn�B)Rn++

z z
g h

x

y , gx

hy

���� ���

9�$� 	��������� ��
��� Y H E � Rn #F jB#Rn$!����������$ ��������	� ����!
���

�
Y

#�$ G E expfi#�� Y $g� � � Rn� #5 ,,$

*� ������ #5 L$ � #5 ,?$ ������ ���

�
Y

#�$ G
Z
�

expfi#�� Y #�$$gP #d�$ G
Z
Rn

expfi#�� z$gPY ��#dz$ G �
PY

#�$� #5 ,5$

A����� ��*� 4�� 	����	�����	
� ��� Q�  � G #t�� � � � � tn$ � T n �������� ��
���	
���	
�� #Rn�B#Rn$$n�� ���������� � ��	
�
���� �
��� ��� �#��� � � Rn 
� � T n � n � 5 ��������	� �	����

#a$ �
��

#U�$ G �� #�$ 
#b$ �

��
#V�$ G �

�
#V�� ?$ 

��� �
��������� ��U� ��V ����������  #5 A$ � #5 I$ /	 X n G Rn0 �
�

G �
Q�

 � � T n 
#V�� ?$ G #��� � � � � �n��� ?$ ��� � G #��� � � � � �n$ � Rn�

*���� ������� ���� �
�
#�$ �� ��
'� ����%,�� ��� ������������� �����% 

����� �������% ���%���� � � �5  %�'� ����5 ������������� 7����� 
������8 ���%���� � 5 ��
���%�� �� ���� �� ����%������ � �� ������%�
��� � � � � �n ��
�� � ���% 7�����������8 � ���%��� � �������% 
� � 	��� ������� ������������ 	������	���� ����� ������ �� #Rn�B#Rn$$ �

���������	����	���� ��������� �	����� #A$ � #B$ ����� 5 I �����	����� �����
��� ��� n � 5

�
��

#�$ G �
Q����

#�$� � � Rn� #5 ,6$

�
��

#�$ G �
Q����

#�$� � � Rn��� #5 ,8$

+� ����� , A ������ 	�������� ������ Y� 	� ���������� � Rn� ����� ��� Q� GPY�  
@���� Q�U�� �	�� ��	���������� ������� UY� � ��	������ PY� U��#B$ G P #Y� �
� U��#B$$ G P #UY� � B$ C�����

��Y�
#�$ G E expfi#UY� � �$g G E expfi#Y� �U��$g G �

Y�
#U���$� #5 ,<$

���	� �� ������	����� U 	 ������������� ��������� ����)�� "�� ���
�������
#����� U� G U��� U� B ����	������������ ������� U$ 0����	�� #5 ,<$ �	����� #5 ,6$
��������� ��� �

��
#�$ G �� #U���$� � � Rn� ��� "����������� �	���� #a$ 

K����������

��Y�
#�$ G E expfi#VY� � �$g G E expfi#Y� � #�� ?$$g G �

Y�
##�� ?$$� � � Rn��� #5 ,A$

@���� �
������ #5 ,8$ "����������� �	���� #b$ �

5L



@������ ���$� +�	�� X#t$ G #X�#t$� � � � �Xk#t$$� t � T B 	�������� �����		 	�
���������� � Rk� � � X � FjB#Rk$ ��� ������ t � T  C�� ������������� n � N �
�
�� t�� � � � � tn � T ��		������ ������


t��			 �tn G #X�#t�$� � � � �Xk#t�$� � � � �X�#tn$� � � � �Xk#tn$$�

���)�� �� B#Rkn$ ��	���������� Qt��			 �tn 	 � � �t��			 �tn#�$� ��� � G #��� � � � � �n$�
�j G #����j � � � � � �

�k�
j $ � Rk� j G ,� � � � � n 0��������� �	��� ��� ������� 5 N 	�������	�

� ��� ���������� 	����� #��� ��� Q� � �������� �� ���	����	���� #Rkn�B#Rkn$$n�� 
@����� � �	����� #a$ ������������ ����	������	� ����� t�� � � � � tn � ������� ��� � � � � �n�
� �	����� #b$ ������������	� ��� ������ �n =��������	� �� ��		�������� 	��!
������ ��������

t��			 �tn G #X�#t�$� � � � �X�#tn$� � � � �Xk#t�$� � � � �Xk#tn$$�

����� ����� 	��
������� ��� �������������� �	����� #a$ � #b$ 

4����� �&=����� �
�� ��������� � ����������� ����������� :�!
������ ��� ����%��%�
,��� �
������ ������� #	 � $ X G fXt� t � O?��$g ��� 
�% ���������� ���������5 ��
� �
� 
<&��� n � N � ���� ? G t� � t� � � � � � tn
��
����� Xt� �Xt� �Xt� � � � � �Xtn �Xtn�� ��������� � ����������%� 

A����� ����� ��	
� f�#s� tQ �$g � 	����	
� �����
���	
���	��� $���%�� 
�
���#)�� ����� Q�s�t
� ? � s � t � � �� B#R$� 4�� 	�)�	
����� �� �����

���� #E�F � P $ 	��������� ���%�		� X G fXt� t � O?��$g 	 �����	����� ����
��)������ 
����� �
� ��$� Xt � Xs �	
� �#s� tQ �$ ��� �#��� ? � s � t � � 
���������� � ��	
�
���� �
���

�#s� tQ �$ G �#s� uQ �$�#u� tQ �$ #5 ,I$

��� 	�� ? � s � u � t � � � � � R� ��� �
�� ��	���������� X� ����
 ��
�
������ ����� �������

� (��
������	�� �	����� #5 ,I$ ��������� ��	������ � � 	���� ������	����
	�������� ������� ����� ����������� � � 	�������� 

+�	�� ��������� #5 ,I$ C���	���� ��� �����	� ��	������ �	����� �����		 Xt�
������ PX� G Q @���� ��� ? G t� � t� � � � � � tn � � ������� 
 G #Xt� �Xt��Xt�� � � � �
Xtn �Xtn��$ �	��

�
�
#��� ��� � � � � �n$ G �

Q
#��$�#t�� t�Q��$ � � � �#tn��� tnQ�n$�

@����� �������� ����BBBBB	
Xt�

Xt�

Xt�
   

Xtn


CCCCCA G

�BBBB	
, ? ? � � � ?
, , ? � � � ?
, , , � � � ?
� � � � � � � � � � � � � � �
, , , � � � ,


CCCCA
�BBBBB	

Xt�

Xt� �Xt�

Xt� �Xt�
   

Xtn �Xtn��


CCCCCA � #5 ,L$

C�� �
��� 	��������� �������  � Rq� �
�� ������� A G #ak�m$qk�m��� ��� ak�m � R
#k�m G ,� � � � � q$� � �	�� � � Rq

�
A�

#�$ G E expfi#��A
$g G E expfi#A��� 
$g G �
�
#A��$� #5 ,N$

5N



+�"���� �	�� 
� ���������� ���� �����		 	�)�	������� �� ��� � !� � ��� n � , �
? G t� � t� � � � � � tn ��������	� 
� 	 ����)� � � 

�
t��t� ���� �tn

#��� ��� � � � � �n$ G �
�
#A��$ G �

Q
#��$�#?� t�Q��$ � � � �#tn��� tnQ�n$�

��� � G A��� � A F ����������� �������� ��������)�� � #5 ,L$� � � �� G
G �� > � � �> �n� �� G �� > � � �> �n� � � � � �n G �n -���� ����� �������

�t�
#��$ G �

Q
#��$

�

�
t����� �tn

#��� � � � � �n$ G �
Q

� nX
j��

�j

�
�

�
?� t�Q

nX
j��

�j

�
� � � �#tn��� tnQ�n$�

#5 5?$

=	����	� ��������� ������� 5 N 9	����� #a$ �� ���
��� �������� � 	��� ��!
������� 5 L� � �	����� #b$� ������� �	����� #b�$� ������)�� ���	������� ? � �

�
#�$

���	�� �
��� ��������� �m� ���������� � � 	����	�� #5 ,I$ ����� ��� , � m � n

�#tm��� tmQ ? > �m�� > � � �> �n$�#tm� tm��Q�m�� > � � �> �n$ G

G �#tm��� tm��Q�m�� > � � �> �n$�

� ��� m G ? � 	��� #5 5?$

�
t����� �tn

#��� � � � � �n$ G �
t� �t����� �tn

#?� ��� � � � � �n$� �

@������ ����� @������ 5 ,, 	�������� 	��� � ��� �����		�� 	� ����������
� Rm #m � ,$� � � ��� ��� Q�s�t
 �� B#Rm$ C�� "���� � �������� ��������)�
� #5 ,L$� ���	�� ������ 	������ ���	��� Im B ��������� ������� m!�� �������� �
��		��������� �k � Rm� k G ?� ,� � � � �m 

@������ ���!� +����		 	 ������	����� �����)������ ����� 
��� ������!
��� �� ������ �� ���������� O?��$ D	�� T G N � �����		 Xt ����� ������	����
�����)����� �� Xt G 
� > � � �> 
t� t � N� ��� f
jg�j�� F ��	������������	�� ������	�!
��� ������� +�"���� �������� ��������� � ����������� �����������
��
��%�� ��%��%������ �&�&������ %����� ����������� ����������
�
����� 

	
���%��� ���#� (�)�	
��
 ���%�		 fNt� t � ?g ��������� ����������
�	
� 
���� �
�

,$ N#?$ G ? ����8
5$ ���%�		 ����
 �����	���� �����)����8
6$ ������� Nt �Ns ? � s � t �� ��	��������� �� ������ ���		��� 	 �������


��� m##s� tP$ ��� m#�$ � ����
���� ���������� ���� �� B#O?��$$� : ��	
��	
� 
�	�� m##s� tP$ G #t� s$� ? � s � t � � � � ? 
� �����
 � 	
�����
��� ���		��
��	��� ���%�		� 	 ��	
������ ��
��	���	
�# ��

� 0����	�� 6$ �� ������ 
��� 
� �����

�#s� tQ �$ G �
Nt�Ns

#�$ G em��s�t
��ei����� � � R�

9	����� #5 ,I$ ���������� ��	������ m##s� tP$ G m##s� uP$ > m##u� tP$� � � ����	���
���������� ��	���������� Q 
���� ����� 	�	����������� � ����� ? �

6?



	
���%��� ����� (�)�	
��
 ���%�		 fW #t$� t � ?g ��������� �
�����
�	
� /��� �������	
� ��
���
��0 
���� �
�

,$ W #?$ G ? ����8
5$ W #�$ � ���%�		 	 �����	����� �����)������8
6$ W #t$�W #s$  N #?� t� s$ ��� 	�� t � s � ?�

=
���� � ����������� �������	���� �����		� ������ �)� ���
������ � � ��!
��������	�� ���������� C���� �� �������� ��� "�� �	���� ����� �
�	������
������ 	� 	���	����� ,$� 5$� 6$ � 0�)�	�������� �����		�� �
����)��� 	���!

	����� ,$� 5$� 6$� �������� �� ������� 5 ,,� ��	������ e�
�t�s���

� G e�
�u�s���

� e�
�t�u���

� �
? � s � u � t� � � R� � � 	���������� #5 ,I$ �

C�� �������	���� �����		� W #t$ G W #t$ �W #?$  N #?� t$� ��"���� EW #t$ G ?
��� �	�� t � ? +�� ? � s � t �������� #���������� �	�� 
��������� ��������
���������� ������	���� ������� ����� ���$

cov#W #s$�W #t$$ G cov#W #s$�W #?$�W #t$ �W #s$ > W #s$ �W #?$$ G

G D#W #s$ �W #?$$ G s�

@���� �
������

EW #t$ G ? � cov#W #s$�W #t$$ G minfs� tg ��� s� t � O?��$� #5 5,$

���������� � 	�
�������

+������� ��� ���� ����������
���� �&
�%� ������� �������� ����!
������ � ���������� � ������ ,� �����
��% � �����,< �
�&���� ����
,%%��
��������
,���� �
�� �%, ������5 ����%�� �� ����
� #	� O6P$ ��� 
�%�
,�%�� %������ 0�
������� 2�� ����������	��� ����
��� �� ��	������
����� 
� I� �� B�����%��� ������� � �����%����< ���
�������� ����� 

�%� ���5 ������ � �����%��� ��
,���� ����%���%�� 
+�	�� #Xt� �t$t�T B �	������ ����	��� ���	����	��� 1���� 	������� ��� ���!

����� �t ����������� O?� ,$ ��� ������ t � T #����� �	���������� 
� �������e�t#x� y$ G �t#x� y$�#,>�t#x� y$$� x� y � Xt� "����������� �tQ ��� "��� ���		� 
������!
	��� �����	�� ���	����	�� #Xt� �t$ � #Xt� e�t$ 	������� � #Xt� e�t$ B ����� ����	���
���	����	���$ ������� � Xt 	������ �	�� ������� �����	��� Mt G #x�t�� � x

�t�
� � � � � $

� ��������� ���
������� ht H Xt � O?� ,P�� �������

ht#x$ G #�t#x� x
�t�
� $� �t#x� x

�t�
� $� � � � $�

������ �� O?� ,P� �������

d#y� z$ G
�X
k��

5�kjyk � zkj� #5 55$

��� y G #y�� y�� � � � $� z G #z�� z�� � � � $ 

E��� ���� +��������� ��� ht �	�� ������������ ���
������� Xt �� ht#Xt$ � O?� ,P��
t � T  

E��� ���� +�������� ��� Zt G Oht#Xt$P �	�� ������� � #O?� ,P�� d$� O�P �
��������
��������� 

6,



+������� ��� 5 ,� 5 5 � , 6?� ���	�� �	������ ��� QJ �� #XJ �BJ$ ����� ��	!
	��������� 	����	������� ���� PJ �� #ZJ �AJ$� J � F #T $� ��� AU B ����������	���
�!����
�� � ZU G

Q
t�U Zt� U � T  

I� �� C�� ��	������� P �� #ZT �AT $ 	 ��������� ���������� PJ � J � F #T $�
���%%���� ���%���%, ���
������� ���� PU �� AU � U � N#T $� %��� ����5
�������������� ���%���� ������'��%��� U � T � ����� ���

PUR��
U�V G PV #5 56$

��� �
��� V � U #��� V � F #T $ ���� ��� ������$� ���	� RU�V B "�� .�����������!
���. �� ZU � ZV  C��	���������� � 	��� ������� , < ��� B � AT ������	� U � N#T $
� BU � AU ������ ��� B G R��

T�UBU  +�"���� �������

P #B$ G PU #BU$� #5 58$

E��� ��!� +��������� ��� "�� ����������� ���������� � � �	��

B G R��
T�VBV � BV � AV � V � N#T $�

�� PV #BV $ G PU #BU$ ��� ���������� #5 56$ 

E��� ��#� C�������� ��� ������� #5 58$ ������ ���� �� AT � ���)� ��������
�������� PJ � J � F #T $ 

I� !� F���� �%���%, ���� PU � U � N#T $5 ����
�%����<��� ��
���<
���
�������%� #5 56$ 

+�	�� U G ft�� t�� � � � g� � � ����� �����	��� U � N#T $ �������������� ������
�� ZU �������

dU #y� z$ G
�X
k��

5�kd#ytk � ztk$� #5 5<$

��� y G #yt� t � U$� z G #zt� t � U$� ��� � #5 5<$ 	�����	�� � � d#�� �$ � , 

E��� ���� +�������� ��� #ZU � dU$ B ���������� ����	��� ���	����	��� ��� U � N#T $ 

E��� ��+� C�������� ��� 
������	��� �����	��� ZU #U � N#T $$ 
���� ���� � ��
�� ��� �
�� ��������� ����� �����	��� U � �	����������� ������� #5 5<$ 

E��� ��(� C�������� ��� � ���	����	��� #ZU � dU$� U � N#T $� 
������	��� �!����
��
B#ZU$ 	�������� 	 ����������	��� AU  

M�		������ 	��������	�� C#ZU QR$ ���	���������� �������� ����������� ��
#ZU � dU $ +�	�� HU B ��������	��� C#ZU QR$� 	�	���)�� �� ������� H ������ ���
	�)�	����� �����	��� J G J#H$ � F #T $ � ���	���������� ����������� ������� hJ
�� #ZJ � dJ $ #��� ��������� J 
���� dJ G PJ �� #5 ,$� ��� �t G d� t � J$ ������ ���

H#z#�$$ G hJ #zJ$� ��� zJ G zjJ G #z#t$� t � J$� #5 5A$

0��������	�� HU �	�� �������
�� � C#ZU �R$� � � ����� �������� ������
������
��� HG � HU � �	�� H�G � HU  '�������� OHU P �������
�� HU � ���	����	���
C#ZU QR$� 	��
������ sup!������� ��������� ����� ZU � � � ��� �
�� z� y � ZU

������	� ������� H � OHU P ������ ��� H#z$ �G H#y$ #��������� � ����	��� ���	����
����������$� ��"���� �� 
������ (
���� ! :����.
��		� #	� � ���� � O6� 	 ,,NP$
OHU P G C#ZU QR$ 

65



4����� � HU ��������


FU#H$ G
Z
ZJ

hJ#zJ$dPJ � #5 5I$

��� H � HU ������	� �������� #5 5A$ *������� � #5 5I$ ���������� ��	������
������� hJ � B#ZJ$jB#R$ � B#ZJ$ G AJ � 	��� ��� 5 I� ����� ����� �����������
������� ���������� � �����%� 

E��� ��.� C�������� ��� ����������� #5 5I$ ���������� � � �	�� H#z#�$$ G hI#zI$
��� ���������� I � F #T $ � ��������� ������� hI � C#ZI QR$� ��

R
ZI
hJ#zI$dPI 	�!

������� 	 ������ ��	�� ������� #5 5I$ 

=��
������� FU � ���������� �������� #5 5I$� ������	� �������� ������������
������������ �� HU  +�"���� FU ��������� �����
'�%�� �� 
��������
������������ ��������
 � C#ZU QR$ +�� "���

FU#f$ � ? ��� f � ?� f � C#ZU �R$ � FU#,ZU $ G ,

#��� f � HU "�� ����������� ��������$ 0������������� �� 
������ +�		� ! ;���
��� #	� � ���� � O6� 	 ,58P$

FU#f$ G
Z
ZU

fdPU � f � C#ZU �R$� #5 5L$

��� PU B ��������	���� ����� �������� �� &-������� �!����
�� ���	����	��� ZU  
+������ 
"���	��� �!����
�� #	� � ���� � O6� 	 ,55P$ �� ����� �� �
	������� ��!
	������ � �����%��� ��%�������� ����%���%�� &-������� � &���
������
���'��%� �����<% #	� O6� 	 ,56P$ (�������� ��� �������� ����������� ��
��������� ������	� ������������ 

I� #� ���'��5 �%� ���%������� ���� PU � U � N#T $5 ���
����� 
+�	�� V � U � N#T $ @���� HV � HU  D	�� f � HV � �� 	�)�	���� J � F #T $ �
fU � C#ZJ QR$ ������ ���

f#zU$ G f#zV $ G fJ#zJ$� zU � ZU � zV � ZV � zJ G zU jJ G zV jJ �

� 	��� #5 5I$ � #5 5L$ �����

FU#f$ G
Z
ZU

f#zU$dPU G
Z
ZJ

fJ#zJ$dPJ � #5 5N$

FV #f$ G
Z
ZV

f#zV $dPV G
Z
ZJ

fJ#zJ$dPJ � #5 6?$

+������	� �������� ������ ���������� � ��������� 3�
��� #	� #5 ,?$$� ������
	����	�� #5 5N$ � #5 6?$� Z

ZV

f#zV $dPV G
Z
ZV

f#zV $dPUR��
U�V � #5 6,$

0���� �������� ������� 0����� B ���������		�� ��������� ��� #5 6,$ ����� ���
�
�� ������� f � C#ZV QR$ =	����	� ��	����������	�

66



E��� ��*� +�	�� Q�� Q� B ���� �� B#X $� ��� X B ��������� �������	��� ���!
	����	��� C�������� ��� �	��Z

X
f#x$dQ� G

Z
X
f#x$dQ� #5 65$

��� �
�� ����������� ������������ ������� f H X � R� �� Q� G Q� �� B#X $ 

E��� ���$� C������� ����	������	�� ���� Q �� BT � ���)�� �������� �����!
��� QJ � J � F #T $ 

@������ -���������� �������� �
M�		��������� ���� ������� �% ����%���%� Xt5 t � T 5 � �%����� O?� ,P

�����
��% �����%����� �����%�%, � ����%�
,�%�� %������ ��( ���� 
'����� � 	 55� ������� 	 ����� .��
���� � Xt � � �. K ������� Cn �G � � Bn �G ��
� � Q#Cn$ G QJn#Bn$ � ? ��� n � NQ �� ����� ��� �#�$ G ? ��� �������!����������
���� +������ U G 	�n��Jn #	������ �����	���$ � ������ C �

n G ���U�JnBn� n � N 
@���� C �

n � C �
m� �	��

Cn G ���T�UC
�
n � Cm G ���T�UC

�
m #n � m$�

-���� �����
� G 
�n��Cn G 
�n�����T�UC �

n G ���T�U 
�n�� C �
n�

��"���� 
�n��C �
n G � @����� �������� ��� �U�Jn B ����������� ���
������� ���!

	����	��� O?� ,PU #	 �������� ���� #5 55$$ � ���	����	��� O?� ,PJn #	 �������� �Jn$ 
0������������� fC �

ngn�N B ��	������������	�� ��������� ��������� � O?� ,PU  (�
����� 
�n��C �

n �G � +����� � ����������� 

@������ 9����� *�������� ���	����	��� #X �B$ ������
	� 	
�����
���
������	��� ���	
���	
��� �	�� 	�)�	����� ������� � �� X � ������)�)�� X
� ����	��� ���	����	��� � ������ ��� B G B#X $ � � B 	�������� 	 
������	���
����
��� #�� �������� � �$ � ��	���	��� �	�� E B 
������	��� ��������	���
����	���� ���	����	��� X � � E B 	��������	�� �	�� 
������	��� ��������	�� E� ��
#E� E$ B 	���������� 
������	��� ���	����	��� #���
)� ������� 	������	���)��
������� �� E ����������	�� �� "����������� �������� �������� �� X $ =��������
%����� 0�
������� ������
�� �
� ������%� �%���%��� &���
�� 
���� ����%���%� Xt� t � T  

+�	�� #X �B$ � #Y�A$ B ��������� ���	����	��� '���	� #X �B$ � #Y�A$ ����!
����� ��� �����	� �����	��� D � A ������ ��� #X �B$  #D�AjD$ #�����������
����������� .. 	������� ���������� , 5N� AjD G A 
D G fAD H A � A$ -��	!
	���	��� �������� 	����������� 
������	���� ���	����	��� ������	� K G f?� ,gN
	 ����������	��� �!����
��� B 

E��� ����� +��������� ��� �� ��������� ���� ���	����	��� #K�B$� 	��
������
�������� d #	� #5 55$$ B G B#K$ +�� "��� #K� d$ B ������� #�� 	�������������
#K� d$ B ����	��� ���	����	���$ -���� ����� #KS�B#K$S$  #K�B#K$$ ��� �
���
	������� �����	��� S �G � 

(������� �������� �����%�� &���
������ ����%���%� 

A����� 9���! >	� � ���� � O6� 	 NLP$� ��	
� ��������� ���	
���	
� #X �B$ �
#Y�B#Y$$ ��� #Y�B#Y$$ ! ����
���� ����	��� ���	
���	
�� �����

#X �B$ 
��

#K�B#K$$�
#N�A#N$$�
##,� � � � � jX j$�A#,� � � � � jX j$$�

�	�� X
��

��	��
�� 
	��
�� 
������� 

68



���	� A#M$ ! ��������� 	�� ��������	
 �����	
� M  j � j ! ��	�� �������

� ��������� �����	
�� 4 ��%���%�5 #X �B$ D �%���%��� &���
������
����%���%�� � � X �����%���% ��%��� %��5 �%� X D �����%��5 
B G B#X $�

*		�������� ��������	���� ��	���������� � 
�������� ���	����	���� ��	��!
)��� ���������� O6P 

@����� �� ������	� � �
	������ ��������� �����%� %���%���� �
��� 
��� ������� � 	���� 	 ���� ��� ������ ������ ��� ������ � ���������� �����!
	��� �� ������ � BT #	� ������� , <$� C�
�� 
��� ���������� ������� 	������������
	
� ���%�		�� ������� ��������� � ������������ 	������ 	������ ���	� �����		��
��������� �������� �� 	��� ����� ������	� ���������� �� 	������ �����������	���
�����	��� 

+����		 X G fXt� t � Tg� ������������ �� #E�F � P $ � ��� ������ t � T #����!
������	��� ���	����	���$ �������)�� �������� � ����	��� ���	����	��� #X � �$�
��������	� 	������������ �� �
��.���# � �����	
� 	�����������	
� T� � T �
�	�� T� B 	������ �	�� ������� � T �����	��� � 	�)�	����� N � F ������ ���
P #N $ G ? � ��� �	�� t � T� � � E n N

X#t� �$ �
� �
G	t�G�J

fX#s� �$� s � G 
 T�g
�
� #5 66$

���	� OBP �
�������� ��������� B� � J B 	��������	�� �������� �����	�� � #X � �$ 

A����� 9���# >	� O6� 	 ,5LP$� ��	
� #X � �$ ! ������
��� ���	
���	
� �
#T� �$ ! �	�����
����	��� ���	
���	
�� ����� 	�������� ���%�		 X G fXt� t � Tg 
������������ �� #E�F � P $ � ��� ������ t � T �������#)�� ��������  #X � �$ ����
�
 	�����������# ����$���%�#� "	�� X ! �������� ������
��� ���	
���	
� 

� 
������ ���	
��
 ��� ����
������� ������
�$���%�� X �

� ����	��� ���������� ����� 	������� ����������� #5 66$ 	 �������������� ���!
��������� � O6� 	 ,,,P� ��� ��		������� T G O?� ,P� X G R = 	�����
������ �����	!
	�� 	� ����� O6P 

������ �)� ���� ������ ����������� +�	�� #T�A$ B ��������� ���	����	��� 
0�������� �����		 X G fXt� t � Tg� ������������ �� #E�F � P $ � �������)�� ���
������ t � T �������� � ��������� ���	����	��� #X �B$� ��������	� ����������
�	�� ���
�������

#t� �$ � T � E �� Xt#�$ � X #5 68$

������	� A � FjB ��������� -�� �������� X B �������	��� ���	����	���� �
B G B#X $ J�
� T D ������%��� ���'��%�� #�������� ��� 	������$ � A B
�!����
�� �	�� ��������	�� T � %� ������� X� ��������� ������� 

A����� 9���� >O6P$� ��	
� �������� �	���� 
������ C5 ,8 � ���%�		 X
����
	� 	
���	
���	�� ���������� �� T  
��� ��� ������� t � T � �#���� � � ?

lim
s�t

P #�#Xs�Xt$ � �$ G ?� #5 6<$

����� � X 	�)�	
��
 	������������ � ��������� ����$���%���

E��� ���+� C�������� ��� �	�� X B 	�����
������ �������	��� ���	����	����
�� ��� ������ ��������	�� � #5 6<$ 	���� 	�
����� � � �����	��� �� F  

6<



E��� ���(� +�������� ������ ������������ �����		�� � � �����		�� �� ���!
)��� ��������� ����������� 

E��� ���.� C�������� ��� �	�� �����		 �������� �� ������ ��� ����������
������	� AjB!��������� �������� ����� �� �
������ �����������/

E��� ���*� +�	�� X G fXt� t � Tg B ��������� �����		 � � H E � T � � � FjA 
C�������� ��� ����� Y #�$ G X����#�$ �	�� FjB!��������� �������� 

E��� ���$� +�������� ��� �	�� ��������	� �� �	����� ��������	�� �����		�� ��
����������� �������)��� ���������� �� �
����� ���������	� 

E��� ����� +�	�� ��������� �	����� ������� C5 ,8 � �	� ���������� �����	!
	� �����	� ������������ �� #T� �$ ����� ��� ��� ����� 	�� �����		 ������	�
	�����
������ � ���������/

@����� �&����� ����%���� �������5 ��<����� �����������%� %� 
��%���� �
������ �������� G���� � �
���������� ����
,%% 0�
 
��������

A����� 9���� >	� O6� 	 ,58P$� ��	
� X G fX#t$� t � Oa� bPg ! ���	
�
������
	�������� ���%�		 
���� �
� ��� ����
���� 	� � � ? � C G C#	� �$ � ?

EjX#t$ �X#s$j� � Cjt� sj��� ��� s� t � Oa� bP� #5 6A$

����� � ���%�		� X 	�)�	
��
 ���������� ���� ����$���%���

E��� ���!� +�������� ��� �	�� � �	����� #5 6A$ �������� � G ?� �� �����������
������� C5 55� ���
)� ������� �� �
����� ���������	� #��		������� ���		����	���
�����		$ 

@������ -���������� � ����������� ����������� �������� �������	������
�
�
)���� M�		������ ��������� �� ��� 

(�������� ��� ��� �����	��� U � T #U ����� 	�������� 	 T $� ��� #T� �$ B
�	�����������	��� ���	����	���� �!	�
�# ��������	� �����	��� S� � T ������ ���
��� �
��� t � U ������	� s � S� ������ ��� �#s� t$ � � C������ 	������� U
���������	� ���������� ������

BOs� �P G ft � T H �#s� t$ � �g� s � S�� #5 6I$

D	�� U �
������ �������� �!	���� �� ������� ����������� ��	�
�# �
� ����
��� �!	��� Smin

� #U$� ��� jSmin
� #U$j ����������� ��� jV j �
�������� ��	�� "��������

��������� �����	��� V  +������ N�#�� U$ G jSmin
� #U$j� ����������� ����	���	�� �

�� � T�	��

H�#�� U$ G logN�#�� U$ #5 6L$

��������	� �!��
������ �����	��� U #�
���� �������� � #5 6L$ 
����	� �� �	��!
���� 5$ 

0����� O6P� ������ ��� �	����� �� ���	����	��� #T� �$ +�	�� 	�)�	���� m � N �
a � ? ������ ��� ��� �
��� U � T � ���)��� ������� DU HG supf�#s� t$ H s� t � Ug ���
� �
��� � � ?

N�#�� U$ � maxfa#DU��$m� ,g� #5 6N$

+�	�� 	�)�	����� ����� b � ?� ��� ��� �
�� ����������� �!	��� Smin
� #T $

jSmin
� #T $ 
BOt� <�Pj � b ��� �	�� t � Smin

� #T $� #5 8?$

��� BO�� cdotP ����������	� 	����	�� #5 6I$ 

6A



A����� 9���# >	� O6� 	 ,68P $� ��	
� X G fX#t$� t � Tg ! 	�$� 	� ��������
���  ����	��� ���	
���	
� #X � d$ ��� ������ t � T  �������� �� ����
����
#E�F � P $ � �	�����
����	��� ���	
���	
� #T� �$ �����
���#)�� �	�����
#5 6N$ � #5 8?$� ����������� �
� ��� ����
���� � � #?� ,$� 	 � m�� � � � ?

E#d#X#t$�X#s$$� � �#�#t� s$$�� ��� 	�� s� t � T� #5 8,$

����� 	�)�	
��
 ����$���%�� Y G fY #t$� t � Tg ���#)�� ���������� 
�����

���� 
���� �
� ��� �#��� � � #?� � �m�	$

lim
�
�

sup
��s�t���

d#Y #t$� Y #s$$���#t� s$ G ? ���� #5 85$

� ��� ������� t� � T

E

n
sup
t�T

d#Y #t$� Y #t�$$�
o
� a#5�DT $���#5��m�� � ,$�� #5 86$

��� a $��������
  �	���� #5 6N$�

@������ 9����� D	�� D B ��������� �������������� � Rm ��� 	���� � Rm��

#� Rq 
����	� ��������� �������$� �� �	����� #5 6N$ � #5 8?$ ��������� +�"���� ��
������� C5 58 �������� ������� C5 55� ������ 	 ��������������� �������������
� ��������� 	���	���� ���������� ����������� 

C�� ����� �%�&� ����%� &�
�� �&��� �����%��� ��
���� � ���� X5 �� 
���%��� ��
�'�%�
,��<5 �%���� �����%<��<5 �����
�< ������< �5
������
����< � R� G O?��$ %��<5 �%� �#?$ � , 

A����� 9���+ >	� O6P$� ��	
� X G fX#t$� t � Tg ! 	�$� 	� ����������  �����
	��� ���	
���	
� #X � d$ ��� ������ t � T  �������� �� ����
���� #E�F � P $ �
�	�����
����	��� ���	
���	
� #T� �$ 
���� �
� ��� ����
����� M � ?

E�

�
d#X#t$�X#s$$

�#s� t$

�
�M ��� s� t � T� �	�� �#s� t$ �G ? #5 88$

�

d#X#t$�X#s$$ G ? ���� �	�� �#s� t$ G ?� #5 8<$

��	
� 
���� Z
��

Y#N�#T� �$$d� ��� #5 8A$

��� Y ! $���%�� ����
��� � � ��
�����  #5 8A$ ����
	� �� ������
������ ��	
�
����
���� ����	
��	
� <� ����� � 	�$� X 	�)�	
��
 ���������� ���� ����$��
��%���

E��� ���(� �������� �� ������� C5 5A� ��� �	�� 	�������� ���� X G fX#t$�
t � O?� ,Pmg 	� ���������� ��� ������ t � T � ����	��� ���	����	��� #X � �$ ������!
������� ��� ��������� ���
���)�� ������������� ����������� ������� f �� R�

� p � , �	������

E#d#X#t$�X#s$$p � fp#ks� tk$� #5 8I$Z ��
f#x�p�m$dx � >�� #5 8L$

� � �������� 
����	� � ����	���	�� >�� �� 	�)�	����� ����������� � � ������!
����� 

6I



@������ 9���. >	� O6P$� 3�%���
,��� ��
���� #5 8L$ ��
��%�� ��%� 
�
,���� � � ����� ��	������ ����� �����������)�� �	�� �	������ ��������
����� �	����� #5 8L$� ������ ��� ��� �� ����� ����������� � � ����������� 

C��	���������� 	 � X G fX#t$� t � Tg ��������	� ���		�	���� �	�� ��� �
���
n � N � �	�� t�� � � � � tn � T ������ #X#t�$� � � � �X#tn$$ ����� ����������� ����������
��	���������� 2��� ���		 �����		�� �����
�� ��		���������	� � ������ 6 

*� ������� C5 5A �������	� ����� 	����)�� ����	���� ��������� 

A����� 9���* >	� O6P$� ��	
� X G fX#t$� t � Tg ! ���	
�
������ ���	�
	�	��� ���%�		 �� ����������� �����	
� T  	��������� �	�����
����� �
#	��#, 5L$$� ��	
� Z

��

p
logN�#T� �$d� � >�� #5 8N$

����� 	�)�	
��
 ����$���%�� ���#)�� ���� ���������� 
����
�����

+�� �		��������� 	���	�� ���������� 	�������� ������� ������ 	 �������	���
"�������� ���,� �
���%������ ���
�� ������5 ��������� � ����%��
��������#)�� ���� 2�� ������� ��������� � ������������ 	��	�� ����� ���	��
	�������� �����������	���� �����	��� T  C��� � ���� ��� �������	��� "�������
��� 
� �� ��������� .����� ��	���. � .�����������. ���� ������� �����	� 

��������	���� ���� �� �������� �� 
������	��� �!����
�� ���	����	��� #T� �$�
��������	� ��������#)��� �	��

sup
t�T

Z �

�

j log �#BOt� �P$j���d� ��� #5 <?$

��� BO�� �P ����������	� 	����	�� #5 6I$ 
+�	������ �#BOt� �P$ G , ��� � � DT � �� � #5 <?$ �������������� �������	��

�����	� �� ? �� DT � � �	����� �������	�� ��������� #5 <?$ �����	����� �������	��
"���� ��������� � ��������� ������������� ����	���	�� ? 

E��� ��!$� #	� O6� 	 ,L5P$ C�������� ��� ����������� ��������)�� ����
�����	����� 	����)��� 0�)�	����� q � , � ��	������������	�� C G fCk� k � Ng
��������)��	� ���
����� T �� �����	��� ������������� �!���� ������ ���

sup
C�Ck

DC � 5q�k #5 <,$

�

sup
t�T

�X
k��

q�kj log �#Ck#t$$j���d� ��� #5 <5$

��� Ck#t$ B �� #����	�������$ �����	��� ���
����� Ck� ������� 	������� ����� t 

A����� 9��!� >	� O6� 	 ,N6P$� ��	
� X G fX#t$� t � Tg ! ���	
�
������
���		�	��� 	�$� �� ����
���� ������
��� ���	
���	
� #T� �$� ����� �������
�
��� 
 ����������� �����
�� �� ����
�������
 ����
 	�)�	
�����
��������#)�� ���� � �������
��� 
 ����������� �����
�� �������

����
 ����
 �	����

lim
�
�

sup
t�T

Z �

�

j log �#BOt� �P$j���d� G ?� #5 <6$

+������
	� ���	� ���� ���
 � ������� ����$���%�� 	 	��
�
	
�#)��� /����0

����
�������

6L



C�	�������	�� ����������� �	����� 
��� �������� J�������� � ���
������	�� B
@��������� 

'������� ��� �����	� ����� ����������� ��������)�� ����� �	������)��
�������	�� ��������� ���� Z

��

Y

�
,

�#BOt� �P$

�
d�

��� ������� Y ������������� ���		�� 	� � ���� � O6P 0���	��� ���������� ���		��!
	��� 	�������� ������� �������� ������� � ���������� O6P� ��� ����	� �
������

�
����������	��� �������� (�������� ����������� 	�������� 	 ������������

������	���� ��������� �������	� � ��	����)�� ������� � ����������� � ��� 

6N



	�
��� !� "�������
�� ���������

4���������� ����
#��� �	�����
����� ��	������� ���	�����
#��� ��		���
	��� 	
������  ������ ��  ������ 	������� � ������������  �������
%���
��	�������� ��		��	��� �����		�� 5��������
#���������
�����  ����
��� �� ������������  ������� 3������	��� ���!���� )�������	��� ����
��		+� &����
�����	�# ���� ������
���� �������	���� ���!����� $������
1� � 6����� $
������� ��	
������
#��	�� 	�������� ��		��	���
��
����� ��	������� ������������ �������	���� �����		 � 78� 9:�  ���� �
78��+� 4���������� �������	��� ���!�����

4���������� �������5 ������
����� � 
����� �5 �����% %�'� � �& 
=����� �
�� ���������� ��������� (�������� ��� 	�������� ������ Y
� Rn ��������	� ���������� ��� ���		�	��� #�
��������	� Y  N #a�C$$� �	�� ���
� � Rn

�
Y

#�$ G exp
�
i#a� �$ � ,

5
#C�� �$

��
G exp

�
i

nX
k��

ak�k � ,
5

nX
k�m��

ckm�k�m

��
� #6 ,$

��� a � Rn� C G #ckm$nk�m�� F 	����������� �������������� ������������ ������� 	
���	����������� "��������� =��
��%�
������ �����������	
� C #����	� C � ?$
��������� ��� #C�� �$ � ? ��� �	�� � � Rn 3���� ���������� ��� �����������
��� �	�����H C � ? � C G C� #����	������������ �������$ �����	����� ������
�	����H

nX
k�l��

cklzkZzl � ?� #6 5$

��� �
�� �������	��� z�� � � � � zn #����� ��� z �
�������� �������	��� 	���������$ 
C���������	� #	� � ���� � O6� 	 ,I<P$� ��� ��� ���	����� ���� ������ C � �
���
������� a � Rn� �������� 	���)�� � ������ ��	�� #6 ,$� ������	� � � ����������
	��������� ������� Y  D	�� C � ?� � � #C�� �$ � ? ��� �
��� � �G ? � Rn� �� Y
����� ������	�� #�� ���� 3�
���$

PY #x$ G #5�$�
n
� jCj� �

� expf�#C��#x� a$� x� a$g�

��� jCj F ������������ C 
C�� Y  N #a�C$ �������� �	�������� ����
 ����%��� a � CH

ak G EYk� ckm G cov#Yk� Ym$� k�m G ,� � � � � n #n � ,$� #6 6$

C��	���������� 	 � X#t$� �������� �� T � #E�F � P $� ��������	� ���		�	���� �	!
�� �	� �� � !� � �����	� ���		��	���� C������ 	������� �	�� #X#t�$� � � � �X#tn$$
�	�� ���		��	��� ������ ��� �
��� n � N � �
��� ��������� ��
��� �����
t�� � � � � tn � T #��	������� ���
����� "�� ��� ��
���� #t�� � � � � tn$� 	�	���)�� ��
��������� ������ ���� � ��	���	��� �������� �� 	����)�� "����������� ������
������� ��� ������
��	� �����$ 

���� !��� :��
�� Y G #Y�� � � � � Yn$ ����
	� ���		�	���  Rn 
���� � 
����

�� 
���� ����� #�� Y $ G
nP

k��

�kYk �	
� ���		�	��� 	�������� ������� ��� 	��

� G #��� � � � � �n$ � Rn�

8?



� +�	�� Y  N #a�C$ @���� ��� �
��� � � R � 	��� #6 ,$

Eei����Y � G Eei����Y � G exp
�
i#a� �� $� ,

5
#C��� �� $

�
G exp

�
i#a� � $� � ,

5
#C�� � $��

�
�

� � #�� Y $  N ##a� � $� #C�� � $$ #��� �
����� �� G #���� � � � � ��n$$ 
=
����� +�	�� #�� Y $  N #a� � ��� $ @���� #	� #6 6$ ��� n G ,$

a� G E#�� Y $ G
nX

k��

�kEYk G #��EY $

�

��
�

G D#�� Y $ G D

� nX
k��

�kYk

�
G

nX
k�m��

�k�m cov#Yk� Ym$ G
nX

k�m��

�k�mckm G #C�� � $

#6 8$

#���� ������ � 	 ������������ �j G , � �k G ? ��� k �G j� �������� ��� Yj B
���		��	��� ��������� ��"���� EY �

j � �� j G ,� � � � � n$ 0������������� ��� �
���
� � R

Eei����Y � G exp
�
i�a� � ,

5
��
�
��
�
� #6 <$

+��	����� � #6 <$ � G , � a� � �
�
�

�� #6 8$� ������� #6 ,$ �
C��	���������� ������� r#s� t$� �������� �� T �T � ��������	� ���
��%�
�����

������������� �	�� ������� #r#tk� tm$$nk�m�� � ? ��� �
��� n � N � �
��� ��
���
����� t�� � � � � tn � T  

A����� !��� ��	
� ������ ����������� ���	
�
������ $���%�� a#t$ t � T  
� 	����
������ ���
��%�
����� ������������ ���	
�
������ $���%�� r#s� t$ 
s� t � T � ����� �� T � ����
���� #E�F � P $ 	�)�	
��
 ���		�	��� 	�$� X#t� �$ � R 
��� ��
���� a#t$ G EX#t$ � r#s� t$ G cov#X#s$�X#t$$ ��� 	�� s� t � T �

� C�� �
��� n � N � �
��� � G #t�� � � � � tn$ � T n ������� �� #Rn�B#Rn$$ ��!
�� Q� ��� ����� ������)�� � � ���� #6 ,$� ��� aG#a#t�$� � � � � a#tn$$ � ckmGr#tk� tm$
#	 ��������� �� ��������� ��� 	� 	���
����$ @���� ��������� �
����� �������!
�� �	����� #a$ � #b$ ������� 5 N �

@���� �
������ ���	���������� ��������� ����5 %�����5 �� �������
����
� #RT�BT $5 ���%�� ����� �
7������H �������� �������� � ������������
�������� =������� ��� ��� �
�� ���	���������� 	 � X#t$� ���)�� ��� ��!
����� t � T �������� ������ ������� ��� �	�� n � N� t�� � � � � tn � T � ��� � � � � �n � R
��������� �������	���

nX
k�m��

cov#X#tk$�X#tm$$�k�m G cov
� nX

k��

�kX#tk$�
nX

m��

�mX#tm$
�
� ?�

=�������� cov#X#s$�X#t$$ G cov#X#t$�X#s$$ +�"���� ��
����5 �
����� �
%������ !�� � ������< r5 ��
�<%�� �� %�
,�� ���%%������5 �� � ���& 
�������� �
� �����%������ ����%��%�
,��� ���������� ���� � ����� 
������� �������� r @���� �
������ �
�� ���%���%�
,�� ������
�����
����%��%�
,��� ������� ������% � �
���� ������������ �������
>����%��%�
,���? ���������� ��������� 

8,



-������	��������� ������� R#s� t$� s� t � T � ��� T F ��������� �����	���� ��!
������	� ���
��%�
����� ������������� �	�� ��� �
��� n � N� �
�� t�� � � � � tn � T
� �	�� z�� � � � � zn � C

nX
k�l��

zkZzlR#tk� tl$ � ? #6 A$

#z G u� iv ��� z G u > iv� ��� u� v � R$ +�	�� fX#t$� t � Tg F 	 � � �������)��
�������	��� �������� ��� ������ t� ����� ��� EjX#t$j� � � ��� t � T  =
��!
�� ����� 	 � ������� L�!���%�		��� >�����%������ $���%�� "���� �����		�
����������	� ��������

r#s� t$ G E#X#s$ � EX#s$$#X#t$ � EX#t$$� #6 I$

0�������� ������� X G fX#t$ G 
#t$ > �#t$� t � Tg 	� ���������� � C ��������	�
���		��	��� #���	� 
#t$� �#t$ B ���	���������� �����		�$� �	�� ��� �
��� n � N �
�	�� t�� � � � � tn � T ������ #
#t�$� �#t�$� � � � � 
#tn$� �#tn$$ ����� ���������� ��	�������!
��� #�����	����� ���
����� ���		���	�� #
#t�$� � � � � 
#tn$� �#t�$� � � � � �#tn$$$ 

A����� !�!� >��		 ���
��%�
����� ������������ $���%�� R#s� t$ s� t � T  	��
�����
 	 ���		�� ������%������ $���%�� L�����%�		� fX#t$� t � Tg � 
����
	������
 	 ���		�� ������%������ $���%�� �������	��������� ���		�	��� ����
%�		� fX#t$� t � Tg�
� D	�� X#t$� t � T � F L�!�����		� �� ��� �
��� n � N� �
�� t�� � � � � tn � T �

�	�� z�� � � � � zn � C �����

nX
k�l��

zkZzlr#tk� tl$ G E

���� nX
k��

zkX#tk$
����� � ?�

=
����� +�	�� R#s� t$� s� t � T � F �������������� ������������ ������� +���!
��� R�#s� t$ G ReR#s� t$ � R�#s� t$ G ImR#s� t$� s� t � T  C�� zk G uk>ivk� k G ,� � � � � n�
�������	��� #6 A$ ��	�� ��������� ���	���������� � ������ ��	��� ������ ���

nX
k�m��

R�#tk� tm$#ukum > vkvm$ >
nX

k�m��

R�#tk� tm$#ukvm � vkum$ >

> i

� nX
k�m��

R�#tk� tm$#vkum � ukvm$ >
nX

k�m��

R�#tk� tm$#ukum � vkvm$
�
� ?� #6 L$

*� #6 A$ ��� n G , ������ ��� R#t� t$ � ? ��� �	�� t � T  +�� n G 5� �
�� t�� t� � T
� z�� z� � C � 	����	�� #6 A$ �����

jz�j�R#t�� t�$ > z�z�R#t�� t�$ > z�z�R#t�� t�$ > jz�j�R#t�� t�$ � ?�

0������������� z�z�R#t�� t�$ > z�z�R#t�� t�$ B ���	���������� ��	�� � ��	���	��� ���
z� G z� G , ��������� ��� R#t�� t�$ > R#t�� t�$ � R ��� �	�� t�� t� � T  ��
��� z� G ,�
z� G i� �������� � ����� ��� R#t�� t�$ � R#t�� t�$ �	�� ��	�� ������ ��	�� @����
�
������ R#s� t$ G R#t� s$ ��� �
�� s� t � T  2�� 	���	��� ����
��� 	��������
��	
� ������� R#s� t$ ������ 	���������� R�#s� t$ G R�#t� s$ � R�#s� t$ G �R�#t� s$
��� s� t � T  +�"���� �������	��� #6 L$ ����� ������	��� � ���� #C�� �$ � ?� ���

85



� G #u�� � � � � un� v�� � � � � vn$� #�� �$ F 	�������� ������������ � R�n� � ������� C 	��!
��������� �������������� ������������ 	 ���	����������� "���������H

C G
�
R�#tk� tm$ R�#tk� tm$
�R�#tk� tm$ R�#tk� tm$

�
k�m���			 �n	

#6 N$

� 	��� ��������� 5 ,? 	�)�	����� ���		��	��� �����		 #
#t$� �#t$$� t � T � 	� ���!
������� � R� ��� ������ t� ����� ��� ��� �	�� n � N � t�� � � � � tn � T ������
#
#t�$� � � � � 
#tn$� �#t�$� � � � � �#tn$$  N #?� C$� ��� ������� ���������� C ������	� ���!
����� #6 N$ �������

X#t$ G
,p
5

#
#t$ � i�#t$$� t � T� #6 ,?$

@���� ��� s� t � T #�������� �� ��������� ��� �R�#t� s$ G R�#s� t$� s� t � T $ �����

EX#s$X#t$ G
,
5

#R�#s� t$� iR�#t� s$ > iR�#s� t$ > R�#s� t$$ G

G R�#s� t$ > iR�#s� t$ G R#s� t$� �

A����� !�#� *���������� �����	���� ���%�		� ������  	���	
�� 5 ,< ����
����
�� 	����#)���5

,� #W #t$� t � ?$ ! ��		�	��� ���%�		8
5� EW #t$ G ?� t � O?��$8
6� cov#W #t$�W #s$$ G minft� sg� t� s � O?��$�

�4� ��� ������� ��� �����		 	 ������	����� �����)������� ��	�������� �
	��� 	���	���� 5 ,<� ������������� #5 5,$� � � �	������ 5� � 6� C������� ��� "���
�����		 ������	� ���		��	��� ������ #W #t�$� � � � �W #tn$$� ? � t� � � � � � tn� ���	!
	��	���� � � �� ��������	� �������� ����
���������� #	� #5 ,L$$ �������

#W #t�$ �W #?$�W #t�$ �W #t�$� � � � �W #tn$ �W #tn��$$�

������� ������	� ���		��	���� � � 	�	���� �� ������	���� ���		��	��� �������
� 	��� 5$ � 6$ C��	���������� �	�� � Rn ������ Y  N #a�C$� ��� �������	�
#6 ,$ � #5 ,N$� 	���� ��������� ��� AY N #Aa�ACA�$� ��� AG#ak�m$nk�m�� � ak�m � R�
k�m G ,� � � � � n 

B&�%��� ��	�� ��������� �	����� ,�� 5�� 6� +������� ��� ����� �����		 �
��!
���� 	���	����� ,$� 5$� 6$� ���������� � 	���	���� 5 ,< � 	��� 	���	���� 5 ,<
� ������� 5 5, ��������� ��� ������� r#s� t$ G minfs� tg� s� t � O?��$� ������	�
�������������� ������������ 0������������� �� ������� 6 5 	�)�	����� ������!
�������� ���		��	��� �����		 #W #t$� t � ?$ 	 ����� �������������� �������� @��
��� ������� r#s� t$ �������������� ����������� ����� ��������� � ����	���	������H

r#s� t$ G

�Z
�

, ���minfs�tg
#z$ dz G

�Z
�

, ���s
#z$, ���t
#z$ dz�

� ��� �
�� n � N � �	�� ��� � � � � �n � R �����

nX
k�m��

r#tk� tm$�k�m G

�Z
�

� nX
k��

�k, ���tk
#z$
��

dz � ?�

86



+�	������ EW #?$ G ? � DW #?$ G cov#W #?$�W #?$$ G minf?� ?g G ?� �� W #?$ G ? � � 
C����� ��� ? � t� � � � � � tn ���������BBB	

W�

Wt� �W�
   

Wtn �Wtn��


CCCA G

�BBBB	
, ? ? � � � � � � � � ?
�, , ? � � � � � � � � ?
? �, , � � � � � � � � ?
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
? ? ? � � � �, ,


CCCCA
�BBB	
W�

Wt�
   

Wtn


CCCA �

+�"���� #W #?$�W #t�$ �W #?$� � � � �W #tn$ �W #tn��$$ F ���		��	��� ������ 0�� 
�����%� ����������� ���%�� ��������� %��� � %�
,�� %���5 ����
�%��� �������� �����
,� #������ ����� ������	���� ���������� ��!
��� � ������ ������ ����� ��� � � ��	������	� � ������������ � � ���������Q �
���		��	��� 	����� 	������ ��	����������	� �������� #6 ,$$ @����� �������� ���
� 	��� 
��������	�� ����������

cov#W #tk��$ �W #tk$�W #tm��$ �W #tm$$ G

G minftk��� tm��g � minftk��� tmg � minftk� tm��g > minftk� tmg G ? ��� k �G m�
#6 ,,$

*� ���������	�� ������� �����)���� 	������ ���������	�� W #t$�W #s$ ��� �
��
t� s � ? #������%�� ����������� ���%�� ��
��%�� ����������� � � ��� � � 
�������	� �� � � �	������� ������� ���������� ��	�� �j$ -���� ����� E#W #t$ �
� W #s$$ G EW #s$ � EW #t$ G ? � D#W #t$ � W #s$$ G t � s ��� t � s #����	�����
	��������� ���������� #6 ,,$$ �

+������� ��� ����� ���� ����< ����%�����< ������������ ������� ��
���
����%�
,���%� ���������� ��
���� � ��� "��� ����� ��� ��	��������
�����		 
���� ����� 	 ��������	�� , ����������� %���%���� 

@������ !��� � 	���� 	� 	���	������ 5 ,8�5 ,< � �������� 5 ,, ������	�� ��!
������� ��� ��
� ����%��%�
,��� ������� Xt� t � ? �����%�� �� $ � ����%
���������� ���������5 %� ��
���� �����������%� >����? ��� %���%� 
��� �
���% ��������%, -%��� �������� 1���� �
)�� ��������� 	�������	� �
+��������� 5 

	��
 ���%���� ������� W #t$ � �%����� O?� ,P ������ $���%�� 9����
Hk#t$� t � O?� ,P� k G ?� ,� � � � � �������

H�#t$ � ,� H�#t$ G , ������
#t$ � ,������
#t$�

� ��� 5n � k � 5n�� #n � N$� �
������� an�k G 5�n#k � 5n$� ���������

Hk#t$ G 5n��#,In�k #t$� ,Jn�k #t$$�

��� In�k G Oan�k� an�k > 5�n��P� Jn�k G #an�k > 5�n��� an�k > 5�nP #��	 6 5$ 
0�	���� fHkg ������	� ��
��� � ��%������������� � L�O?� ,P � �����

��&�� (�������� ��� 	�������� ������������ � L�O?� ,P ������	� ��������

hf� gi G

�Z
�

f#t$g#t$ dt� f� g � L�O?� ,P�

=���������������	�� fHkg ��������� � ������� �������� �� ����� ��� 	 ����)�
�������� ���
������ ������� Hk ����� ����	��� ���������� ����������� 	 ���!
���� ������������� ������� #@��� , ������
 G #H� > H�$�5� ,������
 G #H� � H�$�5�

88



�

�

�

q q
8

;n��

�;n��

an�k an�k < ;
�n 9

Hk)t+

t

���� ���

, �����
 G #, ������
 > #,�5$H�$�5� ,�������
 G #,������
 � ,�5H�$�5� � � � � , �an�k �an�k���n��
 G
G #, �an�k �an�k���n
 > 5�n��Hk$�5 ��� 5n � k � 5n�� $

0������������� �
� ������ f � L�O?� ,P ����� ����	������ � ����

f G
�X
k��

hf�HkiHk� #6 ,5$

��� ��� � ������ ��	�� #6 ,5$ 	�����	� � L�O?� ,P =������ ������ ��� �����	���
+��	����� ����

hf� gi G
�X
k��

hf�Hkihg�Hki� #6 ,6$

=�������� ������ $���%�� ?������ #	� ��	 6 6$H

Sk#t$ HG

tZ
�

Hk#y$ dy � h, ���t
�Hki� t � O?� ,P�

�

�

8

;��
n
� ���

an�k an�k < ;
�n 9

t
Sk)t+ )k � 9+

���� ���

A����� !�+� ��	
� f
k� k � ?g � ��	�����
�����	
� �����	���� N #?� ,$
������ �� ����
���� #E�F � P $ #�� 	���� ����� ��	
���
� 	����	�� 	���	
�
�# , N$� ������� ��� t � O?� ,P � � E

W #t� �$ G
�X
k��


k#�$Sk#t$� #6 ,8$

����� W �	
� �����	��� ���%�		 �� O?� ,P #
� �� 	��	
� ����������  �������
����� �������� �� O?� ,P$ ���#)�� ���� ���������� 
����
�����

(�� ������
��	� ��� ����� 

8<



���� !�(� ��	
� ��	���� ��	�����
�����	
� fakg�k�� 
���� �
� ak G

G O#k�$ ��� k � � ��� ����
����� � � ,�5� ����� ���
�P
k��

akSk#t$ 	����
	� �����

����� �� O?� ,P � 	�����
����� �����
 ���������# �� O?� ,P $���%�# #
� �� 	�
Sk#t$ ���������$�

� C�	������� ��������� ���

Rm HG sup
t�����


X
k��m

jakjSk#t$ � ?� m��

#Sk#�$ � ? ��� �	�� k$ *���� jakj � ck� ��� �	�� k � , � ���������� c � ?� ��"����
��� �
��� t � O?� ,P � n � ,X

�n�k��n��

jakjSk#t$ � c5�n����
X

�n�k��n��

Sk#t$ � c5�n����5�n���� � c5��n��������

4� ����� ��� t �������� ������ � ���� �� ������	���)��	� ��	������ ������� Sk�
5n � k � 5n��� � ��� ��� ? � Sk#t$ � 5��n����� ��� ��		����������� k +� �	����
� � ,�5� 	�������������

Rm � c5�
X
n�m

5�n������� � ? ��� m� �� �

���� !�.� ��	
� �� ����
���� #E�F � P $ ������ #�������
����� �����	����$
������� 
k  N #?� ,$ k G ?� ,� � � � � ����� ��� �#���� c � 5��� � ��� � � E �����
�����
� N�#�� c$ 
���� �
�

j
k#�$j � c#log k$��� ��� 	�� k � N�#�� c$�

� C�� 
  N #?� ,$ � �
��� x � ? �����

P #
 � x$ G #5�$����
�Z
x

expf�y��5gdy G #5�$����
�Z
x

#�,�y$d#e�y
���$ G

G #5�$����
�
x��e�x

��� �
�Z
x

y��e�y
���dy

�
� x��#5�$����e�x

���� #6 ,<$

1���� ����� ������ ���

P #
 � x$  x��#5�$����e�x
��� ��� x��� #6 ,A$

0������������� ��� �
�� x � ?

P #j
j � x$ � x��#5��$���e�x
���� #6 ,I$

+�"���� ��� c � 5���X
k��

P #j
kj � c#log k$���$ � c��#5��$���
X
k��

k�c
���#log k$���� ���

=	����	� 	�	����	� �� 
���� F���
�D0�%�

� #	� O6� 	 //P$� ��������)��
��� �	��

P
k

P #Ak$ � �� �� 	 ��������	�� ? ���������� 
�	�������� ��	�� 	�
�!

��� Ak� � � P
�T

n

S
k�n

Ak

�
G ? �

8A



4������� � ���%�����< ������������ ������������ �������� 9�� 
'�� %������ 6 A 
�G����������%, ���� %���%���� W #�� �$ ���� �
����% �� 
��� 6 I � 6 L 

'������� ��� ��� #6 ,8$ �� ������ � � ���������� 	�����	� �� O?� ,P� �� � ��� ������
t � O?� ,P 	�����	� � L�#E$ G L�#E�F � P $ C��	����������

E

���� n�mX
k�n


k#�$Sk#t$

����� G
n�mX
k�n

n�mX
l�n

Sk#t$Sl#t$E
k
l G
n�mX
k�n

S�
k#t$� n�m � N�

=	����	� ���	�� ������� L�#E$ � ��� ���
P

�n�k��n��
S�
k#t$ � #5��n�����$� ��� �	��

t � O?� ,P =
������� Zn#t$ G
nP

k��


kSk#t$ *���� ��� ������� t � O?� ,P �����

Zn#t$
L������ Z#t$ ��� n � � � Zn#t$ � W #t$ � � ��� n � � =�	�� ���������

��� Z#t$ G W #t$ � � #��� 	������	�� � � � ��� � 	������	�� � 	������ ��������!
��	��� ������ 	������	�� �� ��������	��� � ������ �� ��������	�� ��	����������!
��	�� 	�������� ������� ��������� ���������� 	 �����	�� �� "�����������	��$ 

@���� �
������ Zn#t$
L������ W #t$� n � � #t � O?� ,P$ G���� ������� � ��� 

��������< ������< ������� W #t$� t � O?� ,P +�	������ EZn#t$ G ? ��� �	��
n � N � t � O?� ,P� �����

jEW #t$j G jEW #t$ � EZn#t$j � #EjW #t$ � Zn#t$j�$��� � ?� n� ��

0������������� EW #t$ G ? ��� �	�� t � O?� ,P 
C�� �
�� s� t � O?� ,P� �������� �� �������� ����������	�� 	��������� �����!

�������� ��������

#Zn#s$� Zn#t$$L���� � #W #s$�W #t$$L���� G EW #s$W #t$ G cov#W #s$�W #t$$�

�� � 	��� ������	���	�� ��	������������	�� f
kg � ��	������ E
� G ,� k � N�

#Zn#s$� Zn#t$$L���� G EZn#s$Zn#t$ G
nX

k��

Sk#s$Sk#t$E
�k �
�X
k��

Sk#s$Sk#t$� n���

� 	����	�� #6 ,6$

�X
k��

Sk#s$Sk#t$ G
�X
k��

hHk� , ���s�ihHk � , ���t
i G h, ���s
� , ���t
i G minfs� tg�

���'��5 �%� W F ���������� ������� ��	��������	� ������ 6 , M�	!
	������ Y G #�� � $� ��� � G #W #t�$� � � � �W #tn$$� � � Rn� t�� � � � � tn � O?� ,P @����

Y G
nX

m��

�m

�X
k��


kSk#tm$ G
�X
k��

bk
k� #6 ,L$

��� bk G bk#��� � � � � �nQ t�� � � � � tn$ G
nP

m��
�mSk#tm$� � ��� � #6 ,L$ 	�����	� ��� � � �

��� � � L�#E$ ��� �������� 	���� ������ �
����)�� "���� 	���	����� '�������

��� YN G
NP
k��

bk
k  N #?� ��
N

$� ��� ��
N

G
NP
k��

b�k� ������� EY �
N G ��

N
� EY � G ��

8I



#	������	�� "�������� � L�#E$ ������ 	������	�� �� ����$ 9�������� ��� YN
D�� Y

��� N �� #	������	�� �� ��	��������� 	������ ��� �� 	������	�� � � � ��� � ��
	������	�� � L�#E$$� ��������� ���

�
YN

#�$ G e
���

N
	�

� � e
���	�

� G �
Y

#�$� � � R�
� � Y  N #?� ��$ �

�������

fW #t� �$ G

�
W #t� �$ ��� � � E��

? ��� � � E n E��
#6 ,N$

��� E� � E 	�	���� �� ����� �� ��� ������� ���������� W #�� �$ ���������� @����fW F �����		 	 ������������ ������������ ��� �	�� � � E +�� "��� ��� �������
t � O?� ,P ����� f� H W #t� �$ �G fW #t� �$g � E n E� 4�<�� �� &���� ���%%,5
�%� #E�F � P $ ��
�� #� F ������� �	� ��������	��� �����	�� ���� ���� � ��
�����	��� ���� ����$ @���� fW �	�� ����������� W #� � P #fW #t$ G W #t$$ G , ���
�
��� t � O?� ,P$� ����������� �	�� �� O?� ,P 

C�� ��	������� W �� O?��$ ��� ������
��	� ��	���� 	����� 	����)��� �����!
������ 

���� !�*� ��	
� X G fX#t� �$� t � Tg ! 	�������� ���%�		 �������� ��
���������������
��� 	������������ ��
����	��� ���	
���	
� T � ����
����
#E�F � P $� ��	
� ��� ������ t � T ������� X#t� �$ �������#
 ��������  �����
	��� ���	
���	
� X 	 ��
����� �� "	�� 	� 
����
���� X ��������� �� T  

� X �	
� 	��� 	� ����������  ���	
���	
� C#T�X $ /���������� �� T $���%��
	� ����������  X ��� ������ t � T 0 	 
��������� ���������� 	������	
� ��
������
�� 
��� 	��������� ��
�����

�C#x#�$� y#�$$ G
�X
n��

5�n sup
t�Kn

�#x#t$� y#t$$
, > �#x#t$� y#t$$

� #6 5?$

���	� T G 	�n��Kn ��� Kn ! ������
� � Kn � Kn��� n � N�

�+��	����	��� #C#T�X $� �C$ ������	� ����	��� #��������� � ����	��� ���	����
����������$ +�"���� � 	��� ��������� 5 5 � 	���	���� , 5 ��	������� ���������
��� ��� �
�� y � C#T�X $ � �
�� r � ? ��� ���������� ����

OBr#y$P G fx � C#T�X $ H �C#x� y$ � rg
����� A G f� H X#�� �$ � OBr#y$Pg � F  ������� 	������ �	�� ������� � T �����!
	��� M  @����

OBr#y$P G

�
x � C#T�X $ H

�X
n��

5�n sup
t�Kn�M

�#x#t$� y#t$$
, > �#x#t$� y#t$$

� r

�
�

=	����	� ���	��� ���

�n#�$ G sup
t�Kn�M

�#X#t� �$� y#t$$
, > �#X#t� �$� y#t$$

� FjB#R$�

� �����	��� f� H
P�

n�� 5�n�n#�$ � rg � F #�������	��� �
7�	���� ��	������ ���
����������� �����
���$ �

8L



+� ����� 6 N fW �	�� 	 " 	� ���������� � CO?� ,P� ��� ��	���������� �� B#CO?� ,P$
��������	� ����� :����� � �
��������	� W 

+������	� 	���	����� , N� ���%���� ������ �� ��������� #������$ #E�F � P $
���
����%�
,���%, ���������� ��-� fWn� n � N� %��� �%� fWn#�� �$ � CO?� ,P
�
� � � E � PfWn

G W � B#CO?� ,P$ B�����
�� ������� fW � O?��$ � �����,<

������������ ��
������ ��������� fWn� � � �������

fW #t� �$ G

������
fW�#t� �$ ��� t � O?� ,$�

kX
j��

fWj#,� �$ >fWk��#t� k� �$ ��� t � Ok� k > ,$� k � N� #6 5,$

�

r
r

? , 5

W�#,$

W�#,$ > W�#t� ,$

�
t

���� ���

A����� !��$� ���%�		 fW  ������������ $������� #6 5,$ �	
� �����	���
���%�		 �� O?��$ 	� 
����
���� ��
����� ����������

� (���������	�� fW �������� �� ��	������ =������� ������ ��� fW #?$ G ? 
+������� ��� fW F �����		 	 ������	����� �����)������� ����� ��� fW #t$ �
� fW #s$  N #?� t � s$ ��� ? � s � t � � D	�� s� t � Ok� k > ,$ ��� ����������
k � ?� �� fW #t$�fW #s$ G fWk��#t� k$�fWk��#s� k$  N #?� t� s$ D	�� s � Ok� k> ,$ �
t � Om�m> ,$� ��� k � m� �� Os� t$ G Os� k> ,$	 S

k�l�m

Ol� l> ,$	 Om� t$ #
S
l��

Ol� l> ,$ G �$ 

�r r
8 9 k k<9 l l<9 m m<9

ts

���� ���

+�"����

fW #t$ �fW #s$ G fW #k > ,$ �fW #s$ >
X

k�l�m

#fW #l > ,$ �fW #l$$ >fW #t$ �fW #m$� #6 55$

@����� �������� ��� 
� > � � � > 
q  N
� qP
i��

ai�
qP
i��

��
i

�
� �	�� �������� 
�� � � � � 
q ��!

����	��� � 
i  N #ai� ��i $� i G ,� � � � � q 0 " fWk��� � � � �fWm�� ������	��� D	��

8N



����	� �������� �����	��� Il � O?� ,P� k � l � m� 	 ��	��� "�������� jIlj � 
�!
�����	��� ������� fl H RjIlj � R #� � B#RjIlj$ j B#R$!��������� ���
�������$� ��
fk��#fWk��#tj$� tj � Ik��$� � � � � fm��#fWm��#tj$� tj � Im��$ F ������	���� �������� 
� ��	���	��� ��	�� �������� ������	���	�� �����)����� ��������)�� � #6 55$ 

K���������� ��		������� ���������� ��� �����		 fW ����� ������	���� ���!
��)���� #	������ ���	��� ��� ��������� ������� �� ������	���)��	� ��
����
������	���� ������� 
���� ������	���$ �

9
�� �� ���%�� ����������� ������� ��<�� ����������� � �� �� 
=�� ��
�� �� W �

)���������� &���������� ���'����� ��������	� �����		 fW #t$ G #W�#t$� � � � �Wm#t$$� t � ?g
	� ���������� �Rm� 	�	��������� ��m ������	���� 
������	��� �������� fWk#t$� t � ?g�
k G ,� � � � �m 4� ����� 	������ W�#t$� � � � �Wm#t$ ������	����� 	 " 	� ����������
� ����	��� ���	����	��� CO?��$ 	 �������� ���� #6 5?$� ��� Kn G O?� nP� n � N 

���������� � 	�
�������

4� ������� ��� ��	������� ��	������ ����������� � � �� O?� ,P �������	���
�����		� ���
� 	����� �������� ����������� �������	��� �����		 �� O?��$ +�!
"���� 	����	 �� ��		������ �)� ���� ���	��� ����%�����< &�����������
���'���� � O?� ,P5 ����
�'����< �� ���� 

+�	�� �� ��������� #E�F � P $ ����� ��		�� ������	���� ������� fX���� Y���Q Yn�k�
, � k � 5n� n � ,g ������ ��� X��� � Y���  N #?� ,$� Yn�k  N #?� ,$� , � k � 5n� n � ,
#"�� �������� � 	��� 	���	���� , N$ =�������� ��	������������� ��� �� �����
���������� n� �������� Xn�k� , � k � 5n� n � ,� ������� � ����	���	�� �� �����	��
��� �������	�� k� � � ��� k G 5m� , � k G 5m 	������	������

Xn����m�� G #Xn�m > Yn�m$�5� Xn����m G #Xn�m � Yn�m$�5�

=
������� Sn�� G ?� Sn�k G
Pk

j��Xn�j � , � k � 5n� n � ,� � ������ �����		�
Bn#t$� ? � t � ,� ���� ���

Bn#k5�n� �$ G Sn�k#�$� , � k � 5n�

� ��� t � Ok5�n� #k > ,$5�nP �������� Bn#t$ ��������	� �������� ������������� ���!
����� Bn#k5�n$ � Bn##k > ,$5�n$� k G ?� � � � � 5n � , � ����� �� ����� 	����	���
�����		�� Bn#t$� ? � t � ,� n � ,� �	� ���������� ������� ���������� �� O?� ,P 

3���� ������� ���

B�#t$ G tX��� � sup
t�����


jB�#t$j G jX���j�

� ��� n � ,

sup
t�����


jBn��#t$ �Bn#t$j G
,
5

max
��k��n

jYn�kj�

+������	� #6 ,I$� ���������

P # max
��k��n

jYn�kj � n�5�n��$ � 5nP #
 � n�$ � 5n#5�$����e�n
����

���	� 
  N #?� ,$ 0������������� �� ����� 1����� B -������� #	� 	 //$ ��� � � �
	�)�	����� N G N#�$ ������ ��� ��� �	�� n � N

sup
t�����


jBn��#t$ �Bn#t$j � n�5�n�����

<?



*���� ���

B�#t� �$ >
�X
n��

#Bn��#t� �$�Bn#t� �$$

��� � � � 	�����	� ���������� �� 	����	�� ������� ���������		� ���� � � �����!
����� �� O?� ,P ������ B#t$ 

0 ����)� ����� 6 , ��� 	 ����)� #6 ,6$ ����� �	��������� ��� ��� ������
n � ? �����		 fBn#t$� ? � t � ,g ������	� ���		��	��� 

E��� !��� (������ EBn#t$ � cov#Bn#s$� Bn#t$$ ��� s� t � O?� ,P � n � ? 

E��� !��� C�������� ��� B#t$ B ���		��	��� �����		 

E��� !�!� C�������� ��� EB#t$ G ? � cov#B#s$� B#t$$ G min#s� t$ ��� s� t � O?� ,P 

9��������� 6 5 � 6 6 ���������� ��� B#t$ B ����������� � � 
������	��� ���!
����� �� O?� ,P 

=������� ��� &���������� ���'���� ��'�% &�%, ��
����� �� ���
��� 
�%�
,���%� ���������� �%���%��� ���������� ��
���� � ���%���
���
������ �������5 �%
����� �% ���%��� I���� @��� +"�� � �����
#,N68$ ��������� ���


�t>
�X
n��

�n��X
k��n��


k
p

5
sin#�kt$

�k
� #6 56$

��� 
�� 
�� � � � B � � � N #?� ,$ ��������� � � 	�����	� �� O?� ,P ����������� � ����
���������� ������� ����)�	� �������	��� �����		�� �� O?� ,P *�����	��
	���	������ "�� ��	������� 	 ����������� ]����� ������� ������� #������ 
���
��	������� M������$� ��� �������

f#t$ G
�X
n��

sin#�n�t$
n�

� t � R�

����������� �� �� � ����� ����� �� ����� ����������� � O6� 	 ,?P 	 ����)�
��	����� 	����� ������ �������� ���		�� 1�	��� ��������� ��� �������

W �n�#t� �$ G
t
�#�$p

�
>

r
5
�

nX
k��


k#�$
k

sin kt

��� ��������� �����	������������	�� fnmg 
���� � � ���������� 	������	� � 
��!
����	���� ������� �� ������� O?� �P M��������� ��� 
������	���� �������� 	�!
������ ����� ������� #,? 6,$ � #,? 8L$ 

4����'���%, ���%������ ������������ � O?� ,P &����������� ���'� 
��� ���� ��%���% �� %������ ���� � %������ 0�
������� � �������� 
��� ���������� #	� ������� C5 55$ C��	����������

E#Wt �Ws$ G 6#t� s$�� s� t � ?�

E��� !�#� =��������	� �� ������������ 	������)���	� � 	���	���� 5 ,<� ��	!
�����������	� ���� ��� ������	�� ������� A


pA�#x$ G jdetAj��p�#A��x$ #6 58$

��� 	��������� ������� 
 	� ���������� � Rn� ���)��� ������	�� p�#x$� � A B
������������� ������� n!�� ������� 	 ���	����������� "���������� ��������
������� ��� ������	��� � !� � �������	���� �����		� 

<,



4 ���� �
���� &���% ���&�� C������%,C &���������� ���'���� ��
�������
,��� %���� x � R� � �� ������ �� ? =�������� ����� ���	�� �����		

Wx#t� �$ G x > W #t� �$� #6 5<$

+������� ��� "��� �����		 ��	������ #��� ������� x � R$� ���������	� �� ������!
������� 	����	��� 	����	������� ��� K ������� ��������� ��� ? G t� � t� � � � � � tn � ,� n � N
���� Qx

t��t��			 �tn
� ������� ��� .���������������.

Qx
t��t��			 �tn

#B� �B� � � � ��Bn$ G Qx
�#B�$

Z
B�

dx� � � �

Z
Bn

dxn

nY
k��

ptk�tk��#xk � xk��$�

#6 5A$

���	� x� G x� t� G ? � Bk � B#R$� k G ?� � � � � n

pt#x$ G #5�t$���� expf�x��#5t$g� x � R� t � ?� Qx
�#B$ G ,B#x$� B � B#R$� #6 5I$

E��� !��� -�� 	������ ������������ Qx
t��			 �tn

��� ? � t� � � � � � tn � ,� ���
�
���� Qx

� � ��� � G #s�� � � � � sk$ ? � s� � � � � � sk � ,� k � N 	������ � !� � ����������
	��������� �����		� Xt� t � O?� ,P/

=
������� R� �����	��� ������� ������������ ����� ������� O?� ,P +� ��!
����� -���������� 	�)�	����� �����		 Xt� t � R�� ���)�� � !� � Qx

t��t��			 �tn

#tk � R�� k G ?� � � � � n� n � N$� ��� "���� ��� �� ������ ����� ����� X#t� �$ G �#t$
��� E� 	�	���)��� �� �	�� ���	���������� �������� �������� �� R� =
�������
Qx ��	���������� �� #RR��BR�$ ��	��������� �����		� 

E��� !�+� C�������� ��� Qx#C�$ G ,� ��� C� B 	��������	�� ���������� �����!
������ �� R� ���	���������� ������� 

@����� �������� ��� �������5 ��������� ���������� � R� #�
7�	�����
������ "�� ���
������� � ��	�������� �	�����$� ��������� �����
'�%�� ��
�������5 ����������� � O?� ,P +�"���� ��	������ ��� ���������� ��������
��	������ �����		 X#t$� ? � t � ,� ���)�� � � ����������� ���������� �� O?� ,P 
=
7�	����� ������ X ����� �	� � !� � #� �� ������ ��� ����� �� R�$� ����������
�������� #6 5A$/

E��� !�(� C�������� ��� ��	�������� ���� �����		 X#t$ �	�� 
������	��� ���!
����� #6 5<$ �� O?� ,P +�� "��� PX �� B#CO?� ,P$ ��������	�� ��� Qxg� ��� g B "��
���
������� 	������ ������� �� CO?� ,P �� ������� �� R� +�������� ������
��������	�� "���� ���
������� 

E��� !�.� +������	� ��������� ���� ���	�������� �������	���� �����		� #��
	����	������� ����� �� �����	��� ������� ������������ �����$� ��������� ���
� ��	��������� �����		� ����� �	� ���������� �����	� ��
,���������� ���� 
����� 	 ����������� � � ,�5� � � 

jX#t$ �X#s$j � C�jt� sj�� s� t � O?� ,P� C� G const � ?� #6 5L$

E��� !�*� C�������� ��� 	 ��������	�� ,

lim sup
t
�

W #t$�t��� G �� #6 5N$

C������ 	������� � ? �� ���������	� �	����� :������� ������� ,�5 
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� �� �� ����� ������	�� �������� �)� ���� ���� � ��������� ��������� ���!
������� 
������	���� �������� 

A����� 9!��$ >F��%��?� +�		��
��� ��	�����
�����	
� Rn� n � N ���

������#)��	� ��������� �
����� O?� tP� t � ? ��� t
�n�
m G tm5�n� m G ?� � � � � 5n� ���

���

�n��X
m��

#W #t�n�m��$ �W #t�n�m $$� � t ���� ��� n� �� #6 6?$

E��� !���� C�������� ��� �������)�� ����������� #6 6?$ �� �
����� �����!
����	� �	�� 
���� ������������ ��������)��	� ���
����� Rn� n � N 

=
�����	� � ��������� �&�&������ &����������� ���'���� 
1���
������ #��� �������$ ������	��� ������� 	 ������
���� 	 � #?� 5P B "��

�������������� ���		��	��� �����		 W ���#t$� t � ? 	 �������������� ��������

cov#W ���#s$�W ���#t$$ G
,
5

#s� > t� � jt� sj�$� s� t � ?� #6 6,$

+�� 	 G , �������� 	���������� 
������	��� �������� 

E��� !���� C�������� ��� �������� ��������)�� � ������ ��	�� #6 6,$� ����!
��	� �������������� #2��� ��������� ����� 
��� ������� �� �����%�
����
)���
,&��% ��� ���������� 	����	����	���� ���������� 	� ���������� � ���!
��� // $

+����		 X#t$� t � ? ��������	� ���%�		�� 	� 	
�%��������� �����)�������
�	�� ��� �
��� n � ,� �
�� ? � t� � � � � � tn � �
��� h � ?

#X#t�$ �X#t�$� � � � �X#tn$ �X#tn��$$
DG

G #X#t� > h$ �X#t� > h$� � � � �X#tn > h$ �X#tn�� > h$$�

��� DG �������� �����	��� �� ��	��������� *� ���������� ���� ���� �������!
��� ��������� ��� ���
��� 
������	��� �������� B "�� �����		 	� 	������������
�����)������ 

E��� !��!� +�	�� X G fXt� t � ?g B ���		��	��� �����		 ������ ��� ��� �	��
? � s � t ��

E#Xt �Xs$ G #t� s$c� D#Xt �Xs$ G f#t� s$� #6 65$

��� c � R� � ������� f H R� � R�� #R� G O?��$$ @���� X B �����		 	� 	��������!
���� �����)������ 

E��� !��#� +�������� ��� ��� �����		� ���
���� 
������	���� �������� 	 ��!
��������� 	 � #?� 5P

E#W ���
s �W

���
t $� G js� tj�� s� t � ?� #6 66$

+�	�� #T� �$ B �������	��� ���	����	��� 	 ���	��������� ������ � F������ 
���� #���	����������$ �������� ���� �� T ��������	� �������������� ���!
	���������� ���		��	��� �����		 BL G fBL#t$� t � Tg 	 �������������� ��������

R#s� t$ G
,
5

#�#s� �$ > �#t� �$� �#s� t$$� #6 68$

0�����	��� ������� 	�	���� � ���� ��� �� ��� �
�� ������� � ������� #6 68$
������ �������������� ����������� ������ 
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E��� !���� :��		��	��� 	 � X G fXt� t � Tg 
���� 
������	��� �������� 3���
�� T ����� � ������ ������ ����� X G ? � � � E#Xs�Xt$� G �#s� t$ #��� "��� �����	
� ��������������� �����������	�� ������� � #6 68$ �� 	������	�$ 

D	�� #T� k � k$ B ������������� ���	����	��� #� ��	���	��� Rd 	 ���������� ���!
��� j � j$� �� 
������	��� ��������� 3��� ��������	� ���		��	��� 	 � 	 �������
	������ � �������������� ��������

R#s� t$ G
,
5

#ksk> ktk � ks� tk$� #6 6<$

� ����������� 	����� ������ #6 6,$ ���� ����������� 	��������� ���� ,�� !
?������� 2�� ����� �������������� ���		��	��� 	 � V ��� G fV ���#t$� t � Rd

� G O?��$dg�
��� �������

cov#V ���#s$� V ���#t$$ G
,
5

#jsj� > jtj� � jt� sj�$� s� t � Rd
�� #6 6A$

(�������� ����� ,�� ! @��%�� ��������	� ���	���������� ���		��	��� ����!
��� X G fXt� t � Rd

�g ������ ���

EXt G ? � cov#Xs�Xt$ G
dY

k��

minfsk� tkg� #6 6I$

��� t G #t�� � � � � td$� s G #s�� � � � � sd$ � Rd
� 

9��'��5 �%� %��� ��
� ����� �����%���% +�	�� Wk#t$� t � ?� k G ,� � � � � d
B ������	���� 
������	��� �������� #�� ����� ��	������ Wk �� #Ek�Fk� Pk$� � ��!
��� ����� #E�F � P $ G #E��F�� P�$�� � ��#Ed�Fd� Pd$ +������ Y #t$ G W�#t�$ � � �Wd#td$
��� t � Rd

� G O?��$dg @����

EY #t$ G ? � cov#Y #s$� Y #t$$ G
dY

k��

minfsk� tkg� #6 6L$

0�������������
Qd

k�� minfsk� tkg ������	� 	����������� �������������� ���������!
��� �������� @���� �
������ �	����	� ��	����������	� �������� 6 A 

E��� !��+� T�� ����� 	������ � ��������� ���� 3��� B T������ �� ���������!
��� ���	��	��� Rd/

(������ �����)������ ���� fXt� t � Rdg �� ���		� �������������� #�������!
���������$ B G #a� bP G #a�� b�P � � � �� #ad� bdP � Rd 	 � ����

Y #B$ G
X

#�,$k�kX#��a� > #, � ��$b�� � � � � �dad > #, � �d$bd$� #6 6N$

��� 	���� 
����	� �� �	�� �������� � G #��� � � � � �d$� ���)�� ������������ ? ���
,� � k�k G

Pd
k�� �k 

E��� !��(� C�������� ��� fY #B$� B � Rg� ��� R B 	��������	�� ������������!
��� B G #a� bP� �	�� ���		��	��� 	�������� ������� (������ �� 	������ � �������!
������ ������ 

E��� !��.� C�������� ��� ��� �
��� n � 5 � ������	���)��	� ����������!
����� B�� � � � � Bn � R �������� Y #B�$� � � � � Y #Bn$ B ������	��� C���� �����������
���� 3��� B T������ � �������� ������� Y #B$� B � R� ����������� �����������
	������)���	� � 	���	���� 5 ,< ��� �������	���� �����		� 
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=�������� ������� B��=%��� D E
��&�� 	 ����������� 	� � � ? ��������

Vt G e��tW #	e��t$� t � R� #6 8?$

��� W B 	���������� 
������	��� �������� 

E��� !��*� C�������� ��� fVt� t � Rg B ���		��	��� �����		 � ������� ��� ��!
����������� ������ 

E��� !��$� (������ ������������� ������ ���		����	���� �����		� 

@����� �� �
�����	� � ������< �%���%������ ����������� ������ 
���5 ���<��� ���������� ��������� (�� ������
��	� ��	������ ���	���
���������� 

E��� !���� +�	�� X G fXt� t � Oa� bPg B ���	���������� �����		� 	����	����	��
����������� � ������ ����� t � Oa� bP #	� #5 6<$$ @���� X ������	� ����������
	����	����	�� ����������� �� Oa� bP� � � ��� �
�� �� � � ? ������	� ^ G ^#�� �$
������ ���

P #jXt �Xsj � �$ � �� �	�� js� tj � ^� s� t � Oa� bP� #6 8,$

E��� !���� +�	�� ��������� �	����� ��� 6 5, @���� �����		 X ��������� ��
��������	��� � � 

lim
c��

sup
t��a�b


P #jXtj � c$ G ?� #6 85$

E��� !��!� +�	�� ��������� �	����� ��� 6 5, @����

P # sup
t�M��a�b


jXtj ��$ G ,� #6 86$

��� M B �����	��� �������!������������ ����� ������ 9�������H ��	���������	�
�������%��� B%%����H �	�� Yk� k G ,� � � � � n B ������	���� ���	����������
�������� � ��� ��������� 	 � O?� ,$� r � ?

P #jSn � Skj � r$ � 	 ��� k G ,� � � � � n� #6 88$

��� Sk G
Pk

j�� Yj � �� ��� �	�� c � ?

P # max
��k�n

jSkj � r > c$ �
,

, � 	
P #jSnj � c$� #6 8<$

=�������� ���	
���	
� (�������� DO?��$ ��� �����	��� ���	����������
�������� �������� �� O?��$� ����������� 	����� � ���)�� �������� �������
	���� � ������ ����� t � #?��$ 

E��� !��#� C�������� ��� �%���%������ ����������� � O?��$ �������
� ����������� ����������� ����% ���� ���������< � %���%������
�� ����%���%� DO?��$ 

E��� !���� C�������� ��� ���		����	��� �����		 	����	����	�� ���������� ��
O?��$ 
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A����� 9!��+ >�����
 K������ 	� � ���� � O6P$� ��	
� fXt� t � O?��$g !
	
���	
���	�� ���������� ���	
�
������ ���%�		 	 �����	����� �����)����
���� ����� ��� �#���� t � O?��$ � 	�� � � R �����

E expfi�Xtg G expft#ia�>
Z �

��
g#�� x$�#dx$$g� #6 8A$

��� a � R � ! ���
��%�
������ �������� ���� �� B#R$ 

g#�� x$ G
�

#expfi�xg � , � i� sin x$#, > x�$�x�� x �G ?�
����5� x G ?�

#6 8I$

��� �
�� ����	
������ #6 8A$ ����	
���� 
���  �
�� $������ ��	�� a � ����
� ���������� �����������

A����� 9!��( >�����
 ����� 	� � ���� � O6P$� ��	
� �������� �	���� ����
����)�� 
������� ����� ��� �#���� t � O?��$ � 	�� � � R �����

E expfi�Xtg G expft#ia�� �����5 >
Z �

��
#ei�x � , � i� sin x$L#dx$$g� #6 8L$

��� a � R � � ? � L ! ���
��%�
������ /���)� ����� ��	��������0 ���� ��
B#R$ 
���� �
�

L#f?g$ G ?�
Z �

��
x��#, > x�$L#dx$ ��� #6 8N$

��� �
�� a � � L $�������#)��  ����	
������ #6 8N$ ���������� �����������

E��� !��.� +�������� ��� �� ������� ]������ �������	� ������� 3��� � ��!
��
���� -����� ��� "��� 	���� ����� ����������� a� � � a� ��� L/

E��� !��*� -�� �������� ������� 3��� ��� �����		� Wx#t$ G x > W #t$� t � ?�
��� W B �������	��� �����		� � x � R/

*		�������� �����		�� 	 ������	����� �����)������ ��	��)��� ����������
O6P +������� �)� ���� ����� ���	���� ��������� � ��������� �����)���� ����!
���	���� �����		� 

A����� 9!�!$ >���� 2��L�= D M��,�� 	� � O6P$� 4�� ������� c � ? ����

��	
� 	��
��.����

lim
T��

sup
��t�T�c logT

jW #t> c log t$�W #t$j� log T G
p

5c ���� #6 <?$

M�������� �
�
)���� "���� ������ 	�������	� � ��
���� O6P 
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��� #� �����$�� $���
$����

%�������
��� ���&����

5���  �����������	�# ���� ��������� �������	���� �����		 �� � �����
����� 78��+� 4����	��� 	���	��� �������	���� �����		� 4����	��� ���
������ ��
���� F� � ������ �����	��� 	���	��� �������	���� �����		�
������� ���!����� =��� ��
� �
� �������� -	�����
����� 	������� 	
��	������ �������	���� �����		 � 78� t:� =��� ���������� 
���� ��
(��
#��� ���� ���������� 
���� �� 3������	��� ��	��

0����)�� ��������� ����������� 	���� ����������� �	������ ���������� ��!
�����	���� �����		� 

A����� #��� ( ����
��	
�# �����%� 
����
���� �����	���� ���%�		� W
�� ��$$����%������ ��  ����� 
���� �����	� O?��$�

� M�		������ ���������� Ok� k > ,$� ��� k � f?� ,� � � � g C�� � � E �� �����!
����������	�� W #�� �$ ���� 
� � ����� ����� s � Ok� k > ,$ �������� 
� �����!
����������	�� 	����� � s� � "�� ������ 
�� ��� 	�)�	���� q� l � N #q G q#�� s$�
l G l#�� s� q#s� �$$$� ����� ���

jW #t� �$ �W #s� �$j � l#t� s$ ��� �	�� t � Os� s> q��$ � Ok� k > ,$� #8 ,$

C�� l� n� i � N #� ���	���������� k$ ������ 	�
����

Al�n�i G
�
� H

����W �
k >

j

n
� �

�
�W

�
k >

j � ,
n

� �

����� � Il
n

��� j G i > ,� i > 5� i > 6
�
�

#8 5$

M�		������ l � q� ��������)�� � #8 ,$ D	�� 8�n � ,�q � i G i#s� n$ #i � f,� � � � � ng$
��
���� ���� ��� k > #i � ,$�n � s � k > i�n� �� ��� j G i > ,� i > 5� i > 6 � ��

�r r
k k < i��

n k < i
n k < i��

n k < i��
n k < i��

n k < 9

s < �
qs

���� ���

�����������)�� #8 ,$� �����������W �
k >

j

n
� �

�
�W

�
k >

j � ,
n

� �

����� � ����W �
k >

j

n
� �

�
�W #s� �$

����>
>
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�
k >

j � ,
n

� �

����� � l � 8
n

> l � 6
n

G
Il
n
�

+�"���� �	�� ��� � 	���������� #8 ,$� �� � � T
n
q

nS
i��

Al�n�i +�	�� Dk G f� H W #�� �$

��������������� ���� 
� � ����� ����� s � Ok� k > ,$g #�	�� s G k� �� ���������!
����	� ���������������	�� 	�����$ *� ����������� ��		������� 	������� ���
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�
n
q
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i��

Al�n�i� #8 6$
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@����� �������� ��� ��� �
�� ��	������������	�� 	�
���� Bn � F � n � N�

P

� ��
n��

Bn

�
� lim inf

n��
P #Bn$�

+�"���� ��� ������ q� l � N� �������� �� �������� ������	���	�� �����)���� W �
�������

P

� �
n
q

n�
i��

Al�n�i
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��������� ����� ��� EX,A G EX�,A ��� �
��� A � F�� ��	������ E#XjF�$ G E#XjF�$
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�
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B ��	������������	�� ��������)��	� ���
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mnX
k��
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E��� ���� +�	�� � �	������ �������)��� ���������� f ������������� �	����
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��� f B �
	����� ����������� �������� ���)�� ������	�� X� 

E��� ��+� +�	�� fXn� n � Ng B ��	������������	�� ���	���������� 	��������
�������� �������� �� #E�F � P $� � ��	�� f�n#x�� � � � � xn$ � f�n#x�� � � � � xn$ B 	����	���
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f�n#X�#�$� � � � �Xn#�$$

� n � N�
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9������� ������	���	�� �����)���� fYt� t � Tg � �	����� #< 66$� ��� s � t #s� t � T $
��������

E#ZtjFs$ G
fv#t$
fv#s$

E#ev�Yt�Ys�evYsfv#s$jFs$ G Zs
fv#t$
fv#s$

Eev�Yt�Ys��

@���� �
������ #Zt�Ft$t�T B ��������� � ��� � ������ ��� 	������ �����

Eev�Yt�Ys� G
fv#s$
fv#t$

� s � t #s� t � T $� #< 6A$

0 ������ #< 6<$ �������� � #< 68$ 
B&�%��� 9	����� #< 68$ � #< 6<$� ��������� ������ #< 6A$ �

E��� ����� ��������� �� �	����� #< 68$� �	�� �$ fYt� t � R�g B �������	��� ���!
��		� 
$ fYt� t � R�g B ���		����	��� �����		/

E��� ����� O	� O6� 	 ,AAPP +�	�� fWt� t � ?g B m!������ 
������	��� �����!
��� � f#x$ B ����������� 	�������������	��� ������� � Rm� � � f#x$ ��� �
���
x � Rm �� ������ ��������� �� "��� ������� �� �
�� 	���� 	 ������� � �����
x C�������� ��� f#Wt$ B 	������������� ����	������� �	��	������� ����������

������	���� �������� 

N6



4 ����� � %������� ���� �����%�
��% ��%����

E��� ���!� O���������� -����
����P C�� ���������� #Xn�Fn$n�Z� �����
supn EjXnj � � ����� � ������ ������ ����� 	�)�	���� ��������������� ������!
���� Yn � Zn #����	������� ���������� #Fn$n�Z�$ ������ ��� Xn G Yn�Zn� n �Z� 

E��� ���#� O���������� M�		�P +�	�� #Xn�Fn$n�Z� B ���������� �������������
	������������� @���� 	�)�	����� ����	�������� ���� Xn G Mn>Rn� ��� #Mn�Fn$n�Z�
B ���������� ������������� ��������� � #Rn�Fn$n�Z� B ��
��%���� � � ��������!
�� ������������� ��������������� 	������������� ������ ��� Rn � ? � � ���
n�� 

B&=����� ����
���� ���
������� ������ � ��%���
����� ��� 
����%� �
� �������
���� � �����%�� ��������
��5 &�������� �% �� 
%���
�� >��&��%���
��?�

E��� ����� +�	�� #Xn�Fn$��n�N B 	�
��������� � h H R� R� B ���
���)��
�������� ������� @���� ��� �
�� u � R � t � ?

P # max
��n�N

Xn � u$ � Eh#tXN$�h#tu$� #< 6I$

#�������	��� ������������� �	�� Eh#tXN $ ��$ 

E��� ���+� +�	�� #Xn�Fn$��n�N B ��������� ��� ��������������� 	�
������!
��� @����

E max
��n�N

jXnj � e

e� ,
#, > EjXN j log� jXN j$� #< 6L$

��� log� x G log x ��� x � , � log� x G ? ��� x � , 

C�� 	��� ������	���� 	�������� ������ #< 6L$ ����� 
��� ��������� ��� ����!
������ 	����)�� ���������� 

E��� ���(� OC�
P +�	�� 
�� � � � � 
N B ������	���� ���	���������� 	�������� ��!
������ 	 E
k G ?� k G ,� � � � � N  +������ Xn G

Pn
k�� 
k� k G ,� � � � � N  @����

E max
��n�N

jXnj � LEjXN j� #< 6N$

+������� ��	������ ������������� ����������� 1������������ C"��	� � :��!
��� �
�
)�)�� ���		���	��� �������	��� ]������ � 4����������� B '��������
����	���� ��� 	��� ������	���� 	�������� 2��� �������� ��	��)�� �
��� O6P 

A����� 9���. >F�����
,���?� ��	
� X G #Xn�Fn$n�Z� ! ���
����� 	 X� G ?�
����� ��� ������� p � , �����
	� ���	
��
� Ap � Bp �� ���	�)�� �
 X 
���� 
�
�

Apk
p

OXPnkp � kXnkp � Bpk
p

OXPnkp� n �Z�� #< 8?$

��� OXPn G
Pn

k��#^Xk$� ! �����
���	��� ����%�� X /OXP� G ?0� : #< 8?$ �����
��
� Ap G O,Lp����#p � ,$P�� Bp G ,Lp���#p � ,$���� >���� 
��� 	���	
�� C�D
��������
 �
� ��� X�

n G max
��k�n

jXkj ��� p � ,

A�
pk
p

OXPnkp � kX�
nkp � B�

pk
p

OXPnkp� #< 8,$

��� A�
p G Ap B�

p G #p�#p � ,$$Bp�

N8



E��� ���*� +�	������ ������ #	� O6� 	 <65P$� ��������)��� ��� ��� p G ,
������� �������	��� #< 8?$ �� �
����� ���������	� 

0� ����
 9-���� �������	��� #< 8,$ 
���� 	���������� � ��� p G , 	 ����!
������ �������������� ���	������� A�

�� B
�
� � �� ����	�)��� �� ���������� X 

9
� �����%�� &�
�� �&���� ���5 ��� �%�������5 ������
��

A����� 9���$ >F�����
,��� D 9-��� D "���?� ��	
� Y H O?��P � O?��P
! ������#)�� $���%�� �������� � ������� �� O?��$ 
���� �
� Y#?$ G ? 
Y#��$ G Y#�$ � Y#5t$ � cY#t$ ��� 	�� t � ? � ����
����� c � ?� ����� �����
	�
���	
��
� ? � A � B � � ���	�)�� 
����� �
 c 
���� �
� ��� �#����
���
������ X G #Xn�Fn$n�Z�

AEY#S�$ � EY#X�$ � BEY#S�$�

���	� X� G supn jXnj S� G #
P�

k��#^Xk$�$��� ^Xk G Xk �Xk�� /X� G ?0 k � N�

E��� ����� +�	�� fWt� t � ?g B m!������ 
������	��� �������� C��������
��� #kWtk�Ft$t�� B 	�
��������� #	 � � ������������ ������������$� ��� k � k B
��������� ����� � Rm *	������� ���������� < ,<� 	 �������� h#x$ G etx #��
�!
��� ������� �
����� t � ?$� ��������� ��� ��� ������� s � ? � �	�� x �

p
ms

	���������� �������	���

P # sup
t����s


kWtk � x$ �
�
sd

ex�

��m��

e�x
����s�� #< 85$

E��� ����� O	� O6� 	 PP +�	�� fWt� t � ?g B m!������ 
������	��� ��������� ���
m � 6 C�������� ��� jWtj � � � � ��� t� � C�������� ��� 	 ��������	�� ,
�����		 Wt �� ������	� � ����� ? �� �� ����� �������� ����� =
7�	����� ������
��� m G , ����������� ����������� ������� 

(�� ������
��	� ����%���� �������%�
,��� ����
,%%�5 �%���������
� ��%���
� � ����������� �������� +�	�� #E�F � P $ B ������ ������!
��	���� ���	����	��� � N B 	��������	�� 	�
����� ���)�� ������ ��������	�� 
C�� �!����
�� A � F ������� A G �fA�Ng +�	�� #Ft$t�R� B ���
���)�� 	����!
	��� �!����
� � #E�F � P $ ������ �!����
�� Ft� G 
s
tFs� t � R� 4 ��
� 
����
���5 ����� ��%���
� �
� ��&��%���
�5 �� &���� ���%%, � 
��&��
Ft ����
������� #��	������� �����
������ ���
� N � F�$ @����� ���������
N � Ft� ��� �	�� t � R� C�� 	��
� ������������� ������� � #� � f� � tg � Ft ���
������ t � R�$ ��������� �!����
��

F�� G fA � F H A 
 f� � tg � Ft� ��� �
�� t � R�g� #< 86$

'������� ��� F�� ����� 

E��� ���!� +�	�� �n� n � N B 	��
� ������������ ������� � � G infn �n C���!
����� ��� � B 	��
� ������������ ������� � F�� G 
nF�n� D	�� �� �n B ������!
������� ������	��� �������� � � � �n �� �����	��� f� ��g� �� F�� G 
nF�n 

���� 9���#� ��	
� #Xt�Ft$t�R� ! ���
����� ���#)�� ���� ���������� 	����
� 
����
����� ��	
� � � � ! 	���� ��%��������� �����
� /�
��	�
����� $����

��%�� #Ft$t�R�0 
���� �
� � � � � c ���� ��� c ! ������
������ ���	
��
��
�����

E#X� jF��$ G X� ���� #< 88$

��� ��������� F�� ���������� 	����	�� #< 86$ /�� �����	
�� f� G �g � f� G �g 
���#)�� �����# ����
��	
� 	��
�
	
���� �������� X� G ? � X� G ?0�

N<



� ������ �����	��� Tn G 5�nZ� G fk5�n� k �Z�g� n � N =�������� #Xu�Fu$u�Tn
B ��������� =�������� � #n$ G 5�nO5n� >,P� �#n$ G 5�nO5n�>,P� ��� n � N� O�P B�����
��	�� ��	�� =�������� � #n$� �#n$ � Tn � � #n$ � � � �#n$ � � ��� n � � ��� �	��
� � E -���� ����� �#n$ � � #n$ � � � n � N '������� ��� � #n$� �#n$ B ������	���
������� ����	������� ���������� #Fu$u�Tn� ��	������ ��� ������� k �Z� �����

f� #n$ � k5�ng G f� � k5�ng � Fk��n

#���������� ��� �#n$� n � N$ +�"����� � 	��� ������� < < #��	�)�	������� ��� �
"��� ������� ��		���������	� �����������	��� �����	��� Z�� � �� Tn$

E#X��n�jF��n�$ G X��n� � � � n � N� #< 8<$

� 	��� ��� �� ������� ��� ������� m �Z� �����

E#Xc�m�jF��n�$ G X��n� � � ��� n � m�

���	� c#m$ G 5�mO5mc > ,P M�		������� ����������� ��� ����������	��� �������
< ,8� ���������� ��� 	��������	�� ������� ���� E#XjA�$ ���������� ���������!
��� ��� �
��� 	����	��� �!����
� A� � F � 	 � S #X B ������������� 	��������
��������$ 9������� ����������	�� 	����� ���������� Xt� t � R� ��������� ���
X��n� � X� � � � � L�#E�F � P $ ��� n � � 0������������� X� B �������������
	�������� �������� +�	������ E#Xc�m�jF��n�$ G X��n� � � ��� n � m� �����������
�
����� ��������� ��� X��n� � X� � � � � L�#E�F � P $ ��� n�� � 	��� �����!
����� < 56 ����� F�� G 
nF��n�� ��"���� X� � F��jB#R$ 0������������� ��� ����!
������	��� #< 88$ ���� ���� ���������� ��� EX�,A G EX�,A ��� ������� A � F�� 
+�	������ F�� � F��n� ��� n � N� �� #< 8<$ ��������� ��� EX��n�,A G EX��n�,A ���
�	�� n � N =	����	� �	������� n � 
�	�������	�� � �
��� ��	��� "���� �����	���
� ��	����������	� ���������� L� 	������	�� X��n� � X� � X��n� � X�  �

@������ 9����� C���� �� 
���� �	���������� #� �	������ ����� C< 58$ ��!
����)�� �� #< 88$ 	���������� EX� G EX�  +�� "���� ��� ����� �� ����������	���
����� C< 58� ����� �� �������	� �� ��������� ���������� < 56� � 	������� ��� �
#< 88$ ���������� F�� G 
nF��n� 

B&�%���� � ����
� �%������� 0���� D ����&��� #, ,L$ *����

Yt G y� > ct� St ��� t � ?� ��� St G
XtX
j��

j� #< 8A$

� �����		 fXt� t � ?g ������	� �������� #, ,I$ #	������
P�

j�� j G ?$ ���%,
�
�� Xt G Nt5 t � R�5 ��� fNt� t � ?g D ������������ ������� ��%����� 
���%� � @������ L < #������������ �����$ ����������� ��� �����		 fNt� t � ?g
����� 
��� ��������� �������� #, ,I$� ��� f
jgj�N B ��	������������	�� ������	�!
��� �������� ������������ ��	����������� 	 ���������� � @�� 	���� �����		
Nt� t � ? � � ����� ����������� 	����� ����������� � 	������������� "��� ��
	���	���� �
������ �����		 fYt� t � R�g (�������� ��� ��	������������	�� � � � 
������� fjgj�N ������������	� ������	�)�� �� f
jgj�N� ��� �
�	�������� ������	�!
��	�� fjgj�N �� �����		� fNt� t � ?g #� 	��	�� ������	���	�� ����������� ���
�!����
� � #E�F � P $$ 

���� 9���+� :�������  #< 8A$ ���%�		 fYt� t � R�g ����
 �����	���� ����
��)�����

NA



� '������� ��� �	�� fZt� t � R�g B ���	���������� �����		 	 ������	����� ���!
��)������ � h#t$� t � R�� B ��	�������� ���	���������� �������� �� fZt>h#t$� t � R�g
B ����� �����		 	 ������	����� �����)������ +�"���� ��	������� ��������
������	���	�� �����)���� �����		� fSt� t � ?g � 	��� ������� 5 ,, ��� "����
��	������� #� ���
������$� ���
� 
��� ��������� 	���������� #5 ,I$ +������
�#v$ G Eeiv��� v � R 9������� ������	���	�� �����)���� ���		����	���� �����		�
� ��� ������	���	�� �� fjgj�N� ����� ��� ? � s � t � v � R

Eeiv�St�Ss� G
�X

k�m��

Eeiv�St�Ss�,fNs G kg,fNt �Ns G mg G

G
�X

k�m��

E expfiv
k�mX
j�k��

jgP #Ns G k$P #Nt �Ns G m$ G

G
�X
k��

P #Ns G k$
�X

m��

#�#v$$m
#�#t� s$$m

m;
e���t�s� G e��t�s����v����� � #< 8I$

������
�'�� �
��� ���

�#v$ G Eev�� �� ��� v � ?� #< 8L$

2�� �	����� �������� ��������� ��� ������������ ������� j � ������������� �

�����������	�� ������ j ������	� ��	��� �����	����	��� #��	������ � � ? � � �
��� �������� #< 8L$ 	���������� ��� v � ?$ ����	������ 	��������� �����������
#< 8I$� ���������� ��� ��� ? � s � t � v � R

Ee�v�Yt�Ys� G e�t�s�g�v�� ��� g#v$ G �#�#v$� ,$ � vc� #< 8N$

*� #< 8N$� �������� �� ��������� ��� Y� G y�� ��������� Ee�vYt G etg�v��vy�� t � R� 
0������������� 	���������� #< 66$ � #< 68$ ���������� � �� ����� < ,? ��� �������
v � R �����		 Zt G e�vYt�tg�v� ������	� ����������� ����	������� ����������

Ft G �fZs� ? � s � tg � �fYs� ? � s � tg� t � R��

4����� �����% ��������

� G infft � ? H Yt � ?g � infft � ? H Yt � #��� ?$g� #< <?$

+�	������ fYt� t � ?g ����� � � ����������� 	����� ����������� � �����	���
#��� ?$ B ��������� ���������� ������� 8 8 �������� #��������� � ����	��� �����!
�����$� ��� � �	�� 	��
� ������������ ������� � � f� � tg � Ft ��� �
��� t � R� 
� 	��� ��������� C< 5< #� G ? � � � t � t� ��������� ? � t � � B 	��
� ������������
�������$ ����� ��� t� v � R�

e�vy� G EZ� G EZt�� � E expf�vYt�� � #t � � $g#v$g,f��tg �

� E expf�vY� � �g#v$g,f��tg � Ee��g�v�,f��tg � inf
��s�t

e�sg�v�P #� � t$� #< <,$

+�� ��������� #< <,$ �� ����� ��� Y� � ? � � *���� ��� v � ? � t � ?

P #� � t$ � e�vy� sup
��s�t

esg�v�� #< <5$

NI



��%��&��� %����,5 �%�&�

c � �a� ��� a G E� � ?� #< <6$

@���� g�#v$ G ���#v$� c � g�#?$ G �a� c � ? -���� ����� g��#v$ G ����#v$ � �E�� ���
v � ?� ��	������ ���#v$ G E��e

v�� #�	����� E� � ? ������� ��� E�� � ?$ 0����������!
��� 	�)�	����� ����	������� �������� v� � ?� ������ ��� g#v�$ G ? ��
��� v G v��
�� #< <5$ �������� P #� � t$ � e�v�y� ��� �	�� t � R� =�	�� ��������� ���

P #� ��$ � e�v�y� � #< <8$

3%�5 �����

A����� 9���(� ��	
� ������ >������ ! ,�������� #, ,L$ ���	���
	� ���	�
	���	��� ���%�		�� #, ,I$ ��
��	���	
� � � ? ������� j j � N �����
��
��#
 �	���# #< 8L$ � ����
 ��	
� #< <6$� ����� ����
��	
� ��������� �%����
��
	� 	 ����)�# $������ #< <8$ ��� y� ! ��������� ����
�� � v� � ? �	
�
/����	
�����0 ������ �������� g#v$ G ? v � R� /$���%�� g �����  #< 8N$0�

���'��5 �� ���� �&������ ��%��%������� ����
���� ������� �� 
���
��% ��
���%, �'��� ����
,%%�� +�	�� #Gt$t�T�R B ����#)�� 	�����
	
� �������� � #E�F � P $� � � Gt � Gs � F ��� s � t� s� t � T  +�	�� #Xt$t�T
B ���	���������� 	�������� �����		� 	����	������� 	 #Gt$t�T  @���� #Xt�Gt$t�T
��������	� ����
��� ���
������� #����
��� 	�����
�������� ����
��� 	�����
���
�������$� �	�� #Xt�Gt$t�U ��� U G �T G f�t� t � Tg ������	� �����������
#	�
������������ 	���������������$ � ��	���	��� 	����	����	��� ��	����������!
��	�� #Xn�Gn$n�Z� B �
������ ���������� �	�� E#XnjGn��$ G Xn��� n �Z� '���	��
� ��	������ �����	��� ���	�� .G. ���� .�.� ������� ����������� �
������� 	�
���!
������� #��� .�. B �
������� 	��������������$ +������ �
������� ����������
��	���	�������	� � �� �����		� 	� ���������� � Rm #m � ,$ 

E��� ���.� +�	�� 
�� � � � � 
N B � � � ������� � Rm #m � ,$ 	 Ek
�k ��� ��� k � k
B ��������� ����� +������ Xn G #,�n$

Pn
k�� 
k� Gn�N G �fXn� � � � �XNg C��������

��� #Xn�Gn�N$��n�N B �
������ ��������� 

E��� ���*� +�	�� f
n� n � Ng B ��	������������	�� ����	���������� ���	���!
������� ������� #� � ��� ������� N � N � �
�� ����	������� #i�� � � � � iN$ ���!
��	��� f,� � � � � Ng ����� #
i� � � � � � 
iN $ DG #
�� � � � � 
N $$ +�	�� m � N � 
������	���
������� g H Rm � R M�		������ ��	������������	�� U !	
�
�	
�� ����

Un�m G #Cm
n $��

X
��i��			�im�n

g#
i� � � � � � 
im$� n � m�

+������ Gn�m G �fUk�m� k � ng� n � m C�������� ��� #Un�m�Gn�m$n�m B �
������
��������� '��	� Cm

n G n;�#m;#n�m$;$ 

A����� 9��!$� ��	
� #Xn�Gn$n�Z� ! ����
��� 	�����
������ ����� ���� 	��
)�	
��
 X� G limn��Xn � O����$� "	�� ����� 
��� 	�)�	
��


lim
n��

EXn G c � ��� #< <<$


� X� � #����$ � Xn � X�  ���	
���	
� L�#E�F � P $ ��� n � �� "	��
Xn � ? ���� ��� n � Z� � EXp

� � � ��� ����
����� p � #,��$ 
� Xn � X� 
Lp#E�F � P $ ��� n���

NL



� C�� ����	���� ��������� #a� b$ � N � N ��	�� �N#a� b$ �
�������� ��	�� ����!
	������ 	���� ����� #	� 	 //$ ����	� ����������� #XN �GN$� � � � � #X��G�$ @����
E�N#a� b$ � E#X� � a$��#b� a$ �� ����� < ,? 0�������������

��#a� b$ HG lim
N��

�N#a� b$ �� � � 

#������ 	�)�	����� � 	��� ���������	��$ @�� ��� ��� ��� ����������	��� �����!
�� < ,, ��������� ��� � � 	�)�	����� X� G limn��Xn @����� �������� ��� �
#X�

n �Gn$n�Z� ������	� �
������ 	�
����������� +�"�����

E# lim
n��

X�
n $ � lim inf

n��
EX�

n � EX�
� ���

=�	�� P #X� G �$ G ? +����� ����������� ������� �������� 
���%, ����
���� #< <<$ +�	������ EXn � EXn��� EX�

n � EX�
n�� ��� n � Z��

�����
EjXnj G 5EX�

n � EXn � 5EX�
n � c � 5EX�

� � c� n �Z��

*���� supn EjXnj �� 9��'�� ���������< ��%����������%, fXn� n � Z�g 
C�� ������������� � � ? ��
���� m G m#�$ � N ���� ���
� EXn � c> � ��� n � m 
@���� ��� �
��� 	 � ? � n � m #	 ������ ������� #< ,$ ��� 	�
����������$�
��������

EjXnj,fjXnj � 	g G EXn,fXn � 	g � EXn,fXn � �	g G

G EXn,fXn � 	g > EXn,fXn � �	g � EXn �

� EXm,fXn � 	g > EXm,fXn � �	g � c G

G EjXmj,fjXnj � 	g > EXm � c � EjXmj,fjXnj � 	g > � � 5�

��� ��	������� 
������ 	 #� �	�� n � m$� ��	������ supn P #jXnj � 	$ � 	��EjXnj � ?
��� 	�� =	�� ������ ��� Xn � X� � L�#E�F � P $ ��� n�� K ��� X� � L��
��� ��������� jX�j �� � � D	�� Xn � ? � � ��� n �Z� � EXp

� �� ��� ����������
p � #,��$� �� 	���	���� < N� ����������� � XN � � � � �X� ���� ������

E# max
��n�N

Xp
n$ � #p�#p � ,$$pE#Xp

� $�

9	������ N � 
�	�������	��� �������� E# sup
n�Z�

Xp
n$ �� -�� � ��� ����������	���

	���	���� < ,5� ����� Xn � X� � Lp#E�F � P $ ��� n� � �

@������ 9��!�� 9	����� #< <<$ ��������� ��� �
��� �
������� ���������� 

	
���%��� 9��!�� ��	
� EjXj � � � #Gn$n�N ! ������	
�#)�� ��	������

�����	
� ��������  #E�F � P $� ������� G� G 
�n��Gn� ����� ��� n��

Xn HG E#XjGn$ � E#XjG�$ ���� �  L�#E�F � P $� #< <A$

� =�������� #Xn�Gn$n�N B ���������� ������������� �
������ ��������� �
	��� ��������� C< 6, ����� Xn � X� � � � � L� ��� n � � 3���� ������
#���	����$� ��� X� � G�jB#R$ @���� ��� �
��� A � G� ��������

EX�,A G lim
n��

EXn,A G lim
n��

E#E#X,AjGn$$ G EX,A� �

+������� ��� %����� ���� #������� < ,I$ �����
��% �����
���� �����%�
���� ? �
� , 0�
������� #������� 8 ,,$ +�	�� f
kgk�N B ��	������������	��

NN



������	���� �������� � Rm #m � ,$� Fn G �f
k� k � ng� Gn G �f
k� k � ng� n � N 
C�� �
��� A � G� G 
�n��Gn �����

P #A$ G E,A G E#,AjFn$ � E#,AjF�$ G ,A � � ��� n��� #< <I$

���	� F� G ��n��Fn G �f
k� k � Ng 0������������� P #A$ ����� ? ��� , 4� �����
��� A � F�� ��	������ G� � F� � ��� ��� A �� ����	�� �� Fn ��� ������ n � N 

������� ����������� ���
������� � H N� N ��������	� �������� ����	
����
��� #��)�� � � R#N$$� �	�� �#n$ �G n ��� �� 
���� ��� ��������� ��	�� #����	�!
)��� �� �$ �������� n � N +�	�� f
kgk�N B ��	������������	�� ���	����������
	�������� ������� �� #E�F � P $ @���� 
 G #
�� 
�� � � � $ �	�� FjB#R�$ B ������!
��� 	�������� "������ #���	����$ +������ �
 G #
��� 
�� � � � � $ ��� ����	�������
� G #��� ��� � � � $ �����	��� N =�������� � F �!������� ����	
�������� 	���
��

G G f
��#B$� B � B#R�$ H P #
��#B$^#�
$��#B$$ G ? ��� � � R#N$g�
A����� 9��!! >���� $ �
� � K,<�%% D 	-���'?� ��	
� f
kgk�N ! ���

	�����
�����	
� ������ ������� ����� ��������� G �������� 
��� 	������


����� 	���
�� ����
��	
� ? � ,�

E��� ��!#� #����������� ���������� < 5N$ +� ������� C< 6? ��������� ���

Un�m � U��m � � ��� n���

0 ����)� ������� C< 66 ��������� ��� �	�� f
kgk�N B ��	������������	�� � � � 
�������� �� U��m G Eg#
�� � � � � 
m$ 

E��� ��!�� +�	�� #Xn�Gn$n�Z� B �
������ 	�
���������� � ��	�� ���������
�	����� #< <<$ C�������� ��� X� � E#XmjG�$� m �Z�� ��� G� G 
�n��Gn #X� G limn��Xn

	�)�	����� � � � � L�#E�F � P $ �� ������� C< 6?$ *���� ������� #Xn�Gn$n�Z��f�g B
�
������ 	�
��������� +�������� ��� �	�� #Xn�Gn$n�Z� B �
������ ����������
�� #Xn�Gn$n�Z��f�g B �
������ ��������� 

E��� ��!+� 4���� �� � ������������ ������� C< 6? ��������	� �� �	�����
#< <<$/

	
���%��� 9��!( >���
����� ���� &�
,=�� ����
5 0�
�������?� ��	
�

�� 
�� � � � ! ������ ��
��� 	� ����������  Rm /m � ,0 ��� ��
���� E
� G a � Rm�
�����

Xn HG
,
n

nX
k��


k � a ���� �  L�#E�F � P $ ��� n� ��

� 1�� ����������� �
)��	�� 	������ a G ? � Rm � 	��� ���������� < 5L
#Xn�Gn�N$��n�N B �
������ #���������$ ���������� ���	� Gn�N G �f
n� � � � � 
Ng�
n G ,� � � � � N  � ��	���	��� Xn G E#X�jGn�N$ � � ��� n G ,� � � � � N  +� ������� 3���
#��� ������ ����������$� �	������ N � 
�	�������	��� �������� Xn G E#X�jGn$
� � � ��� Gn G �f
k� k � ng � 	��� 	���	���� C< 65� ����� E#X�jGn$ � E#X�jG�$ � � 
� � L�#E�F � P $ ��� n ��� ��� �!����
�� G� G 
�n��Gn ��������� �� ������ ? ���
, -���������� #< <I$ 0������������� E#X�jG�$ G ? � � �

A����� 9��!. >F
-��-
 � 9�&&���?� ��	
� fXn� n � Ng ! ��	�����
����
��	
� ���	
�
������ 	�������� ������ �� #E�F � P $ 
���� �
� Xn � X� ����
��� n � � � E#supn jXnj$ � �� ��	
� #Fn$n�N ! 	����	
� ��������  F  ��
��
��� ���� ����	
�#
 ���� ����#
 /	��
�
	
���� ������� F� G ��n��Fn ���
F� G 
�n��Fn0� �����

lim
n�k��

E#XnjFk$ G E#X�jF�$ ���� �  L�#E�F � P $� #< <L$

,??



� =
�������

U G lim
m��

sup
k�n�m

E#XnjFk$� V G lim
m��

inf
k�n�m

E#XnjFk$

#������� U � V 	�)�	���� � � � 	��� ���������	�� ��	������������	��� f sup
k�n�m

E#XnjFk$g
� f inf

k�n�m
E#XnjFk$g$ +�	�� Ym G sup

n�m
Xn� m � N '������� ��� EjYnj � E#supn jXnj$ ���

m � N 0������������� ��� ������ m � N �� ������� < ,A ��� 	���	��� C< 65

E#YmjFk$ � E#YmjF�$ � � � � L�#E�F � P $ ��� k ��� #< <N$

+�	������ Xn � Ym ��� n � m� �� E#XnjFk$ � E#YmjFk$ � � ��� n � m� k � N 
@���� � 	��� #< <N$ ��������

U � lim
m��

sup
k�m

E#YmjFk$ � lim sup
m��

E#YmjF�$ � � 

*� ����� ��� Ym � X�� ����� E#YmjF�$ � E#X�jF�$ � � ��� m � � #���	����$ 
K��������� ����������	�� ��� V � E#X�jF�$ +�"���� U G V � � C�������
	���	��������� L�!	������	�� � #< <L$ �

3��
������< ���'��%� ��������%� ��&��%���
�� �������� x<� �� I
O6P +������� ���� ��������� ������ ����� �� �������� � ��������� ����� 

A����� 9��!* >O6� 	 //P$� ��	
� #Xn�Fn$n�Z� ! �����
���� ��
����������
���
����� � fAng ! ��� �����
���	��� �����
���	
���� ������� A� G limn�� An�
����� fXng 	����
	� ���� �� �����	
� fA� � �g � Xn G o#f#An$$ ��� n � �
�� �
�� �����	
� ��� �#��� $���%�� f H R� � R� �����
���#)�� �	���#Z �

�

#, > f#t$$��dt ��

/ ��	
��	
� ��� $���%�� f#t$ G t���#log� t$� ��� 	 � ,�50�

+������� ��� %����� C< 6L ��'�% �������%,�� �
� ��������� � ����� 
������ ��������� ��� ���� �������� "����������� ���������� 

E��� ��#$� +�	�� #Ft$t�R� B ���
���)�� ����� �!����
� #���
��������� ���!
���$ � ������ ��������	���� ���	����	��� #E�F � P $ @���� F t� G Ft�� � � ���� 
��� ����
����� � ������� ��
,%���� �� �����������%� �����%�� 
����� 

� =�������� Ft � F t� ��"���� Ft� � F t� � Ft� � F t� G F t� #� � �	� F t

	������� N B 	��������	�� 	�
���� ������� ��������	��� �� F t� 	������� N $ 
B&�%��� Ft� � Ft�h ��� �
��� h � ? 0������������� Ft� � F t�h� ������

Ft� � F t� �
:������� ��� ��������� #	�
���������$ #Xt�Ft$t�R� ������������� ������� �	���

���� �	�� ���������� #Ft$t�R� ����� � ���������� 	����� 

E��� ��#�� +�	�� #Xt�Ft$t�R� B 	�
��������� #���������$ ���)�� � � �����!
������ 	����� ���������� +�	�� ��� ������� t � R� 	�)�	����� � G �#t$ � ?
������ ��� E#sups��t�t��
 jXsj$ � � #���	����� ������ sups��t�t��
 jXsj �	�� 	��������
��������$ @���� #Xt�F t�$ B 	�
��������� #���������$ 

,?,



� � 	��� ����� < 8 � ���������� < 8? ����� 	���� 	������ F t G Ft� t � R� 
M�		������ ? � s � t � ������� ������������ ��	������������	�� sm � s ���
m�� � tn � t ��� n�� ������ ��� sm � t ��� m � N � tn � t>�#t$� n � N @�����
�� ������� C< 6L

E#XtjFs�$ G lim
m�n��

E#Xtn jFsm$ � #G$ lim
m��

Xsm G Xs � � � #< A?$

� #< A?$ ���� #G$ ����	��	� � 	���� ����������� �

E��� ��#�� 9
�����	�� ��� �	����� �������)��� ���������� ��������� ��� ��!
�����	���� � ���		����	���� �����		�� #��������� ��� ���������� �������	����
�����		� � � ����������� � ���������� ���		����	���� �����		� � � ����������
	�����$ 

� 	���� 	 ����� ��	������� ������������ �������� 	����)�� ������� 
%
,��� ����
,%% 

A����� 9��#! >	� O6� 	 ,AP$� ��	
� X G #Xt�Ft$t�R� ! 	�����
����� � $����

��%�� #Ft$t�R� �����
����
 ������� �	������ ����� ���%�		 X ����
 ���
��$���%�# 	 
����
������ ����������� 	���� 
���� � 
����� 
���� �����
$���%�� t �� EXt �� R�  R ��������� 	����� "	�� �
� ���������� 	���� ���
��$���%�� Yt t � R� 	�)�	
��
 
� ��� ����
 ��
� ������ 
�� �
� ����

���
�  ������ 
���� t � #?��$ ������ 	��� /�����
 �
� ���%�		 
��� cadlag
��� RCLL0 � ����
 	����	���� 	 $���
��%��� #Ft$t�R�� ��� �
�� #Yt�Ft$t�R� !
	�����
������

� ��������� "���� ������� ��������� ��� ����	� ���������� �
�
)���� ���!
����������� 	���	��� #������� ���������� ����������� ��������������� 	������!
�������� ���	������ � �� � 	� O6P� O6� 6P� O6P$ = ����������� 	 ����������������!
	��� �����	�� 	� ��������� O6P 

,?5



	�
��� )� ���%�� ��������$* ��������� +�����$��

�
�� 	������	�# ��� � �������	��� ���	���	���� �������	�# 	��� �� �	�
�����
���A� %������� 	
��� 	������	��� ��������� 	
��� 	������	�� ���
���	����� ����������� �����!����� �
�� 	������	�# ��� � C)T�X +� "��
��	���
#�� 	
�� ��������	�# � �
����	�# 	����	�� ���� $����
�����
������� ��������� ������� ���������	�� /��	���'��������� 4�����
����� ��> (�������� ) ����
�����+� 
��� � ��	����� 	��� �����	��
��� 	
������ ��
����� ���� ������
#	�� �������� 	��
	�� %�
�����
���� 3������	��� ��	� �� �	
����� �������	��� �����		�

� "��� ������ #� � ���������� � ���$ �� �%����� ����, �
�&���� ����
��������5 �������� � ������������ ����� ��������� ������� 

G���� � ����%�� �
&�� ��������%� ��� +�	�� #X � �$ F �������	���
���	����	��� 	 
������	��� �!����
��� B#X $ � Qn� Q F ���� �� #X �B#X $$ :�������
��� ���� Qn� n � N� 	���� 	����
	� � ���� Q #�
��������	� Qn � Q$� �	�� ���
�
�� f � Cb#X �R$� � � ����������� ������������ ������� f H X � R�Z

X

f#x$Qn#dx$ �
Z
X

f#x$Q#dx$� n��� #A ,$

#�����	������ ����������� �������	�� �	�� 
���� f � Cb#X � C $� � � �����������
������������ f H X � C Q ���	�� ��	������������	�� ��� ����� ��		���������
	���� � � 	����	���� �����	��������� ������������ ����������� ��������� Q��
� � ?$ 3�%���
 ������� f �� ���� Q #����� �� ���������$ &���� �&����%,
%�'� hf�Qi 

D	�� 	��
�� ������ 	�)�	������ �� �� ����	������� ��� ����������

���� +��� ��	
� hf�Qi G hf� eQi ��� 	�� f � Cb#X �R$� ����� Q G eQ�

� +������	� ��		���������� ������������ ��	�� ������� #8 ,<$� ������ ���
Q#F $ G eQ#F $ ��� �	�� ��������� F  � 	��� ����� 5 6 ��������� ��� Q G Q̀
�� B#X $ �

A����� +��� ��	
� Q�Qn n � N � ���� �� ��
����	��� ���	
���	
�
#X � �$� ����� 	��
��.���� Qn � Q #n� �$ ����	����� ������� �� 	����#)��5

,�� lim sup
n��

Qn#F $ � Q#F $ ��� �#���� ������
��� F � B#X $8

5�� lim inf
n��

Qn#G$ � Q#G$ ��� �#���� �
���
��� G � B#X $8

6�� lim
n��

Qn#B$ G Q#B$ ��� �#���� B � B#X $ 
����� �
� Q#�B$ G ? 

��� �B � �����%� �����	
� B #�B ������
� � ���
��� ����
  B#X $$� ;�����
	
� B $�������#)��  �	���� 6� �����#
	� Q������������ �����	
����

�+����� �	��� �������� ��� �������� ������
���� #A ,$ ������
,�� %���5
�%� �
� 
<&�� f � Cb#X �R$

lim sup
n��

hf�Qni � hf�Qi� #A 5$

C��	���������� ������� � #A 5$ f �� �f � ������� lim inf
n��

hf�Qni � hf�Qi 
+�	�� Qn � Q 9��'�� �%���'����� ,�� C�� ���������� F � �������������

� � ? ������� fF� #x$ G �#�#x� F $��$ � Cb#X �R$� ��� �#t$ G , ��� t � ?� �#t$ G , � t
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=
������� Ci G
�
i� ,
k

� f#x$ �
i

k

�
� � � Ci G Fi�� n Fi� i G ,� � � � � k @����

kX
i��

i� ,
k

Q#Ci$ �
Z
X

f#x$Q#dx$ �
kX
i��

i

k
Q#Ci$� #A 6$

@����� �������� ���
kP
i��

i

k
Q#Ci$ G

kP
i��

i

k
#Q#Fi��$ � Q#Fi$$ G

,
k

>
,
k

kP
i��

Q#Fi$ K����!

������ ����
��������� 	���� � ����� ��	�� #A 6$ ����

,
k

kX
i��

Q#Fi$ �
Z
X

f#x$Q#dx$ �
,
k

>
,
k

kX
i��

Q#Fi$� #A 8$

'���	�� �������	��� ���� #A 8$ � ��� Qn� �������

lim sup
n��

hf�Qni � ,
k

> lim sup
n��

,
k

kX
i��

Qn#Fi$ �
,
k

>
,
k

kX
i��

Q#Fi$ �
,
k

> hf�Qi�

9������� �����������	�� k� �������� � #A 5$ 0������������� Qn � Q 
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���� 5� � ,� ������� #	������ ������� � �����������$ 
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	��� B� � OBP F ��� ��������� @����� �������� ,� � 5�� �����

Q#OBP$ � lim sup
n��
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n��

Qn#B$ �

� lim inf
n��

Qn#B$ � lim inf
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Qn#B�$ � Q#B�$� #A <$

(� Q#OBP$ G Q#B$ G Q#B�$� ��	������ Q#�B$ G ? #OBP n B � �B � B n B� � �B$�
��"���� �� #A <$ 	������ �	����� 6� 

���%, ����
���� ��
���� 6�5 ���'��5 �%� ����� ,�� ������� ���������
�����	��� F � ��		������ F � G fx � X H �#x� F $ � �g� ��� � � ? '������� ���
�F � � fx H �#x� F $ G �g� ��"���� �F � 
 �F � G � ��� � �G � *���� Q#�F �$ � ? ��

���� ��� ��� 	������� �����	��� � +�"���� ��
���� ��	������������	�� �k � ?
����� ��� Q#�F �k$ G ?� k � N @���� lim sup

n��
Qn#F $ � limn��Qn#F �k$ G Q#F �k$ ���

�
��� k =	����	� ���	��� ��� Q#F �k$ � Q#F $ ��� k �� �
+�	�� ������ ��������	���� ���	����	��� #E�F � P $� #En�Fn� Pn$� n � N� � 	 " 

X H E � X � Xn H En � X � � � 	������	������ F jB#X $ � Fn j B#X $!���������
���
������� 0 " Xn �������	� 	����)���	� �� ��	���������# � X #�����

,?8



Xn
D� X$� �	�� PXn � PX ��� n � � #	� #, <$$ +������	� #5 ,?$� ������ ���

Xn
D� X ����� � ������ ������ �����

Enf#Xn$ � Ef#X$

��� �
�� f � Cb#X �R$ #����� 
���� f � Cb#X � C $$ '��	� En �
�������� ������!
����	��� �������� �� ���� Pn 
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� � h �
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�

h#Xn$ D� h#X$� n��� #A A$

E�������
��� $����������5 �	�� Qn � Q �� #X �B#X $$ 
� Qnh
�� � Qh�� ��

Y�B#Y$$ ��� n� ��

� ������� ���������� � ����������� ������ g H Y � R @���� g�h �
� Cb#X �R$ ��� 	����������� ����������� ������� � ������������ ����������� 
0������������� Eg#h#Xn$$ � Eg#h#X$$� n��� ��� ���������� #A A$ 

+� ����� , A ���������� 	 " Xn� X� ����� ��� Qn G PXn � n � N� � Q G PX  
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Qnh
�� G Ph�Xn�� Qh�� G Ph�X�� �

���� +�#� Qn � Q ��� n � � 
���� � 
����� 
���� ����� �� ������ ���
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� fnkg � N ����� ������ �����	�����
�����	
� fn�kg 
���# 
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� Qn�

k
� Q ��� k ���

� (��
������	�� �������� C������ ��	�������	�� C���	���� ��� ���������
����������� � �����	������������	���� �� Qn � �Q ��� n�� @���� 	�)�	����
f � Cb#X �R$ � fmkg � N ������ ��� ��� ���������� � � ?

jhf�Qmk
i � hf�Qij � � ��� �	�� k � N�

������ ��� ���������� ����� fm�
kg � fmkg ����� ��� Qm�
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� Q ��� k � � 

+����� � ����������� �
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��	�
����� ����

���
���� �	�� �� �
�� ��	������������	�� Q�n #n � N$ ����� ������� 	��
� 	��!
��)�	� �����	������������	�� Q��n #	����)�	� ���
��������� � "������� "����
	����	���$ =�������� �
�� 	��
� 	����)��	� ��	������������	�� ������	� 	��!

� ����	������� ���������� 3���� ��	������ #�������� ��� ��	������������	���
	��
� 	����)��	� � ������ ��������� � 	�	������ �� ��� ����$ 	��
� ����	�����!
�� ��������� ��	������������	��� �� ���)� 	��
��� ������� +���� 	����
����� ����� "���� ��������� ��	�������

A����� +��� 4�� 
��� �
��� ��	�����
�����	
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���
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���	
� #X �B#X $$ ����� 	����� ������ ���������� � ��	
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���� 
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��� �
� ��	�����
�����	
� ���� �
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����� ������
��� � ��� �
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 limn��hh�Qni ��� ������ h � H 
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������	�� �������� #������� H G Cb#X �R$ � ��	��������	� ������ A ,$ 
9��%%�����%,� *� ������������ ��	������������	�� fnkg � N ��
���� ���!

��	������������	�� fn�kg ����� ��� Qn�
k
� Q ��� k � � @���� hf�Qn�

k
i � hf�Qi

��� �	�� f � Cb#X �R$� � � 	��� �	����� ,$ ������ ���

lim
n��

hh�Qni G hh�Qi ��� ������ h � H� #A L$

C���	���� ��� Qn � �Q ��� n�� @���� �� ����� A 8 ������	� ��	������������	��
fmkg � N ������ ��� Qmk

� eQ ��� k � � � eQ �G Q *� A L ��������� ���
hh�Qi G hh� eQi ��� �	�� h � H 0����	�� �	���� 5$ ����� Q G eQ +����� �
����������� �

M����%��� %����, �������� X G fXt� t � Tg � X�n� G fX�n�
t � t � Tg�

n � N� �������� �� ��������� #E�F � P $ � #En�Fn� Pn$ � �������)�� ��� ������
t � T �������� � ����	��� ���	����	��� Xt 0����	�� ������� , 8 ����� X � FjBT �
X�n� � FnjBT � n � N D	��	������ 
��� 
� ���������� 	��
� 	������	�� �����		��
X�n� � X ��� 	��
� 	������	�� �� ��	���������� �� BT � ������ �
&� ����� 
���%, ������ �
� ��� � &���
������ � 
��&�� ��%��������� #����� �
����������	����$ ����%���%�� 4 �&��� �
��� ��
,�� �%���'�%,5 �%�
XT �������% ��%�����<5 ��� ��%���� BT G B#XT $ � ��������� 	������
"�� ������	�� ����� ����������� ��������� ��� ���������� ��������� �����		��
����� #	 ��������	�� ,$ � ������������ 	�
	������� ��������	��� ���	����	���
XT  

� ��	���	��� ��	�� T B �������� ���������� �������	��� ���	����	��� � C#T�X $
B ���	����	��� ����������� ������� �� T 	� ���������� � ����	��� ���	����	���
X #��� ������ t � T $� 	��
������ ���������� ����������� 	������	�� �� ������!
���� � � �������� �C ���� #6 5?$ =
������� B#C#T�X $$ 
������	�� �!����
��
� #C#T�X $� �C$ +�	�� BT #C#T�X $$ B ����������	��� �!����
�� � C#T�X $� � � 
�!����
��� ����������� .������������ ����������. ���� ���t��			 �tk#B$� ���B � B#X k$�
t�� � � � � tk � T � k � N #� ���	����	��� X k 
����	� ������� ���� #5 ,$$� � ���
�������
�t��			 �tk H C#T�X $ � X k ������	� ��������

�t��			 �tkx G #x#t�$� � � � � x#tk$$� x � C#T�X $� #A N$

A����� +�+� ��	
� C#T�X $ ! ������� �.� ���	
���	
�� ����� 	������
��� 	����#)�� �
��������5

a0 B#C#T�X $$ G BT #C#T�X $$ 
b0 �	�� � ��� Q� eQ �������� �� B#C#T�X $$ 	�����#
 	� ������������� ��	�

���������� 
���

Q���t��			 �tk G eQ���t��			 �tk ��� t�� � � � � tk � T� k � N� #A ,?$


� Q G eQ �� B#C#T�X $$ 
c0 ��	�����
�����	
� ��� fQngn�N �� B#C#T�X $$ ����
 	����� ������ ���

n�� 
���� � 
����� 
���� ����� ��� �
��	�
����� ������
�� � 	�)�	
�#

	����� ������� � 	�� ������������� ��	���������� 
��� ��� ������ t�� � � � � tk � T
� k � N ��	�����
�����	
� Qn�

��
t��			 �tk

gn�N ����
 	����� �������

� a$ B#C#T�X $$ � BT #C#T�X $$ � 	��� ��������� 5 5 � ����� 6 N� ��� ����������!
	��� ������� 
��� �	���������� ��� �
�� ��������� ��� ������ � BT #C#T�X $$ 0
������ 	������� �
�� .����������� �������. ����������� B#C#T�X $$ 	����	��
	���	��� , 5 	 ������ ����������	�� ���
������� �t��			 �tk ��� �	�� t�� � � � � tk � T �
k � N +�"���� BT #C#T�X $$ � B#C#T�X $$ 
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b$ D	�� Q � eQ 	������� �� ����
�� .����������� ���������. � C#T�X $� �� ���
	������� �� ����������� ��� �!����
�� BT #C#T�X $$� � ������� �� �����������
������ a$ � �� BT #C#T�X $$ 

c$ (��
������	�� �������� �� ������� A 6 � ����������	�� ���
������� #A N$ 
C�� ����������	��� ��	�������	�� ��		������ ���		 �������

H G fh G gk � �t��			 �tk� ��� gk � Cb#X k�R$� t�� � � � � tk � T� k � Ng�
0����	�� ������� #5 ,?$ ��� h G gk � �t��			 �tk � H �����

hh�Qni G hgk� Qn�
��
t��			 �tk

i� #A ,,$

0��
�� 	������	�� fQn�t��			 �tkgn�N � 	��� #A ,,$ �
�	�������� ���������� �	����� ,$
������� A < 9	������� 	����������	�� �	����� 5$ ������� A < @� �� �������
#A ,,$ ����	����� ��� ������������ ��� Q� eQ ���	�� Qn� � ����� A , ����������
��� ����� ��	�� #A ,?$ '������ �� ����������� � ������ b$ Q G eQ �� BT #C#T�X $$ �

*���� ��������%, �� �������
���< �
������ -
����%�� � C#T�X $ �
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��% �
&�< ��������%, �� �� ���� B���� �&�%��� �%���'����� �������5
�� �������% �
���<��� �������

������ +�(� +�	�� ���� Qn 	�	���������� �� ������� xn#�$ � CO?� ,P� ���
��!
������ �� ��	 A ,� � � Qn G �xn� n � N #%������!����& �x#A$ G ,A#x$$ +������
Xn#t� �$ G xn#t$ ��� �	�� � � E G CO?� ,P� t � O?� ,P #F G B#CO?� ,P$$Q ����� Qn G PXn  
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��
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��
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(� ����� � 	��� ������ b$ ������� A A ��������� ��� Q G �x� ������� � CO?� ,P ��!
������� �����	��� F G fx#�$ H supt�����
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��� Q�#K�$ � , � � ��� �	�� 	 � S 

+������� 	����)�� ������������� ��������� #��� ����������	��� ���� � ���!
������� 6$ 

,?I



A����� +�. >��������?� "	�� 	����	
� ��� ���
�� 
� ��� 	���� �
���
	�
����� ������
��� "	�� ���	
���	
� X ����	��� 
� 	���� �
��	�
�����
������
��� 	����	
� ��� ����
	� ���
����

���%, �
�� T G O?� ,P +��	����	��� CO?� ,P ������	� ����	���� ��"���� ���
����������	��� 	��
�� 	������	�� ���
���	� ����� ��������� ������	�� 	����	���
��� � "��� ���	����	��� 

C�� ������� x H O?� ,P � R � � � ? ��������� ������ ���������	
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	������ � ��	���� 	������ ����� Yt G c#t$� ��� c#t$ B ����������������� �������/

E��� (���� +�	�� fXk� k G ?� ,� � � � g B ���	���������� ������	��� �����		 +�!
����� Xt G #t� k$Xk > #k> ,� t$Xk�� ��� t � Ok� k> ,$� k G ?� ,� � � � � � � ��		������
�� O?��$ ���������� ������ 	 ������ #k�Xk$ 1���� �� �����		 fXt� t � ?g
������	���/ 1���� �� ������	��� �����		 Yt G X�t
� t � ?� ��� O�P B ����� ��	��
��	��/

E��� (��+� +�	�� 
�� 
�� � � � B � � � ��������� �������)�� �������� , � �, 	
��������	�� ,�5 +������ S� G ?� Sn G 
� > � � � > 
n� n � N� � Xn G max��k�n Sk 
C�������� ��� fXn� n � ?g �� ������	� ������	��� �����		�� 

E��� (��(� +�	�� � 
�� 
�� � � � B ������	���� ��������� ������ 
�� 
�� � � � �����!
����� ��	��������� �� O?� ,P� �  B ���	���������� 	�������� �������� 	 � � F�#x$ 
+������ Sn G ,� �	�� 
n � � � Sn G �,� �	�� 
n �  #n G ,� 5� � � � $ 1���� ��
fSn� n � ,g ���������� ������	��� �����		��/

E��� (��.� C�������� ��� ���	���������� ���		��	��� �����		 fXt� t � ?g 
�!
��� ������	���� �	�� � �	������ ����� I < �	���������� ���� ������ G#x$ � x�
x � R 

E��� (��*� C�������� ��� ����%��%�
,��� ���������� ������� fXt� t � Tg5
T � R &���% ��������� %��� � %�
,�� %���5 ���� �
� 
<&�� t� � t� � t�
>t�� t�� t� � T ? ������
��� �����%��

r#t�� t�$r#t�� t�$ G r#t�� t�$r#t�� t�$� #I 6A$
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��� r#s� t$ G cov#Xs�Xt$� s� t � T  

E��� (��$� C�������� ��� �����		 =�������� B 9���
��� Xt G e�tW #e�t$� t � R�
��� W #�$ B �������	��� �����		� ������	� ���������� ������	��� �����		�� 

E��� (���� +�	�� P #X� G ,$ G P #X� G �,$ G ,�5 � ��	�� X� �� ����	�� �� ���	!
	����	���� �����		� fNt� t � ?g �����	����	�� � � ? +�	�� �����		 fXt� t � ?g
������ 	��� �������� �� �������� ���������������� ����� � ������ 	������ ���	!
	����	���� �����		� #"�� ��� ���������� 
������$��� ����$ 1���� �� �����		
fXt� t � ?g ������	���/ (������ ��� ������������� ������ 

E��� (���� C�� x � ? ��	�� �x G infft � ? H W #t$ G xg� ��� W #�$ B �������	���
�����		 C�������� ��� f�x� x � ?g B �����		 	 ������	����� �����)������� �
	������������� ������	��� �� ������� I I 

E��� (��!� +�	�� fXt� t � ?g B ������	��� �����		 C�� s � ? ��������� ���!
��		 Y G fXs�t� t � O?� sPg 1���� �� Y ������	��� �����		��/ =
���� �� Y 
���
���������� �����		��� �	�� ������� ������	� X/

E��� (��#� C�������� ��� 
������	��� ��	� B "�� ������������ ������	���
�����		 

E��� (���� +�	�� X B 	�������� �����		 �� O?��$� � Y G fYt G #Xt� t$� t � ?g 
C�������� ��� X � Y ����� 
��� ������	���� ������ ������������ C��������
��� �	�� Y B ������	��� �����		� �� �
��������� ���������� -�� 	������ ����!
������ ������� X � Y /

E��� (��+� +�	�� fXt� t � ?g B ���������� ������	��� �����		 	� ���������� �
��������� ����	��� ���	����	��� X  C�������� ��� 	�)�	���� ��������� ����!
��� hs H X � O?� ,P � X � s � ? #� � hs � B#X $ � B#O?� ,P$jB#X $� s � ?$ � ����������
��	����������� �������� �t�s ������	���� �� fXu� ? � u � tg ��� t� s � ? ������
��� Xt�s G hs#Xt� �t�s$ � � ��� �	�� t� s � ? 

E��� (��(� +�	�� ���������� ������	��� �����		 ��������� �������� � Rm �
P #x� t�B$ G P #x > y� t� B > y$ ��� �	�� x� y � Rm� t � ?� B � B#Rm$ C�������� ���
����� �����		 ����� ������	���� �����)���� 

B&�%���� � �&�&������ ���������� �����%� � ���������� O6P ����	�
����������� ������	���� �����		�� ����� ����� �������� 	�������� � � �������!
��� ����� �
������	� � 	�������� ������ ������� #�������� ����� ����	������
��	����� ������� 	������$ � ���
���� O6P �������� �������	� ��� ���������� .����
��	��� 	����	
�. #	� ����� 	 //$� � � ��		���������	� 	����	��� �����		���
����	��)�� ����	����� �� ������ ����� �������� ���	����	���� �� ����������
�������� �������� ������� �� 	�	������ � 	�	������ �������� 4���� ������!
���� �������	�� �����		� X G fXt� t � T � Rg� ����
,��� ����%���� ��%��
� 
��&� Ft� t � T #Fs � Ft � F ��� s � t� s� t � T $ K ������� #Xt�Ft$t�T B ������!
	��� �����		 #	� ���������� ��� ������ t � ��������� ���	����	��� #X �B$$� �	��
���%�		 X 	����	��� 	 	����	
�� #Ft$t�T #� � Xt � FtjB ��� �
�� t � T $ � ���
������ s� t � T � s � t � B � B

P #Xt � BjFs$ G P #Xt � BjXs$ � � #I 6I$

3���� ��������� ��� ����� � ��� �	��	������� ����������� � � ������ Ft G F�t G �fXs� s � T
#��
t � T �� �������� ��������� ����� ����������� ������	���� �����		� 

F�
�� �
�'��� �&���� �����%�� �������%� �����%�� �
� �
������
��
�� =
7�	��� ���� 	��� �������� �� �	����������	� �� ������� #	� O6� �� 5P$ 
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+�	�� � ���	����	��� #E�F � P $ ����	� �!����
�� A��A�� E � F :������� ��� E
��	)�����
 A� � A�� �	��

P #A�A�jE$ G P #A�jE$P #A�jE$ ��� Ak � Ak� k G ,� 5� #I 6L$

@���� �
������ ����������� #I ,$ ��������� ��� �fXtg ��	)������ F�t � F�t ���
�	�� t � T  

E��� (��.� C�������� ��� #I 6L$ �����	����� ����� ���

E#F�F�jE$ G E#F�jE$E#F�jE$

��� Fk � Mk� ��� Mk B ������ 	�	���� � ���	����	��� L�#E�Ak� P $� k G ,� 5 

E��� (��*� D	�� E ��	)������ A� � A�� �� E ��	)������ � A� � E � A� � E� ���
A � E �
�������� ��������� �!����
��� 	������)� A � E 

E��� (�!$� #	� 	 ��� I A$ 9	����� #I 6L$ �����	����� ����� ���

P #AjA� � E$ G P #AjE$ ��� A � A��

E��� (�!�� +�	�� �!����
�� E� � A� � E� ��	)������ A� � A� #	 � I$ @����

��IE� ��	)������ A� � A� 

E��� (�!�� D	�� ��������� #I 6L$� �� A� 
A� � E � ��	���	��� � #I ,$ ������!
���� ����������� ��	)����)�� ����
��� ��	������ �fXtg � F�t 
 F�t 

'������� ��� ������	���	�� �!����
� A� � A� �����	����� ����� ��� �� ��	)��!
���� ����������� �!����
�� E G f��Eg 

D	�� #Xt� t � T $ B 	�������� �������� �� ��� ��������� 	����	��� �!����
�
A#U$ G �fXt� t � Ug� U � T  � ������� �� 	�������� ����� T � R� � ��	� ���
)�
������� ��� �	��	������ �������)��� .��������. � .
���)���. +�"���� �����	�
��� ��������	��� ����������� ����� �!����
�� A#U�$ � A#U�$ ��� U�� U� � T � ��!
��� �!����
��� ������ ��	)������	� 0�����	�� �� 	������� #I ,$ 	�	���� �)�
� � ���� ���� ��������� ��� �
�
)����� 	�������� ������� 
 #	� � ��������� O6P$�
���	���)�� �� C�

� #T $ #���	����	��� �������� 
�	������� ����������������
�������$� ��� �
��	�� T � Rn� ���������	� ���
��� ����������� 	� 	���������
���������� #
� �$ ��� ���
��� ������� �� ���)�� ��	����� supp� � U #�
��	��
U � T $� � �� ���	������� .�������� �	�����.� ��� � #I ,$ @����� ������� ��	��
�����	� ��������� 	�	���� S �������� �����	�� � ��������!���������� �������!
	��� ���	����	��� T � � ��	�� ��� ������� S � S ����� ������� 	����)� ������
�����	��H S� G S� k� S� G T n OSP� ��� OSP G S 	 �S� � k B ��������� �����	����
	������)�� �S #������� S$ (�������� 	����	��� �!����
� A#U$� U � T #������
��� A#U� 	 U�$ G A#U�$ � A#U�$$ ��������	� �����	��� �� �
��.���# � 	�	
���
S� �	�� A#k�$ ��	)������ A#S�$ � A#S�$ 	���� 
� ���� � � ? �� 
��� #���	� k�

�	�� �!����	���	�� �����	��� k$ C�� 	�������� ������ �������� �� ������� Zd�
������� �������	�� ���)� #	� ���������� ,$ 

*�����	�� ����� ��������� ��� �	�� �	������ 	�������� ������� �� �
������
������	��� 	���	����� �� ��'�% ���%,�� >	� ��� I 5<?5 �%� �����%�����
������ ������� ����%���%�5 ��=���<���� ��������5 � ����� �
��� 
��� �������5 ���<��� ���'�<< � ����%�� ��������%�5 �����
��% �� 

���%, �������%, ����� �������� @��� � O6� 	 N,P ��		������ ������� �����
	�������� �������� ����)��	� �������� ���������� ��������� ���������������!
�� ��������� 	 .
���� �����. 
���� ��������	���� � ��������� 	�������� ��������
���)�� ������������ �	����� � �� ����������� �� ������������� ������� 
����
������	��� 
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�� xi � X ������	���� 	 �� ������� i� ��� "��� 
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�	�� ��������	�� X  +��	����	��� #X �B$ ������	� ����	���� �	�� ���	�� ��������
������� �#x� y$ G , ��� x �G y � �#x� x$ G ?� x� y � X  '������ ������ ��� �
��
������� g H X � R ������	� BjB#R$!��������� 4�����	��� �����		 	 ��	�������
���	����	���� 	�	������ ��������	� %���# ;����� 

M�		������ �!����
�� A� ���������� ���
������ E �� �����	��� Aj� j � J �
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,Aj

P #Aj$
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�� Aj #�
�� ������� E#
jA$ � � 	�������� 	 ���������$ 
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��� ��
��� ����� t�� � � � � tn � T

�!����
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���
�����%��

P #Xt G jjXs� G i�� � � � �Xsm G im�Xs G i$ G P #Xt G jjXs G i$� #L 5$
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� P #Xs� G i�� � � � �Xsm G im�Xs G i$ �G ? '��	� P #AjB$ G P #AB$�P #B$ ���
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P #Aj G x$ G �#x$� ��� P #Aj$ G �#$$ 

+�	�� Xs G fi � X H P #Xs G i$ �G ?g� s � X  C�� s � t #s� t � T $� i � Xs� j � X
������ ���������� ����
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�

pij#s� t$ G P #Xt G jjXs G i$ #L 6$
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������� �	������H
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�� i � Xs� j � Xt� � s � t� s� t � T �
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pij#s� t$ G , ��� �
�� i � Xs � s � t� s� t � T �

6$ pij#s� s$ G �ij ��� �
�� i� j � Xs� j � Xt � s � T � ��� �ij F 	����� -���������
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X
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�
G Ys � � #,5 6N$

4� ���� ������ ���
tR
�

f#s� �$ dWs ��� ���	���������� f �	�� Ft j B#R$!���������

�������� � 	��� #,5 ,L$� #,5 55$� #,5 6?$ � ��������� 8 I *���� 	���	��� ,$ �	����!
����� +�� "��� �� ������ ��� �� ��
����� Yt �� �������� �� "������������ #�	�
�!����
�� 	�����	� ������������$ 

9��'�� �?� D	�� f F ���	��� �������� ���������� �������� #,5 ,I$� ��

tZ
�

f#s� �$ dWs G

��������������

f#t�$#Wt �Wt�$ G f#?$Wt� t � O?� t�$�
m��X
k��

f#tk$#Wtk�� �Wtk$ > f#tm$#Wt �Wtm$�
t � Otm� tm��$�
m G ,� � � � � n�

nX
k��

f#tk$#Wtk�� �Wtk$� t � tn�

#,5 8?$
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C�� f � L� ��
���� ���	��� ������� fn
L��� f ��� n � � 9������� �����!

�����	�� ���������� �������	���� �����		� � ����� ��������� ���
tR
�

fn#s� �$ dWs

#	� #,5 8?$$� ������ ��� "��� �������� ��� �	�� � ����	������� 	�
�� ����������
������ �� O?��$ 

*� ��	������������	�� fn ��
���� �����	������������	�� fnk ���� ���
�

E

�Z
�

jfnk��#s� �$ � fnk #s� �$j�ds � 5�k� k � N� #,5 8,$

+������	� ���� ��� �������� *�� F �������� ���
�������� �������� �� L�� ���
������������� T � ? � 	��� 	���	���� < ,I � ����������� 	���	��� ,$ ����� ���
�	�� � � ?� n�m � N

P

�
sup

��t�T

����
tZ

�

fn#s� �$ dWs �
tZ

�

fm#s� �$ dWs

���� � �

�
� ���E

� TZ
�

#fn � fm$dWs

��
� #,5 85$

*� #,5 8,$� #,5 85$ � ������� 	���������� � #,5 6,$ ��������� ���

�X
k��

P

�
sup
��t�T

����
tZ

�

#fnk�� � fnk $dWs

���� � ,
k�

�
�

�X
k��

k5�k ���

+�"���� �� ����� 1�����B-������� ��� � � � ��� k � K#�$

sup
��t�T

����
tZ

�

#fnk�� � fnk$dWs

���� � k���

D	�� ��� �� ����������� �� O?� T P ������� � � 	�����	� ����������� �� 	���� "����
���� �	�� � � ����������� �� O?� T P ������� @����� �������� ��� ��� ������� t � ?Z t

�

fn�#s� �$dWs >
N��X
k��

tZ
�

#fnk�� � fnk $dWs G

tZ
�

fnN #s� �$ dWs
L������

tZ
�

f#s� �$ dWs

��� N � � (� �	�� ��� �
��� t � O?� T P ����� 
k#t$
�	�	�� 
#t$ � 
k#t$

L������ �#t$� ��


#t$ G �#t$ � � ��� t � O?� T P #� � 
k#t$
L������ 
#t$� �� ����� ����� �����	����������!

��	�� 
mj
#t$ � �#t$ � � � ��"���� 
#t$ G �#t$ � � $ 

@���� �
������ �� O?� T P �� ��	������ ���������� ���������� �����		� Yt 
2�� ��	������� ����� �������	�� ��� ������� ���������� O?� nP� n � N @�����
�������� ��� �	�� Xt G Zt � � ��� ������� t � O?� T P � ���������� "��� �����		��
� � ���������� �� O?� T P� �� P #� H Xt#�$ G Zt#�$ ��� �	�� t � O?� T P$ G , C��!
	���������� ������� 	������ �	�� ������� �� O?� T P �����	��� MT  @���� � 	���
����������	�� ���������� �����		�� Xt � Zt ����� ��� �
��� � � ?

P #� H sup
t����T 


jXt#�$ � Zt#�$j � �$ G P #� H sup
t�MT

jXt#�$ � Zt#�$j � �$ G ?�

*� 	��������� � ����� ��� 	������ �
7�������� �����	�� ���� ���� ����� ����
����� ��������� ��� �����		 Yt ����� 
��� ��	����� � � ����������� �� O?��$ 
0���	��� 5$ �������� 
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9��'�� !?� +�� ����������	��� ,$ �� �	��������� ��� Yt ������	� Ft j B#R$!��!
������� ��������� ��� ������� t � ? #��� �������	��� �����		�� �������� ��	!
	��������	� ���	���������� � ������ ��	��$ -���� ����� �� ����� ��
����
���������� �� O?��$ ��� � � � ���������� Yt 	� 	���	���� ������		����� ��!
������	��� ��� ����������

���� ������ ��	
� ���	
�
������ 	�������� ���%�		 X G fX#t� �$� t � O?� T P� � � Eg
����
 
����
���� ���� ���������� 	���� �� O?� T $� "	�� Xt � FtjB#R$ ��� ���
���� t � O?� T P ��� #Ft$t����T 
 ! ����
���� $���
��%�� 
� � ���%�		� 	�)�	
��

������		��� ��������� ����$���%���

� +�	�� 	������ ��� m � 5

X#t� �$ G
m��X
k��

X#tk� �$,�k
#t$ ��� t � O?� T P� � � E� #,5 86$

��� ? G t� � � � � � tm�� G u� ^� G O?� t�P� ^k G #tk� tk��P� k G ,� � � � �m � , @����
�����		� ��������� ������	� ������		���� ��������� =
)�� 	����� 	�����	� �
��		���������� K ������� �	�� ��� �	�� � � E�� ��� P #E�$ G ,� ���������� X
���������� 	����� �� O?� T $� �� ������ �����		�

Xn#t� �$ G
�

X#qn#t$� �$ ��� qn#t$ HG #O5ntP > ,$5�n � T�
X#T� �$ ��� qn#t$ � T�

���	� t � O?� T P� � � E� n � N� O�P �
�������� ���� ��	�� ��	�� @���� �����		� Xn

���� ��� #,5 86$ +������

Vn#t� �$ G Xn#t� �$,��#�$� t � O?� T P� � � E�

3���� ������� ��� �����		� Vn �������� � ��� �	�� t � O?� T P� � � E

lim
n��

Vn#t� �$ G X#t� �$,��#�$�

=	����	� ��	����������	� ������ 8 A �
@������ ,5 ,, �������� �
+�c������ ��� f � L� � Yt� ��������)�� � ������� ,5 ,,

sup
t��

EjYtj � sup
t��

#EjYtj�$��� G sup
t��

#E
Z t

�

jf#s� �$j�ds$��� � #E
Z �

�

jf#s� �$j�ds$����

��� ������� Y� G
R�
�
f#s� �$dWs� �������	� ���� ��� ������� #,5 6N$ ����� � ���

t G �� �� ������� < ,8 ��������� ��� #Yt�Ft$t�R��f�g B ��%���
� ��� F� G �t��Ft 
� 	������	���� 	 ���������� ,5 L ������� ��� �	��

f � L�
T G L�#O?� T P� E�Prog�mes�P $�

��� T ��� �� ����������� ������� ,5 ,, �	���	� � 	��� ��� t � O?� T P 

���������� � 	�
�������
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4������� � 
��&� Pred � Prog ���'�% ���< �����%����� �
������
������� Xt5 t � T � R5 ��%���� � �'��� �����% t � T C�� �����% �%
&�������C � 	��	�� ������������ ���
������ ��������	�� �� ���� ����������
#t� �$ +� 	��� ���� �� �� 	��
������� ��������� � ��		������� .������	�� �	�!
)�	������ ��������. '������ ������ ��� ���	�� �������� 	�������� �������
�� ���������� O?��$ #��� #?��$$ �� ����� ��		��������� �����		 �� �����	���
T � R � �	� ����������� �������������� #��� "�� ������	� � O6P� xA 5$ K �������
Pred ������	�� ��� �!����
��� ����������� �����	����� ���� #T 
 #t��$$�B� ���
t � T � B � Ft 4����	��� A � T �E ����������� Prog� �	��

A 
 ##��� tP� E$ � Bt �Ft ��� ������� t � T�

��� Bt G B#T 
 #��� tP$ =
����� �������� �� ��� ��� ��� ��	������� �������!
�� *�� 	 ����)� ������������� 	�������� ���� �� �	���������� ����������
#?��$� � ��� ��	������� ��������� *�� ��� ������		���� ��������� ������� 
��!
��	� �����	� O?��$ +�� "��� �!����
�� ����	�������� � ������		���� ���������
�����	�� ���������	� ��������� ��	���������� � � �������	� ��������	��� �
������ ���	����	���� � O6P� xA 5� �!����
�� Pred � Prog ������� � ����� � ��� ��
���	����	��� T � E #T � R$� �� � ��	���	��� ��� �� 	 ,<6 ��������

A����� 9����� ,#��� ������		��� ��������� 	�������� $���%�� � �#��� �����
	�������� 	�������� $���%�� 	����	���� 	 ������ 	����	
�� �������� #Ft$t�T�R
/
� �	
� Pred � Ad Prog � Ad ��� �� ����������# A � T � E ����������

��������� Ad  ���	
���	
� T �E �	�� f� H #t� �$ � Ag � Ft ��� ������� t � T 0�
"	��  T �	
� �������.�� ������
 t� 
� �#��� ����	�������� 	�������� $���%��
Xt /t � T 0 
���� �
� Xt�#�$ G const�

E��� ����� C�������� ��� �	�� T B �������� �������� ��� ������������� ��
Pred � Prog 

E��� ���!� +�	����� ������ ������	���� ���������� �� ������	�������� ����!
��� 

E��� ���#� +�	�� fXt� t � T � Rg B ������		���� ��������� ���	�������!
��� 	�������� ������� � � B ������	��� ������ #��		���������	� ����������
#Ft$t�T�R$ C�������� ��� ������� X����#�$ �� �����	��� f� H � #�$ ��g ��������
����	������� �!����
� F� � B#R$ 

B��=�� �%��%��� �������5 ��%���������� �� 3%� � #?��$ +�	��
#Ft$t�� B ��������� ���������� � #E�F � P $� ����	������� ������� fW #t$� t � ?g
B 
������	��� �������� M�		������ �����	��� H� 	�	���)�� �� ���	����������
������� f � ��������� �� #t� �$ #� � f � B#?��$�FjB#R$$ ������ ��� f#t� �$ � FtjB#R$
��� ������ t � ? � E

R�
�
f�#t� �$dt � � @���� 	��������� 	����)�� ���������

#	� � ���� � O6� ��	�� I� 	 8<P$ 

A����� 9���� >9�&?� H � L�##?��$ �E�A� �$ ��� A ! ���������� ���������
Pred �� ���� � G mes�P  ���	� mes ! ���� ,����� �� #?��$�

*	������� ������� ����� ,5 L ��� ���	��� ������� ���� #,5 ,?$� �������� ��!
������� ���������� ���� ����������� ������� 	������� ���������� � ���������!
��� 	��	�� �
������ ������� ,5 < 

E��� ���+� C�������� ��� �	�� f � L�##?��$ � E�A� �$� �� ������	� �������
h � H ������ ��� f#t� �$ G h#t� �$ � � �� ���� � 
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E��� ���(� +�	�� � B ������	��� ������ ������ ��� � #�$ � T ��� �	�� � � E
#T B ������������� ���	�����$ =
������� It#f$ ����� ��	�� ������� #,5 6A$ 
C�������� ��� I�#f$ G IT #f,���� 
$� ��� I�#f$ HG I����#f$ 

E��� ���.� C�������� ��� �	�� f H O?��$ � R �	�� ��	�������� ������� ��
���	����	��� 0�������� DO?��$� ����� ������� f B "�� cadlag!�������� � � ���!
)�� ������ 	���� � ������ ����� t � ? � ����������� 	����� �� O?��$� �� It#f$�
t � ? B ���		��	��� �����		 (������ ��� 	������ � ������������� ������ 

0����	����	��� �������� ��������� ���� .�����. ����	�������� �����������

������	���� �������� 0�������� �����		 X G fXt� t � ?g 	� ���������� � Rm

��������	� �
����������� #	�����������$� �	�� ��� ������� a � ? ����� �����
����� b � ?� ���

Law#Xat� t � ?$ G Law#bXt� t � ?$� #,5 88$

*���� ������� ��������� ��������� =�
� #t � at$ �������% � %��� '�
����� ����
,%%�5 �%� � ��������� ������ =�
� #x� bx$ D	�� � ����!
������� #,5 88$ ��� �
��� a � ? �������� b G aH� �� 	�������� �����		 X ����!
����	� �
���������� ���%�		�� 	 ������
���� 9��	
� H �������� D G ,�H
��������	� 	
�
�	
���	��� $���
������ ��������	
�# 	��������� �����		� X 

(������� #	� #6 6,$$� ��� ����������� 
������	��� �������� fBH#t$� t � ?g ���
? � H � , ����������	� ��� �������������� ���		��	��� �����		 	 ��������������
��������

cov#BH#s$� BH#t$$ G s�H > t�H � js� tj�H� s� t � ?�

E��� ���*� =
7�	����� ������ fBH#t$� t � ?g B ������������� �����		 	 ����!
������� ]��	�� 

+����		� BH ������� ��		���������	� K ( -����������� � ,N8? � � O6P� ���
��� ��������	� 	�������� :����� @����� ����������� #��� ���
���� .fractional.$

������	��� �������� 
�� ������ 1 4������
����� � q ��� (�		�� � ,NAL � � O6P�
� ��� �� 
��� �������� 	����)�� ����	�������� 

A����� 9����$ >)���
,&��%5 4� G���?� 4�� ? � H � , � t � ? �����

BH#t$ G cHf
Z �

��
O#t� s$H���� � #�s$H����PdWs >

Z t

�

#t� s$H����dWsg� #,5 8<$

��� �������#)�� ���	
��
� cH ������ 
�� �
� EB�
H#,$ G , /	�� ����� M6 

	� 6N3O0 � fWs� s � ?g � fBs G W�sg ��� s � ? ! �����	���� 	
�����
���
�����	��� ���%�		��

J���������� 
������	��� �������� #� ��� ��	������� �������$ �	�������	�
�� ������ ������ �������� � ��	���	��� ��� ���	���� �������� �����	���� ��!
���	�� #	� O6P� O6P$ 0�����	�� �������� �����		�� BH#t$ 	 ? � H � , 	�	���� �
���� ��� �� �	�������� 	����� H G ,�5 #� � 
������	���� ��������$ "�� �����	!
	� �� �����	� 	������
�������� #� � �� ������ � ������ ���		 �����		��� ���
������� ������� 	����	����	��� �	��	������ 	� O6� �� 8P$ D	�� � ����	��������
#,5 8<$ ���	�� H ����� ���������	�� ������ Ht #� � jHt�Hsj � cjt� sj�� 	 � ?$
	� ���������� � #?� ,$� �� ��������	� 	�������� �����		� ���������� ����
�$����

������ ������	��� �������� 2��� �����		 
�� ������ � �������� ������ �
��
��� O6P 
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E��� ������ #	� O6P$ C�������� ��� ��� �����		� BH ��� n�� �����

bHn HG ln#n��
nX

k��

jBH#k�n$ �BH##k � ,$�n$j$� ln#,�n$ � H � � 

1���� ��������� ��� � � ����������� �� O?��$ �����		 Xt ����	���� 	
����
	
���	��� ��$$����%���� �	�� 	 ��������	�� , 	���� ��� �	�� t � ?

Xt G X� >

tZ
�

f#s� �$ dWs >

tZ
�

g#s� �$ ds� #,5 8A$

��� f � L�#O?��$$� � ������		���� ��������� ������� g H O?��$ � E � R �������
���

P

� �Z
�

jg#s� �$j ds ��
�

G , #,5 8I$

#�������	��� �����		 fWt� t � ?g 	����	���� 	 ����������� #Ft$t��� �����������!
)�� #,5 5$$ � 	��� ���������� �	����� �� ������� f � g ������ ��	�� #,5 8A$
���������� � ���� � � ����������� �����		 

0���������� #,5 8A$ ����� ������	��� ��������� � ����

dXt G f#t� �$ dWt > g#t� �$ dt� #,5 8L$

C���� ��� ����� � ��� �� ������� F ����� �	����������	� ��� ����	� F #t$� ���
� Ft '������� ��� �	� 	�������� ��������� �
����� ���������������	� �� 	������
����� t � Ou� vP� ? � u � v �� 

*���	���� ��� ���� ��� ����	����� ��	�������� ���������� ������ ����
����� ������� ����������������� �	��	����� #��
������ ���������$� �������!
������� �� ��	��� � ������ ���������� � ������ ��������� *�� �� ����� ���!
����	� ������ �� ������������ ������� '��	� �'���=�� ��
��%�� �
���< 
��� ����
,%%� ������� �� �������� 	 ������ ����������	���� 

A����� 9����� >�����
 3%�?� ��	
� ���%�		 Xt t � ? ����	���
 	
��
��	
���	��� ��$$����%��� #	 $���%���� f � g ������#)��� ���������� �.�
	��	
���$� ��	
� $���%�� h H O?��$ �R� R 
���� �
� 	�)�	
�#
 ������
����� �h��t ��h��x� ������

sup
s��� x�R

j�h#s� x$��xj �M� ��� #,5 8N$

����� ��� ���%�		� Yt G h#t�Xt$ t � ? �����

dYt G
�h

�t
#t�Xt$dt >

�h

�x
#t�Xt$dXt >

,
5
��h

�x�
#t�Xt$#dXt$�� #,5 <?$

��� #dXt$� ���	���
	� 	 ����)�# #,5 8L$ �	���� �� ���
��5

dt � dt G dt � dWt G dWt � dt G ?� dWt � dWt G dt� #,5 <,$

2���� ����� ���� ��� 	�� z � ?
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h#z�Xz$ G h#?�X�$ >

zZ
�

f#s�Xs$
�h

�x
#s�Xs$dWs >

>

zZ
�

�
�h

�t
#s�Xs$ > g

�h

�x
#s�Xs$ >

,
5
f�
��h

�x�
#s�Xs$

�
ds� #,5 <5$

4� ������� "�� �������� � ����� �
�����	� � �������� �� ���������� 

���� 9����!� ��	
�  �	����� 
������ 66 $���%�� f � g ���	
�� 
� ��

f#s� �$ G
m��X
j��

fj#�$, �tj�tj���#s$� g#s� �$ G
m��X
j��

gj#�$, �tj�tj���#s$� #,5 <6$

��� ? G t� � t� � � � � � tm G z fj G f#tj � �$ � gj G g#tj� �$ ���#
	� Ftj j B#R$������
������ ��������� ������

Ef�j ��� j G ?� � � � �m� #,5 <8$

����� 	�������� $������ #,5 <5$�

� � 	��� �������	�� ���������� 3�
��� � *�� ��� ����������	��� #,5 <5$ ��	��!
����� ���������� ���

h#tj���Xtj��$ � h#tj�Xtj $ G

tj��Z
tj

�
�h

�t
#s�Xs$ > gj

�h

�x
#s�Xs$ >

,
5
f�j
��h

�x�
#s�Xs$

�
ds >

>

tj��Z
tj

fj
�h

�x
#s�Xs$ dWs� j G ?� � � � �m� ,� #,5 <<$

������� ������������ j � f?� � � � �m � ,g � ��� ����)���� ����	� ������� u G tj�
v G tj�� *� #,5 8A$ � #,5 <6$ �����

Xt G Xs > #Wt �Wu$fj > #t� u$gj � t � Ou� vP� #,5 <A$

M�		������ ��	������������	�� ���
����� Ou� vP ������� u G s
�n�
� �� � �� s

�n�
n G v�

��� �������

�n G max
i���			 �n��

#s�n�i�� � s
�n�
i $ � ?� n��� #,5 <I$

+�����		���� ��������� ������� aj#s� �$ G fj#�$
�h#s�Xs#�$$

�x
������	� � � �����!

������ �� Ou� vP #Xs F ������		���� ��������� ����������� � � �������� 	� 
#,5 <A$� � �h��x ���������� �� ���� ����������$ C��	���������� �� #,5 8N$ � #,5 <8$
����� jaj#s� �$j �M�jfjj � L�#E$ -���� ����� aj#s� �$ ���������� �� Ou� vP � � 	���!
��� ����������	��� 0������������� �� ������� ,5 ,? #�� �� ������� ��� ���������
�� u �� v$

vZ
u

fj
�h

�x
dWs G l�i�m�

�n��

n��X
i��

fj
�h

�x
#si�Xsi$#Wsi�� �Wsi$� #,5 <L$
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���	� � ����� ��� ����)���� �
��������� ����� si ���	�� s
�n�
i  

*���� ��	������� ��������� ���

n��X
i��

�
h#si���Xsi��$ � h#si�Xsi$ � fj

�h

�x
#si�Xsi$#Wsi�� �Wsi$

�
�

�
vZ

u

�
�h

�t
#s�Xs$ > gj

�h

�x
#s�Xs$ >

,
5
f�j
��h

�x�
#s�Xs$

�
ds � � #,5 <N$

��� ��������� ��������)��	� �����	������������	�� ���
������ � � ��� ��	��!
����������	�� fnkg� ��� �nk � ? ��� k �� 

@����� �������� ���

h#si���Xsi�� $ � h#si�Xsi$ G

G #h#si���Xsi��$ � h#si�Xsi�� $$ > #h#si�Xsi��$ � h#si�Xsi$$ G ^���
i > ^���

i � #,5 A?$

+������� � ^���
i ������� @������ �� ������� ���������� � � ^���

i F �� ��������
�������

^���
i > ^���

i G
�h

�t
#esi�Xsi��$#si�� � si$ >

�h

�x
#si�Xsi$#Xsi�� �Xsi$ >

>
,
5
��h

�x�
#si� eXsi$#Xsi�� �Xsi$

�� i G ?� � � � � n� ,� #,5 A,$

��� esi G esi#�$ � #si� si��$� � eXsi#�$ F ����� ����� Xsi#�$ � Xsi��#�$ =�������
��� �� �� ����� ����������� ��� esi � eXsi �����	� 	��������� ����������� ��

��� ��� ^���
i F 	�������� ��������� ��

�h

�t
#esi#�$�Xsi��#�$$ F 	�������� �������� 

K����������
��h

�x�
#si� eXsi$ F 	�������� �������� #�	�� Xsi#�$ G Xsi�� #�$� �� ��������eXsi#�$ G Xsi#�$ � #,5 A,$$ 

+������� �� �������� #,5 <A$� #,5 A,$� ������ ��� ����� ��	�� #,5 <N$ ����
��!
���� ���

n��X
i��

��h
�t

#esi�Xsi��$#si�� � si$ >
�h

�x
#si�Xsi$gj#si�� � si$ >

,
5
��h

�x�
#si� eXsi$ �

� Of�j #Wsi�� �Wsi$
� > 5fjgj#Wsi�� �Wsi$#si�� � si$ > g�j #si�� � si$�P

�
� #,5 A5$

C�� ���������� ����������	��� ����� ,5 ,6 ��� ������
��	�

���� 9����#� ��	
� ���%�		 Xs ��������� ���� �� Ou� vP � ��	
� $���%�� G
��������� �� O?��$ �R� �����

M#GQ �$ G supfjG#s�Xs$ �G#r�Xq$j H s� r� q � Ou� vP�
js� rj � �� jr � qj � �g � ? ���� ��� � � ?� #,5 A6$

� J������ Xs#�$ ��� � � � ���������� ���������� �� Ou� vP 0�������������
��� � � E� #P #E�$ G ,$ � t � Ou� vP ����� jXt#�$j � L#�$ � � C�� ������� L � ?
������� G#s� x$ ���������� ���������� �� �������������� Ou� vP� O�L�LP +�"����
��� �
��� � � ? ������	� � G �#�� L$ � ?� ����� ��� jG#s� x$ � G#r� y$j � �� �	��
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js� rj � � � jx�yj � � =	����	� ���	��� ��� ��� �
��� � � ? � � � E� 	�)�	�����
� G �#�� �$ � ?� ����� ���

sup
s�q��u�v


js�qj�������

jXs#�$ �Xq#�$j � �� � #,5 A8$

+�������� ����������	��� ����� ,5 ,6 +� ����� ,5 ,8 ��� ����������� ����!
��� �h��t �����

���� n��X
i��

�h

�t
#esi�Xsi�� $#si�� � si$ �

n��X
i��

�h

�t
#si�Xsi$#si�� � si$

���� �
�M

�
�h

�t
Q �n

�
#v � u$ � ? � � ��� �n � ?� #,5 A<$

9������� ����������	�� �h��t � � � ����������	�� Xt� ��������� ���

n��X
i��

�h

�t
#si�Xsi$#si�� � si$ �

vZ
u

�h

�t
#s�Xs$ ds � � ��� �n � ?� #,5 AA$

� 	��� ����������	�� �h��x ������ ���

n��X
i��

�h

�x
#si�Xsi$gj#si�� � si$ �

vZ
u

�h

�x
#s�Xs$gj ds � � ��� �n � ?� #,5 AI$

1������	��� �������� ���������� ���������� �� Ou� vP� ��"����

���� fjgj n��X
i��

��h

�x�
#si� eXsi$#Wsi�� �Wsi$#si�� � si$

���� �
� C#�$jfjgjj#v � u$ sup

y�r��u�v

jy�rj��n

jWy �Wrj � ? � � ��� �n � ?� #,5 AL$

���

C#�$ G maxfj��h#t� x$��x�j H t � Ou� vP� jxj � max
t��u�v


jXt#�$jg� #,5 AN$

K���������� ����g�j n��X
i��

��h

�x�
#si� eXsi$#si�� � si$�

���� � g�jC#�$#v � u$�n � ? � � #,5 I?$

@����� �������� ��� ��� ��������� ��������)��	� �����	������������	�� fnkg
���
����� Ou� vP

n��X
i��

��h

�x�
#si� eXsi$#Wsi�� �Wsi$

� �
vZ

u

��h

�x�
#s�Xs$ ds � � #,5 I,$

+� ����� ,5 ,8 �����
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���� n��X
i��

��h

�x�
#si� eXsi$#Wsi�� �Wsi$

� �
n��X
i��

��h

�x�
#si�Xsi$#Wsi�� �Wsi$

�

���� �
�M

�
��h

�x�
Q �n

� n��X
i��

#Wsi�� �Wsi$
� � ? � � ��� �nk � ?� #,5 I5$

��	������ ����� ������� ���

n��X
i��

#Wsi�� �Wsi$
� L������ v � u ��� �n � ?� #,5 I6$

C��	���������� �������� ������	���	�� �����)���� �������	���� �����		�� ����!
����

E

���� n��X
i��

#Wsi�� �Wsi$
� � #si�� � si$

����� G
n��X
i��

D#Wsi�� �Wsi$
� G

G 5
n��X
i��

#si�� � si$� � 5#v � u$�n� #,5 I8$

0������������� 	�)�	����� �����	������������	�� fnkg� ��� ������� � #,5 I6$ �����
��	�� 	������	�� � � 

C�����

���� n��X
i��

��h#si�Xsi$
�x�

#Wsi�� �Wsi$
� �

n��X
i��

��h#si�Xsi$
�x�

#si�� � si$
���� �
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n��X
i��

j#Wsi�� �Wsi$
� � #si�� � si$j� #,5 I<$

C#�$ ����������	� �������� #,5 AN$� � ���������� #,5 I8$�

E

� n��X
i��

j#Wsi�� �Wsi$
� � #si�� � si$j

��

� 5#v � u$�n�

+�"���� 	�)�	����� fn�kg � fnkg� ��� ������� ������ ��	�� ������� #,5 I<$ 	�����!
	� � ? � � ��� k �� #
���� ��	��� nk ���	�� n�k$ (������� � 	��� ����������	��
��h��x� �����

n��X
i��

��h

�x�
#si�Xsi$#si�� � si$ �

vZ
u

�h

�x
#s�Xs$ ds � � ��� �n � ?� #,5 IA$

@���� �
������ �	� ���
����� 	���������� ��������� � � �� �����	������������!
	�� fnkg ��� k � � =	����	� ��������� ��� �	�� 
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�	�	�� 
� �nk
�	�	�� � � 
nk G �nk

� � � �� 
 G � � � 3���� ,5 ,6 �������� �
�����
'�� ����%�
,�%�� %������ ������ +� ����� ,5 L ������	� ��!

	������������	�� ���	��� ������� f �n� � f ��� n�� � ���	����	��� L�#O?��$$ 
K��������� ����� ,5 L� �������� #,5 8I$� 	����� ��	������������	�� ���	��� ����!
��� g�n�� 	����)�	� ��� � � � � ������� g � ���	����	��� L�#O?��$$ 
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+������ ��� t � ?

X
�n�
t G X� >

tZ
�

f �n�#s� �$ dWs >

tZ
�

g�n�#s� �$ ds� #,5 II$

+� ����� ,5 ,6 � � ��� �	�� z � ? � n � N

h#z�X�n�
z $ � h#?�X�$ G

zZ
�

�h

�x
#s�X�n�

s $f �n�#s� �$ dWs >

>

zZ
�

�
�h

�t
#s�X�n�

s $ > g�n�#s� �$
�h

�x
#s�X�n�

s $ >
,
5

#f �n�#s� �$$�
��h

�x�
#s�X�n�

s $
�
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9��'��5 �%� 
��� � ���� ��%� �����
� #,5 IL$ �
� ����%���� ��� 
���
����%�
,���%� fnkg �����%�� �� �����%���%� ���%��%�%����� � 
����
� ����� ��%�� �����
� #,5 <5$� +������� ������� ,5 ,, � �������	��� #< 5N$�
��� �
�� ������������� �� z �����

P # sup
��s�z

jX�n�
s �Xsj � �$ �
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�
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��s�z

����
sZ

�
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���� � �
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�
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�
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���� � �
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�

�

�
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E
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�
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�
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��� z � ?
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�
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ds �

� 5

zZ
�

E
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�
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�
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s $ � �h
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�
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�
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^n#s� �$ G #f#s� �$$�
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�x
#s�X�n�
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#s�Xs$
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� 8M�
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�x
� �� #,5 IN$ ��� ������� s � ? �������
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*� #,5 L8$ � #,5 L5$ 	������� ��� E^n#s� �$ � ?� n � �� ��� ������� s � ?� ������
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���� �������)� �����	������������	�� ���
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�
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k

P # sup
��s�z
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�����h�x#s�X�nk�
s $ � �h

�x
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+�� "���� ��� � ����������	��� ����� C,5 ,8� �� ��	����������	� �����������
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���

����	������� ��� �������� ���
������ ������	���� ���		��	��� �������$ +���!
���	� ���� ��� v#?$ ������	� F� j B#R$!��������� ���		��	��� ���������� ���������
��� #v#?$� Ih���n � � � � � Ih

�k�
n $ F ���		��	��� ������ 2�� 	���� �������� �� �������

E exp
�
iv#?$�� > i

kX
m��

�mIh
�m�
n

�
G Eeiv�����E#e

i
kP

m
�
�mIh

�m�
n j F�$ G

G Eeiv�����Ee
i

kP
m
�

�mIh
�m�
n

� �j � R� j G ?� � � � � k� #,6 6,$

0������� ���������� ������� � L�#E$� �������� ���
����� ����������� �
	
���<��� ��%��%������ =� ���%��% � %��5 �%�&� � �%���%�������

�������� ��-�������%� ��� dt � dW #t$ ���
%, �
�������5 � � ����	�!
)��� � �� � M�		������ ��������� ����

dXt G b#t�Xt$ dt > �#t�Xt$dWt� ? � t � T�

X� G Z�
#,6 65$

5A?



������� ��������	� ���	�� ��� ���������� ����	� ������������� ���������

Xt G X� >

tZ
�

b#s�Xs$ ds >

tZ
�

�#s�Xs$ dWs� ? � t � T� #,6 66$

��� b � � ���������� �� O?� T P�R 	�
,��� ��=���� ��	������� ������%�� ��
%�� ������������ �������� ������� Xt#�$5 ���<�� ���� �������� 
��� %���%����5 ��%��� �
� 
<&��� t � ? ��� ����%����� �� � 
���<
� ����< ��%� �����
� #,6 66$ ��% �����%�� � �����%���%,< � +��
"��� 	������	�� ��� b#s�Xs$ � �#s�Xs$ F ������		���� ��������� �������� ��!
��� ��� �#s�Xs$ � L�#O?� T P$� � b#s�Xs$ ������������ �� 3�
��� �� �
�� ��������
���������� ��� � � � 

��%��&���� ���
� ������� b#u� x$ � �#u� x$ 
��� �������� �� O?� tP � R #� � 
BO?� tP � B#R$jB#R$!��������$ ��� ������ t � O?� T P� � ���
� ���������	� �	�����
3������H 	�)�	����� ���	����� L � ?� ����� ���

jb#t� x$� b#t� y$j> j�#t� x$� �#t� y$j � Ljx� yj� x� y � R� t � O?� T P� #,6 68$

+�	�� ����� ��� ���������� c � ?

b#t� x$� > �#t� x$� � c#, > x�$� x � R� t � O?� T P� #,6 6<$

'������� ��� ���� ��� � � ?� � � ��� �������� �
����������� �����������������
��������� 
�� �	����� ������ ����� ������� ����� �� 	�)�	������� ��� 	�)�	���!
����� �� 
��� ������	������� D	��� � ��	���	��� b#t� x$ G b#x$� �#t� x$ G �#x$� ��
#,6 68$ ������ #,6 6<$ 

C���� ��� ������
��	� ���	���

���� �!��� ��	
� ���	
�
������ ���%�		 Ys#�$ ������		��� ������� ��
O?� T P /�
��	�
����� $���
��%�� #Fs$s����T 
  F0� ��	
� ���	
�
������ $����
%�� a#s� x$ ������ �� O?� T P � R � ��� ������ t � O?� T P ��� �������� �� O?� tP � R 

��� B#O?� tP$�B#R$jB#R$���������� ����� ���%�		 a#s� Ys#�$$ ������		��� �������
/�
��	�
����� 
�� �� $���
��%�� #Fs$s����T 
0�

� C�� s � O?� tP � � � E #? � t � T $ ���
������� #s� �$ �� #s� Ys#�$$ ������	�
B#O?� tP$�FtjB#O?� tP$�B#R$!��������� ������� u � O?� tP � B � B#R$� �����

f#s� �$ � O?� tP� E H #s� Ys#�$$ � O?� uP�Bg G

G f#s� �$ � O?� t � uP� E H Ys#�$ � Bg � B#O?� t � uP$�Ft�u � BO?� tP�Ft�

@��
����� ��������	�� ��������	� � 	��� 	���	���� , 5 @����� �������� ��� ���
#s� x$ � O?� tP�R���
������� #s� x$ �� a#s� x$ ������	� �� �	���� B#O?� tP$�B#R$jB#R$!��������� 
=	����	� ���	��� ��� 	����������� ��������� ���
������� 
���� ������� �
��!
��� �������� �

A����� �!�+� ��	
� $���%�� b � � �����
���#
 ������� �.� �	����
��� ��	
� ������� Z ����
	� F� j B#R$���������� ������ EZ� � �� �����
	�)�	
��
 ����	
����� 	������ ��.���� �������� #,6 66$ 	 ��������� �	����
�� X� G Z 
���� �
� Xt � L�#E$ ��� �#���� t � O?� T P � $���%�� EX�

t ����������
�� O?� T P�
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J����%������%, ��������	� � 	������ #�������������$ 	��	��� � � �	��
X�#t� �$ � X�#t� �$ F ������� #,6 66$ � ��������� ���� 	��	��� ���)�� �����!
����� � � ��������� �	������ ��

X�#t� �$ G X�#t� �$ ��� �	�� ? � t � T � � #,6 6A$

� 1���� ������ #,6 66$ ������� ��	������������� ���
������� �������
X�
t G Z� t � O?� T P � ������� ��� n � ,

X
�n�
t G Z >

tZ
�

b#s�X�n���
s $ds >

tZ
�

�#s�X�n���
s $dW #s$� #,6 6I$

���� �!�(� ��	
� �������� �	���� 
������ 37�G� ����� ��� ������ n � N
���%�		 fX�n�

t � t � O?� T Pg ������������ $������� #,6 6I$ ������		��� �������

/
��� ����	���
 
���# ����$���%�#0� ��� �
�� supt����T 
EjX�n�
t j� � � n � N �

����� ��	
� #,6 6I$ ����
 ��
� ������ ���� ���������� �� O?� T P�

�J������ Ys#�$ G Z#�$� ��� s � O?� T P� � � E� ������		���� ��������� ��	������
Z � F�jB#R$ +� ����� ,6 < �����		� b#s� Z#�$$ � �#s� Z#�$$ ������		���� ��������
#s � O?� T P$ � 	��� #,6 6<$

sup
s����T 


E��#s� Z$ � c#, > EZ�$ ���

0������������� �����		 f�#s� Z$� s � O?� T Pg � L�#O?� T P$ �
R t
�
�#s� Z$dWs ��� t � O?� T P

����� 
��� ��
���� 	����	�� ������� ,5 ,,� � � ����������� � ������		���� ��!
������� 9������� ������		���� ��������	�� fb#s� Z$� s � O?� T Pg� � �	�����
#,6 6<$� �����

E

Z T

�

jb#s� Z$jds � #Tc#, > EZ�$$��� ���

+� ������� J�
���
R T
� b#s� Z$ds ������� ��� � � � � ��� "��� � ��������

R t
� b#s� Z$ds


���� ���������� �� t � O?� T P =	����	� ��������� ����� ,5 ,5 
@���� ��� �� �
7�	����	� ������		����� ��������	�� � � � ����������	�� ���!

��� ��	�� #,6 6I$ � �������������� ��� �����		 fX�n���#t$� t � O?� T Pg ������		����
������� � sups����T 
 EjX�n���

s j� �� @����� �������� ���

E#X�n�
t $� � 6

�
EZ� > E

�Z t

�

b#s�X�n���
s $ds

��

>E
�Z t

�

�#s�X�n���
s $dWs

���
�

� 6
�
EZ� > Tc

Z T

�

E#, > jX�n���
s j�$ds > c

Z T

�

E#, > jX�n���
s j�$ds

�
�

� 6
�
EZ� > c#T > ,$T

�
, > sup

s����T 

EjX�n���

s j�
��

��� �

�����
'�� ����%�
,�%�� %������ �!�+� =����� EjX�n���
t �X

�n�
t j� D	��

n G ?� ��� �������	� #,5 6,$ � #,6 6<$� ��� t � O?� T P �����

EjX���
t �X

���
t j� G E

����
tZ

�

b#s� Z$ ds >

tZ
�

�#s� Z$ dWs

����� �
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� 5E
� tZ

�

b#s� Z$ ds
��

> 5E
� tZ

�

�#s� Z$ dWs

��

� 5#t > ,$E

tZ
�

c#, > jZj�$ ds �

� 5ct#t> ,$#, > EZ�$ �M�t� M� G 5c#T > ,$#, > EZ�$� #,6 6L$

C�� n � , � t � O?� T P� �������� #,6 68$� ��������

EjX�n���
t �X

�n�
t j� �

� E

� tZ
�

b#s�X�n�
s $ � b#s�X�n���

s $ds >

tZ
�

#�#s�X�n�
s $ � �#s�X�n���

s $$dWs

��

�

� 5E
� tZ

�

LjX�n�
s �X�n���

s jds
��

> 5E

tZ
�

#�#s�X�n�
s $ � �#s�X�n���

s $$�ds �

� 5L�#, > T $

tZ
�

EjX�n�
s �X�n���

s j�ds� #,6 6N$

*� #,6 6L$ � #,6 6N$ �� �������� ��������� ��� ��� M G maxfM�� 5L�#, > T $g

EjX�n���
t �X

�n�
t j� � Mn��tn��

#n > ,$;
� n G ?� ,� � � � � t � O?� T P� #,6 8?$

@����� �������� ���

sup
��t�T

jX�n���
t �X

�n�
t j �

TZ
�

jb#s�X�n�
s $ � b#s�X�n���

s $jds >

> sup
��t�T

����
tZ

�

#�#s�X�n�
s $ � �#s�X�n���

s $$dWs

�����
+������	� �������� ,5 ,,� 	���	����� < ,I � ������� #,6 8?$� �������� � �������!
	����

P # sup
��t�T

jX�n���
t �X

�n�
t j � 5�n$ � P

�� TZ
�

jb#s�X�n�
s $ � b#s�X�n���

s $jds
��

� 5��n��
�

>

> P

�
sup

��t�T

����
tZ

�

#�#s�X�n�
s $ � �#s�X�n���

s $$dWs

���� � 5�n��
�
�

� 5�n��T

TZ
�

E#b#s�X�n�
s $ � b#s�X�n���

s $$�ds >

> 5�n��
TZ
�

Ej�#s�X�n�
s $ � �#s�X�n���

s $j�ds � 5�n��L�#T > ,$

TZ
�

Mnsn

n;
ds �

#8MT $n��

#n > ,$;
�

#,6 8,$

+� ����� 1�����B-������� �� #,6 8,$ 	������� ���

P # sup
��t�T

jX�n���
t �X

�n�
t j � 5�n 
�	������� ��	��$ G ?� #,6 85$
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+�"���� ��� � � � 	�)�	����� N� G N�#�$H �n � N�#�$

sup
t����T 


jX�n���
t �X

�n�
t j � 5�n� #,6 86$

0������������� ��	������������	��

X
�n�
t #�$ G X

���
t #�$ >

n��X
k��

#X�k���
t #�$ �X

�k�
t #�$$� #,6 88$

	�	���)�� �� � � ����������� ������� �� O?� T P� 	 ��������	�� , ����������
	�����	� �� "��� ������� C�� � � E� � E #P #E�$ G ,$ B �����	���� ��� �	�
X

�n�
t ���������� �� O?� T P � ���������� 	�����	�� �
������� Xt#�$ G lim

n��
X

�n�
t #�$ 

C�� � � E n E� � t � O?� T P ��	�� Xt#�$ G ? =�	�� ��������� ��� Xt#�$ ������	�
����������� �������� ��� �	�� � �������� Xt � FtjB#R$ � 	��� ��������� 8 I� ���
������ ������� X

�n�
t � ����)��	� FtjB#R$!���������� #�	� �!����
�� ���������$ 

������������ ���������%, ������� fXt� t � Tg ��%���% #����� ,5 ,5$ ��
��� �����������%� � ���
�������%� � ��
,%����� #Ft$t����T 
 

@����� �������� ��� ��� m � n � ? � t � O?� T P � 	��� #,6 8?$

#EjX�m�
t �X

�n�
t j�$��� �

m��X
k�n

kX�k���
t �X

�k�
t kL���� �

�X
k�n

�
#MT $k��

#k > ,$;

����
� ? ��� n���

#,6 8<$

� 	��� ������� L�#E$ 	�)�	����� ������ � L�#E$ ������� X
�n�
t ��� n � � 2���

������ �
������� Yt =�������� Yt G Xt � � ��� ������ t � O?� T P +������� ���
Xt �	�� ������� ��������� #,6 66$ 

*� #,6 8<$ ��� �	�� t � O?� T P � m � N �����

kX�m�
t kL���� � kZkL���� >

�X
k��

�
#MT $k��

#k > ,$;

����

G kZkL���� > c#M�T $� #,6 8A$

+�"���� �

kXtkL���� � kZk > c#M�T $ ��� t � O?� T P� #,6 8I$

+������	� �������� J�
��� � �������� 3�
��� � ������������ 	������	�� 	 ���!
��� #,6 8A$� #,6 8I$ ��������

E

Z T

�

#Xs �X�n�
s $�ds G

Z T

�

E#Xs �X�n�
s $�ds� ? ��� n��� #,6 8L$

� 	��� #,6 68$ � #,6 8L$ ��� ������� t � O?� T P ��� n��
tZ

�

�#s�X�n�
s $ dWs

L������
tZ

�

�#s�Xs$ dWs #,6 8N$

�

tZ
�

b#s�X�n�
s $ ds

L������
tZ

�

b#s�Xs$ ds� #,6 <?$
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@���� �
������ �������� � ������� � #,6 6I$ �� �����	������������	�� fnm G nm#t$g�
��� ������� � #,6 8N$ � #,6 <?$ ����� ��	�� � � 	������	��� �������� #,6 66$ 

'������ ������� ��� ������� Xt ���������� �� O?� T P �� ����� ���	����	���
L�#E$ C��	���������� Xt�Xs � ? � � ��� t� s #t� s � O?� T P$ � E#Xt�Xs$� � const
� 	��� #,6 8I$ =	����	� 	�	����	� �� ������� 1���� 3��� 

9��'�� �����%������%, ��=����� +�	�� Xt B 	������ ������� #,6 66$ 	
��������� �	������ X� G Z� � eXt B 	������ ������� #,6 66$ 	 ��������� �	������fX� G eZ� ������ EX�

t � E eX�
t ���������� �� O?� T P K��������� #,6 6N$ �������� ���

EjXt� eXtj� � 6EjZ�eZj�>6E
�Z t

�

#b#s�Xs$�b#s� eXs$ds
��

>6E
�Z t

�

#�#s�Xs$��#s� eXs$dWs

��

�

� 6EjZ � eZj� > 6#, > t$L�

tZ
�

EjXs � eXsj�ds� #,6 <,$

0���� 	 ����)� ������� 1���� 3��� ������ ��� Xt � eXt ���������� �� O?� T P
�� ����� ���	����	��� L�#E$ *���� ��� ����������� ������� y#t$ G EjXt � eXtj�
�����

y#t$ � c� > Q

tZ
�

y#s$ ds� t � O?� T P� #,6 <5$

��� c� G EjZ � eZj�� Q G 6#, > T $L� 
��	��������	� 	����)�� ������������ 

���� �!�. >"�����
?� ��	
� y ! ���
��%�
������ ���������� �� O?� T P $����
%�� �����
���#)�� ������	
� #,6 <5$ 	 ����
����� ���	
��
��� c� � ? �
Q � ?� �����

y#t$ � c� exp#Qt$� ��� t � O?� T P� #,6 <6$

� 9������� #,6 <5$� ����� ��� t � ? #� ���� ������ �����������$�
log
�
c� > Q

Z t

�

y#s$ds
���

G
Qy#t$

c� > Q
R t
�
y#s$ds

� Q� #,6 <8$

*��������� �� ? �� t� ��������

log
�
c� > Q

Z t

�

y#s$ds
�
� log c� � Qt� t � O?� T P�

0�������������

c� > Q

Z t

�

y#s$ds � c�e
Qt� t � O?� T P�

0���	��������� ��		������� 	������ ����� ����������� ��		������� ���
������
�������� #�	�� c� G ? � y#s$ G ? ��� s � O?� uP� �� 
���� �������� � #,6 <8$ ������$ �

D	�� Z G eZ � � � �� c� G ? � #,6 <5$ � ��� ������� t � O?� T P ������ ���
EjXt � eXtj� G ? +������� �� �������� ����������	�� ���������� jXt � eXtj� ��!
������� ��� �����		� X � eX ����������� �� O?� T P� � � 

P #X#t� �$ G eX#t� �$ ��� �	�� t � O?� T P$ G ,� �

M�=���� �%���%������� ����������
,��� �������� �<% �&=�� 
��� � ����, �'��� �
�� ��������� ��������� 

5A<



A����� �!�*� ��	
� �������� �	���� 
������ ,6 A� ����� 	������ ��.����
	
���	
���	���� �������� #,6 65$ ����
	� �����	��� ���%�		���

� � 	��� 	���	���� I A ��� ����������	��� �������	�� �����		� #Xt� t � O?� T P$
��	������� ��������� ��� ��� �
��� C � B#R$� ������� m � N � �������������
��
��� ����� ? � t� � � � � � tm � u � t ���������	� �����	���

P #Xt � C j X�� � � � � �Xtm �Xu$ G P #Xt � C j Xu$� #,6 <<$

�	�� �����	��� 	�������� ������� �������	� ��� �����	��� ����� �������� 
-���� ����� 	������ �	� ��		����������� �!����
�� ������������ 

+������	� ������ 5 6� ������ ��� ��	������� ��������� #,6 <<$ ��� �����������!
�� ���������� C � B#R$ +������� ��		�������� ����������� ��� ����������	���
������� 8 < #��	�� ������� #8 ,<$$� ��������� ��� ��	������� �	�������� 	����!
)��H ��� �
�� f � Lipb#R$ #� � ������������ ���������� ������� f H R � R$
	���������� �����	���

E#f#Xt$ j Xt�� � � � �Xtm�Xu$ G E#f#Xt$ j Xu$� #,6 <A$

@����� �������� ��� ������� ,6 A ��������� �
����� ���������������	� ��
	������ ����� ���	�� O?� T P ��		���������	� ���������� Ou� T P� ? � u � T ��� � � 
����� �)��	� ������� ���������

Zt G Z >

tZ
u

b#s� Zs$ ds >

tZ
u

�#s� Zs$ dWs #,6 <I$

	 ��������� �	������ Zu G Z� ��������� ����	������� Fu� ��� fWs� s � ?g B

������	��� �������� ����	������� ���������� #Fs$s�� 2�� ������� Zt �
�������
Zt#Z$� t � Ou� T P 

C�� ������� Xt� t � O?� T P� ��������� #,6 66$ ��� t � u �����

Xt G X� >

tZ
�

b#s�Xs$ ds >

tZ
�

�#s�Xs$ dWs G

G X� >

uZ
�

b#s�Xs$ ds >

tZ
u

b#s�Xs$ ds >

uZ
�

�#s�Xs$ dWs >

>

tZ
u

�#s�Xs$ dWs G Xu >

tZ
u

b#s�Xs$ ds >

tZ
u

�#s�Xs$ dWs� #,6 <L$

9�������� ��� Xu �	�� Fu j B#R$!��������� �������� #"�� �������� �� ������
��	������������� ���
�������� ��)��� �������$ � �������	� ����	������	��
������� ��������� #,6 <I$� ��������� ��� ��� ������ ��������� �	����� X� �����
��������

Xt G Zt#Xu$ ��� t � u� #,6 <N$

������� ������ � ����	��� ���������� �	����� Z ��� ������� ��������� #,6 <I$
���	����� x � R +������	� ��� ������ 	������ � � ��� t � Ou� T P� �������� ����!
���	��� #,6 <,$ � ������ ,6 L� ������ ��� ��� ������ t

Zt#y$
L������ Zt#x$� �	�� y � x #x� y � R$� #,6 A?$
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C�� ���	��������� t � Ou� T P � f � Lipb#R$ �������

G#x$ G Ef#Zt#x$$� x � R� #,6 A,$

� 	��� #,6 A?$ �� ����������� 	��
�� 	������	�� �������� ��� G#x$ F �������
����������� #� ������������$ �� R 

���� �!��$� 4�� �#���� t � Ou� T P � �#���� x � R ������� Zt#x$ �� ���	�

�
 ��������� Fu�

� M������ Zt#x$ #� � Zt#x� �$� ��� t � Ou� T P� x � R� � � E$ ����� 
��� ��������
������� ��	������������� ���
�������H Zt#x$ �	�� � � ������ ������� Z

�n�
t #x$�

n G ?� ,� � � � � ��� n��� ��� Z���
t #x$ G x� � ��� n � ,

Z
�n�
t #x$ G x>

tZ
u

b#s� Z�n���
s #x$$ ds >

tZ
u

�#s� Z�n���
s #x$$ dWs� t � Ou� T P� #,6 A5$

3���� ������� ��� Z
�n�
t #x$ �	�� F�u�t
 j B#R$!��������� �������� ��� n G ?� ,� � � � �

���	� #�����������$ �!����
�� F�u�t
 G �fWs � Wu� s � Ou� tPg C��	����������

x>
tR
u

b#s� x$ ds �� ����	�� �� �� �
tR
u

�#s� x$ dWs ��������	� ��� ������ � 	������ ���!

�������	��� ���������� �� ���	��� ������� #	������������� 	�)�	����� �����	��!
����������	�� ����� ����������� 	����)��	� � � $ +������	� ���� ��� ����������
��������� �� ���	��� ������� �����	� F�u�t
 j B#R$!����������� �������� ���
�!
���� ����������� ��� n G ?� 	�	�����	� �� ��������� 8 I +������� ������� �
������ ����� ,6 < #���	��	�
������ � ������� Ou� T P � ���������� F�u�t
� t � Ou� T P$�
�������� F�u�t
 j B#R$!��������	�� Z�n�

t #x$ ��� �	�� n � , @���� �
������ Zt#x$ �	��
F�u�t
 j B#R$!��������� �������� � 	������	���� 	 ���������� 8 I 

=	����	� ��������� ������� 8 6� � 	��� ������� Fu � F�u�t
 �����	� ������	�!
���� #�	�� ������	��� �!����
��� �� ��� 
���� ������	��� � ��	�� ����������$ �

�����
'�� ����%�
,�%�� %������ �!�* +������

Y �n� G 5�nO5nXuP� n � N� #,6 A6$

��� O�P F ����� ��	�� ��	�� =��������

Y �n�#�$ � Xu#�$ ��� n� � ��� �	�� � � E� #,6 A8$

� 	��� #,6 A6$ �������� Y �n� �����	� Fu j B#R$!���������� ��� ������� n � N 
+�"���� �� ����� ��		������� Zt#Y �n�$� t � Ou� T P� n � N 

C�� ����������	��� �������	�� �����		� Xt� t � ?� �������� ��� ����� � ������
��	�� ������� #,6 <A$ ����� �������� G#Xu$� ��� G ���������� � #,6 A,$ 

������� �
�� 	�
���� A � �fXt�� � � � �Xtm �Xug� ��� ����� t�� � � � � tm� u� t ����!
����� � #,6 <<$ � #,6 <A$ @���� ��� f � Lipb#R$

Ef#Xt$,A G lim
n��

Ef#Zt#Y �n�$$,A� #,6 A<$

C��	���������� ��	��
jf#x$ � f#y$j�L�jx� yj� x� y � R�

@���� ��� t � Ou� T P� n � N � �
��� 	�
���� A
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jEf#Xt$,A � Ef#Zt#Y �n�$$,Aj � L�EjXt � Zt#Y �n�$j �
� L�#EjZt#Xu$ � Zt#Y �n�$j�$��� � a�#EjXu � Y �n�j�$��� � a�5�n�

��� a� G L� expfQT�5g � 	��� #,6 <,$ � #,6 <6$ � Q G 6#, > T $L� 
+������	� 	������ ���������	�� ��������� 3�
��� � ������ ,6 ,?� �������

E,Af#Zt#Y �n�$$ G
�X

k���
E,Af#Zt#k5�n$$,fY �n��k��ng G

G
�X

k���
E,A�fY �n��k��ngEf#Zt#k5�n$$ G

�X
k���

E,A�fY �n��k��ngG#k5�n$ G

G
�X

k���
E,A,fY �n��k��ngG#k5�n$ G E,AG#Y �n�$� #,6 AA$

4� ����� ��� f#Zt#k5�n$$ �� ����	�� �� Fu� �

A 
 fY �n� G k5�ng G A 
 fk5�n � Xu � #k > ,$5�ng � �fXt�� � � � �Xtm�Xug � Fu�
#,6 AI$

+������� �� �������� ����������	�� � �����������	�� �������G� �� #,6 A<$� #,6 AA$
� #,6 A8$ �������

E,Af#Xt$ G E,AG#Xu$� #,6 AL$

+�"����

E#f#Xt$ jXt� � � � � �Xtm�Xu$ G G#Xu$� #,6 AN$

(������� �������� 	���	��� #I ,?$ �	������� ����������	���� ��������� �������

E#f#Xt$ jXu$ G E#E#f#Xt$ j Xt� � � � � �Xtm�Xu$ j Xu$ G E#G#Xu$ j Xu$ G G#Xu$�
#,6 I?$

��� ��������� �������� 	����������	�� #,6 <A$ @������ ,6 N �������� �

	
���%��� �!���� ���%�		 *��.
����!J������� #	�� 
������ ,6 8$ ����
	�
�� 
����� ���		�	��� �� � �����	��� ���%�		���

� C�	������� �	�������� ��� �����		 =��������B9���
��� 
�� ������� ���
������� ��������� 3�������� #,6 L$ 	 ��������� �	������ X�  N #?� ���5	$� 	� 
������� ,6 8 �

���������� � 	�
�������

������ 9�!��� M�		������ �%���%������ ����������� �������� �� 
�% ����
����

dXt

dt
G rXt� r G const� #,6 I,$

@����� ������� ����� 	����	����	��� ���������������� ��������� ����

dXt G rXt dt > �Xt dWt� #,6 I5$

��� �� r F ���	����� 
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� *����

tZ
�

dXs

Xs
ds G rt > �Wt� t � ?� #,6 I6$

������� ������ h#t� x$ G lnx� x � ? '������� ��� ������� *�� #������� C,5 ,5$

���� 	����������� ��� ����� �� ����������	���� �	�� h H O?��$ � #	� �$ � R� ���
�� � 	 � � � �� � ������������� �	�� ����������	� ����� �	������ #�����
������� h#t� x$ 
��� ������ �� O?��$ � R$� �	�� Xt#�$ � #	� �$ ��� t � ? � � � E 
*���� 	����� �� 	��	�� ������ Xt � ? ��� t � ?� ��������

d#lnXt$ G
,
Xt

dXt >
,
5

�
� ,
X�
t

�
#dXt$� G

dXt

Xt
� ,

5X�
t

��X�
t dt G

dXt

Xt
� ,

5
�� dt�

������

dXt

Xt
G d#lnXt$ >

,
5
�� dt� #,6 I8$

0�������������

ln
Xt

X�
G
�
r � ,

5
��
�
t > �Wt� #,6 I<$

� �����

Xt G X�e
Ht� ��� Ht G #r � #,�5$��$t > �Wt� #,6 IA$

3���� ������� ��� �	�� X� �� ����	�� �� fWt� t � ?g #	� ���	����� ��	�� �������
#,5 5$$� ��

EXt G EX� expfrtg� #,6 II$

� � 	������ ��	� #�
������� �	�� r � ?$ EXt 
���� ����� ��� ��� � 	����� �����!
������������ ������ #,6 I,$ �

� �����	���� ���������� ����� ���� ������ �����
����	��� ������	��� ���
����� fXt� t � ?g ���� #,6 IA$� �������)��	� 	����	����	���� �������������!
���� �������� #,6 I5$ 	 ��"����������� r � R� � � ? +����		 H G #Ht$t��
������� 
������	��� ��������� 	 ��������� 	��	�� r � ���5 � ��$$����� �� 
3�������� 	��	 ������������� 	����	�� ��������� 	������� �����		� H� �����!
�� �� ��	�� ������� ���������������� ��	���	���� � � �����	���� ����������
B ���
�����	
�# ������ + 0���"��	�� #O6P$ 
�� ������� ��� �	����� �����	��
����������	���� 
������	���� �������� ��� ���	���� "������ ���� �	������� ���
���� ������ ."��������	��� 
������	��� ��������. 

@������ 9�!��� =���������� � ����������� ����������	� � ������ ,6� �����
��������� �	�������� �	��	������� �
����� ������	��	� �� ����������� 	����� 
@��� �������� #,6 65$ ����� ������
� ��� 	�	
���� � ������� Xt G #X���

t � � � � �X
�n�
t $�

b F ���������� � � F ��������� �������� ������ �������

b#�� �$ H O?� T P�Rn � Rn� �#�� �$ H O?� T P�Rn � Rnm� #,6 IL$

5AN



+�� "��� Wt F m!������ 
������	��� ��������� � � ��� ���������� W
�k�
t � t � ?�

k G ,� � � � �m� �����	� ������	����� 	����������� �������	���� �����		���Q
	������ ������ ���

b#t�Xt$ dt G

�B	b���#t�Xt$ dt
   

b�n�#t�Xt$ dt


CA �

�#t�Xt$ dWt G

�B	���#t�Xt$ � � � ��m#t�Xt$
   

   
�
n�#t�Xt$ � � � �

nm
#t�Xt$


CA
�B	dW

���
t

   
dW

�m�
t


CA �

#,6 IN$

*������� �� ��������� ������� ����������	� ��� ������ �� ���������� �� ���!

������� �
tR
�

�#s�Xs$ dWs �
�������� ������!������ 	 i!� ������������ ������
mP
k��

intt��ik#s�Xs$ dW
�k�
s  

=���������� ������		����� ��������	�� �������� ������	��	� �� �����������
	������ � ����	��� ���������� #Ft$t�� 
����	� ��� ����	������� ������� fWt� t � ?g
B 
������	��� �������� @������ ,6 A �	����	� � 	���� �	�� � �	������ #,6 68$
� #,6 6<$ ������ b �������� ��� ����� � Rn� � ������ � �������� ��� ����� ��!

������ ��������� 	������� ��� j�j� G
nP
i��

mP
k��

��
ik

 

+������� ����������� ����% �����
� 3%� +�	��Xt G #X���
t � � � � �X

�n�
t $ F

n!������ ���%�		 2
�� � � ����	��)�� �� O?��$ 	����	����	��� �������������
����

dXt G f#t� �$ dWt > g#t� �$ dt� #,6 L?$

��� f � g F 	������	������ ��������� � ��������� ������		���� ��������� ����!
��� f G #fik#t� �$� i G ,� � � � � nQ k G ,� � � � �m$Q g G #g�#t� �$� � � � � gn#t� �$$ Wt G
G #W ���

� � � � � �W
�m�
t $� ����� ������

dX
�i�
t G

mX
k��

fik#t� �$ dW �k�
t > gi#t� �$ dt� i G ,� � � � � n� #,6 L,$

��� ��� �
�� t � ?� �	�� i G ,� � � � � n � k G ,� � � � �m

P #
Z t

�

jgi#s� �$jds ��$ G ,� #,6 L5$

P #
Z t

�

jfik#s� �$j�ds ��$ G ,� #,6 L6$

=�������� ����������� �����		� *�� ����� ������ � ��� t � Ou� vP� ? � u � v ��
��� t � Ou� v$� ? � u � v �� 
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A����� 9�!�!� ��	
� $���%�� h H O?��$�Rn � R 
���� �
� h � C��� 
���
	�)�	
�#
 ���������� ���������� �h��t � ��h��xi�xj i� j G ,� � � � � n ������

sup
t��� x�Rn

���� �h�xi #t� x$

���� ��� i G ,� � � � � n� #,6 L8$

����� ���%�		 Yt G h#t�Xt$ ��� ���%�		 2
� Xt ���������
	� 	����	�� #,6 L?$ 
����	���
 	
���	
���	��� ��$$����%��� ��
���� �����
	� $�������

dYt G
�h

�t
#t�Xt$ dt >

nX
i��

�h

�xi
#t�Xt$ dX

�i�
t >

,
5

nX
i��

nX
j��

��h

�xi�xj
#t�Xt$ dX

�i�
t dX

�j�
t � #,6 L<$

���	� dX
�i�
t � dX

�j�
t  $�������#)��  #,6 L,$ ���������#
	� �� ����
�

dW
�i�
t dW

�j�
t G �ij dt� dW

�i�
t dt G dt � dW �i�

t G ?�

2���� ����� 

dYt G
mX
k��

� nX
i��

�h

�xi
#t�Xt$fik#t� �$

�
dW

�k�
t >

>
�
�h

�t
#t�Xt$ >

nX
i��

�h

�xi
#t�Xt$gi#t� �$ >

,
5

nX
i�j��

��h

�xi�xj
#t�Xt$

mX
k��

fik#t� �$fjk#t� �$
�
dt�

#,6 LA$

C���������	��� ������� *�� 	� � ���� � � O6� �� ,� x 8eP +� ������ �
�
)����
"��� ������� �� ������� ���		� h �� C���� � ����� �� 	������������� 	� � ���� �
O6P� O6P 

+�������� 	����� O6P� ���� ��������� � ����������� ���������� �
�
)���� 
+�	�� X B	���������� #����������$ 
������	��� �������� fWt� t � ?g +�	��
������� h G h#x$ ������	� �
	����� �����������H

h#x$ G h#?$ >
Z x

�

f#y$dy�

������ ��	�� #���������$ ������� f G f#y$ � L�
loc#R$� � � ��� �
��� c � ?Z

jyj�c
f�#y$dy ���

=�������� Of#W $�W P B �����
���	��# ������%�# �����		�� f#W $ � W 	����!
)�� �
�����

Of#W $�W Pt G P � lim
m

X
m

#f#Wt�n��m����t$ � f#Wt�n��m��t$$ � #Wt�n��m����t �Wt�n��m��t$�

'��	� P � lim �
�������� ������ �� ��������	��� � T �n� G ft�n�#m$� m � Ng� n � N B
�������	��� ��	������������	�� ����������������� �������� t�n�#m$� � � t�n�#m$ � t�n�#m>,$
��� m � N ��� ������ n � N � ��� ������� t � ?

sup
m

#t�n�#m > ,$ � t� t�n�#m$ � t$ � ?� n���

����� ������������ ��� ��	������ �����		 h#W $ �� ������	�� ���
)� ������� 	���!
������������ ����������� ���� 	�)�	�������� ������� �� ��������	��� ����)���
Of#W $�W Pt =��� �� ����������� ��
��� O6P 	�	���� ������ � ����������	��� 	�)�!
	�������� "���� ������� 
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A����� 9�!�# >���%%��5 1�
,���5 I�����?� ��� 	�������� �.� �������
�������� � $���%��� h � f ����
 ��	
� $������

h#Wt$ G h#?$ >
Z t

�

f#Ws$dWs >
,
5

Of#W $�W Pt� #,6 LI$

	
���%��� 9�!��� ��	
� $���%�� h � C�� �����

Of#W $�W Pt G
Z t

�

f �#Ws$ds

� $������ #,6 LI$ ��������
  $������ 2
��

	
���%��� 9�!�+� ��	
� h#x$ G jxj� ����� Of#W $�W Pt G 5Lt#?$ ��� Lt#?$ !
��������� ���� ��
���� ������	��� ������� ������
  ���� �� �
����� O?� tP
#	�� #,5 NA$$� ��� 	���� �� #,6 LI$ �������� $������ ������ #,5 NI$ ��
����
��	
 ���������� 4��� ! ;����� ��� 	�����
������ jWtj�

E��� �!�(� +�	�� h#x�� x�$ G x�x�� ��� x�� x� � R � X��� G fX���
t � t � ?g�

X��� G fX���
t � t � ?g B ��� �����		�� ���)�� ������������� *�� @���� ���!

������
d#X���

t X
���
t $ G X

���
t dX

���
t > X

���
t dX

���
t > dX

���
t dX

���
t �

C�������� ��� �	��

dX
�i�
t G b�i�#t� �$dt > ��i�#t� �$dW �i�

t � i G ,� 5�

��� fW �i�
t � t � ?g� i G ,� 5 B ������	���� �������	��� �����		�� ��

d#X���
t X

���
t $ G X

���
t dX

���
t > X

���
t dX

���
t �

�	�� ��
dX

�i�
t G b�i�#t� �$dt > ��i�#t� �$dWt� i G ,� 5�

��
d#X���

t X
���
t $ G X

���
t dX

���
t > X

���
t dX

���
t > ����#t� �$����#t� �$dt�

E��� �!�.� M����� 	����	����	��� ���������������� ���������

dXt G Xtdt > dWt� t � O?� T P

#�������� �
� ��	�� �� e�t � 	������ 	 d#e�tXt$$ 

E��� �!�*� +�	�� V G V #t� x$ B ���	���������� ������� �� R��Rn� ���		� C��� 
+�	�� ����� �t G

R t
�
c#s� �$ds� ��� c G c#s� �$ B ������	���� ��������� ��������

����� ���

P #
Z t

�

jc#s� �$jds ��$ G ,� t � ?�

(������ 	����	����	��� ������������ ��� �����		� fe��tV #t�Xt$� t � ?g� ���
Xt G fX���

t � � � � �X
�n�
t g �	�� n!������ �����		 *��� ���������� �������� ���� 	��!

��	����	��� ������������ ���� #,6 L,$ 

@������ 9�!��$� D	�� �	����� ������� ,6 A ��������� �� �������������
O?� T $� �� �� ����������� ����� 	���������� �� "��� ����������� ������ � "���
	����� ��� ������� Xt ������� EX�

t 
���� ���������� �� ������ �������� ������!
��� � O?� T $ 
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E��� �!���� 0 ����)� ������� *�� ��������� ��� �������� #�����������$
���������

dXt G
� �Xt

T � t
dt > dWt� t � O?� T $� X� G 	 #,6 LL$

������	� �����		

Xt G 	#, � t�T $ > �t�T > #T � t$
Z t

�

dWs

T � s
� #,6 LN$

E��� �!���� #����������� ���������� ,6 ,,$ C�������� ��� Xt � � � � ���
t� T� @���� �
������ ������� ��������� #,6 LL$ ����	������� 	�
�� ������	���
��	
 ��� �
������ O?� T P 	 ������������� ���%��� X� G 	 � XT G �� 0����������

������	��� ��	� ��������	� ��� T G , � 	 G � G ? 

@������ 9�!��!� 0�)�	���� �
�
)���� ������� ,6 A � ������ ��������!
���� (�������� ���	�� #,6 68$ �	��������	� ��������� �	���� ,��.�%� �� ����!
������ xH ��� �	�� t � ?� n � N � jxj � n� jyj � n

jb#t� x$� b#t� y$j> j�#t� x$� �#t� y$j � L#n$jx� yj
��� ��������� L#n$ � ? *���	� � �	��
����� "���� �	����� -���� ����� ��!
��	����	� ����	���	�� #�� 	����������� ���������$ ��"���������� ��������� ��
�� ��		��������	� 	����� ����	���	�� ��"���������� b � � �� .��������. #� ��!
	������ ������� ����	�H b G b#tQXs� s � t$� � G �#tQXs� s � t$ =
 �
�
)����� ��
����������� 	����� 	� � ���� � O6P� O6P� O6P 

*� ���������� ���� �
�
)���� �������� ���� ����� ��	������ �����������
��������� K - '������� O6P� ��������)��� ��� �
� �����%������ ��
,����
��=���� �%���%�������� ����������
,���� ��������

dXt G b#t�Xt$dt > dWt #,6 N?$

���%%���� 
�=, ���������%� �� #t� x$ � ���������� �����������%�
��-�������% b#t� x$ 

E��� �!��#� C�������� ��� 	����	����	��� ���������������� ���������

dXt G �#Xt$dt > dWt #,6 N,$

	 .������. ��"���������� �#x$ G signx ����� � ��� ��� ����	������� 	������
������� 

������ 9�!���� M�		������ ���	�� ��������� #,6 N,$ ���������

dXt G �#Xt$dBt� X� G ?� #,6 N5$

���� ��!��������� �#x$ G signx � B G #Bt$t�� B 
������	��� �������� #���	� 
����
���
��� �	���������� �
��������� Bt ���	�� Wt$ C������� ��� 	�)�	���� ����!
����	���� ���	����	���� �� ������� � "���� ��������� �	�� �� ������� ���� ���
	������ ������� -���� ����� �� ��������� ��������	���� ���	����	���� � "����
��������� ����� ���	� �� 
��� 	������� ������� 

� M�		������ �� ���	����	��� CO?� ,P 	 �������	��� ����� W ����	���	������
�������� �������	��� �����		 fWt� t � O?� ,Pg� � � Wt#�$ G �#t$� ��� �#�$ � CO?� ,P 
(�� ������
��	� 	����)�� ��������� #	� � ���� � O6P$
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A����� 9�!��+ >����?� ��	
� B G #Bt�Ft$t�� ! /P �����0 ���������� ���
���
���� ��
���������� ���
����� �������� �� ����
���� $���
������� ��
���
��	
��� ���	
���	
� #E�F � #Ft$t��� P $� ��	
� #B�

t � t�Ft$t�� 
���� ����
�
	� ���
������� 
���

E#B�
t �B�

s $jFs$ G t� s� ? � s � t� #,6 N6$

����� B G #Bt$t�� �	
� 	
�����
��� ������	��� ��������

� 	��� ������� ,5 ,, �����		

Bt G
Z t

�

�#Ws$dWs� t � O?� ,P� �#x$ G signx� #,6 N8$


���� ����������� ����������� ������������� ����������� #���	����� ������
�#Ws$� s � O?� ,P ������ � ���	����	��� L�O?� ,P� ������� ���������	� 	 ����)�
���������� #FW

t $t�����
� � � �	��	������� ���������� 
������	���� �������� W $ 

E��� �!��(� +��������� ��� ��� �����		� #,6 N8$ 	���������� #,6 N6$ ��� s� t � O?� ,P 

E��� �!��.� J������ #,6 N8$ ��������� ��� dBt G �#Ws$dWs C�������� ���
����� Z t

�

�#Ws$dBs G
Z t

�

��#Ws$dWs� #,6 N<$

� � ��������� �������� � ����� ��	�� #,6 N<$ � ����� ��	�� �����	��� 

9�������� ��� ��#x$ � ,� �� #,6 N<$ ��������Z t

�

�#Ws$dBs G Wt� #,6 NA$

� � Wt ������	� �������� ��������� #,6 N5$ 	� 	���������� �
����� ����
������

������	��� ��������� (�� ��	������ �#�x$ G ��#x$ ��� x � R� ��Z t

�

�#�Ws$dBs G �
Z t

�

�#Ws$dBs G �Wt� t � O?� ,P�

@���� �
������ �����		 �Ws ����� �	�� ������� ��������� #,6 N5$ =�������� ���
"�� ��� ������� �� �����	� ������������� 

�������� �� �%����� �%���'����<5 �����'������ � ������� 9�!��� 
+����������� ��� ��������� #,6 N5$� ���� ��� "������������ ���������

Xt G
Z t

�

�#Xs$dBs� t � O?� ,P� #,6 NI$

����� 	������ ������� #����	������� ������ �!����
� #FB
t $t�����
� ����������� 
��!

����	��� ��������� B$ *� ������� 3��� 	������ #���	����$� ��� �����		 #Xt�FB
t $t�����


������	� 
������	��� ��������� +� ������� @����� #	� #,5 NI$$

jXtj G
Z t

�

�#Xs$dXs > Lt#?$� #,6 NL$

���

Lt#?$ G lim
���

,
5�

Z t

�

,fjXsj � �gds�
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J������ #,6 NI$ �������� ���������� #,6 N5$� ��"���� #���	����$Z t

�

�#Xs$dXs G
Z t

�

��#Xs$dBs G
Z t

�

dBs G Bt� t � O?� ,P� #,6 NN$

�� 	����	�� #,6 NL$ ����� Bt G jXtj � Lt#?$ +������������� ��� �����		 X 	����!
	���� 	 ������� #FB

t $t�����
� ���� �������� FX
t � FB

t � F jXj
t ��� t � ? =	����	�

��	����������	� 	����)�� ����������� 

E��� �!��*� C�������� ��� �	�� W B 
������	��� ��������� �� 	����������
FW
t � F jW j

t ��� �	�� t � ? ���������� 

M�		�������� ������� C,6 ,< ��������� �
'������� ��� 4 1����� O6P �������� ��� � ��������� #,6 N5$ ����� �� 
��� 	���!

���� ������� � 	����� ����������� ������������ ������� � G �#x$ � ? 
(�������� � ������� C,6 ,< ��� ������� W � �W ��������� #,6 N5$ ���� ���!

������� ��	���������� � CO?� ,P 2�� �
	�������	��� �
7�	���� ����	��
�����	��
�������� ���� ��������� 	��
��� ������� 

B�����
���� 0����	����	��� ���������������� ��������� #,6 65$ 	 ������!
��� �	������ �� ��� � B�������� ���� �� B#R$� ����� 	����� ��.���� �� ����������
O?� T P� �	�� ������	� ������������� ��������	���� ���	����	��� #E�F � #Ft$t����T 
� P $�
������	� 
������	��� �������� W G #Wt�Ft$t����T 
 � ����������� 	�������� ���!
��		 X G #Xt�Ft$t����T 
� ������ ��� L#X�$ G � � P � � ��� ������� t � ? ���������
�����	��� #,6 65$ M�������	�� ���	�� ������� O?� T P ����� ��		��������� �����!
����� ���� Ou� vP� ��� ? � u � v � � ��� Ou� v$ ��� ? � u � v � � (���������	��
�����		� X � 	����	������	�� 	 ����������� #Ft$t����T 
 �
�	������� � ������		��!
�� ��������	�� � 	��� ����� ,5 ,5 

����� ������������ ��� � �%
���� �% ��
,���� ��=����5 ����%���� 
���� � ������ ��
,%������� �����%���%��� ����%���%�� � ��� 
��� � ��� &���������� ���'�����5 � ������
���� �
&��� %��� �&; 
��%� #��������	���� ���	����	��� � 
������	��� ��������$ �� �������<%��5 
%��&��%�� 
�=,5 �%�&� ��� �=
��,� =�������� 	������ ������� ������	� �
	��
�� 

	
&� �����%������%, ��=���� �������� #,6 65$ �����%5 �%� � 
< 
&�� ���� ��=���� #	��
�� ��� 	������$ �����<% �������
����� � � 	�!
������ ������������� ��	���������� 

���� 9�!��$� ��	
� �������� �	���� 
������ ,6 A #	�� 
���� ���������
4,6 ,6$� ����� ��.���� #	����� ��� 	������$ �������� #,6 65$ 	���� ����	
�����

� C���	���� ��� # eXt�fWt� eFt$ � # `̀X t�
`̀W t�

`̀F t$ F ��� 	��
�� ������� #,6 65$ +�	��
Xt � Yt F 	������ ������� "���� ���������� ��� � ����	��� #Wt�Ft$t�� 
����	� 	�!

�����	������ #fWt� eFt$ � # `̀W t�
`̀F t$ #t � ?$ +� ������� ,6 A ��������� ��� Xt G eXt � � 

� Yt G `̀
X t � � ��� �	�� t � ? @���� �
������ ��	������� ��������� ��� 	�������

� !� � �����		�� Xt � Yt� t � ? +�	������ ����� �������	� �� ����� ��� ��� ������
n � N 	������� ��	���������� �����		�� X

�n�
t � Y

�n�
t � t � ?� �	������)��	� ���

��	������������� ���
������� 	������	������ �����		�� Xt � Yt �
D	��	������ ������� 	�)�	�������� 	��
��� ������� ��� ����� ������������!

��� �	������ �� ��"��������� ��������� #,6 65$ 
=��� �� ������ ����������� � "��� ����������� #	� O6P� O6P$ �����������	�

	����)�� �
����� M�		������ 	����	����	��� ���������������� ���������

dXt G b#Xt$dt > �#Xt$dWt #,6 ,??$
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	 ��������� ��	����������� � ������ ���Z
jxj��#dx$ G EjX�j� �� ��� ���������� � � 5�

D	�� ��"��������� b G b#x$ � � G �#x$ �����	� ������������ �������������
���������� �� ��������� #,6 ,??$ ����� 	��
�� ������� 

@������ 9�!���� � ������������� �����������	�� � ������������	�� ��!
"��������� �#x$ ����������� � 	�)�	�������� � ����	������	�� #�� ��	�������!
��$ 	��
��� ������� �	����	� � 	���� �	�� �����
����� ���� �����������	�� �
��������	�� ��"��������� b#x$ #	� O6P$ +���������� ���������� � 	��
�� ��!
������ ����	��� �
�
)���� �� ����������� 	������ �� 	����� ��"�����������
����	�)�� �� �������� � �� 

4'��< ��
, � ������ 	����	����	��� ���������������� ��������� ����%
%����� "������ �& &��
<%�� ����������� ����� ����� ��� �������!
����� ������� ������ ���
������� �
��������� 

+�	�� #E�F � #Ft$t��� P $ B ��������� ������������� ��������	���� ���	����	����
W G #Wt�Ft$t�� B m!������ 
������	��� ��������� W G #W �� � � � �Wm$ +�	��
a G #at�Ft$t�� B ������		���� ���������m!������ 	�������� �����		� a G #a�� � � � � am$�
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� �������

Zt G expf
Z t

�

#as� dWs$ � ,
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