
Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

Ïî ìåðå íàøåãî ïðîäâèæåíèÿ ïî êóðñó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïåðåä íàìè
âîçíèêàþò âñå áîëåå è áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àéíûå îáúåêòû. Ñíà÷àëà ýòî
ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ, êîòîðûå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ èõ èíäèêàòîðàìè,
ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèÿ 0 è 1. Çàòåì (äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûå) ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, êîòîðûå ìîãóò ñâîèìè çíà÷åíèÿìè îõâàòûâàòü âñþ äåé-
ñòâèòåëüíóþ ïðÿìóþ. Ñëåäîì ïîÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñëó÷àé-
íûå ýëåìåíòû, êîíå÷íîìåðíûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû. Íàêîíåö, ïðè èçó-
÷åíèè îñíîâíûõ êîíñòðóêöèé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ìû äîõîäèì
äî ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â áåñêî-
íå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (âûáîðêè áåñêîíå÷íîãî îáúåìà, êàê ñëó÷àé-
íûå âåêòîðû). Åñòåñòâåííî, ÷òî âñå ýòè îáúåêòû âîçíèêàþò â ðåçóëüòà-
òå êàêèõ-òî ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü ñåáå òàêîé
ýêñïåðèìåíò, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî áóäåò îïðåäåëåííàÿ êðèâàÿ ëèíèÿ
èëè ñîáñòâåííî ôóíêöèÿ. Òàê ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñëó÷àéíûé ýëåìåíò,
ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, èëè
ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ïåðåä íàìè ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ. Âñòðå÷àþòñÿ â ëèòåðàòóðå òàêæå íàçâàíèÿ âåðîÿòíîñò-
íûé ïðîöåññ, ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ, à èíîãäà è ïðîñòî ïðîöåññ, åñëè
çàðàíåå ÿñíî, î ÷åì ðå÷ü. Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü T - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. A(T ) - ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíî-
çíà÷íûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà T . Ðàññìîòðèì òàêæå âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî < Ω,F ,P >. Îòîáðàæåíèå ξ : T × Ω → A(T ) íàçîâåì ñëó-
÷àéíîé ôóíêöèåé åñëè ∀t ∈ T ξ(t) = ξ(t, ·) - ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òî÷êà
âìåñòî âòîðîãî àðãóìåíòà îçíà÷àåò çäåñü è äàëåå, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì
ξ(t) êàê ôóíêöèþ ω ∈ Ω â ýòîì êîíòåêñòå. Åñëè T ⊂ R è ïàðàìåòð t èí-
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2 Ãëàâà 1. Ââåäåíèå

òåðïðåòèðóåòñÿ êàê âðåìÿ, òî ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò ñëó÷àéíûì
ïðîöåññîì. Ïðè çàïèñè ôîðìóë, ñâÿçàííûõ ñî ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, êàê
è ïðè çàïèñè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ñëó÷àéíûé àðãó-
ìåíò ω îáû÷íî îïóñêàåòñÿ. Åñëè T ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññ öåëûõ ÷èñåë
Z èëè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, òî ãîâîðÿò î ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � îáúåêò äëÿ
íàñ îòíîñèòåëüíî çíàêîìûé, ïîýòîìó ìû áóäåì ÷àñòî ïðèâëåêàòü åãî â
êà÷åñòâå ïðèìåðà.

Åñëè ìû ôèêñèðóåì ω ∈ Ω, òî ïîëó÷åííàÿ íåñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ
ξ(ω, ·) íàçûâàåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Íàðÿäó ñ ýòèì òåð-
ìèíîì óïîòðåáëÿþòñÿ òàêæå íàçâàíèÿ òðàåêòîðèÿ, âûáîðî÷íàÿ ôóíê-
öèÿ. Ôóíêöèÿ

K(t, s) = cov(ξ(t), ξ(s)) = Mξ(t)ξ(s) − Mξ(t) Mξ(s)

íàçûâàåòñÿ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ.

Ëåììà 1 Êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ëþáîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îáëàäà-
åò ñâîéñòâîì íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè:

(∀k)(∀ c1, ..., ck ∈ R) (∀t1, ..., tk ∈ T )
k∑
i=1

k∑
j=1

cicjK(ti, tj) ≥ 0. (1.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m(t) = Mξ(t). Òîãäà∑k
i=1

∑k
j=1 cicjK(ti, tj) =

∑
i,j cicjM((ξ(ti)−m(ti))(ξ(tj)−m(tj))) =

=
∑k
j=1 c

2
jM(ξ(tj)−m(tj))

2 = D
(∑k

j=1 cjξ(tj)
)
≥ 0.

Óñëîâèìñÿ ÷åðåç t̄ = t̄(n) îáîçíà÷àòü êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà T , íà-
ïðèìåð, t̄ = {t1, t2, ..., tn} ⊂ T . Åñëè ïîäìíîæåñòâî t̄(n) çàôèêñèðîâàíî,
òî ÷åðåç Rt̄ óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Âñå
òàêèå ïðîñòðàíñòâà áóäåì ñ÷èòàòü ñîäåðæàùèìèñÿ â RT = {f |f : T →
R} è äîãîâîðèìñÿ ïðåäïîëàãàòü Rs̄ ⊂ Rt̄ ïðè s̄ ⊂ t̄. Ââåäåì òàêæå îáîçíà-
÷åíèå ξt̄ = (ξ(t1), ..., ξ(tn)) äëÿ çàäàííîãî t̄ è ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ
ξ : T → R.

Ïóñòü ξ(t) - ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ ξt̄, êîãäà t̄
ïðîáåãàåò âñå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà T , íàçûâàþò êîíå÷íî-
ìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ. Êàê âû ïîìíèòå èç
êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè(

∀B ∈ B(Rt̄)
)

Pt̄(B) = P(ξt̄ ∈ B).
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Ïóñòü t̄ ⊂ s̄, πt̄,s̄ - åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ Rt̄ íà Rs̄. Òîãäà âî ââåäåííûõ
îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâî

(∀A ∈ B(Rt̄)) Pt̄(A) = Pt̄(πt̄,s̄(A)). (1.2)

Ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ñîãëàñîâàííîñòè ñåìåéñòâà ðàñïðåäå-
ëåíèé Pt̄, êîãäà t̄ ïðîáåãàåò êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ T .

Òåîðåìà 1 (À.Í.Êîëìîãîðîâ ) Ïóñòü ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè (1.2 ). Òîãäà íàéäåòñÿ íåêîòîðîå
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî < Ω,F ,P > è ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) íà
íåì, òàêîé, ÷òî Pt̄ åñòü ðàñïðåäåëåíèå ξt̄ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî
t̄ ⊂ T .

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
ñîãëàñîâàííîñòè, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

Èçëîæèì çäåñü èäåþ äîêàçàòåëüñòâà. Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî
íàéòè â êíèãå Áîðîâêîâà À.À. "Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé", ïðèëîæåíèå 2.

Ïîëîæèì Ω = RT , ξ(t, ω) = ω(t). Ìíîæåñòâî B ⊂ RT íàçîâåì öèëèí-
äðè÷åñêèì, åñëè îíî èìååò âèä {ω|(ω(t1), ..., ω(tn)) ∈ A} äëÿ íåêîòîðîãî
íàáîðà t1, ..., tn òî÷åê T è êàêîãî-íèáóäü A ∈ B(Rn). Ïóñòü C - êëàññ âñåõ
öèëèíäðè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ RT , F = σ(C). Äëÿ B ∈ C çàäàäèì

P(B) = Pt̄(A).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïðîâåðèòü óñëîâèÿ òåîðåìû
Êàðàòåîäîðè î ïðîäîëæåíèè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû. Òîãäà, ïðîäîëæàÿ ïî-
ñòðîåííóþ âåðîÿòíîñòü íà σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ RT , ìû
ïîëó÷èì, ÷òî íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå < Ω,F ,P > ïðîöåññ ξ(t)
îáëàäàåò íóæíûì íàì ñåìåéñòâîì êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Èíîãäà ïîëåçíûì ÿâëÿåòñÿ âàðèàíò óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè (1.2) â
òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, t̄ - êîíå÷-
íîå ïîäìíîæåñòâî T . Îïðåäåëèì

< λ, x >t̄ =
∑

{k:tk∈t̄}
λ(tk)x(tk), λ, x ∈ RT .

Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Pt̄ - ýòî

ϕt̄(λ) =
∫
RT

exp{i < λ, x >t̄}dPt̄.
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Óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè ðàñïðåäåëåíèé âî ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýê-
âèâàëåíòíî ïðè ýòîì

(s̄ ⊂ t̄) ⇒ (ϕs̄(λ) = ϕt̄(πt̄,s̄(λ)) . (1.3)



Ãëàâà 2

Ãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå

ïðîöåññû

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) íàçûâàåòñÿ ãàóññîâñêèì, åñëè âñå åãî êîíå÷íî-
ìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíû. Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà
èìååò âèä

ϕ(~λ) = exp{i < ~λ,~a > −1

2
< B~λ,~λ >},

ãäå ~a - âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, à B - êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðè-
öà êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà. Êàê èçâåñòíî èç êóðñà òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé (è ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëû), äëÿ çàäàíèÿ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî çàäàòü
~a è ìàòðèöó êîâàðèàöèé B. Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ (ñîîòâåòñòâóþùèõ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèÿì â ôóíêöèî-
íàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ) èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2 Äëÿ ïðîèçâîëüíî çàäàííîé ôóíêöèè a(t) è ëþáîé ôóíêöèè
K(t, s), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè èç
ëåììû 1, ñóùåñòâóåò ãàóññîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ ìàòåìàòè÷å-
ñêèì îæèäàíèåì a(t) è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé K(t, s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïðîöåññ ñ òîæäå-
ñòâåííî íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, à çàòåì ïðèáàâèòü ê íåìó
íåñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ a(t). Çàôèêñèðóåì t̄ = {t1, ..., tn}, è ïóñòü Pt̄

- íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â Rn ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèîí-
íîé ìàòðèöåé B = Bt̄, ýëåìåíòû êîòîðîé âû÷èñëåíû ïî ïðàâèëó Bi,j =
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K(ti, tj). Ïîëó÷èâøàÿñÿ ìàòðèöà áóäåò íåîòðèöàòåëüíà îïðåäåëåíà, ÷òî
ñëåäóåò èç ëåììû 1. Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííîå ïîñòðîåíèå âîçìîæíî.
×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

ϕt̄(~λ) = exp{−1

2
< B~λ,~λ >} −

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîñòðîåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðîâåðèòü
óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè ïîëó÷èâøèõñÿ ðàñïðåäåëåíèé (íàïðèìåð, â ôîð-
ìå (1.3)).

Î÷åíü âàæíûì ïðèìåðîì äëÿ íàñ ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, êî-
òîðûé ñëóæèò ìîäåëüþ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì
w(t, ω) ìû áóäåì íàçûâàòü ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðà-
ùåíèÿìè òàêîé, ÷òî w(0) = 0, w(t)−w(s) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå N(0, t− s) ïðè t > s

Âûïèøåì êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.
Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì t1, ..., tn òàê, ÷òî 0 < t1 < ... < tn è ðàññìîòðèì
âåêòîð −→w = (w1, ...wn), ãäå wj = w(tj), j = 1, 2...n. Çàìåòèì, ÷òî ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà X = (w1, w2 − w1, ..., wn − wn−1) ëåãêî âû-
÷èñëèòü, ò.ê. åãî êîîðäèíàòû - íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû:

PX(x1, ..., xn) =
n∏
i=1

([2π(ti − ti−1)]−1/2 exp{−x2
i /2(ti − ti−1))}),

ãäå t0 = 0. Ïðè ýòîì −→w = AX, ãäå

A =


1 0 0 ... 0
1 1 0 ... 0
... ... ... ... ...
1 1 1 ... 1

 .

Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå

P−→w (X) = | detA|−1PX(A−1X).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî detA = 1,

A−1 =


1 0 0 ... 0 0
−1 1 0 ... 0 0
0 −1 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... −1 1

 ,
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îòêóäà A−1X = (x1, x2 − x1, ..., xn − xn−1), è

P−→w (x1, ..., xn) =
n∏
i=1

([2π(ti − ti−1)]−1/2 exp{−(xi − xi−1)2/2(ti − ti−1)}),

ãäå x0 = 0. Èòàê, êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà
ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè (ãàóññîâñêèìè).

Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ (áðîóíîâñêîå äâèæåíèå) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì
ïðîöåññîì, âûõîäÿùèì èç 0. Â ïðèëîæåíèÿõ èíîãäà âñòðå÷àåòñÿ òàê íà-
çûâàåìûé áðîóíîâñêèé ìîñò - ïðîöåññ, çàäàâàåìûé ðàâåíñòâîì

w0(t) = w(t)− tw(t), t ∈ [0, 1].

Î÷åâèäíî, ÷òî w0(0) = w0(1) = 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Âû÷èñëèì êîâàðèà-
öèîííóþ ôóíêöèþ áðîóíîâñêîãî ìîñòà. Ïóñòü t ≥ s.

K(t, s) = M(w(t)− tw(1))(w(s)− sw(1)) = Mw(t)w(s) −
− tMw(1)w(s)− sMw(1)w(t) + stMw2(1).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a Mw2(a) = a, à ïðè h > u

Mw(h)w(u) = M(w(h)− w(u))w(u) + Mw2(u) = u,

îòêóäà
K(t, s) = s− ts− st+ st = s(1− t), t ≥ s.
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Ãëàâà 3

Ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè

ïðèðàùåíèÿìè

Ïóñòü T = [a, b]. Ïðîöåññ ξ(t), t ∈ T íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñ íåçàâèñè-
ìûìè ïðèðàùåíèÿìè, åñëè äëÿ ëþáîãî k è ëþáûõ t1, ..., tk ∈ T ) ïðèðà-
ùåíèÿ ξ(t1)− ξ(a), ξ(t2)− ξ(t1), ..., ξ(b)− ξ(tk) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Îáîçíà÷èì Pa ðàñïðåäåëåíèå ξ(a), ÷åðåç Ps,t ðàñïðåäåëåíèå ξ(t) −
ξ(s), t > s. Çíàÿ óêàçàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü âñå
êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà:

ξ(tj) =
j∑
i=1

(ξ(ti) − ξ(ti−1)), (t0 = a),

à çíà÷èò, ðàñïðåäåëåíèå ξt̄ - ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ0 + ξ1, ξ2 + ξ1 + ξ0, ..., ξj + ...+ ξ0, ãäå ξ0 = ξ(a), ξi = ξ(ti)− ξ(ti−1) ïðè
i ≥ 1. Íî îêàçûâàåòñÿ, ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíè-
ÿõ äëÿ çàäàíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññà ñ íåçàâèñèìûìè
ïðèðàùåíèÿìè äîñòàòî÷íî çíàòü ãîðàçäî ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàñïðåäå-
ëåíèé.

Ãîâîðÿò, ÷òî ξ(t) - ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
s, t, h ðàñïðåäåëåíèÿ ξ(t)−ξ(s) è ξ(t+h)−ξ(s+h) ñîâïàäàþò. Ïðîöåññ ξ(t)
íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâíûì , åñëè ïðè s → t ñïðàâåäëèâî
ξ(s)

P−→ ξ(t).

Òåîðåìà 3 Ïóñòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâåí,
ñòàöèîíàðåí è èìååò íåçàâèñèìûå ïðèðàùåíèÿ. Òîãäà äëÿ çàäàíèÿ åãî
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êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äîñòàòî÷íî, êðîìå Pa, çàäàòü òîëüêî
îäíî ðàñïðåäåëåíèå. Ýòèì ðàñïðåäåëåíèåì ìîæåò áûòü ëþáîå èç ðàñ-
ïðåäåëåíèé Pt,s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî a = 0. Ïóñòü ϕt(λ) - õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
Pt,0. Â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ

ξ(t)− ξ(0) =
n∑
i=1

(
ξ
(
it

n

)
− ξ

(
(i− 1)t

n

))

è ñòàöèîíàðíîñòè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

(∀t, n, λ) ϕt(λ) = ϕnt
n
(λ). (3.1)

Ïîêàæåì äàëåå, ÷òî íè ïðè îäíîì λ ϕt(λ) íå îáðàùàåòñÿ â 0. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâî

ξ
(
t

n

)
− ξ(0)

P−→ 0,

îòêóäà, ïî îñíîâíîé òåîðåìå î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, ϕt/n(λ)
ïðè n → ∞ ñòðåìèòñÿ ê òîæäåñòâåííîé åäèíèöå. Òåïåðü òðåáóåìîå ñëå-
äóåò èç (3.1).

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ψt(λ) ñ óñëîâèåì

ϕt(λ) = exp {Ψt(λ)} .

Ñëåäóþùåé íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

(∀t, λ) Ψt(λ) = tΨ1(λ) ≡ tΨ(λ). (3.2)

Ïóñòü ñíà÷àëà t = 1
n
. Âûáåðåì â (3.1) t = 1, îòêóäà

ϕ1(λ) = ϕn1/n(λ) =⇒ exp Ψ(λ) = exp{nΨ1/n(λ)},

÷òî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü (3.2) äëÿ t = 1
n
. Çàìåòèì äàëåå, ÷òî

ξ
(
m

n

)
− ξ(0) =

m∑
j=1

(
ξ
(
j

n

)
− ξ

(
j − 1

n

))
,
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à çíà÷èò, ϕm/n(λ) = ϕm1/n(λ), ÷òî âëå÷åò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

Ψm
n

(λ) = mΨ 1
n
(λ) =

m

n
Ψ(λ).

Åñëè, íàêîíåö, t > 0 � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñõîäÿùóþñÿ ê t. Â ñèëó ñòî-
õàñòè÷åñêîé íåïðåðûâíîñòè

ξ(xn) − ξ(0)
P−→ ξ(t) − ξ(0),

îòêóäà ϕxn(λ)→ ϕt(λ), è xnΨ(λ)→ Ψt(λ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, xnΨ(λ)→
tΨ(λ), è äîêàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèå (3.2) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç åäèí-
ñòâåííîñòè ïðåäåëà.

Èòàê, ïóñòü ìû çíàåì P0,1. Òîãäà ìû çíàåì åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ, à çíà÷èò è Ψ(λ). Ïî ôîðìóëå (3.2) è t âîññòàíàâëèâàåì Ψt,
çàòåì ϕt, à çíà÷èò, è ïðîèçâîëüíîå P0,t. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ôîðìóëó äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ξt̄ = (ξ(t1), ..., ξ(tn)), âûâîä êîòîðîé îñòàâëÿåì
÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ, ïîëåçíîãî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ íàâûêîâ
â èñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

ϕt̄(~λ) = ϕa(Λn) · exp


n∑
j=1

(tj − tj−1)Ψ(Λn − Λn−1)

 ,
ãäå

Λk =
k∑
j=1

λj, Λ0 = 0,

ϕa � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Pa.
Îäíèì èç ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ îáîáùåíèé ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñèìûìè

ïðèðàùåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Çäåñü ìû äàäèì
òîëüêî îïðåäåëåíèå, çà ôîðìóëèðîâêàìè è äîêàçàòåëüñòâàìè ñâîéñòâ
ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ è èõ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ � äèñêðåòíûõ îäíîðîäíûõ
öåïåé Ìàðêîâà îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê êíèãå À.À.Áîðîâêîâà.

Ïóñòü ξ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, îáîçíà÷èì

F≤t = σ({ξ(s), s ≤ t}), F=t = σ(ξ(t)), F≥t = σ({ξ(s), s ≥ t}).

Ïðîöåññ ξ(t) íàçûâàþò ìàðêîâñêèì, åñëè

(∀t)(∀B ∈ F≥t) P(B/F≤t) = P(B/F=t).
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Ãëàâà 4

Ëèíåéíàÿ òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ

ïðîöåññîâ

4.1 Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ñ êîìïëåêñíûìè çíà÷åíèÿìè

Ïóñòü < Ω,F ,P > � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ξ : Ω→ C � êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûé ñëó÷àéíûé ýëåìåíò, ò.å. Reξ, Imξ � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ââå-
äåì

L2 = L2(Ω,F ,P) = {ξ|M|ξ|2 <∞}.
Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó:

< ξ, η > = Mξη̄, ‖ξ‖2
L2

=< ξ, ξ > = M|ξ|2.

Îáîçíà÷èì m(t) = Mξ(t), ξ∗(t) = ξ(t) − m(t). Î÷åâèäíî, ÷òî êîâàðè-
àöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà äîëæíà áûòü â ýòîé ñèòóàöèè îïðåäåëåíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì

K(t, s) ≡ Mξ∗(t)ξ̄∗(s),

à ñâîéñòâî íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè (1.1) ïðèìåò âèä

(∀k)(∀ c1, ..., ck ∈ C) (∀t1, ..., tk ∈ T )
k∑
i=1

k∑
j=1

cic̄jK(ti, tj) ≥ 0. (4.1)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò

(∀s, t) K(t, s) = K(s, t).
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Ïîëíîòà ïîñòðîåííîãî ïðîñòðàíñòâà âî ââåäåííîé íîðìå ïðîâåðÿåòñÿ òå-
ìè æå ìåòîäàìè, ÷òî äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðóåìûõ
ñ êâàäðàòîì ôóíêöèé â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëå-
äóþùèé äîâîëüíî ïðîñòîé ïðèçíàê ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà:

Ëåììà 2 Â ïðîñòðàíñòâå L2 ñóùåñòâóåò ïðåäåë ξ(t) ïðè t→ t0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà (∃m) m(t)→ m è

(∃K) lim
s,t→t0

K(t, s) = K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ξ(t) L2−→ ξ. Òîãäà, âûáðàâ m =
Mξ, K = Mξ∗ξ̄∗, ãäå ξ∗ = ξ −m, ïîëó÷èì

|m(t)−m| ≤ M|ξ(t)− ξ| ≤
√

M|ξ(t)− ξ|2 → 0,

à òàêæå

|K(t, s)−K| ≤ |Mξ∗(t)ξ̄∗(s)−Mξ∗(t)ξ̄∗| + |Mξ∗(t)ξ̄∗ −Mξ∗ξ̄∗| ≤
≤
√

M|ξ∗(t)|2M|ξ∗(s)− ξ∗|2 +
√

M|ξ∗|2M|ξ∗(t)− ξ∗|2 ≤
+c(‖ξ∗(s)− ξ∗‖ + ‖ξ∗(t)− ξ∗‖),

÷òî ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè s, t→ t0.
Äîñòàòî÷íîñòü. Çàìåòèì, ÷òî

‖ξ(t)− ξ(s)‖2 = |m(t)−m(s)|2 + ‖ξ∗(t)− ξ∗(s)‖2.

Íî
‖ξ∗(t)− ξ∗(s)‖2

L2
= K(t, t) +K(s, s)− 2ReK(t, s),

îòêóäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

‖ξ(t)− ξ(s)‖2
L2
−→ 0

ïðè (t − s) → 0, ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå íóæíîãî ïðåäåëà â ñèëó
ïîëíîòû ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà. Ëåììà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ξ(t) ê ξ â ñìûñëå ïðîñòðàíñòâà L2

èìååò ìåñòî òàêæå ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè è ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Ýòî
íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è íåðà-
âåíñòâà Ï.Ë.×åáûøåâà:

P(|ξ(t)− ξ| ≥ ε) ≤ M|ξ(t)− ξ|
ε

≤

√
‖ξ(t)− ξ‖

ε

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0.
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4.2 Äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå â

ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì

Â äàëüíåéøåì, åñëè ξ(t) L2−→ ξ, ïðè t→ a, óñëîâèìñÿ ïèñàòü

l.i.m.t→aξ(t) = ξ

è íàçûâàòü ýòîò ïðåäåë ïðåäåëîì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì . Ïîëîæèì
ïðè h, a ∈ R

∆hξ(a) =
ξ(a+ h)− ξ(a)

h
.

Åñëè
(∃z ∈ L2) z = l.i.m.h→0∆hξ(a),

òî ξ(t) íàçûâàþò äèôôåðåíöèðóåìûì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì â òî÷êå
a, à z � ïðîèçâîäíîé ïðîöåññà â ýòîé òî÷êå. Îáîçíà÷åíèå � z = dξ

dt
(a). Èç

ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì:

Ëåììà 3 Ïðîöåññ ξ(t) áóäåò äèôôåðåíöèðóåìûì â ñðåäíåì êâàäðàòè-
÷åñêîì â òî÷êå a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

• â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ m(t) = Mξ(t) â îáû÷íîì
ñìûñëå;

• êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïðîöåññà èìååò â ýòîé òî÷êå îáîáùåí-
íóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, ò.å.

DsDtK(t, s)|t=s=a =

limh,q→0
K(a+h,a+q)−K(a,a+q)−K(a+h,a)+K(a,a)

nq
<∞.

Òåîðåìà 4 Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ [A,B] îïðåäåëåíà îáîáùåííàÿ
âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ DsDtK(t, s)|t=s=a, òîãäà ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ∗(t) äèô-
ôåðåíöèðóåì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì íà [A,B], ñóùåñòâóþò îáû÷íûå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂K

∂t
, ∂K

∂s
è ∂2K

∂t∂s
, ïðè÷åì äëÿ õàðàêòåðèñòèê ïðî-

èçâîäíîé ïðîöåññà èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

Mξ∗(t)
dξ

ds
(s) =

∂K

∂s
(t, s), M

dξ

dt
(t)
dξ

ds
(s) =

∂2K

∂t∂s
(t, s).
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Äîêàçàòåëüñòâî. ñðàçó æå ñëåäóåò èç óñëîâèé òåîðåìû è äîêàçàííûõ
âûøå ëåìì.

Ïóñòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) çàäàí íà [A,B], A = t0 < t1 < ... <
tm = B, ∆tj = tj − tj−1. Ðàññìîòðèì

Sm =
m∑
j=1

ξ(θj)∆tj, θj ∈ [tj−1, tj], j = 1, ...,m.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîöåññ ξ(t) èíòåãðèðóåì â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì , åñëè
íàéäåòñÿ ýëåìåíò I ∈ L2 òàêîé, ÷òî íåçàâèñèìî îò âûáîðà òî÷åê tj, θj
ñïðàâåäëèâî

I = l.i.m.∆→0Sm, ∆ = max
j

∆tj.

Îáîçíà÷åíèå, ïðèíÿòîå äëÿ èíòåãðàëà I îò ïðîöåññà â ñðåäíåì êâàäðà-
òè÷åñêîì ñîâïàäàåò ñ îáîçíà÷åíèåì îáû÷íîãî èíòåãðàëà:

I =

B∫
A

ξ(t) dt.

Ïðè ýòîì, êîíå÷íî æå, íå ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî I ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðó-
åìîé ñ êâàäðàòîì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïðåäû-
äóùåé äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5 Ïóñòü m(t) èíòåãðèðóåìà íà [A,B] è îïðåäåëåí äâîéíîé èí-

òåãðàë
B∫
A

B∫
A
K(t, s)dtds, òîãäà ïðîöåññ ξ(t) èíòåãðèðóåì â ñðåäíåì êâà-

äðàòè÷åñêîì, ïðè÷åì

Mξ∗(t)

B∫
A

ξ∗(t)dt =

B∫
A

K(t, s)ds, M

B∫
A

ξ∗(t)dt

B∫
A

ξ∗(t)dt =

B∫
A

B∫
A

K(t, s)dtds.

4.3 Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë îò íåñëó÷àéíîé

ôóíêöèè

Ïóñòü U � ìíîæåñòâî, A � íåêîòîðûé ïîäêëàññ P(U) (ñèñòåìû ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà U), m̂ � êîíå÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìåðà íà σ(A).
µ : A → L2(< Ω,F ,P >) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé îðòîãîíàëüíîé
ñòîõàñòè÷åñêîé ìåðîé ñî ñòðóêòóðíîé ôóíêöèåé m̂, åñëè:
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1. µ(A1 ∪ A2) = µ(A1) + µ(A2) ïðè A1 ∩ A2 = ∅;

2. (∀A) Mµ(A) = 0, M|µ(A)|2 = m̂(A);

3. Mµ(A)µ(B) = 0 ïðè AB = ∅ (óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè).

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî

L2(m̂) =
{
ψ : U → C|

∫
U
|ψ(t)|2dm̂ < ∞

}
.

Ïóñòü A1, ..., Ak ∈ A îáðàçóþò êîíå÷íîå ðàçáèåíèå U . Òîãäà

ϕ(t) =
k∑
j=1

cj1Aj(t) ∈ L2(m̂)−

ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà êîíñòàíò c1, ..., ck (çäåñü 1A
� èíäèêàòîð ìíîæåñòâà A.) Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì

∫
U
ϕ(t)dµ =

k∑
j=1

cjµ(Aj).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ϕ ∈ L2(m̂) ìîæíî îáû÷-
íûìè ñïîñîáàìè ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé, ñõî-
äÿùèõñÿ ê ϕ â ïîòî÷å÷íîì ñìûñëå. Äëÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëà-
ãàåì ∫

U
ϕ(t)dµ = l.i.m.

∫
U
ϕn(t)dµ.

Â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå çàâåðøàåòñÿ ðàçáèåíèåì íåñëó÷àéíîé ôóíê-
öèè èç L2(m̂) íà ïîëîæèòåëüíóþ è îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòè.

Ïóñòü ϕ(t), ψ(t) � ïðîñòûå ôóíêöèè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî

ϕ(t) =
∑
j

fj1Aj , ψ(t) =
∑
j

gj1Aj

äëÿ îäíîãî íàáîðà Aj, j = 1, ..., n. Òîãäà

<
∫
U ϕ(t)dµ,

∫
U ψ(t)dµ >L2 = M

∫
U ϕ(t)dµ ·

∫
U ψ(t)dµ =

=
∑
j,k fj ḡkMµ(Aj)µ(Ak) =

∑
k fkḡkm̂(Ak) = < ϕ,ψ >L2(m̂) .
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Åñëè ôóíêöèè ϕ, ψ ∈ L2(m̂) íå áûëè ïðîñòûìè, òî ïðè ïîìîùè î÷åâèä-
íûì îáðàçîì îðãàíèçîâàííîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíî ñîîòíîøåíèå

<
∫
U
ϕ(t)dµ,

∫
U
ψ(t)dµ >L2(Ω,F ,P) = < ϕ,ψ >L2(m̂) .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 6 Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë îñóùåñòâëÿåò èçîìåòðè÷åñêîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó L2(< Ω,F ,P >) è L2(m̂).



Ãëàâà 5

Ñïåêòðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ è

çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ

ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà

5.1 Ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

Ïóñòü ξ(t) � ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, çàäàííûé íà âåùåñòâåí-
íîé ïðÿìîé, èëè íà êàêîì-òî åå îòðåçêå [A,B], Mξ(t) = 0. Êîâàðèàöè-
îííàÿ ôóíêöèÿ â ýòîé ñèòóàöèè èìååò âèä

K(t, s) = Mξ(t)ξ(s) = Mξ(t− s+ A)ξ(A) = K(t− s),

òî åñòü ìîæåò áûòü çàìåíåíà ôóíêöèåé îäíîãî àðãóìåíòà. Óñëîâèå íåîòðè-
öàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè (4.1) ïåðåïèøåòñÿ òåïåðü â âèäå

(∀k)(∀ c1, ..., ck ∈ C) (∀t1, ..., tk ∈ [A,B])
k∑
i=1

k∑
j=1

cic̄jK(ti − tj) ≥ 0. (5.1)

Âûâåäåì èç ýòîãî óñëîâèÿ íåêîòîðûå íåñëîæíûå ñëåäñòâèÿ.

Ëåììà 4 1. K(0) � íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;

2. (∀t) K(t) = K(−t);

3. (∀t) |K(t)| ≤ K(0).

19
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Âçÿâ â (5.1) k = 1, c1 = 1, t1 = 0, ïîëó÷èì K(0−
0) ≥ 0.

2). Ïîëàãàÿ â óñëîâèè íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè k = 2, t1 =
t, t2 = 0, âèäèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîìïëåêñíûõ êîíñòàíò c1, c2

âûïîëíåíî

(|c1|2 + |c2|2)K(0) + c1c̄2K(t) + c̄1c2K(−t) ≥ 0. (5.2)

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè êîíñòàíò è ïóíêòà 1 ëåììû îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(∀a ∈ C) aK(t) + āK(−t) ∈ R.

Ïóñòü a = a1+ia2, K(t) = K1+iK2, K(−t) = K3+iK4. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ
ýòè âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó

Im(aK(t) + āK(−t)) = 0,

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2 äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ

a1(K2 +K4) + a2(K1 −K3) = 0,

îòêóäà K2 = −K4, K1 = K3, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
3). Âûáåðåì â (5.1) k = 2, t1 = 0, t2 = t, c1 = −K(0), c2 = K(t). Òîãäà

èç (5.2) âèäèì, ÷òî

(K2(0) + |K(t)|2)K(0) − K(0)|K(t)|2 − K(0)|K(t)|2 ≥ 0,

÷òî ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïðåâðàùàåòñÿ â íåðàâåíñòâî

K2(0) − |K(t)|2 ≥ 0.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 7 (Áîõíåð-Õèí÷èí) Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâè-
òåëüíîãî àðãóìåíòà K(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîé íåîïðå-
äåëåííîñòè (5.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F (λ) òàêàÿ, ÷òî

(∀t) K(t)

K(0)
=

∞∫
−∞

eitλdF (λ). (5.3)
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Ôóíêöèÿ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé óòâåðæäàåòñÿ â òåîðåìå, íîñèò íàçâà-
íèå ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè , à ïðåäñòàâëåíèå (5.3) íàçûâàþò ñïåêòðàëü-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû Áîõíåðà - Õèí÷èíà ìîæíî íàéòè â êíèãå Á.Â. Ãíåäåíêî "Êóðñ òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé", ïàðàãðàô 37. Çäåñü ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ïîäîá-
íóþ òåîðåìó äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Òåîðåìà 8 K(n), n ∈ Z � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êîìïëåêñíî-
çíà÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ñìûñëå (5.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (λ), ñîñðåäîòî÷åííîãî íà
èíòåðâàëå [−π, π], ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî n ñïðàâåäëèâî

K(n) = K(0)

π∫
−π

einλdF (λ),

ïðè÷åì ýòà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî K(0) = 1 (èíà÷å ïåðåéäåì ê ðàñ-
ñìîòðåíèþ ξ̃(n) = ξ(n)/

√
K(0) ). Åñëè ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

èìååòñÿ, òî

∑
j,k

cj c̄kK(nj−nk) =

π∫
−π

∑
j,k

cj c̄ke
iλ(nj−nk)dF (λ) =

π∫
−π

∣∣∣∣∣∣
∑
j

cje
iλnj

∣∣∣∣∣∣
2

dF (λ) ≥ 0,

÷òî îçíà÷àåò çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè.
Îáðàòíî. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî (5.1). Âîçüìåì ρ ∈ (0, 1). Ïðè u ∈ [−π, π]

ðàññìîòðèì
fρ(u) =

1

2π

∑
t∈Z

K(t)ρ|t|e−iut.

Òàê êàê |K(t)| ≤ K(0) = 1, òî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà âûïèñàííûé
ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî u. Ïðè ýòîì èç îáû÷-
íûõ ôîðìóë äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå èìååì

K(t)ρ|t| =

π∫
−π

eitλfρ(λ)dλ, 1 =

π∫
−π

fρ(λ)dλ.

Èç âòîðîé ÷àñòè âûïèñàííîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè òîãî,
÷òî ôóíêöèÿ fρ � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, äîñòàòî÷íî
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ïðîâåðèòü åå íåîòðèöàòåëüíîñòü. Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëåíèÿ
â (5.1).

0 ≤ ∑∞
m=0

∑∞
n=0 ρ

neiunρme−iumK(n−m) =

=
(∑

n≥0

∑∞
m=n+1 +

∑
n≥0

∑n
m=0

)
(...) =

=
(∑

n≥0

∑∞
m=n+1 +

∑
m≥0

∑∞
n=m

)
ρn+me−iu(m−n)K(n−m).

Îáîçíà÷èâ m− n çà z, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

0 ≤ ∑
n≥0

∑
z∈Z ρ

|z|+2ne−iuzK(z) =

=
∑
z∈Z ρ

|z|eiuzK(z) ·∑∞n=0 ρ
2n = 2πfρ(u)

1−ρ2 ,

îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî fρ � ïëîòíîñòü. Ââåäåì

Fρ(λ) =

λ∫
−π

fρ(u)du.

Ïîíÿòíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ρ|t|K(t). Ïðè ρ→ 1 ýòà ôóíêöèÿ ñõîäèòñÿ ê K(t). Ïî îñíîâíîé
òåîðåìå î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, Fρ → F , ãäå F � íåêîòîðàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé K(t), ò.å.

K(t) =

π∫
−π

eitλdF (λ).

Òåì ñàìûì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Áóäåì äî êîíöà ðàçäåëà, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, ñ÷èòàòü, ÷òî A

� àëãåáðà îòðåçêîâ [−π, π], åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü è â R â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hξ çàìûêà-
íèå â L2(< Ω,F ,P >) ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà∑
j αjξ(tj), è ïóñòü Pξ � ìåðà, ïîðîæäåííàÿ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé, ò.å.

ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Òåîðåìà 9 Ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ
ìåðà µ : A → Hξ ñî ñòðóêòóðíîé ôóíêöèåé m(A) = K(0)Pξ(A) òàêàÿ,
÷òî

(∀t)ξ(t) =
∫
eitudµ(u), (5.4)

ïðè÷åì èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî èíòåðâàëó [−π, π] â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé
ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïî (−∞,∞) â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå I : L2(m) →
Hξ. Äëÿ íà÷àëà ïîëîæèì

I

 k∑
j=1

cje
itju

 =
k∑
j=1

cjξ(tj).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà âûïîëíÿåòñÿ ñâîé-
ñòâî èçîìåòðè÷íîñòè:

< I(eitu), I(eisu) >L2(<Ω,F ,P>) = Mξ(t)ξ̄(s) = K(t− s),

< eitu, eisu >L2(m) =
∫
eitueisudm(u) =

∫
ei(t−s)udµ(u) = K(t− s).

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî êîíå÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé eitu âñþ-
äó ïëîòíû â L2(m). Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ïðîñòðàíñòâå âñþäó ïëîò-
íî ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, â íåì � äâàæäû äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ, â ïîñëåäíåì � ïåðèîäè÷åñêèõ, â êîòîðîì âñþäó ïëîòíî ìíîæåñòâî
÷àñòè÷íûõ ñóìì ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ Ôóðüå, ò.å. èìåííî òàêèõ ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé.

Ïóñòü
µ(A) = I(1A), A ∈ A,

òîãäà, ïîñêîëüêó I � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, à äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíî-
æåñòâ A,B ñïðàâåäëèâî 1A∪B = 1A + 1B, òî

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî

(∀A ∈ A) M|µ(A)|2 =
∫

12
Adm = m(A).

Íàêîíåö, äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A,B ñïðàâåäëèâî

Mµ(A)µ(B) = < µ(A), µ(B) >L2(<Ω,F ,P>) =

= < 1A, 1B >L2(m) =
∫

1A1Bdm = m(A ∩B).

Òåì ñàìûì, µ � ýëåìåíòàðíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìåðà ñî
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèåé m. Ñîãëàñíî ñàìîìó îïðåäåëåíèþ I, äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî t âûïîëíåíî

ξ(t) = I(eitu) =
∫
eitudµ(u).
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë

∫
f(u)dµ(u) îñóùåñòâëÿåò

èçîìåòðè÷åñêîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè L2(m) è Hξ,
ïðè÷åì

eiut 7→ ξ(t).

Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî ñòîõàñòè÷åñêîé ìåðû â ïîñëåäíåì ïðåäñòàâëå-
íèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

Z(u) = µ((−∞, u)).

Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ââåäåííûì ðàíåå ñïåêòðàëüíûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (5.4) è çàïèñüþ

ξ(t) =
∫
eitudZ(u)

òàêîå æå, êàê ñîîòíîøåíèå ìåæäó îáû÷íîé çàïèñüþ èíòåãðàëà Ëåáåãà -
Ñòèëüòüåñà è çàïèñüþ ýòîãî èíòåãðàëà êàê èíòåãðàëà ïî âåðîÿòíîñòíîé
ìåðå íà (−∞,∞). Ïðîöåññ Z(u) â ïîñëåäíåé çàïèñè îáëàäàåò îðòîãîíàëü-
íûìè ïðèðàùåíèÿìè, ò.å. ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå ÷èñåë a < b < c < d
ñïðàâåäëèâî

M(Z(b)− Z(a))(Z(d)− Z(c)) = 0.

Ïðèìåð. Ïóñòü A, η � íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ϕ èìååò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà [−π, π] è íå çàâèñèò îò A, η. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

ξ(t) = A cos(ηt+ ϕ) =
1

2
Aeiηteiϕ +

1

2
Ae−iηte−iϕ.

Ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ýòîãî ïðîöåññà. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîöåññ ñ îðòîãîíàëüíûìè ïðè-
ðàùåíèÿìè ïîñòîÿíåí íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (−∞,−η), (−η, η), (η,∞).
Â òî÷êå −η îí ñîâåðøàåò ñêà÷îê âåëè÷èíû 1

2
Ae−iϕ, à â òî÷êå η � 1

2
Aeiϕ.

Ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà µ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà ξ(t) ñîñðåäîòî÷åíà â
äâóõ òî÷êàõ � ±η.

5.2 Ôîðìóëà Êîòåëüíèêîâà - Øåííîíà

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé
ïîëó÷èì ôîðìóëó, íàõîäÿùóþ ñâîè ïðèëîæåíèÿ ïðè îðãàíèçàöèè ñèñòåì
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ñâÿçè. Ïóñòü ξ(t), t ∈ Z � ñòàöèîíàðíàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì a íîñèòåëü ñïåêòðàëüíîé
ìåðû m ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñðåäîòî÷åí â [−π

a
, π
a
]. Òîãäà íà ýòîì

íîñèòåëå ðàâíîìåðíî (è àáñîëþòíî) ñõîäèòñÿ ðÿä∑
z∈Z

αze
izna = eiut,

ãäå

αz =
sin

(
πt
a
− πz

)
πt
a
− πz

−

êîýôôèöèåíò Ôóðüå. Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò ñõîäèìîñòü â
L2, à çíà÷èò èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

ξ(t) =

π∫
−π

eiutdµ(u) =
∑
z∈Z

αz

π∫
−π

eizaudµ(u),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
ξ(t) =

∑
z∈Z

αzξ(az).

Ýòà ôîðìóëà è íîñèò íàçâàíèå ôîðìóëû Êîòåëüíèêîâà - Øåííîíà. Îíà,
â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ëþáîãî
çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ äîñòàòî÷íî çíàòü, êàêèå çíà÷åíèÿ îíà
ïðèíèìàëà â ìîìåíòû âðåìåíè, êðàòíûå a.

5.3 Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòàöèîíàð-

íûõ ïðîöåññîâ

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì îäíî èç ïðèìåíåíèé ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ñòàöè-
îíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ÷òî ïîçâîëèò íàì èçó÷àòü èíòåãðàëû è
ïðîèçâîäíûå îò ïðîöåññîâ â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå. Ïóñòü A �
ëèíåéíûé îïåðàòîð, ÿâëÿþùèéñÿ êîìáèíàöèåé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ è èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ÿäðàìè, çàâèñÿùèìè
ëèøü îò ðàçíîñòè àðãóìåíòîâ. Ïðèìåíåíèå òàêèõ îïåðàòîðîâ ê ñòàöè-
îíàðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññàì â ðåçóëüòàòå ñíîâà äàåò ñòàöèîíàðíûé
ïðîöåññ. Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ðå-
çóëüòèðóþùåãî ïðîöåññà.
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Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïóñòü

ξ(t) =
∫
eitλdµ(λ),

ãäå èíòåãðàë ïî çàêëþ÷åííîìó âûøå ñîãëàøåíèþ áåðåòñÿ ëèáî ïî îòðåç-
êó [−π, π], ëèáî ïî âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, òîãäà

dξ

dt
(t) = l.i.m.h→0

ξ(t+ h)− ξ(t)
h

= lim
h→0

∫ ei(t+h)λ − eitλ

h
dµ(λ).

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïî ëåììå 2 ïåðåïèøåì â âèäå

∫
lim
h→0

ei(t+h)λ − eitλ

h
dµ(λ) =

∫
iλeitλdµ(λ).

Ýòà ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ïðîèçâîäíîé ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà äîñòàòî÷íî ôîðìàëüíî ïðîèç-
âåñòè äèôôåðåíöèðîâàíèå ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíî-
ãî ïðîöåññà ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïî t.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî

η(t) ≡ Aξ(t) =
∫
B(t− s)ξ(s)ds.

Òîãäà
η(t) =

∫ ∫
B(t− s)eisλdµ(λ)ds =

∫
g(λ)eiλsdµ(λ),

ãäå
g(λ) =

∫
B(−u)eiλudu.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ôàêòè÷åñêè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 5 Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå η = Aξ(t), ãäå A � îïåðàòîð
îïèñàííîãî âûøå âèäà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

η(t) =
∫
g(λ)eiλsdµ(λ),

ãäå ôóíêöèÿ g(λ) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðèìåíèì îïåðàòîð A
ê ôóíêöèè eitλ è ïîäñòàâèì òóäà t = 0:

g(λ) = Aeitλ |t=0
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Ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê ýòà ëåììà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðå-
øåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü P � ìíîãî÷ëåí. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ôîð-
ìàëüíî çàïèñûâàåìîå â âèäå

P

(
d

dt

)
η(t) = ξ(t).

Òîãäà èç ëåììû âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå åãî èìååò âèä

η(t) =
∫ eiλt

P (iλ)
dµ(λ).

Ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ∫ dm(λ)

|P (iλ)|2
< ∞

(m � ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ ìåðû µ). Åñëè ïîñëåäíåå óñëîâèå íàðóøàåò-
ñÿ, òî íè îäíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ íå
ñóùåñòâóåò. Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 2. Â ÷àñòíîñòè, ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ

dη

dt
(t) = ξ(t)

ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà∫ dm(λ)

λ2
< ∞,

ïðè ýòîì îíî çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

η(t) =
∫ eitλ

iλ
dµ(λ) + ζ,

ãäå ζ� ïðîèçâîëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íå êîððåëèðîâàííàÿ ñ µ(C)
(èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñ Z(λ)).

5.4 Çàäà÷à ïðîãíîçà ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àé-

íîãî ïðîöåññà � ñèíãóëÿðíûé ñëó÷àé

Íà÷íåì ñ îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Ïóñòü ξ(t) � ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η èíòåãðèðóåìà ñ êâàäðàòîì, ò.å.
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η ∈ L2(< Ω,F ,P >). Òðåáóåòñÿ, íàáëþäàÿ çíà÷åíèÿ ïðîöåññà ξ(t), ïðåä-
ñêàçàòü çíà÷åíèå íå íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû η. Îáîçíà÷èì ÷åðåç η̂≤t ïðî-
ãíîç η ïî çíà÷åíèÿì ξ(s), s ≤ t íàèëó÷øèé â òîì ñìûñëå, ÷òî

M(t) = M |η̂≤t − η|2

ìèíèìàëüíî ñðåäè âñåõ äîïóñòèìûõ èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì ïðîãíî-
çîâ.

Ïðîöåññ ξ(t) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ñëåâà, åñëè

(∀η ∈ L2(< Ω,F ,P >)) lim
t→−∞

M(t) = Dη,

è ñèíãóëÿðíûì ñëåâà, åñëè ýòîò ïðåäåë ðàâåí íóëþ.
Ñìûñë ýòèõ îïðåäåëåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå

çíà÷åíèÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðåäñêàçûâàþòñÿ àáñîëþòíî òî÷íî
ïî ñêîëü óãîäíî óäàëåííûì ïî âðåìåíè â ïðîøëîå ðåçóëüòàòàì íàáëþäå-
íèé, à â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî óêàçàòü çíà÷åíèå η ñ òî÷íîñòüþ
áîëåå âûñîêîé, ÷åì åå äèñïåðñèÿ.

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîöåññîâ, ðåãóëÿðíûõ è
ñèíãóëÿðíûõ ñïðàâà (â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåë â îïðåäåëåíèè âû÷èñëÿåòñÿ
ïðè t → +∞), à òàêæå ïðîöåññîâ, ëèíåéíî ðåãóëÿðíûõ ñëåâà è ëèíåéíî
ñèíãóëÿðíûõ ñëåâà. âñÿ ðàçíèöà â òîì, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè íàèëó÷øåãî
ïðîãíîçà ìèíèìèçàöèÿ M(t) ïðîèñõîäèò ñðåäè âñåõ ëèíåéíûõ ïðîãíîçîâ
η̂≤t. Âîçìîæíû, êîíå÷íî æå, è òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê ëèíåéíàÿ ðåãóëÿðíîñòü
(èëè ñèíãóëÿðíîñòü) ñïðàâà.

Ïóñòü òåïåðü ξ(t), t ∈ Z � ñòàöèîíàðíàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãíîçà η = ξ(m) ïî çíà÷åíèÿì ξ(t), t ≤ 0
èçó÷èì ïîäðîáíåå. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî íàçâàòü çàäà÷åé ïðîãíîçà íà m
øàãîâ âïåðåä. Ïóñòü m̃ � ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ(t).
Ïîñêîëüêó L2(m̃) èçîìåòðè÷íî Hξ � èçîìåòðèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ îòîáðà-
æåíèåì

I(f) =

π∫
−π

f dµ −

òî äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ íàèëó÷øåãî ëèíåéíîãî ïðîãíîçà íàäî íàéòè òàêîå
g â L � ëèíåéíîé îáîëî÷êå ôóíêöèé eizλ, z ≤ 0 òàê, ÷òîáû(

eimλ − g
)
⊥ L,
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ò.å.
π∫
−π

(
eimλ − g(λ)

)
e−inλdm̃(λ) = 0, n ≤ 0. (5.5)

Ëèíåéíàÿ ñèíãóëÿðíîñòü ñëåâà îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü àïïðîêñèìèðîâàòü
eimλ ïðè ïîìîùè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé einλ, n ≤ 0 ñêîëü óãîäíî òî÷íî.
Ïðè ýòîì òî÷íîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ôîðìóëû (5.5).

Òåîðåìà 10 Çàìêíåì èíòåðâàë [−π, π) â îêðóæíîñòü. Åñëè íîñèòåëü
ñïåêòðàëüíîé ìåðû ξ(t) ñîñðåäîòî÷åí íà äóãå, çàíèìàþùåé ìåíåå ïî-
ëîâèíû ýòîé îêðóæíîñòè, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ(t) ëèíåéíî ñèíãó-
ëÿðíà ñëåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç z ÷èñëî e−iλ. Ïóñòü z0 � ñåðåäèíà
òîé äóãè îêðóæíîñòè, íà êîòîðîé ñîñðåäîòî÷åí íîñèòåëü m̃. Òîãäà (ýòî
ìîæíî ëåãêî äîêàçàòü, ñäåëàâ ñîîòâåòñòâóþùèé ðèñóíîê) íàéäåòñÿ òàêîå
N , ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà z íîñèòåëÿ ñïåêòðàëüíîé ìåðû ñïðàâåäëèâî
|Nz0 − z| ≤ N. Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî

eiλ =
1

Nz0 + (z −Nz0)
=

∞∑
n=0

(Nz0 − e−λ)n

(Nz0)n+1
,

à çíà÷èò, ïðèìåíÿÿ áèíîì Íüþòîíà, èçâëåêàåì îòñþäà òðåáóåìîå ðàçëî-
æåíèå ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì e:

eiλ =
∞∑
n=0

n∑
k=0

(−1)k
Ck
n

(Nz0)n+1
(Nz0)n−ke−ikλ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî â ñèíãóëÿðíîì ñëó÷àå ìû çàîäíî ïîëó÷èëè ôîðìóëû

íàèëó÷øåãî ëèíåéíîãî ïðîãíîçà. Â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëà äëÿ ïðîãíîçà íà
îäèí øàã âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ̂(1)≤0 =
∞∑
n=0

1

(Nz0)n−1

n∑
k=0

(−1)kCk
n(Nz0)n−kξ(−k).
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5.5 Çàäà÷à ïðîãíîçà ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àé-

íîãî ïðîöåññà � ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé

5.5.1 Ïîñòðîåíèå ïðîãíîñòè÷åñêèõ ôîðìóë

Ñåé÷àñ ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ξ(t), t ∈ Z � ðåãóëÿðíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ
ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Îãðàíè÷èìñÿ ñèòóàöèåé, â êîòîðîé îíà
èìååò îãðàíè÷åííóþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàé-
äóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå c1, c2, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
λ ∈ [−π, π] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî c1 < f(λ) < c2. Òåì ñàìûì

L2(m̃) = L2[−π, π].

Ïóñòü H≤0 � çàìûêàíèå L â L2[−π, π], H>0 � çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êè einλ, n > 0 â òîì æå ïðîñòðàíñòâå. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé â ðÿä Ôóðüå ñëåäóåò, ÷òî

(∀g ∈ L2[−π, π]) (∃!h1 ∈ H≤0, h2 ∈ H>0) g = h1 + h2.

Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðîñòðàíñòâó H≤0 î÷åâèäíî, ñîñòîèò â òîì, ÷òî
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ñ ïîëîæèòåëüíûìè èíäåêñàìè âñå ðàâíû 0.

Ïåðåïèøåì ôîðìóëó (5.5) â ñëåäóþùåì âèäå

π∫
−π

(
eimλ − g(λ)

)
e−inλdλ = 0, n ≤ 0.

Òåì ñàìûì, íåîáõîäèìî íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ g ∈ H≤0, ÷òîáû(
eimλ − g(λ)

)
f(λ) ∈ H>0. (5.6)

Ââåäåì åùå íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé. ×åðåç C≥0 îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ëè-
íåéíîé îáîëî÷êè einλ, n ≥ 0 â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, ÷åðåç
C≤0 � àíàëîãè÷íîå çàìûêàíèå einλ, n ≤ 0. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ââå-
äåííûå êëàññû ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè ôóíêöèé, ò.å. çàìêíóòû
îòíîñèòåëüíî ñóììèðîâàíèé è óìíîæåíèé. Áîëåå òîãî, ÿñíî, ÷òî îíè çà-
ìêíóòû è îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ ýêñïîíåíò, ò.å. åñëè, íàïðèìåð, g ∈ C≤0,
òî eg ∈ C≤0. ×èòàòåëþ â êà÷åñòâå íåñëîæíîãî óïðàæíåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ
äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 6 Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(g1 ∈ H≤0, g2 ∈ C≤0) =⇒ g1g2 ∈ H≤0,

(g1 ∈ H>0, g2 ∈ C≥0) =⇒ g1g2 ∈ H>0.

Ïðåäïîëîæèì, íàì óäàëîñü íàéòè òàêèå ôóíêöèè f1 ∈ C≤0, f2 ∈ C≥0,
÷òî 1

f1
∈ C≤0,

1
f2
∈ C≥0 è

(∀λ) f(λ) = f1(λ)f2(λ).

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìû óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ôàêòîðèçàöèåé ñïåêòðàëü-
íîé ïëîòíîñòè. Íèæå ìû äîêàæåì, ÷òî ôàêòîðèçàöèÿ â ðàññìàòðèâà-
åìîì ñëó÷àå âîçìîæíà è óêàæåì íåêîòîðûå àëãîðèòìû åå ïîëó÷åíèÿ.
Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè (5.6) íà 1/f2, ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó ýòî-
ãî óñëîâèÿ: (

eimλ − g(λ)
)
f1(λ) ≡ h(λ) ∈ H≥0,

îòêóäà
eimλf1(λ) = g(λ)f1(λ) + h(λ).

Ïðèáåãíåì ê ðàçëîæåíèþ Ôóðüå. Ïóñòü

f1(λ) = c0 +
∞∑
j=1

c−je
−ijλ.

Îòñþäà

eimλf1(λ) =
m∑
k=0

c−ke
i(m+k)λ +

∞∑
j=1

c−m−je
−ijλ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïåðâàÿ ãðóïïà ñëàãàåìûõ çäåñü èìååò íåîòðèöàòåëüíûå
êîýôôèöèåíòû ïðè ìíèìîé åäèíèöå â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò: à âòîðàÿ
� îòðèöàòåëüíûå, ìîæíî âûáðàòü

g(λ) =
c−m +

∑∞
j=1 c−m−je

−ijλ

f1(λ)
.

Ïðåäïîëîæèì, ïîñòðîåííàÿ òîëüêî ÷òî ôóíêöèÿ g ðàçëîæåíà â ðÿä Ôó-
ðüå

g(λ) = b0 +
∞∑
j=1

b−je
−ijλ,
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òîãäà íàèëó÷øèé ëèíåéíûé ïðîãíîç íà m øàãîâ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ξ̂≤0 =
∞∑
j=0

b−jξ(−j).

Âû÷èñëèì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó ïðîãíîçà çà m øàãîâ

σ2(m) =

π∫
−π

∣∣∣eimλ − g(λ)
∣∣∣2 f(λ)dλ.

Â ñèëó ñäåëàííûõ âûøå äîïóùåíèé f(λ) = f1(λ)f1(λ), à çíà÷èò,

σ2(m) =

π∫
−π

∣∣∣(eimλ − g(λ)
)
f1(λ)

∣∣∣2 dλ =

π∫
−π

|h(λ)|2dλ.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì îðòîíîðìèðîâàííîñòè â L2[−π, π] áàçèñà 1√
2π
einλ, n ∈

Z, ïîëó÷àåì

σ2(m) =

π∫
−π

∣∣∣c0e
imλ + c1e

i(m−1)λ + ...+ c−m+1e
iλ
∣∣∣2 dλ = 2π

m∑
j=1

|c−m+j|2.

Ïðè m→∞ âèäèì, ÷òî

σ2(m)→ 2π
∞∑
j=1

|c−j|2 =

π∫
−π

|f1(λ)|2dλ = K(0),

ò.å. äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(m), ÷òî åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò, ÷òî
â ýòîé ñèòóàöèè èìååòñÿ ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé.

5.5.2 Êàê îñóùåñòâèòü ôàêòîðèçàöèþ

Ñíà÷àëà � îáùèå ðåêîìåíäàöèè. Ïóñòü ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü f äîñòà-
òî÷íî ãëàäêàÿ. Ðàññìîòðèì

ln f(λ) =
∑
z∈Z

aze
izλ.

Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ýòîò ëîãàðèôì ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì
÷èñëîì, ò.ê. f(λ) ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Îòñþäà

a0 > 0, (∀z) a−z = az.
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Âûáåðåì

R1(λ) =
a0

2
+
∑
z<0

aze
izλ, R2(λ) =

a0

2
+
∑
z>0

aze
izλ.

Òîãäà R1 ∈ C≤0, R2 ∈ C≥0, R1 = R2. Ïîëîæèì

f1(λ) = expR1(λ), f2(λ) = expR2(λ).

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè è îñóùåñòâëÿþò íóæíóþ ôàêòîðèçà-
öèþ. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ýêñïîíåíòû â ñòåïåííîé ðÿä, ìîæíî îïðåäå-
ëèòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè f1 ÷åðåç ñîîòâåòñòâó-
þùèå êîýôôèöèåíòû R1:

f1(λ) = 1 +
∞∑
j=1

Rj
1(λ)

j!
= 1 +

∞∑
j=1

1

j!

(
a0

2
+
∑
z<0

aze
izλ

)j
.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà

c0 = 1 +
∞∑
j=1

1

j!

(
a0

2

)j
= ea0/2,

à ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà ïðîãíîçà çà îäèí øàã

σ2(1) = 2π|c0|2 = 2πea0 ,

èëè

σ2(1) = 2π exp

 1

2π

π∫
−π

ln f(λ)dλ

 .
Â êîíöå ðàçäåëà ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñïåêòðàëüíàÿ

ïëîòíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, ò.å.

f(λ) =
P (eiλ)

Q(eiλ)
,

P,Q � ìíîãî÷ëåíû. Åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ëåæèò íà åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, òî èç íàøåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî P (z)/Q(z) � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à çíà÷èò êàæäîìó êîðíþ zi îä-
íîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ, îòëè÷íîìó îò 0, ñîîòâåòñòâóåò êîðåíü (zi)

−1, ñèì-
ìåòðè÷íûé zi îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Òîãäà íàøà äðîáü
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

P (z)

Q(z)
= c′zk

(z − z1)(z − z̄−1
1 )...(z − zn)(z − z̄−1

n )

(z − w1)(z − w̄−1
1 )...(z − wm)(z − w̄−1

m )
,
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ãäå c′ � êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ, k � ðàçíîñòü êðàòíîñòåé êîðíÿ 0 ó ìíî-
ãî÷ëåíîâ P è Q. Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî êîðíè zi, wj ïî ìîäóëþ áîëüøå
1, à ñîïðÿæåííûå èõ îáðàòíûì, ñîîòâåòñòâåííî, ìåíüøå 1. Çàìåòèì, ÷òî

(z − zi)(z − z̄−1
i ) =

(zi − z)(z̄i − z−1)

−ziz̄i
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè

P (z)

Q(z)
= czk−n+m (z1 − z)(z̄1 − z−1)...(zn − z)(z̄n − z−1)

(w1 − z)(w̄1 − z−1)...(wm − z)(w̄m − z−1)
.

Åñëè z = eiλ, òî z−1 = z̄ è

(zj − z)(z̄j − z−1) = |zj − z|2 ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, c � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, k + n −m = 0 è ìîæíî
âûáðàòü

f1(λ) =
√
c

(z̄1 − e−iλ)...(z̄n − e−iλ)
(w̄1 − e−iλ)...(w̄m − e−iλ)

. (5.7)

Íàäî ëèøü óáåäèòüñÿ, ÷òî f1, f
−1
1 ∈ C≤0. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî a, ïî ìîäóëþ áîëüøåãî 1, ñïðàâåä-
ëèâî

(
a− eiλ

)−1
∈ C≤0. Çàïèøåì

1

a− e−iλ
=

1
a

1− e−iλ

a

=
1

a

1 +
∞∑
j=1

(
e−iλ

a

)j .
Ïîñëåäíÿÿ ñóììà î÷åâèäíî ëåæèò â C≤0. Ïðè âûâîäå ìû âîñïîëüçîâà-
ëèñü ôîðìóëîé Òåéëîðà è òåì ôàêòîì, ÷òî â ñèëó âûáîðà êîðíåé∣∣∣∣∣e−iλa

∣∣∣∣∣ < 1.

Ïîäâåäåì èòîã. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôàêòîðèçàöèè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
â ÷àñòíîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè
íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, âûáðàòü êîðíè, ïî ìîäóëþ áîëüøèå 1, è çàäàòü
f1 ïî ôîðìóëå (5.7), f2 = f/f1.
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5.5.3 Îäèí ïðèìåð

Ïóñòü ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü èìååò âèä

f(λ) = 5 + 4 cosλ.

Òîãäà ñïåêòðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì áóäåò

f(λ) = 5 + 2eiλ + 2e−iλ.

Çàìåòèì, ÷òî êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàöèîíàðíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä

K(t) =

π∫
−π

eiλtf(λ)dλ =
10 sin πt

t
+

4 sin π(t+ 1)

t+ 1
+

4 sin π(t− 1)

t− 1
.

Ïðè âñåõ t îòëè÷íûõ îò 0 è ±1 ýòî âûðàæåíèå ðàíî 0, K(0) = 10π,
K(±1) = 4π. Çàïèøåì

f(λ) =
2e2iλ + 5eiλ + 2

eiλ
=

P (eiλ)

Q(eiλ)
.

Ðàçëàãàÿ ÷èñëèòåëü íà ìíîæèòåëè, ïîëó÷èì

f(λ) = 2

(
eiλ + 1

2

) (
eiλ + 2

)
eiλ

=
(
2 + e−iλ

) (
eiλ + 2

)
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî âûáðàòü

f1(λ) = 2 + e−iλ, f2(λ) = eiλ + 2,

è, â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà, c0 = 2, c−1 = 1, c−k = 0 ïðè
k ≥ 4.

Âûïèøåì ôîðìóëó ïðîãíîçà íà 1 øàã (m = 1).

g(λ) = c−1f
−1
1 (λ) =

1

2

1

1 + 1
2
e−iλ

,

ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ñóììû áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïîëó÷èì:

g(λ) =
1

2

1 +
∞∑
j=1

(−1)je−ijλ

2j

 .
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Îêîí÷àòåëüíî, íàèëó÷øèé ëèíåéíûé ïðîãíîç çà îäèí øàã çàäàí ôîðìó-
ëîé

ξ̂(1)≤0 =
1

2
ξ(0) +

∞∑
j=1

(−1)j
ξ(−j)
2j+1

.

Âû÷èñëèì âåëè÷èíó îøèáêè ïðîãíîçà:

σ2(1) = 2πc0 = 8π,

÷òî óêàçûâàåò íà íèçêóþ íàäåæíîñòü ïðîãíîçà. Åñëè áû ìû âçÿëèñü
ïðîãíîçèðîâàòü íà 2 øàãà, òî ïîëó÷èëè áû, ÷òî

σ2(2) = 2π(c2
0 + c2

−1) = 10π = Dξ(0),

÷òî ïîäòâåðæäàåò ðåãóëÿðíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �
íåâîçìîæíî äàòü ïðîãíîç òî÷íåå, ÷åì ñ òî÷íîñòüþ äî äèñïåðñèè. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè ïðîãíîçå íà äâà è áîëåå øàãîâ íàèëó÷øèì ïðîãíîçîì ñëå-
äóåò ïðèçíàòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ(t), èëè åãî îöåíêó

m∗ =
ξ(−N) + ...+ ξ(0)

N + 1
.

5.5.4 Çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ ñïåêòðàëü-

íîé ïëîòíîñòè

Èç ïðåäûäóùèõ ïîäðàçäåëîâ ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî çíàíèå ñïåêòðàëüíîé
ïëîòíîñòè íàáëþäàåìîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ êðàéíå âàæíûì
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîãíîçà. Ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ðå-
øàþòñÿ òàêæå ìíîãèå äðóãèå èíòåðåñíûå çàäà÷è (íàïðèìåð, çàäà÷à ðå-
øåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èç ÷èñëà ðàññìî-
òðåííûõ íàìè). Ïîýòîìó äàäèì ðåêîìåíäàöèè ïî åå îöåíêå ïî äàííûì
íàáëþäåíèé íàä ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì.

Âàæíîå çíà÷åíèå ïðè ýòîì èìååò ñòàòèñòèêà

ẑT (X) =
∑
|s|≤T

eiskξ(s),

êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ẑT (X) =

π∫
−π

gT (x− y)dµ(y),
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ãäå µ � îðòîãîíàëüíàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìåðà èç ñïåêòðàëü-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ(t), à

gT (u) =
∑
|s|≤T

e−isu = e−iTu
sin (2T+1)u

2

sinu2
.

Ñòàòèñòèêà
ϕT (X) =

1

2π(2T + 1)
|ẑT (X)|2

íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîãðàììîé è îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ çà îöåíêó ñïåêòðàëü-
íîé ïëîòíîñòè.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè t→ +∞ ïåðèîäîãðàììà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
íåñìåùåííîé îöåíêîé, åñëè òîëüêî f(λ) íåïðåðûâíà. Çàìåòèì, ÷òî

MϕT (X) =

π∫
−π

ηT (X − Y )f(Y )dY,

ãäå

ηT (u) =
g2
T (u)

2π(2T + 1)
−

ÿäðî Ôåéåðà. Î÷åâèäíî, ÷òî

π∫
−π

ηT (u)du =
1

2π(2T + 1)

π∫
−π

∣∣∣∣∣∣
∑
|s|≤T

e−isu

∣∣∣∣∣∣
2

du = 1.

Â êóðñå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f â âèäå èíòåãðàëà ñ ÿäðîì Ôåéåðà èìååò
ìåñòî MϕT (X) → f(X) ïðè T → +∞.
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Ãëàâà 6

Ïðîöåññû ðàçìíîæåíèÿ è

ãèáåëè

6.1 Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ

Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè èìåþòñÿ ÷àñòèöû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èõ êî-
ëè÷åñòâî â ýòîé îáëàñòè ñëó÷àéíî è îáîçíà÷èì pn(t) âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t èìåëîñòü ðîâíî n ÷àñòèö. Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü,
÷òî êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â îáëàñòè îáðàçóåò öåïü Ìàðêîâà ñ ñîñòîÿíèÿìè
0,1, ... à âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

1. Pn,n+1(∆t) = λn∆t+ o(∆t);

2. Pn,n−1(∆t) = µn∆t+ o(∆t);

3. Pn,n(∆t) = 1− (λn + µn)∆t+ o(∆t);

4. Pi,j(0) = δi,j, ãäå δi,j− ñèìâîë Êðîíåêåðà, ðàâíûé íóëþ ïðè íåñîâ-
ïàäåíèè èíäåêñîâ è åäèíèöå ïðè ñîâïàäåíèè.

Èçâåñòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë λn åñòåñòâåííî íàçâàòü èíòåíñèâ-
íîñòÿìè ðàçìíîæåíèÿ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µn � èíòåíñèâíîñòÿìè ãèáå-
ëè. Åñëè (∀n)µn = 0, òî ãîâîðÿò î ÷èñòîì ðàçìíîæåíèè, åñëè æå (∀n)λn =
0, òî î ÷èñòîé ãèáåëè. Çàìåòèì, ÷òî èç ñôîðìóëèðîâàííûõ äîïóùåíèé
ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ èëè ãèáåëè çà âðåìÿ ∆t îäíîâðåìåííî
äâóõ èëè áîëåå ÷àñòèö åñòü o(∆t).

Óêàæåì îäèí íàáîð äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ òîãî, ÷òîáû áûëè ñïðà-
âåäëèâû âñå ôîðìóëû, âûïèñàííûå âûøå. Ïóñòü ÷àñòèöû ðàçìíîæàþòñÿ

39
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è ãèáíóò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ïðè÷åì êàæäàÿ èç íèõ çà ïðîìåæó-
òîê ∆t ïîðîæäàåò íîâóþ ñ âåðîÿòíîñòüþ b èëè ãèáíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
d (b+ d ≤ 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

b = λ∆t+ o(∆t), d = µ∆t+ o(∆t).

Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü çà âðåìÿ ∆t ðîäèòüñÿ èëè ïîãèáíóòü
äâóì èëè áîëüøåìó êîëè÷åñòâó ÷àñòèö áóäåò ðàâíà o(∆t) íåçàâèñèìî
îò òîãî, ñêîëüêî â îáëàñòè èìåëîñü ê ýòîìó ìîìåíòó ÷àñòèö. Òåïåðü,
îáîçíà÷àÿ bn(∆t), dn(∆t) ÷èñëà ðîäèâøèõñÿ è ïîãèáøèõ ÷àñòèö, ïîëó÷èì

P(bn(∆t) = 1) = nλ∆t+ o(∆t), P(dn(∆t) = 1) = nµ∆t+ o(∆t),

à çíà÷èò,

Pn,n+1(∆t) = P(bn(∆t) = 1, dn(∆t) = 0) + o(∆t) =

= (nλ∆t+ o(∆t))(1− nµ∆t+ o(∆t)) + o(∆t) = nλ∆t+ o(∆t);

Pn,n−1(∆t) = nµ∆t + o(∆t);

Pn,n(∆t) = P(bn(∆t) = 0, dn(∆t) = 0) + P(bn(∆t) = 1, dn(∆t) = 1)+

+o(∆t) = = 1− (λ+ µ)∆t + o(∆t).

Òåì ñàìûì, â ýòîì ñëó÷àå âñå ïðåäïîëîæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííû-
ìè.

6.2 Îäíîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïðîöåññ ðàçìíî-
æåíèÿ è ãèáåëè. Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

pn(t+ ∆t) = pn(t)(1− nλ∆t+ o(∆t))(1− nµ∆t+ o(∆t))+

+pn−1(t)((n− 1)λ∆t+ o(∆t))(1− (n− 1)µ∆t+ o(∆t))+

+pn+1(t)((n+ 1)µ∆t+ o(∆t))(1− (n+ 1)λ∆t+ o(∆t)).

Îòñþäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü

pn(t+ ∆t)− pn(t)

∆t
= −n(λ+ µ)pn(t) + (n− 1)λp(n− 1)(t)+

+(n+ 1)µpn+1(t) + o(1).
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Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, èìååì

p′n(t) = −n(λ+ µ)pn(t) + (n− 1)λpn−1(t) + (n+ 1)µpn+1(t).

Çäåñü ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî n ≥ 1. Åñëè æå n = 0, òî àíàëîãè÷íûìè ðàñ-
ñóæäåíèÿìè âûâîäèì

p′0(t) = µp1(t).

Óìíîæèì n-íîå óðàâíåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû íà xn è, ñêëàäûâàÿ, ïî-
ëó÷èì

∞∑
n=0

p′n(t)xn = µ
∞∑
n=1

pn(t)xn−1n+ λx2
∞∑
n=1

pn(t)xn−1n−

−(λ+ µ)
∞∑
n=0

pn(t)xnn.

Åñëè ìû òåïåðü îáîçíà÷èì

F (x, t) =
∞∑
n=0

pn(t)xn ,

òî ïîëó÷åííîå âûøå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂F

∂t
= (µ− (λ+ µ)x+ λx2)

∂F

∂x
.

Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî p1(0) = 1, ò.å. â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè â îáëàñòè íàõîäèëàñü îäíà ÷àñòèöà. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî pn(0) = 0 ïðè n > 1. ×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ, ñîñòàâèì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.

dt =
−dx

µ− (λ+ µ)x+ λx2
,

îòêóäà

c− t =
∫ dx

µ− (λ+ µ)x+ λx2
=

1

µ− λ

∫
(

1

1− x
− λ

µ− λx
)dx =

=
1

µ− λ
ln

∣∣∣∣∣µ− λx1− x

∣∣∣∣∣.



42 Ãëàâà 6. Ïðîöåññû ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ò.î., áóäåò

F (t, x) = R

(
1

µ− λ
ln

∣∣∣∣∣µ− λx1− x

∣∣∣∣∣+ t

)
,

ãäå R - ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè t = 0 F (x, t) =
x, èëè

R

(
1

µ− λ
ln

∣∣∣∣∣µ− λx1− x

∣∣∣∣∣+ t

)
= x,

è R åñòü îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ u = 1
µ−λ ln

∣∣∣µ−λx
1−x

∣∣∣ . Ñëåäîâàòåëüíî,
R(u) =

µ− e(µ−λ)u

λ− e(µ−λ)u
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå âìåñòî u àðãóìåíò R, èìååì

F (x, t) =
µ(1− e(µ−λ)t) + x(λe(µ−λ)t − µ)

λ− µe(µ−λ)t + λx(e(µ−λ)u − 1)
.

Ðàçëàãàÿ F â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x, íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

pn(t) =
(µ− λ)2e(µ−λ)t

(
1− e(µ−λ)t

)n−1
λn−1

(λ− µe(µ−λ)t)n+1
, n ≥ 1,

p0(t) =
µ
(
1− e(µ−λ)t

)
λ− µe(µ−λ)t

, p1(λ) =
λ− µ

λ− µe(µ−λ)t
.

Ïóñòü µ < λ. Òîãäà ïðè t→∞

p0(t) −→ µ

λ
, p1(t) −→ 1− µ

λ
,

à åñëè, íàîáîðîò, µ > λ, òî

p0(t) → 1, p1(t) → 0.

Âûâîäû ñäåëàéòå ñàìè!
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6.3 Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ è óðàâíåíèÿ Êîëìî-

ãîðîâà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö â
îáëàñòè îñòàåòñÿ íåèçìåííûì è ðàâíûì n (âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ïðîöåññà
â ñîñòîÿíèè n), Fn(T ) = P(TN ≥ t). Òîãäà ìîæíî ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ
ðàíåå ïðåäïîëîæåíèé ñ÷èòàòü, ÷òî

Fn(t+ ∆t) = Fn(t)Pn,n(∆t) + o(∆t) = Fn(t)− Fn(t)(λn + µn) + o(∆t),

îòêóäà
Fn(t+ ∆t)− Fn(t)

∆t
= (λn + µn)Fn(t) + o(1).

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ∆t → 0 è ðåøèì ïîëó÷èâøååñÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå. Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ Fn(0) = 1 ïîëó÷èì

Fn(t) = exp{−(λn + µn)t},

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λn + µn :

P(Tn < t) = 1− e−((λn+µn)t, t ≥ 0.

Âûâåäåì òàêæå è óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ïðî-
öåññà èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Pn,k(t+ h) = Pn,n−1(h)Pn−1,k(t) + Pn,n(h)Pn,k(t)+

+Pn,n+1(h)Pn+1,k(t) + o(h), n > 0,

P0,k(t+ h) = P0,0(h)P0,k(t) + P0,1(h)P1,k(t) + o(h).

Äåëÿ íà h è óñòðåìëÿÿ åãî ê 0, ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé:

P ′0,k(t) = λ0P0,k(t),

P ′n,k(t) = µnPn−1,k(t)− (λn + µn)Pn,k(t) + λnPn+1,k(t), n > 0.

Ýòà ñèñòåìà íîñèò íàçâàíèå ñèñòåìû îáðàòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Êîëìîãîðîâà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó
ïðÿìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà :

P ′n,0(t) = −λ0Pn,0(t) + µ1Pn,1(t),

P ′n,k(t) = µk+1Pn,k+1(t)− (λk + µk)Pn,k(t) + λk−1Pn,k−1(t), n > 0.
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Ðàçíèöà â íàçâàíèÿõ è ñïîñîáàõ ïîëó÷åíèÿ ýòèõ ñèñòåì îáúÿñíÿåòñÿ òåì,
÷òî äëÿ îáðàòíîé ñèñòåìû ó íàñ èçó÷àåòñÿ êàê áû "ïðåäûñòîðèÿ"ïîïàäàíèÿ
â ñîñòîÿíèå k, à äëÿ ïðÿìîé ñèñòåìû íàñ èíòåðåñóþò "ïîñëåäñòâèÿ"âûõîäà
ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ n.

Åñëè, íåçàâèñèìî îò âûáîðà i äëÿ êàæäîãî j îïðåäåëåíû

pj = lim
t→∞

Pi,j(t),

ïðè÷åì
∑
j pj = 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëà p0, p1, ... îáðàçóþò ñòàöèîíàðíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîöåññà ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè. Ýòè
÷èñëà, î÷åâèäíî, ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü
â îáëàñòè j ÷àñòèö ÷åðåç äîñòàòî÷íî ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ.

Åñëè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñóùåñòâóåò, òî èç ñèñòåìû ïðÿìûõ
óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà, ïåðåõîäÿ â íèõ ê ïðåäåëó ïðè t→∞, ïîëó÷èì
ñèñòåìó äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ:

−λ0p0 + µ1p1 = 0,

λk+1pk+1 − (λk + µk)pk + µk+1pk+1 = 0, k > 0. (6.1)

Ïóñòü

π0 = 1, πj =
λ0...λj−1

µ1...µj
, j ≥ 1.

Ïîêàæåì ïðè ïîìîùè ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû
(6.1) èìåþò âèä

pj =
πj∑
k πk

, j ≥ 0. (6.2)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (6.1) ñëåäóåò

p1 =
λ0

µ1

p0 = π1p0.

Ïóñòü ïðè k ≤ j äîêàçàíà ôîðìóëà pk = πkp0. Òîãäà, âíîâü ïðèâëåêàÿ
ñèñòåìó, ïîëó÷àåì

pj+1 =
λjπj
µj+1

p0,

îòêóäà ñðàçó æå èìååì pj+1 = πj+1p0. Ñëîæèì âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ñîîòíî-
øåíèÿ è ó÷òåì, ÷òî

∑
k pk = 1. Òîãäà

1 = p0

∑
k

πk ⇒ p0 =
π0∑
k πk

.

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò ôîðìóëà (6.2).
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6.4 Ïðèìåðû

6.4.1 Ëèíåéíûé ðîñò ñ èììèãðàöèåé

Ïóñòü â ìîäåëè ïðîöåññà ðàçìíîæåíèÿ è ãèáåëè λn = λn+a, µn = µn,
÷òî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íàëè÷èå ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè ðî-
ñòà è ãèáåëè ïðè íàëè÷èè íåèçìåííîé îòíîñèòåëüíî îáùåãî ÷èñëà ÷àñòèö
ñîñòàâëÿþùåé ðîñòà a. Ýòó ñîñòàâëÿþùóþ óäîáíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
èììèãðàöèþ, íå ñâÿçàííóþ ñ êîëè÷åñòâîì ÷àñòèö â îáëàñòè. Ïðèâëåêàÿ
ñèñòåìó ïðÿìûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà, ïîëó÷èì

P ′n,0(t) = −aP1,0 + µP1,1(t),

P ′i,j(t) = (a+ λ(j − 1))Pi,j(t)−
−((λ+ µ)j + a)Pi,j(t) + µ(j + 1)Pi,j+1(t), j ≥ 1.

Óìíîæèì j-å óðàâíåíèå íà j è ñóììèðóåì. Îáîçíà÷èì M(t) ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà è äîïóñòèì, ÷òî ξ(0) = 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.
Òîãäà ïîëó÷èì

M ′(t) = a+ (λ− µ)M(t).

Åñëè λ 6= µ, òî, ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

ln c(a+ (λ− µ)M)

λ− µ
= t.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà t = 0, íàõîäèì

c =
1

a+ (λ− µ)
.

Îêîí÷àòåëüíî,

M(t) =
a

λ− µ
(
e(λ−µ)t − 1

)
+ ie(λ−µ)t.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè λ > µ M(t) íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè, åñëè æå λ < µ, òî, ìîíîòîííî óáûâàÿ, ñòðåìèòñÿ ê λ/(µ− λ).

Åñëè æå λ = µ, òî

M(t) = at+ i, M(t) −→∞.
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6.4.2 Îáðàçîâàíèå î÷åðåäè â ñèñòåìå ìàññîâîãî îá-

ñëóæèâàíèÿ

Ðàññìîòðèì îáñëóæèâàíèå êëèåíòîâ íåêîòîðîé ñèñòåìîé � íàïðèìåð, âû-
áèâàíèå ÷åêîâ êàññîé èëè ñòðèæêà â ïàðèêìàõåðñêîé. Ïóñòü ξ(t) � ÷èñëî
êëèåíòîâ â çîíå îáñëóæèâàíèÿ (ñ÷èòàÿ òåõ, êòî îæèäàåò ñâîåé î÷åðå-
äè è òåõ, êòî óæå îáñëóæèâàåòñÿ) â ìîìåíò âðåìåíè t. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî, íåçàâèñèìî îò ÷èñëà óæå èìåþùèõñÿ êëèåíòîâ, ÷èñëî ïðèáûâàþùèõ
êëèåíòîâ èìååò îäíó è òó æå èíòåíñèâíîñòü, èíòåíñèâíîñòü îáñëóæèâà-
íèÿ êëèåíòîâ òàêæå ïîñòîÿííà. Åñëè êàíàë îáñëóæèâàíèÿ òîëüêî îäèí
(ò.å. îäíîâðåìåííî íå ìîæåò îáñëóæèâàòüñÿ áîëåå îäíîãî êëèåíòà), òî â
ðàìêàõ ïðèíÿòîé ìîäåëè îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (∀n) λn = λ, µn = µ. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç τj âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ j-ãî êëèåíòà. Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τj èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, áî-
ëåå òî÷íî

(∀t ≥ 0) P(τj ≥ t) = e−µt.

Åñëè âñåãî èìååòñÿ n êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ (êàññ, ïàðèêìàõåðñêèõ èëè
ñòîìàòîëîãè÷åñêèõ êðåñåë è ò.ï.), òî îäíî èç íèõ îñâîáîäèòñÿ ÷åðåç âðåìÿ
τ � ìèíèìóì èç âåëè÷èí τ1, ..., τn. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

P(τ ≥ t) =
n∏
j=1

P(τj ≥ t) = e−µnt,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî âðåìÿ îæèäàíèÿ ïåðâîãî îñâîáîäèâøåãîñÿ êàíàëà îá-
ñëóæèâàíèÿ òàêæå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òàêèì îáðà-
çîì, åñëè èìååòñÿ n êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ, òî µj = jµ ïðè j ≤ n è
µj = nµ ïðè j > n.

Âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå ñ îäíèì êàíàëîì îáñëóæèâàíèÿ. Âî ââåäåííûõ
âûøå îáîçíà÷åíèÿõ (ñì (6.2)):

πj =

(
λ

µ

)n
,

∞∑
j=1

πj =
µ

µ− λ

(êîíå÷íî æå, òîëüêî äëÿ µ > λ, èíà÷å î÷åðåäü ðàñòåò, è íè î êàêèõ
ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ãîâîðèòü íå èìååò ñìûñëà). Ïðèâëåêàÿ
(6.2), âèäèì, ÷òî

pn =
µ− λ
µ

(
λ

µ

)n
, n ≥ 0.
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Ýòè ÷èñëà ðàâíû âåðîÿòíîñòÿì òîãî, ÷òî ÷åðåç ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ
ñ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ äëèíà î÷åðåäè áóäåò ðàâíà n − 1 (îäèí êëèåíò
îáñëóæèâàåòñÿ).

Ðàññìîòðèì äðóãîé êðàéíèé ñëó÷àé � íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ïîÿâëÿþùèéñÿ â çîíå
îáñëóæèâàíèÿ êëèåíò íåìåäëåííî íà÷èíàåò îáñëóæèâàòüñÿ. Òàêóþ ìî-
äåëü ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ èíîãäà íàçûâàþò ìîäåëüþ òåëå-
ôîííîãî óçëà. Çäåñü

λn = λ, µn = nµ,

à ñëåäîâàòåëüíî,

πj =
λj

j!µj
,

∞∑
j=1

πj = eλ/µ

è
pn =

1

n!

(
λ

µ

)n
e−

λ
µ , n ≥ 0.

Ýòî � âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî îäíîâðåìåííî ÷åðåç òåëåôîííûé óçåë âåäóò-
ñÿ n ðàçãîâîðîâ. Êàê ìû âèäèì, ÷èñëî îäíîâðåìåííî âåäóùèõñÿ ðàçãî-
âîðîâ èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå.
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Ãëàâà 7

Íåïðåðûâíîñòü ðåàëèçàöèé

Â ýòîé ãëàâå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àéíûå ïðîöåñ-
ñû çàäàíû ïðè t ∈ [a, b]. Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ. Äâà ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññà ξ(t), η(t) íàçûâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè ,
åñëè

(∀t) P(ξ(t) = η(t)) = 1.

Ëþáîé ïðîöåññ, ñòîõàñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé ξ(t) áóäåì íàçûâàòü ìî-
äèôèêàöèåé ξ(t).

Ñóùåñòâîâàíèå ìîäèôèêàöèé ïðîöåññà, îáëàäàþùèõ íåïðåðûâíûìè
ìîäèôèêàöèÿìè, âåñüìà óäîáíî. Äëÿ òàêèõ ïðîöåññîâ ìû èìååì âîçìîæ-
íîñòü èññëåäîâàòü, íàïðèìåð, íàèáîëüøèå è íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ è èõ
ðàñïðåäåëåíèÿ êàê ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñôîðìóëèðóåì äâå òåîðåìû, â
êîòîðûõ äàíû óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíûõ ðåàëèçàöèé.

Òåîðåìà 11 Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ r, α > 0

(∀s, t) M|x(t)− x(s)|r ≤ c|t− s|1+α,

òîãäà íàéäåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ξ(t) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x(t), îáëàäàþùàÿ
íåïðåðûâíûìè ðåàëèçàöèÿìè.

Òåîðåìà 12 Ïóñòü íàøëèñü òàêèå ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå ïðè ïî-
ëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ ôóíêöèè g, q, ÷òî

(∀t, h > 0) P(|x(t+ h)− x(t)| ≥ g(h)) ≤ q(h),

49
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è, âäîáàâîê,

∞∑
n=0

2nq

(
b− a

2n

)
< ∞,

∞∑
n=0

g

(
b− a

2n

)
< ∞.

Òîãäà íàéäåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ξ(t) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà x(t), îáëàäàþùàÿ
íåïðåðûâíûìè ðåàëèçàöèÿìè.

Äîêàæåì, ÷òî òåîðåìà 11 ñëåäóåò èç òåîðåìû 12 . Äåéñòâèòåëüíî, èç
óñëîâèé ïåðâîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî íàéòè òàêîå γ > 0, ÷òî α −
rγ > 0. Ïîëîæèì

g(h) = hγ, q(h) = ch1+α−rγ,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c òàêæå èç óñëîâèÿ òåîðåìû 11 . Èç íåðàâåíñòâà ×åáû-
øåâà ñ r-ì ìîìåíòîì ñëåäóåò, ÷òî

P(|x(t+ h)− x(t)| ≥ g(h)) ≤ ch1+α

gr(h)
= q(h).

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ â óñëîâèè òåîðåìû 12 , ÷òî ñäåëàòü
ñîâñåì íåñëîæíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 12 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé âñïî-
ìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò, îêàçûâàþùèéñÿ ïîëåçíûì è âî ìíîãèõ äðóãèõ
çàäà÷àõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, îñîáåííî ñâÿçàííûõ ñî ñõîäèìîñòüþ ïî÷òè
íàâåðíîå.

Ëåììà 7 (Áîðåëü - Êàíòåëëè) Ïóñòü äëÿ ñîáûòèé A1, A2, ... ñïðà-
âåäëèâî

∞∑
n=1

P(An) < ∞.

Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 îäíîâðåìåííî ìîæåò ïðîèçîéòè ëèøü êîíå÷-
íîå ÷èñëî èç ýòèõ ñîáûòèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ èíòåðïðåòàöèþ êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ
è âñåîáùíîñòè ÷åðåç òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè, çàìåòèì, ÷òî
åñëè ïðîèçîøëî áåñêîíå÷íîå ÷èñëî èç ñîáûòèé, òî ïðîèçîøëî

A = ∩∞k=1 ∪∞n=k An.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìîíîòîííî óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî-
áûòèé Bk = ∪n≥kAn. Ïðè ýòîì

P(Bk) ≤
∞∑
n=k

P(An) −→ 0, k →∞.

Ïðèìåíÿÿ àêñèîìó íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî

P(A) = lim
k→∞

P(Bk) = 0.

Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12. Äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóë áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî ïðîöåññû çàäàíû íà [0,1]. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

X(n)(t) = 2n (x(tn,k)(tn,k+1 − t) + x(tn,k+1)(t− tn,k)) , t ∈ [tn,k, tn,k+1],

ãäå tn,k = k
2n
, k = 0, ..., 2n. Çàìåòèì, ÷òî

(∀n, k) X(n)(tn,k) = x(tn,k)

ïî ïîñòðîåíèþ. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ðàçíîñòè |X(n)(t)−X(n+1)(t)|
äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç òî÷åê âèäà 2k+1

2n+1 . Ïðèâëåêàÿ òîò ôàêò, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé íå ïðåâîñõîäèò ñóììû èõ âåðîÿòíîñòåé,
âèäèì, ÷òî

Pn ≡ P
(
max |X(n) −X(n+1)| ≥ g(2−(n+1))

)
≤ 2n+1q(2−(n+1)).

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ðÿä
∑∞
n=1 Pn ñõîäèò-

ñÿ. Èòàê, ïðèâëåêàÿ ëåììó, âèäèì, ÷òî ïðîèçîøëî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
ñîáûòèé âèäà {max |X(n) − X(n+1)| ≥ g(2−(n+1))}, ò.å., íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-
ðîãî, êîíå÷íîãî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, N ýòè ñîáûòèÿ íå ïðîèñõîäÿò, ÷òî, â
ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=1 g(2−(n+1)) îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü

ðÿäà
∑∞
n=1

(
X(n)(t)−X(n+1)(t)

)
. Èç ñîîòíîøåíèÿ

X(n)(t) = X(1)(t)−
n−1∑
j=1

(
X(n)(t)−X(n+1)(t)

)
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé

X̂(t) = lim
n→∞

X(n)(t).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïîëîæèòü

ξ(t) =

{
X̂(t), N <∞ ,
0, N =∞.
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Ãëàâà 8

Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå

îæèäàíèÿ

Èçëîæåíèå ýòîé òåìû ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ, íî ñ öåëüþ
áîëüøåé ïîëíîòû ñîáðàííîãî â ýòîì êîíñïåêòå ìàòåðèàëà ìû ïðèâåäåì
íåêîòîðûå ñâîéñòâà è îïðåäåëåíèÿ çäåñü. Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâíîé âåðî-
ÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè B, åñëè P(B) 6= 0 íàçûâàåòñÿ

P(A/B) =
P(AB)

P(B)
.

Îïðåäåëèì äëÿ òàêèõ B è ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ

M(ξ/B) =
∫

Ω
ξdP(·/B).

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà ïî âåðîÿòíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñî-
áûòèé A,B è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

M(1A/B) = P(A/B), M(ξ/B) ·P(B) =
∫
B
ξdP.

Ïóñòü < Ω,F ,P > � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, U = {B1, B2, ...} �
ðàçáèåíèå Ω, ò.å.

∪jBj = Ω, i 6= j ⇒ Bi ∩Bj = ∅, (∀j)Bj ∈ F , P(Bj) 6= 0.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ξ̂ =

∑
j

M(ξ/Bj)1Bj
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íàçûâàåòñÿ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ξ ïðè óñëîâèè U è
îáîçíà÷àåòñÿ M(ξ/U).

Ïóñòü B ∈ σ(U). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ñèãìà-àëãåáðû ìîæíî âûäå-
ëèòü òàêóþ ïîäöåïî÷êó èç ðàçáèåíèÿ, ÷òî B = ∪kBik = ∪kCk. Îòìåòèì,
÷òî ∫

B
ξdP =

∑
k

∫
Ck

ξdP,

èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî B ∈ σ(U) ñïðàâåäëèâî∫
B
ξdP =

∫
B

M(ξ/U)dP

(íà B âñå "ëèøíèå"èíäèêàòîðû îáðàùàþòñÿ â 0). Îòìåòèì, ÷òî åñëè η �
σ(U)-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è

(∀B ∈ σ(U))
∫
B
ηdP =

∫
b
M(ξ/U)dP,

òî η = M(ξ/U) (modP). Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå.
Ïóñòü G � σ-àëãåáðà. G-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà M(ξ/G) íà-

çûâàåòñÿ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ îòíîñèòåëüíî ýòîé σ-àëãåáðû, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî B ∈ G ñïðàâåä-
ëèâî ∫

B
ξdP =

∫
B

M(ξ/G)dP.

Ðàâåíñòâî èç îïðåäåëåíèÿ ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ â L2 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

< ξ, 1B >L2(<Ω,F ,P>) = < M(ξ/G), 1B >L2(<Ω,F ,P>),

÷òî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ðàâåíñòâî óãëîâ, îáðàçóåìûõ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé è åå óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ñ ïîðîæäà-
þùèìè G. Ñóùåñòâîâàíèå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ (â ýòîì êîíòåêñòå íàçûâàåìîãî èíîãäà ïðîèçâîäíîé ñèãìà-
àääèòèâíîé ôóíêöèè ïî ìåðå) ñëåäóåò èç òåîðåìû ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-
ëèçà, ôîðìóëèðóåìîé íèæå.

Òåîðåìà 13 (Ðàäîí - Íèêîäèì) Åñëè g(B) � σ-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ
íà F , µ � ìåðà íà < Ω,F >, òî íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ mod P íåîòðè-
öàòåëüíàÿ µ-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî

(∀B ∈ F) g(B) =
∫
B
f(x)dµ.
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê ôîðìóëèðîâêàì è äîêàçàòåëüñòâàì ñâîéñòâ óñëîâíûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.

1. Åñëè ξ - F-èçìåðèìà, òî M(ξ/F) = ξ.

Äåéñòâèòåëüíî,

(∀B ∈ F)
∫
B
ξdP =

∫
B

M(ξ/F)dP

ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

2. M M(ξ/F) = Mξ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî âûáðàòü â îïðåäå-
ëåíèè B = Ω:

M M(ξ/F) =
∫

Ω
M(ξ/F)dP =

∫
Ω
ξdP = Mξ.

3. M(αξ + βη/F) = αM(ξ/F) + βM(η/F).

Çàôèêñèðóåì B ∈ F . Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî ðà-
âåíñòâà F -èçìåðèìà êàê êîìáèíàöèÿ èçìåðèìûõ âåëè÷èí. Îòñþäà,
ïðèâëåêàÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà ïî âåðîÿòíîñòè, èìååì∫

B (αM(ξ/F) + βM(η/F)) dP = α
∫
B ξdP + β

∫
B ηdP =

= α
∫
B ξdP + β

∫
B ηdP =

∫
B(αξ + βη)dP,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4. Åñëè ξ íå çàâèñèò îò F , òî M(ξ/F) = Mξ.

Ïîíÿòíî, ÷òî (∀B ∈ F)(∀x) P(ξ < x, B) = P(ξ < x)P(B), ò.å. ξ è
1B íåçàâèñèìû. Îòñþäà∫

B
ξdP = Mξ1B = MξM1B = Mξ

∫
B
dP =

∫
B

MξdP,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

5. Åñëè η - F-èçìåðèìà, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ξ M(ξη/F) = ηM(ξ/F).

Ïóñòü η = 1C , C ∈ F . Òîãäà äëÿ B ∈ F∫
B
ηM(ξ/F)dP =

∫
B∩C

M(ξ/F)dP =
∫
B∩C

ξdP =
∫
B
ξηdP,

ò.å. â ýòîé ñèòóàöèè âñå äîêàçàíî. Ñëó÷àé ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
èíäèêàòîðîâ î÷åâèäåí, îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïå-
ðåõîäîì.
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6. Ïóñòü F ⊂ F1 � ñèãìà-àëãåáðû. Òîãäà M (M(ξ/F1)/F) = M(ξ/F).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè B ∈ F ñïðàâåäëèâî∫
B

M (M(ξ/F1)/F) dP =
∫
B

M(ξ/F)dP =
∫
B
ξdP =

∫
B

M(ξ/F),

÷òî è çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî.

7. Åñëè F ⊂ F1, η � F-èçìåðèìà, òî M(ξη/F) = M (ηM(ξ/F1)/F) .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 6 è 5.



Ãëàâà 9

Ìàðòèíãàëû

9.1 Îïðåäåëåíèÿ

Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå êóðñà ðàññìîòðèì ïðîöåññû, óñòðîåííûå áîëåå ñëîæ-
íî, ÷åì ïðîöåññû ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
ðàññìàòðèâàåìûå íèæå ïðîöåññû çàäàíû íà ïîëóèíòåðâàëå T = [a, b), åãî
çàìûêàíèè èëè êàêîì-ëèáî äèñêðåòíîì ïîäìíîæåñòâå ýòîãî ïîëóèíòåð-
âàëà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî σ−àëãåáð Ft, t ∈ T îáðàçóåò ïîòîê,
åñëè ïðè s < t ñïðàâåäëèâî Fs ⊂ Ft. Ïîòîê áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíûì
ñïðàâà â òî÷êå a, åñëè σ−àëãåáðû Fa è Fa+ = ∩{Ft, t > a} ñîâïàäàþò. Çà-
ìåòèì, ÷òî σ−àëãåáðû Ft+, t ∈ T îáðàçóþò ïîòîê, íåïðåðûâíûé ñïðàâà
â ëþáîé òî÷êå T .

Óñëîâèìñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè êàæäîì t ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ(t)
Ft−èçìåðèìà, íàçûâàòü ñîãëàñîâàííîñòüþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t) ñ ïî-
òîêîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξ(t) ñîãëàñîâàí ñ ïîòî-
êîì F ξt = σ(ξ(s), s ≤ t).

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî ïîòîêà
ñèãìà-àëãåáð, åñëè îí ñîãëàñîâàí ñ ýòèì ïîòîêîì, èìååò êîíå÷íîå ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, è

(∀t, s ∈ T ) (s < t) ⇒ M (ξ(t)/Fs) = ξ(s)

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Åñëè M (ξ(t)/Fs) ≥ ξ(s) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïàð àðãó-
ìåíòîâ ñ óñëîâèåì s < t, òî ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì, åñëè æå
â ïîñëåäíåì îïðåäåëåíèè çíàê ≥ èçìåíåí íà ≤, òî ïðîöåññ ξ(t) íàçûâà-
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þò ñóïåðìàðòèíãàëîì. Îáîáùàþùèì ïîíÿòèåì ñëóæèò ïîëóìàðòèíãàë
� ýòî èëè ñóáìàðòèíãàë, èëè ñóïåðìàðòèíãàë.

Ïðèâåäåì çäåñü òðè ïðèìåðà ìàðòèíãàëîâ.

1. Ïóñòü ξ(t) � ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè è ïîñòîÿííûì
ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Òîãäà ýòî � ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî
F ξt t ∈ T . Äåéñòâèòåëüíî, ïðè s < t

M(ξ(t)/F ξs ) = M((ξ(t)− ξ(s))/F ξs ) + M(ξ(s)/F ξt ),

íî, ñîãëàñíî ñâîéñòâàì èçìåðèìîñòè, ïåðâîå ñëàãàåìîå çäåñü ðàâíî
M(ξ(t)− ξ(s)) = 0, à âòîðîå � ξ(s).

2. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, è çàäàí ïîòîê σ−àëãåáð Ft, t ∈ T .
Òîãäà X(t) = M(ξ/Ft) � ìàðòèíãàë. Ýòî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé
öåïî÷êè ðàâåíñòâ:

M(X(t)/Fs) = M(M(ξ/Ft)/Fs) = M(ξ/Fs) = X(s).

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêæå îáðàçóåò ìàðòèíãàë (ñ äèñêðåòíûì âðå-
ìåíåì). Ýòî íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ èç ðàññóæäåíèé ïåðâîãî ïðè-
ìåðà è óæå îòìå÷àâøåãîñÿ ðàíåå òîãî ôàêòà, ÷òî òàêèå ñóììû îá-
ðàçóþò ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåíèå ñóáìàðòèíãàëà ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþ-
ùåì âèäå

(∀s, t)(∀B ∈ Fs) (s < t)⇒
∫
B
ξ(s)dP ≤

∫
B
ξ(t)dP. (9.1)

Òåîðåìà 14 Ïóñòü ξ(t) � ìàðòèíãàë, f(·) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, âû-
ïóêëàÿ âíèç è òàêàÿ, ÷òî Mf(ξ(t)) <∞. Òîãäà f(ξ(t)) � ñóáìàðòèíãàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñîâàííîñòü ñ ïîòîêîì Ft, t ∈ T î÷åâèäíà. Ïðîâå-
ðèì óñëîâèå (9.1) äëÿ f(ξ(t)). Èç âûïóêëîñòè âíèç ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
â êàæäîé òî÷êå ãðàôèêà ôóíêöèè îïîðíîé ïðÿìîé, ò.å.

(∀x0)(∃C)(∀x) f(x) ≥ f(x0) + C(x0) · (x− x0).

Ôèêñèðóåì N ∈ N, B ∈ Fs è ââåäåì BN = B ∩ {|C(ξ(s))| ≤ N}. Òîãäà∫
BN

f(ξ(t))dP ≥
∫
BN

f(ξ(s))dP +
∫
BN

C(ξ(s))(ξ(t)− ξ(s))dP. (9.2)
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Çàìåòèì, ÷òî BN ∈ Fs è

M(C(ξ(s) · (ξ(t)− ξ(s))/Fs) = C(ξ(s))M((ξ(t)− ξ(s))/Fs) = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âòîðîé èíòåãðàë â (9.2) ðàâåí 0. Òàêèì îáðàçîì,∫
BN

f(ξ(t))dP ≥
∫
BN

f(ξ(s))dP.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðå-
äåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè N →∞.

Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ìíîãî-
÷èñëåííûå ïðèìåðû ñóáìàðòèíãàëîâ. Íàïðèìåð, åñëè ξ(t) � ìàðòèíãàë,
òî |ξ(t)|, ξ2(t), eξ(t) � ñóáìàðòèíãàëû.

Íåêîòîðûå ïîëåçíûå ôàêòû î ïîëóìàðòèíãàëàõ ìîæíî íàéòè â êíè-
ãàõ Âåíòöåëÿ è Ãèõìàíà - Ñêîðîõîäà (ñì. ñïèñîê ëèòåðàòóðû). Òàì, â
÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè âñå ðåàëèçàöèè ïîëóìàðòèíãàëîâ íå èìå-
þò ðàçðûâîâ âòîðîãî ðîäà. Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà íåðàâåíñòâà
(÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Äóáà äëÿ ñóáìàðòèíãàëîâ). Ïóñòü

ηb = sup
a≤t≤b

ξ(t).

Òåîðåìà 15 Íåïðåðûâíûé ñïðàâà íåîòðèöàòåëüíûé ñóáìàðòèíãàë ξ(t)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

P(ηb ≥ b) ≤ Mξ(b)

x
,

Mηpb ≤
(

p

p− 1

)p
Mξp(b), p > 1.

9.2 Ïîëíîòà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ìàð-

òèíãàëîâ

Ïóñòü < Ω,F ,P > � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, Ft, t ∈ T � íåïðå-
ðûâíûé â êàæäîé òî÷êå ñïðàâà ïîòîê σ−àëãåáð. Ïðåäïîëîæèì òàêæå,
÷òî âñå σ−àëãåáðû, âõîäÿùèå â ïîòîê, ïîëíû îòíîñèòåëüíî P, ò.å. ñîäåð-
æàò âñå âîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà ñâîèõ ñîáûòèé íóëåâîé âåðîÿòíîñòè.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êëàññ M(T ) âñåõ ìàðòèíãàëîâ îòíîñèòåëüíî ýòî-
ãî ïîòîêà, ó êîòîðûõ ðåàëèçàöèè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 íå èìåþò ðàçðûâîâ
âòîðîãî ðîäà è

Mξ2(t) < ∞, t ∈ T.

ÏóñòüMC(T ) � ïîäêëàññ ìàðòèíãàëîâ èç M(T ), îáëàäàþùèõ íåïðåðûâ-
íûìè ðåàëèçàöèÿìè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

Âñå çíà÷åíèÿ ìàðòèíãàëà âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ξ(b). Ïîýòîìó åñòå-
ñòâåííî ââåñòè â M(T ) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

< ξ, η >T = Mξ(b)η(b).

Òåîðåìà 16 M(T ) ñ ââåäåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ÿâëÿåòñÿ ãèëü-
áåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, àMC(T ) � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ýòî-
ãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξn(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âM(T ). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn(b) â ïðîñòðàíñòâå L2(< Ω,F ,P >)
ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå µ. Ïîëîæèì

µ(t) = M(µ/Ft).

Ýòîò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì, îãðàíè÷åíèÿ, íàëîæåí-
íûå íà ïîòîê Ft, t ∈ T â íà÷àëå ãëàâû ïîçâîëÿþò âûáðàòü ìîäèôèêàöèþ
ýòîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, íå èìåþùóþ ðàçðûâîâ âòîðîãî ðîäà. Ýòî äî-
êàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Êàê ìû çíàåì, |ξn(t) − µ(t)| � ñóáìàðòèíãàë. Èç íåðàâåíñòâ òåîðåìû
15 ñëåäóåò

M
(

sup
t
|ξn(t)− µ(t)|

)2

≤ 4M(ξn(t)− µ(t))2 → 0.

Ìîæíî òàê ïîñòðîèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü n(k), ÷òî

∞∑
k=1

M sup |ξn(k)(t)− µ(t)| = M
∞∑
k=1

sup |ξn(k) − µ(t)| < ∞.

Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå, âèäèì, ÷òî ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1 ðåàëèçàöèè ξn(k) ñõîäÿòñÿ ê ðåàëèçàöèÿì µ(t). Ñëåäîâàòåëüíî,
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åñëè ïåðâîíà÷àëüíî âûáèðàëèñü ìàðòèíãàëû ñ íåïðåðûâíûìè ðåàëèçà-
öèÿìè, òî è ïî÷òè âñå ðåàëèçàöèè µ íåïðåðûâíû. Åñëè çàìåíèòü âñå ðàç-
ðûâíûå ðåàëèçàöèè ïðåäåëüíîãî ìàðòèíãàëà íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè
(à ýòî íå íàðóøàåò åãî ñîãëàñîâàííîñòè ñ ïîòîêîì, òàê êàê âñå σ−àëãåáðû
ïîòîêà ïîëíû), òî ïîëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðîöåññà µ(t).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

9.3 Ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ïî ìàðòèíãàëó

Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, ó íàñ èìååòñÿ ïîòîê σ−àëãåáð è ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.
Ïðîöåññ ξ(t) : [a, b] → R íàçûâàåì ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûì îòíîñè-
òåëüíî ïîòîêà Ft, t ∈ [a, b], åñëè ïðè ëþáîì t ñóæåíèå åãî íà ìíîæåñòâî
[a, t] èçìåðèìî îòíîñèòåëüíî σ(F × B[a, t]).

Ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûé ïðîöåññ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî t ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ(t) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî Ft. Äîêàæåì
óòâåðæäåíèå, ÿâëÿþùååñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå îáðàòíûì ê ýòîìó.

Òåîðåìà 17 Ïóñòü (∀t) ξ(t) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èçìåðèìàÿ îòíî-
ñèòåëüíî Ft. Åñëè ïðîöåññ ξ(t) èìååò íåïðåðûâíûå ñïðàâà (èëè ñëåâà)
ðåàëèçàöèè, òî îí ïðîãðåññèâíî èçìåðèì îòíîñèòåëüíî ïîòîêà Ft, t ∈
[a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðåàëèçàöèè íåïðå-
ðûâíû ñïðàâà. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé íàøåãî îòðåçêà

a = t0 < t1(n) < ... < tn(n) = b

òàê, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà îòðåçêà ðàçáèåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè
n→∞. Ïóñòü

ξn(t) =
n∑
j=1

ξ(tj(n))1{tj−1(n)<t<tj(n)}.

Òîãäà ïðè n → ∞ è ëþáûõ t, ω âûïîëíåíî ξn(t) → ξ(t). Ïîñêîëüêó âñå
ôóíêöèè ξn(t, ω) èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî σ(Ft ×B[a, b]), òî ýòî æå îòíî-
ñèòñÿ è ê èõ ïðåäåëó. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü µ(t), t ∈ [0, b] � êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûé ìàðòèíãàë. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî îò èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ õàðàêòåðèñòèêó A, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûé íåîòðèöàòåëüíûé ïðîöåññ a(t),



62 Ãëàâà 9. Ìàðòèíãàëû

òàêîé, ÷òî µ2(t)− A(t) � ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî ïîòîêà Ft, t ∈ T , ãäå

A(t) =
∫ t

0
a(s) ds.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûé ìàðòèíãàë ñ àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíîé õàðàêòåðèñòèêîé îòíîñèòåëüíî íåïðåðûâíîãî ñïðà-
âà ïîòîêà σ−àëãåáð, ñîñòàâëÿþùèå êîòîðîãî ïîëíû. Äîïîëíèòåëüíî ïî-
òðåáóåì, ÷òîáû ïî÷òè âñå ðåàëèçàöèè ìàðòèíãàëà áûëè áû íåïðåðûâíû.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè t > s

M((µ(t)− µ(s))2/Fs) = M(µ2(t)/Fs)− µ2(s) = M((A(t)− A(s))/Fs).

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì èíòåãðàë ïî ìàðòèíãàëó äëÿ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ. Ðàçîáüåì íàø îòðåçîê íåñëó÷àéíûìè òî÷êàìè

0 = t(0) < t(1) < ... < t(N) = b

è ðàññìîòðèì ïðîñòîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

η(t) =
N∑
j=1

ηj1{t(j−1)<t≤t(j)},

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ηj èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî Ft(j), j = 1, ..., N è
îãðàíè÷åíû ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ,

η ◦ µ(t) ≡
∫ t

0 η(t)dµ(t) =

=
∑
k≤m(t) ηk(µ(t(k + 1))− µ(t(k))) + ηm(t)(µ(t)− µ(t(m(t))),

ãäå m(t) = max{k| t(k) ≤ t}.
Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ η ◦ µ(t) èìååò íåïðåðûâíûå ðåàëèçàöèè è ÿâëÿ-

åòñÿ êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûì ìàðòèíãàëîì òîãî æå òèïà, ÷òî è µ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè t(k) ≥ s, òî

M(ηk(µ(t(k + 1))− µ(t(k)))/Fs) =

= M(M(ηk(µ(t(k + 1))− µ(t(k)))/Ft(k))/Fs) =

= M(ηkM((µ(t(k + 1))− µ(t(k)))/Ft(k))/Fs) = 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè t(k) < s < t

M(ηk(µ(t(k + 1))− µ(t(k)))/Fs) = ηk(µ(s)− µ(t(k)).
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Ïîýòîìó èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà îò ïðîñòîãî ïðîöåññà ñëåäóåò ðàâåí-
ñòâî

M(η ◦ µ(t)/Fs) = η ◦ µ(s), s < t.

Ïóñòü s < t < u < v, η èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî Fs, η̄ � îòíîñèòåëüíî
Fu, òîãäà

M(η(µ(t)− µ(s))η̄(µ(v)− µ(u))/Fs) =

= M(M(η(µ(t)− µ(s))η̄(µ(v)− µ(u))/Fu)/Fs) =

M(η(µ(t)− µ(s))η̄M((µ(v)− µ(u))/Fu)/Fs) = 0.

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî

M((η ◦ µ(t))2/Fs)− (η ◦ µ(s))2 = M
(∫ t

s
η2(u)a(u) du/Fs

)
,

ò.å., ÷òî ìàðòèíãàë η ◦ µ òàêæå îáëàäàåò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé õàðàê-
òåðèñòèêîé.

Åñëè ðåàëèçàöèè ïðîöåññà η(t) íåïðåðûâíû ñëåâà è îãðàíè÷åíû íåñëó-
÷àéíîé ïîñòîÿííîé, òî èíòåãðàë îò íåãî ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Òî÷íåå, ïóñòü

ηn(t) =
n−1∑
k=0

η(
bk

n
)1{bk/n < t < b(k+1)/n},

òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ,

η ◦ µ(t) = lim
n→∞

ηn ◦ µ(t).

Òåîðåìà 16 ïîçâîëÿåò ïîíèìàòü ýòîò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä êàê ðàâíîìåð-
íóþ ïî t ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñåõ ðåàëèçàöèé ηn ◦ µ(t). Äåéñòâèòåëüíî,

M(ηn ◦ µ(b)− ηm ◦ µ(b))2 = M((ηn − ηm) ◦ µ(b))2 =

= M
∫ b

0 (ηn(m)− ηm(u))2a(u) du −→ 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë ïî ìàðòèíãàëó äëÿ âñåõ ïðîöåññîâ η(t),
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåïðåðûâíûõ ñëåâà
îãðàíè÷åííûõ ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûõ ïðîöåññîâ â òîì ñìûñëå, ÷òî

M
∫ b

0
(ηn(m)− ηm(u))2a(u) du −→ 0.
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Êëàññ òàêèõ ïðîöåññîâ ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ïðîãðåññèâíî èçìåðèìûõ
ïðîöåññîâ, äëÿ êîòîðûõ

M
∫ b

0
η2(t)a(t) dt < ∞.

Ïðè ýòîì ïîëàãàþò

η ◦ µ(t) = lim
n→∞

lim
u→∞

ηn,u ◦ µ(t),

ãäå
ηn,u(t) =

∫ t

0
max{η(s), u} exp{−(s− t)n}n ds.
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