
Ответы на вопросы по курсу «Основы Кибернетики» 
 
1. Определение Дизъюнктивных нормальных форм (ДНФ). Геометрическая 
интерпретация ДНФ. Совершенная ДНФ. Сложность ДНФ, минимальные ДНФ, 
кратчайшие ДНФ, функция Шеннона для ДНФ. 
Введем понятие степени:                    
Х  

= Х, если =1;  

= Х, если =0; 
Рассмотрим конъюнкцию вида:  
Х1 1 * Х2 2 * Х3 3 ... Хn n – и назовем ее элементарным 
произведением/конъюнкцией (ЭК). 
Опр. Дизъюнкция элементарных конъюнкций – ДНФ.  
Опр. Гиперкуб размерности n называют множество наборов длины n наборов из 0 и 1. 
Существует 2n наборов вида < 1, 2, ... n >. Поставим в соответствие каждой конъюнкции 
(*) номер набора i (i = 0.. 2n – 1) и образуем дизъюнкцию всех конъюнкций:  
i (Х1 1 * Х2 2 * Х3 3 ... Хn n ) 

Существует Теорема: любая функция алгебры логики (ФАЛ), зависящая от 'n' аргументов, 
может быть представлена в форме:  
F(Х1, Х2,... Хi... Хn)= Х1 1 * Х2 2... Хi i F( 1, 2, ... i, Xi+1,...Xn) 
Из этой теоремы вытекает ряд важных следствий:  

1. Она дает возможность перейти от табличного задания функции к аналитической 
форме и сделать обратный переход.  

2. Устанавливает так называемую функциональную полноту связок (базиса) " , , -", 
т.к. позволит построить в этом базисе произвольную ФАЛ от произвольного числа 
аргументов.  

Примечание:  
1. Если i n, то соответствующая форма функции называется дизъюнктивной 

нормальной формой (ДНФ). 
2. Если i=n, то каноническая форма функции носит название совершенной ДНФ 

(СДНФ). Дизъюнкции берутся по тем наборам, на которых функция 
f(X1,X2,...,Xn)=1  

 
Комментарий: 
Аналогичная теорема справедлива и для представления функции в конъюнктивной 
нормальной форме (КНФ):  
f(Х1, Х2,..., Хn)=&( Х1 1 Х2 2 ... Хi i) f( 1, 2, ... i, Xi+1...Xn) 
или при представлении в совершенной КНФ (СКНФ):  
f(Х1, Х2,…, Хn)=&( Х1 1 Х2 2 Х3 3  ... Хn n) 
где: & означает, что конъюнкции берется по тем наборам, на которых  
f(Х1, Х2, ... Хn)=0. 
Переход от табличной формы функции к СДНФ или правило записи функции по единицам:  

X1 Х2 f(Х1, Х2) 
0  0  0  
0  1  1  
1  0  1  
1  1  1  

1. Выбрать те наборы аргументов, на которых f(Х1, Х2, ... Хn)=1.  
2. Выписать все конъюнкции для этих наборов. Если при этом Хi имеет значение '1', 

то этот множитель пишется в прямом виде, если '0', то с отрицанием.  
3. Все конъюнктивные члены соединить знаком дизъюнкции .  

Пример:  
f(Х1, Х2)= Х1Х2  Х1Х2  Х1Х2 

Правило перехода от табличной формы задания функции к СКНФ или правило записи функции по 
нулям.  
X1 Х2 f(Х1, Х2) 
0  0  1  

1. Выбрать те наборы аргументов, на которых f(Х1, Х2, ... Хn)=0.  
2. Если при этом Хi имеет значение '0', то остается без изменений. Если '1', то с 



 

0  1  0  
1  0  1  
1  1  0 

отрицанием.  
3. Все дизъюнктивные члены соединить знаком конъюнкции .  

Пример:  
f(Х1, Х2)= (Х1 Х2) ( Х1 Х2 )  

Опр. Сложность ДНФ – число букв (литералов). Длина ДНФ – число элем-х 
конъюнкций. 
Опр. ДНФ называется минимальной ДНФ если в ней минимальное кол-во букв, те 
минимальная сложность. При минимизации ДНФ стремятся получит форму в которой 
меньше букв чем в исходной, за счет построения таких элементарных произведений, 
которые своими единицами покрывают не одну единицу исходной функции, а несколько. 
По отношению к исходной ее называют сокращенной ДНФ. Кратчайшая ДНФ – 
имеющая минимальное число элем-х конъюнкций, те минимальную длину для заданной 
функции. 
Опр. Функция Шеннона для ДНФ – пусть Φ - множество всех ФАЛ, а Σ(f) - множество 
всех схем реализующих f ∈ Φ, тогда L(n) = Max(rang(Schema(f) : на Schema(f) достигается 
min(rang(Σ(f))))) для всевозможных f с n переменными. 

Геометрическая интерпретация: Рассмотрим наборы длины n 
(пусть n = 3 для простоты) из {0, 1}. Тогда можно изобразить эти 
наборы на n-мерном кубе. Все вершины куба можно занумеровать, 
так как показано на рисунке. Теперь рассмотрим набор γ=(γ1,γ2,...,γn) 
на множестве {0, 1, 2}. Пусть Гγ это множество таких вершин 
α=(α1,α2,...,αn) (каждая вершина – это набор длины n из {0, 1}), где 
αi=γi, для всех i для которых γi≠2. Число (n-r) равное числу «двоек» в 
γ  называют размерностью грани, а число r рангом грани. 

 
2. Тупиковая ДНФ. Сокращенная ДНФ и метод ее построения. 
Опр. Конституентой единицы функции называют функцию, принимающую значение 
единицы только на одном наборе аргументов. Обычно конституенты единицы выражают 
через произведение всех переменных, от которых зависит функция. СДНФ – дизъюнкция 
конституент единицы. 
Опр. Ранг произведения – число букв, входящих в него.  
Опр. Собственной частью называется произведение, полученное путем отбрасывания 
одной или нескольких переменных. Например, Х1*Х2*Х3*Х4, где Х1, Х1*Х2, Х1*Х2*Х3 – 
некоторые собственные части.  
Опр. Если функция ϕ равна нулю на наборах аргументов, на которых обращается в нуль 
функция φ, то говорят, что ϕ является импликантой функции φ (т.е. нулей у импликанты 
не меньше, чем у функции).  
Опр. Простой импликантой называется произведение, которое само входит в выражение 
функции, но никакая его собственная часть в выражение функции не входит. 
Опр. Максимальные грани – грани соответствующие простым импликантам. 
Опр. Ядровая точка (ЯТ) – точка содержащаяся только в одной максимальной грани. 
Ядровая грань (ЯГ) – грань содержащая ЯТ. Ядро f – савокупность всех ЯГ. 
Опр. Сокращенной ДНФ называется дизъюнкция всех простых импликант. Ей 
соответсвует покрытие всеми max гранями f. 
Опр. Тупиковой ДНФ назовем такую ДНФ что любая ДНФ полученная из нее путем 
удаления отдельных букв или ЭК уже не реализует функцию f. Из определения следует 
что тупиковая ДНФ задает тупиковое покрытие Nf максимальными гранями f. 
Проще это понять на множествах: 
покрытие множества - набор множеств, который в объединения содержит в себе 
указанное множество 
сокр. ДНФ - это покрытие множества, каждая компонента которого не содержит 
целиком другую компоненту. 



тупиковая ДНФ - покрытие, не содержащие подпокрытий, т.е. любое объединение 
компонент , не содержит в себе компоненты, не вошедшие в объединение. 
Пример: Пусть есть f(х1, х2, х3) f = 1 на {(001), (000), (100), (110)} тогда сокр. ДНФ 
выглядит так 313221 XXXXXXf ∪∪= а тупиковая выглядит 3121 XXXXf ∪= те 
тупиковая ДНФ является сокращенной, вот сокр. не всегда является тупиковой. 
Теорема Квайна:  
Если в СДНФ в начале произвести все операции неполного склеивания, а затем все 
операции поглощения, то в результате получится сокращенная ДНФ. 
Опр. ДНФ Квайна – получается из сокращенной ДНФ удалением неядровых конъюнкий 
для которых соотв им грани покрываются ядром. 
Спосбоы построения сокращенных ДНФ 
Карта Карно (для ФАЛ: n = 4) 

Рассматриваются цилиндры и квадраты из «едениц» со 
сторонами равные степени 2. Выбираем по очереди цилиндры, 
смотрим какие переменные не меняют на его протяжении свои 
значения, их заносим в импликанту с отрицанием если их 
значение «0» и без отрицания если их значение «1». Для 
данной картинки сокращенная ДНФ равна 

32414234134221 XXXXXXXXXXXXXXf ∪∪∪∪∪∪=   

Геометрическое построение 
Пусть есть функция f заданная своими 
значениями: (0001, 1011, 1101, 1111) возьмем 
4хмерный куб и те вершины на которых 
функция обращается в «1» пометим. После 
этого объеденим те вершины, которые 
образуют грани, и выпишем нерасширяемые 
грани: (--11)(-11-)(1-0-)(-1-0)(1--1)(11--) там 
где стоит «0» берется отрицание переменной: 

214142313243 xxxxxxxxxxxxf ∪∪∪∪∪=  
Через КНФ 
Выписывается КНФ и раскрываются скобки используя:  
Тождество: )(*** 3213121 XXXXXXX ∪=∪  

Тождество: 3231213121 ***** XXXXXXXXXX ∪∪=∪  
 
3. ДНФ типа суммы тупиковых. Критерий вхождения конъюнкции в ДНФ типа 
суммы тупиковых. Алгоритм построения всех тупиковых покрытий матрицы. 
 
Опр. ДНФ Σ тупиковых – дизъюнкция всех тупиковых ДНФ с поледующим 
приведением. ДНФ Σ тупиковых получается из сокращенной ДНФ путем выбрасывания 
некоторых элем-х конъюнкций, до тех пор пока ДНФ не станет неприводимой. 
Опр. Пучком Пα(f) назовем множество всех проходящих через α максимальных граней f, 
а точку α назовем регулярной точкой f, если найдется такая точка β: β ∈ Nf для которой 
имеет место строгое включение Пβ(f) ⊂ Пα(f). Грань Гγ нызовем регулярной гранью 
если все её точки регулярны. 



 
 
Опр. Говорят что набор α ≤ β, если выполняется αi ≤  βi для любого номера i. Говорят что 
α < β если выполняется αi ≤  βi и ∃j: αj≠βj.  
Опр. Функция f(α) называется монотонной если f(α) ≤ f(β), для любых α,β: α ≤ β. 
Функция f(α) называется монотонной по переменной хi если f(α) ≤ f(β), для любых 
соседних по хi наборов α,β: α ≤ β. Из определения следует, что если функция монотонна, 
то она монотонна по всем своим переменным и наоборот. 
Утверждение Если f(α) монотонно зависит от хi, то ни одна из ее простых импикант не 
может содержать отрицание хi. Следствие Монотонноая функция не содержит отрицание 
в своей ДНФ. 

 

Таблица Квайна. Строки – простые импликанты в ее 
сокращенной ДНФ. Столбцы соответствуют наборам на 
которых функция обращается в еденицу. На пересечении i 
строки и j столбца ставят единицу если данная импликанта 
обращается в еденицу на данном наборе. 
Пусть функция выполняется на наборах 
{100,110,010,011,001,101} и 

212313123231 xxxxxxxxxxxxf ∪∪∪∪∪= , тогда 
соответствующая таблица Квайна показана слева. 



Задача для данной матрицы выделить все тупиковые подпокрытия. Покрытие строк – в 
каждом столбце есть хотя бы одна единица. Тупиковое покрытие – покрытие из которого 
ничего нельзя выкинуть. 
Алгоритм построения ДНФ ΣТ: функция покрытия матрицы задается КНФ вида: 

)К( i
1  j i,M :ij столбцам всем по

∨∧
=><

=f , после раскрытия скобок получается ДНФ ΣТ. 

4. ДНФ суммы минимальных и алгоритмические трудности ее построения. 
Опр. ДНФ называется минимальной ДНФ если в ней минимальное кол-во букв, те 
минимальная сложность. Кратчайшая ДНФ – имеющая минимальное число элем-х 
конъюнкций, те минимальную длину для заданной функции. 
Опр. ДНФ суммы минимальных – дизъюнкция всех минимальных ДНФ. 
Опр. Локальный алгоритм – алгоритм в котором преобразование граней зависит от 
«состояния» «окрестности» заданного порядка.  
Теорема Журавлева. ДНФ Σmin не строится в классе локальных алгоритмов. 
Док-во: предположим что строится, и существует локальный алгоритм, которому на вход 
поступает 2х диагональная матрица Квайна, (с «1» на диагоналях) то на втором шаге 
алгоритм остановится т.к. не ∃ окрестности рассмотрением которой можно ограничиться. 
 
5. Градиентный алгоритм. Оценка сложности (величины) покрытия, получаемого 
градиентным алгоритмом. Использование градиентного алгоритма для построения 
тупиковой ДНФ. 
Комментарий речь идет об эвристическом алгоритме позволяющем получать «не очень 
длиные» ДНФ. 
Градиентный алгоритм. На каждом шаге в матрице выбирается и включается в 
покрытие такая строка, которая покрывает наибольшее число еще не покрытых столбцов 
(если таких несколько из них выбирается строка с наименьшим номером). После этого те 
столбца которые были покрыты, удаляются из рассмотрения. Алгоритм продолжает 
работу пока есть столбцы – на его выходе «не очень длинная» тупиковая ДНФ. 



Оценка сложности Пусть размер матриц MxN. Пусть P минимальная доля строк 
покрывающих столбец (среди всех столбцов). Выбрали строчку – покрыли PN столбцов 



(не меньше), осталось матрица (M-1)x(1-P)N. Пусть s шагов. Необходимое условие  

1)1( ≤− NP s  откуда получаем оценку для 
N

s P
1log1−≥  

6. Нижняя оценка функции Шеннона для СФЭ.  
Опр. Схемой из функциональных элементов над базисом Б называется 
ориентированный (пары вершин (дуги) рассматриваются как упорядоченные) 
ациклический (не содержит ориентированных  циклов) упорядоченный (дуги входящие в 
каждую его вершину пронумерованы) граф Σ, вершины которого помечены следующим 
образом: 

 Каждый исток (вершина в которую не входит ни одна дуга) помечен некоторой БП 
из Х, причем различные истоки помечены различными БП; 

 Каждая отличная от истока вершина ν схемы Σ помечена ФС (алфавит 
функциональных символов) ϕi где  )(ν+= dki ; 

 Некоторые вершины Σ помечены выходными БП из Z так, что одной и той же 
вершине может быть сопоставлена одна и та же БП. При этом входные (выходные) 
БП, которые приписаны каким-либо вершинм Σ, считаются входными 
(соответственно выходными) БП Σ, а те вершины которым они сопоставлены – 
входами (выходами) СФЭ Σ. 

Где Х – входные БП, а Z – выходные БП. 
Опр. Число ФЭ в СФЭ назовем ее сложностью.  
Опр. Функцией Шеннона для класса СФЭ над базисом Б назовем функцию натурального 
аргумента n которая равна максимуму сложности по всем функциям от n переменных. 
Функция Шеннона характеризует сложность самой сложной ФАЛ. 
Лемма Для любой ФАЛ от n перменных существует СФЭ реализующая f со сложностью 
не более чем 12* +nn  
Утв. Число схем с n входами и одним выходом содержащим h элементов базиса Б( ∨∧¬ ,, ), 

те 12)(3
!

1),1,( ++≤ hn hn
h

hnS  

Теорема 
n

nL
n2)( >  

Док-во 
12)(3

!
1),1,( ++≤ hn hn
h

hnS  

2212

0

12

1
)(3

!
1)(3

!
1)1()(3

!
1),1,(),,( ++

=

+

=

+≤++≤+≤= ∑∑ hnhn
h

i

in
h

i
nh

h
nh

h
hni

i
inShpnS  

Если h=n hhhh chh
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)2(),1,( ≤ , верхняя грань кол-во функций которые реализует схема сложности h 

для ФАЛ от n БП. 
n
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n
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2)2( < при ∞→n . Так что сложности 
n

h
n2

=  не хватает для 

реализации всех ФАЛ, следовательно 
n

nL
n2)( > . 

7. Ассимптотически наилучший метод О.Б.Лупанова синтеза СФЭ в базисе ( ∨∧¬ ,, ). 
Теорема для СФЭ в базисе ( ∨∧¬ ,, ) можно построить ассимптотически наилучший метод 

синтеза и 
n

nL
n2~)( . 



Док-во Произвольная ФАЛ задается с помощю таблицы размера knk −22 . Строки 
нумеруются по наборам значений первых k переменных, столбцы по оствшимся n-k. 
Столбец с номером nkk σσσ ...21 ++ задает функцию )......( 2121 nkkkxxxF σσσ ++  которая в свою 
очередь является компонентой разложения исходной функции f (в СДНФ). На 
пересечении строки kσσσ ...21  и столбца nkk σσσ ...21 ++  помещаем значение f в этой точке. 
Возбмем целое число 1 < s < n2  и разрежим таблицу на полосы шириной s, которые 
занумеруем. Рассмотрим полосу с номером i. Она распадается на короткие столбцы 
высотой s видов которых не более чем s2 , пронумеруем их. Пусть sγγγ ...21  столбец jого 

сорта, обозначим за 
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8. Контактные схемы. Схемы для медианы. Схемы Кардо. 
Опр. Контактная схема – не ориентированный граф. Ребрам приписываем литералы. 
Если ребру приписан х то говорят что ребро проводит при х = 1 и не проводит при х = 0. 
Ребра называются контактами. Если ребро помечено литералом без отрицания то оно 
называется замыкающим контактом, с отрицанием – размыкающим. В схеме выделяют 
2 и более вершины полюсы. Они образуют сеть. 
Опр. Сложность схемы – число контактов.  



 

Опр. Медиана, 
реализует 
функцию: 
F = xy∨yz∨zx 

Опр. Схема Кардо: 

 
Сумма по модулю «2», логический смысл чтобы оказаться наверху надо перепрыгивать по 
единице. Сложность: 4n-4 
 
9. Нижняя оценка порядка функции Шеннона для контактных схем. 

))(()( minmax
2

∑=
∑∈

LnL
реализfPf n

 

Как оценить снизу функцию Шеннона для КС: )(nLKC ? 
Введем функионал S(L, n) – число схем от n БП сложностью не выше L. 

LnLLLnLS )2(),( 22≤  и должно выполнятся 
n

nLS 22),( ≥ (иначе схем не хватит) 
Логарифмируем и поучаем оценку: nLnLL 2)log22(loglog3 ≥++  

Утв. Неравенство нарушается если: )
2
1(2~ ε−<

n
L

n

 при ∞→n  

Комментарий LnLLLnLS )2(),( 22≤  
1. первая L собственно сложность 
2. Число вершин не больше чем на L больше числа контактов если схема связная – 

отсюда 2L  
3. 22nL - варианты выбора контактов. 
4. степень L так как L раз ставим 2 контакта в схему. 

10. Метод Шеннона для синтеза контактных схем. 
Утв для любого n можно построить универсальный многополюсник Un (схема 
реализующая все ФАЛ от n-1 переменной). L(Un) <= 

n22*2  
Теорема Шеннона Существует алгоритм который позволяет построить схему со 

сложностью L(n) <= 
n

n2*8  для любой ФАЛ от n переменных. 

11. Метод каскадов для КС и СФЭ 



 

 
 
12. Самокорректирующаяся контактная схема, схемы с исправлением одного 
замыкания (размыкания). 
Задачи: собрать схему которая будет: 

 легко обнаруживать неисправности; 
 работать даже при наличии неисправности; 

 

 

 

Теорема Для любой ФАЛ найдется схема Sn порядка сложности не более 
n

n2 и почти все 

контакты расположенные в однородных метелках размера )( nΘ  
Следствие При одной ошибке сложность ассимптотически не увеличивается. 
 



13. Асимптотически наилучший метод синтеза СФЭ корректирующих 
неисправность фиксированного числа ненадежных элементов. 
 
14. Эквивалентные преобразования формул в базисе ∨,&,¬,0,1,х. 
Опр. Формулы Ф1 и Ф2 эквивалентны если задают равны е функции. 
Эквивалентность можно определить перебором значений, выписав СДНФ, 
Рассмотрим (∨,&,¬,0,1,х): 

1. Коммутативность х∨у = у∨х; х&у = у&х; 
2. Ассоциативность х∨(у∨z) = (х∨у)∨z; х&(у&z) = (х&у)&z; 
3. 0 = ¬x&x; 1 = ¬x∨x; 
4. ¬(x&y) = ¬x∨¬y; ¬(x∨y)= ¬x&¬y; 
5. x&(y∨z) = x&y∨x&z; x∨(y&z) = (x∨y)&(x∨z); 

 
15. Теорема перехода 
Сокращение конечной полной системы тождеств (КПСТ) 
Наличие конечной полной системы множеств не зависит от базиса для замкнутого класса. 

 
16. Пример Линдона 

 



 

 

 



 

 

 

 
 



17. Проблема контроля управляющих систем. Тесты для таблиц. Тривиальные 
оценки. Верхняя оценка длины диагностического теста для почти всех таблиц. 

 
Мера задачи – кол-во наборов достаточное чтобы сделать вывод. 

 

 

 

 

 



 
18. Градинтный алгоритм. Алгоритм построения всех тупиковых тестов. 
19. Полный диагностический тест для контактных схем. 
20. Проблема NP полноты. Теорема Кука (формулировка). NP полнота языка 
КЛИКА. 
 

 



 

 

 

 



 

 
 
21. NP Поднота языка 3-ВЫП и полиномиальность языка 2-ВЫП 

 

 

 

 



 

 
 
22. Задача о кратчайшем остовном дереве. Жадный алгоритм для нее. 

 

 

 



 

 

 
 
23. NP-полнота языка ВП. Свойство жадного алгоритма для задачи МВП. 

 

 



 

 

 

 



 
 

 

 

 



 


