
moskowskij gosudarstwennyj uniwersitet

IM. m.w.lOMONOSOWA

fAKULXTET WY^ISLITELXNOJ MATEMATIKI I KIBERNETIKI

a. a. sAPOVENKO

nekotorye woprosy

slovnosti algoritmow

mOSKWA

2001



udk 519.95

bbk

CXX

sAPOVENKO a.a.,

nEKOTORYE WOPROSY SLOVNOSTI ALGORITMOW (U^EBNOE POSOBIE

PO KURSU \oSNOWY KIBERNETIKI") iZDATELXSKIJ OTDEL FAKULXTETA

wmIk mgu (LICENZIQ lr No 040777 OT 23.07.96) 2001. | 43 S.

rECENZENTY: PROF. mAR^ENKOW s.s., D.F.-M.N.

ST. PREP. rOMANOW d.s., K.F.-M.N.

pE^ATAETSQ PO RE[ENI@ rEDAKCIONNO-IZDATELXSKOGO sOWETA FAKULXTE-

TA WY^ISLITELXNOJ MATEMATIKI I KIBERNETIKI mgu IM.m.w.lOMONOSOWA

pOSOBIE QWLQETSQ ^ASTX@ OBQZATELXNOGO KURSA \oSNOWY KIBERNETIKI"

I POSWQ]ENO NEKOTORYM WOPROSAM SLOVNOSTI ALGORITMOW. iZLAGA@TSQ

REZULXTATY PO ALGORITMI^ESIM TRUDNOSTQM SINTEZA SHEM I POSTROENIQ

MINIMALXNYH dnf, PONQTIQ SWODIMOSTI I NP-POLNOTY, USTANAWLIWA-

ETSQ SWQZX MEVDU WREMENN�OJ SLOVNOSTX@ WY^ISLENIJ NA MA[INAH tX@-

RINGA I SLOVNOSTX@ SHEM.

ISBN 5-89407-107 - O iZDATELXSKIJ OTDEL FAKULXTETA

WY^ISLITELXNOJ MATEMATIKI I

KIBERNETIKI mgu IM.m.w.lOMONOSOWA

2001

2



1 wWEDENIE

pOSOBIE QWLQETSQ ^ASTX@ KURSA \oSNOWY KIBERNETIKI" I POSWQ]ENO NE-

KOTORYM WOPROSAM SLOVNOSTI ALGORITMOW. iZLAGA@TSQ REZULXTATY PO

ALGORITMI^ESIM TRUDNOSTQM SINTEZA SHEM I POSTROENIQ MINIMALXNYH

dnf, PONQTIQ SWODIMOSTI I NP-POLNOTY, USTANAWLIWAETSQ SWQZX MEVDU

WREMENN�OJ SLOVNOSTX@ WY^ISLENIJ NA MA[INAH tX@RINGA I SLOVNOS-

TX@ SHEM.

pARAGRAF 2 POSWQ]EN ALGORITMI^ESKIM TRUDNOSTQM SINTEZA MINI-

MALXNYH SHEM. iZLAGAETSQ ODIN IZ PERWYH MATEMATI^ESKIH REZULXTATOW

PO ALGORITMI^ESKOJ SLOVNOSTI DISKRETNYH ZADA^, POLU^ENNYJ s.w.qB-

LONSKIM W 1959G. sODERVATELXNYJ SMYSL EGO SOSTOIT W TOM, ^TO NEKO-

TORYE ZADA^I SINTEZA SHEM NE MOGUT BYTX RE[ENY BEZ PEREBORA.

w PARAGRAFE 3 DAETSQ PONQTIE LOKALXNOGO ALGORITMA, WWEDENNOE

`.i.vURAWLEWYM I IZLAGA@TSQ NEKOTORYE REZULXTATY IZ TEORII LO-

KALXNYH ALGORITMOW. w ^ASTNOSTI, DOKAZYWAETSQ NERAZRE[IMOSTX W KLAS-

SE LOKALXNYH ALGORITMOW PROIZWOLXNOGO KONE^NOGO INDEKSA ZADA^I O

WHOVDENII KON_@NKCII IZ SOKRA]ENNOJ dnf BULEWOJ FUNKCII W HOTQ

BY W ODNU MINIMALXNU@ dnf \TOJ FUNKCII.

pARAGRAFY 4 { 6 POSWQ]ENY PODHODU K WOPROSU O SLOVNOSTI KOMBI-

NATORNYH ZADA^, OSNOWANNOMU NA PONQTII POLINOMIALXNOJ SWODIMOSTI

I TEOREME sT. kUKA. sUTX \TOGO PODHODA W TOM, ^TO SU]ESTWUET BOLX[OJ

KLASS TAK NAZYWAEMYH NP -POLNYH ZADA^, NI DLQ ODNOJ IZ KOTORYH POKA

(K 2001G.) NE UDALOSX NAJTI POLINOMIALXNOGO ALGORITMA. wSE \TI ZADA-

^I \KWIWALENTNY MEVDU SOBOJ W TOM SMYSLE, ^TO LIBO KAVDAQ IZ NIH

RE[AETSQ \FFEKTIWNO, LIBO NI ODNA IZ NIH TAKOGO RE[ENIQ NE IMEET.

tAKIM OBRAZOM, PRINADLEVNOSTX NEKOTOROJ ZADA^I \TOMU KLASSU QWLQ-

ETSQ NEKOTORYM DOWODOM W POLXZU TOGO, ^TO ONA NE IMEET \FFEKTIWNOGO

RE[ENIQ.

w PARAGRAFE 4 FORMULIRU@TSQ PONQTIQ POLINOMIALXNOJ SWODIMOS-

TI, DETERMINIROWANNYH I NEDETERMINIROWANNYH WY^ISLENIJ, NP -POL-

NOTY I DOKAZYWAETSQ TEOREMA kUKA O TOM, ^TO WSQKAQ ZADA^A IZ KLASSA

NP POLINOMIALXNO SWODITSQ K ZADA^E O WYPOLNIMOSTI KON_@NKTIWNYH

NORMALXNYH FORM (knf).

pARAGRAF 5 POSWQ]EN NEKOTORYM RAZNOWIDNOSTQM ZADA^ O WYPOL-

NIMOSTI knf. dOKAZYWAETSQ PRINADLEVNOSTX ZADA^I wypolni-

mostx KLASSU NP , POLINOMIALXNOSTX ZADA^I 2-wypolnimostx I
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NP -POLNOTA ZADA^I 3-wypolnimostx .

w PARAGRAFE 6 RAS[IRQETSQ SPISOK NP -POLNYH ZADA^. dOKAZYWA-

ETSQ NP -POLNOTA ZADA^ 0-1 celo~islennoe programmiro-

wanie, klika, wer{innoe pokrytie, pokrytie mno-

vestw, raskraska.

w PARAGRAFE 7 USTANAWLIWAETSQ SOOTNO[ENIE MEVDU SHEMNOJ SLOV-

NOSTX@ I WREMENN�OJ SLOVNOSTX@ TX@RINGOWYH WY^ISLENIJ. dOKAZYWA-

ETSQ TEOREMA s\WIDVA, O TOM, ^TO WSQKOE WY^ISLENIQ NA MA[INE tX@-

RINGA, OSU]ESTWLQEMOE ZA T [AGOW, MOVET BYTX SMODELIROWANO SHEMOJ

IZ FUNKCIONALXNYH \LEMENTOW, SLOVNOSTX KOTOROJ PO PORQDKU NE PRE-

WY[AET T 2.

aWTOR WYRAVAET PRIZNATELXNOSTX s.s.mAR^ENKOWU ZA RQD CENNYH

ZAME^ANIJ, SPOSOBSTWOWAW[IH ULU^[ENI@ TEKSTA, I a.i.sAWELXEWOJ ZA

POMO]X W PODGOTOWKE RUKOPISI K PE^ATI.
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2 aLGORITMI^ESKIE TRUDNOSTI SINTEZA

SHEM

|TOT PARAGRAF POSWQ]EN ALGORITMI^ESKIM TRUDNOSTQM SINTEZA MI-

NIMALXNYH SHEM. iZLAGAETSQ ODIN IZ PERWYH MATEMATI^ESKIH REZULX-

TATOW PO ALGORITMI^ESKOJ SLOVNOSTI DISKRETNYH ZADA^, POLU^ENNYJ

s.w.qBLONSKIM W 1959 G. [1]. sUTX EGO SOSTOIT W TOM, ^TO RE[ENIE ZA-

DA^I POSTROENIQ BESKONE^NOJ POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJ, IME@]IH

SLOVNU@ SHEMNU@ REALIZACI@, TAK NAZYWAEMYMI \PRAWILXNYMI" AL-

GORITMAMI NEPREMENNO SWQZANO S POSTROENIEM WSEH FUNKCIJ ALGEBRY

LOGIKI. dANNOE IZLOVENIE QWLQETSQ PERERABOTKOJ ^ASTI STATXI [2]. s

CELX@ UPRO]ENIQ DOKAZATELXSTWO WEDETSQ NA PRIMERE SHEM IZ FUNKCIO-

NALXNYH \LEMENTOW (SOKRA]ENNO sf|), A NE KONTAKTNYH SHEM, KAK W

ORIGINALE.

oPREDELENIE 2.1. mNOVESTWO FUNKCIJ Q � P2 NAZYWAETSQ INWARI-

ANTNYM KLASSOM, ESLI NARQDU S KAVDOJ FUNKCIEJ f 2 Q ONO SODER-

VIT WSE FUNKCII, POLU^A@]IESQ IZ f PRIMENENIEM SLEDU@]IH TREH

OPERACIJ:

1) DOBAWLENIE I IZ_QTIE FIKTIWNYH PEREMENNYH,

2) PEREIMENOWANIE PEREMENNYH (BEZ OTOVDESTWLENIQ),

3) PODSTANOWKA KONSTANT NA MESTA NEKOTORYH PEREMENNYH.

iNWARIANTNYMI QWLQ@TSQ, NAPRIMER, KLASSY LINEJNYH, MONOTONNYH

FUNKCIJ. s DRUGOJ STORONY, KLASSY FUNKCIJ T0 I T1, SOHRANQ@]IH SO-

OTWETSTWENNO KONSTANTY 0 I 1, A TAKVE KLASS SAMODWOJSTWENNYH FUNK-

CIJ NE QWLQ@TSQ INWARIANTNYMI, IBO ONI NE ZAMKNUTY OTNOSITELXNO

PODSTANOWKI KONSTANT. tRIWIALXNYMI INWARIANTNYMI KLASSAMI NAZY-

WA@TSQ MNOVESTWO WSEH FUNKCIJ P2 I PUSTOE MNOVESTWO. oBOZNA^IM

^EREZ Q(n) MNOVESTWO WSEH f 2 Q, ZAWISQ]IH (NE OBQZATELXNO SU]EST-

WENNO) OT PEREMENNYH x1; x2; : : : ; xn.

tEOREMA 2.1. dLQ WSQKOGO NEPUSTOGO INWARIANTNOGO KLASSA Q POSLE-

DOWATELXNOSTX 2
n
q
jQ(n)j NE WOZRASTAET I 1 � lim

n!1
2
n
q
jQ(n)j � 2.
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dOKAZATELXSTWO.

pUSTX n � 0 I f(x1; : : : ; xn; xn+1) | PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ IZ Q(n+ 1).

iZ RAZLOVENIQ

f(x1; : : : ; xn; xn+1) = xn+1f(x1; : : : ; xn; 1) _ �xn+1f(x1; : : : ; xn; 0)

SLEDUET, ^TO FUNKCIQ f POLNOSTX@ OPREDELQETSQ PAROJ SWOIH PODFUNK-

CIJ f(x1; : : : ; xn; 1) I f(x1; : : : ; xn; 0). pOSKOLXKU POSLEDNIE TAKVE PRI-

NADLEVAT KLASSU Q, IMEEM

jQ(n+ 1)j � jQ(n)j2:

oTS@DA
2
n+1
q
jQ(n+ 1)j � 2

n
q
jQ(n)j: (1)

iZ (1) WYTEKAET NEWOZRASTANIE POSLEDOWATELXNOSTI 2
n
q
jQ(n)j. pOKAVEM,

^TO ONA OGRANI^ENA. eSLI Q NE PUSTO, TO

1 =
2
np
1 � 2

n
q
jQ(n)j � 2

n
q
jP2(n)j = 2

np
22

n

= 2: (2)

sLEDOWATELXNO, PREDEL POSLEDOWATELXNOSTI 2
n
q
jQ(n)j SU]ESTWUET I ZA-

KL@^EN W SEGMENTE [1; 2]. 2

iZ TEOREMY 2.1. SLEDUET, ^TO limn!1 2
n
q
jQ(n)j MOVNO PREDSTAWITX W

WIDE 2�, GDE 0 � � � 1. ~ISLO � NAZYWAETSQ HARAKTERISTIKOJ INWARI-

ANTNOGO KLASSA Q. iNOGDA MY BUDEM UKAZYWATX EGO W KA^ESTWE INDEKSA

PRI Q ILI Q(n). iZ SKAZANNOGO WY[E SLEDUET, ^TO

jQ�(n)j = 2�2
n(1+�n); GDE �n ! 0 PRI n!1: (3)

sLEDSTWIE 2.1. eSLI INWARIANTNYJ KLASS Q� NE SOWPADAET S P2;

TO � < 1:

w SAMOM DELE, PRI NEKOTOROM FIKSIROWANNOM m SU]ESTWUET FUNK-

CIQ g(x1; : : : ; xm) =2 Q. tAK KAK POSLEDOWATELXNOSTX 2
n
q
jQ(n)j NE WOZRAS-

TAET, TO

lim
n!1

2
n
q
jQ(n)j � 2

m
q
jQ(m)j � (22

m � 1)2
�m

< 2:

oTS@DA WYTEKAET UTWERVDENIE. 2

tEOREMA 2.2. CU]ESTWUET INWARIANTNYJ KLASS Q S HARAKTERISTI-

KOJ � = 1
2
.
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dOKAZATELXSTWO.

rASSMOTRIM KLASS Q, SOSTOQ]IJ IZ FUNKCIJ f(x1; : : : ; xn), PREDSTAWI-

MYH W WIDE

f(x1; : : : ; xn) = l(x1; : : : ; xn)&g(x1; : : : ; xn); (4)

GDE l| LINEJNAQ FUNKCIQ, A g| PROIZWOLXNAQ FUNKCIQ IZ P2, U KOTOROJ

KAVDAQ SU]ESTWENNAQ PEREMENNAQ QWLQETSQ SU]ESTWENNOJ PEREMENNOJ

FUNKCII l. lEGKO WIDETX, ^TO Q QWLQETSQ INWARIANTNYM KLASSOM.

nIVNQQ OCENKA jQ(n)j. wYBEREM LINEJNU@ FUNKCI@ l W (4) RAW-

NOJ x1 � : : : � xn. pUSTX B
n;1 | MNOVESTWO DWOI^NYH NABOROW DLINY n

S NE^ETNYM ^ISLOM KOORDINAT, RAWNYH 1. ~EREZ Nf OBOZNA^IM MNOVES-

TWO NABOROW, OBRA]A@]IH FUNKCI@ f W EDINICU. qSNO, ^TO Nl = Bn;1

I jBn;1j = 2n�1. sREDI FUNKCIJ g(x1; : : : ; xn) 2 P2 NAJDETSQ MNOVESTWO

G IZ 22
n�1

FUNKCIJ POPARNO OTLI^A@]IHSQ DRUG OT DRUGA NA MNOVEST-

WE Bn;1. qSNO, ^TO ^ISLO FUNKCIJ WIDA (4) S l = x1 � : : : � xn I g 2 G

RAWNO 22
n�1

. oTS@DA 22
n�1 � jQ(n)j.

wERHNQQ OCENKA jQ(n)j. pRI FIKSIROWANNOJ FUNKCII l = xi1� : : :�
xir IMEETSQ NE BOLEE 2

2r�1 � 22
n�1

RAZLI^NYH FUNKCIJ f 2 Q(n). ~ISLO

LINEJNYH FUNKCIJ, ZAWISQ]IH OT PEREMENNYH x1; : : : ; xn, RAWNO 2n+1.

pO\TOMU jQ(n)j � 2n+122
n�1

. tAKIM OBRAZOM

22
n�1 � jQ(n)j � 2n+122

n�1

:

oTS@DA

lim
n!1

2
n
q
jQ(n)j = 21=2:

tEM SAMYM INWARIANTNYJ KLASSQ S HARAKTERISTIKOJ � = 1=2 POSTROEN.

2

uPRAVNENIE 1. dOKAZATX, ^TO KLASS LINEJNYH FUNKCIJ QWLQETSQ

INWARIANTNYM S HARAKTERISTIKOJ 0.

uPRAVNENIE 2. dOKAZATX, ^TO KLASS MONOTONNYH FUNKCIJ QWLQETSQ

INWARIANTNYM S HARAKTERISTIKOJ 0. (uKAZANIE: wOSPOLXZOWATXSQ TEM,

^TO ^ISLO MONOTONNYH FUNKCIJ, ZAWISQ]IH OT PEREMENNYH x1; x2; : : : ; xn,

NE PREWOSHODIT n(
n

dn=2e)).

wOZNIKAET SLEDU@]IJ WOPROS. mOVNO LI DLQ L@BOGO � TAKOGO, ^TO

0 � � � 1 POSTROITX INWARIANTNYJ KLASS S HARAKTERISTIKOJ �?
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oTWET NA \TOT WOPROS ZAKL@^AETSQ W SLEDU@]EM. pRI � = 1 TAKOWYM

QWLQETSQ MNOVESTWO P2 WSEH BULEWYH FUNKCIJ, A PRI � 2 [0; 1) OTWETOM

QWLQETSQ TEOREMA, FORMULIROWKU KOTOROJ MY ZDESX PRIWEDEM:

tEOREMA 2.3. (s.w.qBLONSKIJ [2]) dLQ L@BOGO � 2 [0; 1) SU]ESTWU-

ET KONTINUUM POPARNO RAZLI^NYH INWARIANTNYH KLASSOW Q S HARAK-

TERISTIKOJ �.

oBOZNA^IM ^EREZ L(f) SLOVNOSTX MINIMALXNOJ SHEMY IZ FUNKCIO-

NALXNYH \LEMENTOW, REALIZU@]EJ FUNKCI@ f , I PUSTX L(n) = max
f2P2(n)

L(f),

LQ(n) = max
f2Q(n)

L(f). w DALXNEJ[EM ISPOLXZUETSQ

tEOREMA 2.4. (o.b.lUPANOW (SM.[3]))

L(n) =
2n

n
(1 + Æn); (5)

GDE Æn ! 0 PRI n!1.

CLEDU@]AQ TEOREMA TAKVE PRINADLEVIT o.b.lUPANOWU

tEOREMA 2.5. eSLI Q | INWARIANTNYJ KLASS S HARAKTERISTIKOJ �,

TO

LQ(n) � �
2n

n
(1 + �n); (6)

GDE �n ! 0 PRI n!1.

dOKAZATELXSTWO.

pUSTX k | CELOE ^ISLO, 1 � k � n. w SILU (3) IMEEM

jQ�(k)j = 2�2
k(1+�k); (7)

GDE �k ! 0 PRI k ! 1. mOVNO S^ITATX, ^TO FUNKCII f(x1; x2; : : : ; xk)

IZ Q(k) PRONUMEROWANY ^ISLAMI OT 1 DO mk, GDE mk = jQ(k)j. fUNKCII
fi POSTAWIM W SOOTWETSTWIE DWOI^NYJ WEKTOR (� i1; �

i

2; : : : ; �
i

l
) DLINY l =

dlogmke, QWLQ@]IJSQ DWOI^NYM RAZLOVENIEM ^ISLA i�1; i = 1; : : : ;mk.

|TOT WEKTOR NAZOWEM KODOM FUNKCII f(x1; x2; : : : ; xk). w SILU (7) IMEEM

l = dlogmke = �2k(1 + �k):
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pOKAVEM, KAK WY^ISLITX ZNA^ENIE PROIZWOLXNOJ FUNKCII f(x1; x2; : : : ; xn)

IZQ(n) NA PROIZWOLXNOM NABORE (�1; �2; : : : ; �n). rAZLOVIM f(x1; x2; : : : ; xn)

PO POSLEDNIM n� k PEREMENNYM:

f(x1; x2; : : : ; xn) =
_

(�k+1;:::;�n)

x
�k+1

k+1 ; : : : ; x
�n
n
&f(x1; : : : ; xk; �k+1; : : : ; �n): (8)

qSNO, ^TO FUNKCIQ f ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ NABOROM IZ 2n�k SWOIH
PODFUNKCIJ f(x1; : : : ; xk; �k+1; : : : ; �n), KAVDAQ IZ KOTORYH PRINADLEVIT

MNOVESTWU Q(k), A ZNA^IT, IMEET SWOJ KOD (�1; : : : ; �l). |TOT KOD ODNO-

ZNA^NO OPREDELQETSQ NABOROM (�k+1; : : : ; �n). sLEDOWATELXNO, DLQ OPRE-

DELENIQ KODA DOSTATO^NO WY^ISLITX l FUNKCIJ OT n � k PEREMENNYH.

pO KODU (�1; : : : ; �l) PODFUNKCII ODNOZNA^NO WOSSTANAWLIWAETSQ WEKTOR

(�1; : : : ; �2k) EE ZNA^ENIJ. dLQ \TOGO DOSTATO^NO WY^ISLITX 2k BULEWYH

FUNKCIJ, ZAWISQ]IH OT l PEREMENNYH. dALEE, PO WEKTORU ZNA^ENIJ POD-

FUNKCII f(x1; : : : ; xk; �k+1; : : : ; �n) I WEKTORU (�1; : : : ; �k) ZNA^ENIJ PERE-

MENNYH x1; : : : ; xk; OPREDELQETSQ ZNA^ENIE FUNKCII f(�1; : : : ; �n).

w SOOTWETSTWII S WY[ESKAZANNYM MOVNO SLEDU@[IM OBRAZOM PO-

STROITX SHEMU Sf , REALIZU@]U@ FUNKCI@ f I SOSTOQ]U@ IZ TREH BLO-

KOW (SM. RIS. 2.1).

rIS. 2.1
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bLOKA WY^ISLQET KOD (� i1; : : : ; �
i
l
) PODFUNKCII f(x1; : : : ; xk; �k+1; : : : ; �n)

PO ZNA^ENIQM �k+1; : : : ; �n PEREMENNYH xk+1; : : : ; xn, T.E. WY^ISLQET l FUNK-

CIJ \TIH PEREMENNYH.

pOLOVIW k = d1
2
log2 ne, W SILU (5) POLU^AEM, ^TO DLQ SLOVNOSTI L(A)

BLOKA A WYPOLNENO SLEDU@]EE:

L(A) � l
2n�k

n� k
(1 + Æn�k) � �2k(1 + �k)

2n�k

n� k
(1 + Æn�k) � �

2n

n
: (9)

bLOK B WY^ISLQET PO KODU PODFUNKCII WEKTOR EE ZNA^ENIIJ, T.E. WY-

^ISLQET 2k BULEWYH FUNKCIJ, ZAWISQ]IH OT l PEREMENNYH. w SILU (5)

POLU^AEM, ^TO SLOVNOSTX L(B) BLOKA B UDOWLETWORQET NERAWENSTWU

L(B) � 2k
2l

l
(1 + Æl) � 2k

2�(1+�k)2
k

�(1 + �k)2k
(1 + Æl) = O(2

p
n): (10)

bLOK C PO STOLBCU ZNA^ENIJ PODFUNKCII f(x1; : : : ; xk; �k+1; : : : ; �n)

I WEKTORU (�1; : : : ; �k) WY^ISLQET f(�1; : : : ; �k; �k+1; : : : ; �n). tEM SAMYM

ON WY^ISLQET NEKOTORU@ BULEWU, ZAWISQ]U@ OT k + 2k PEREMENNYH. w

SILU (5) POLU^AEM, DLQ SLOVNOSTI L(C) BLOKA C SLEDU@]EE NERAWENSTWO

L(C) � 22
k+k

2k + k
(1 + Æ2k+k) = O(2

p
n): (11)

iZ (9) | (11) WYTEKAET, ^TO

L(Sf ) � L(A) + L(B) + L(C) � �
2n

n
+O(2

p
n):

oTS@DA SLEDUET UTWERVDENIE. 2

oPREDELENIE 2.2. fUNKCI@ fn(x1; : : : ; xn) NAZOWEM SLOVNOJ, ESLI

L(fn) = L(n). bESKONE^NU@ POSLEDOWATELXNOSTX BULEWYH FUNKCIJ

(f1(x1); f2(x1; x2); : : : ; fn(x1; : : : ; xn); : : : ; ) NAZOWEM SLOVNOJ, ESLI DLQ

L@BOGO N SU]ESTWUET n � N TAKOE, ^TO FUNKCIQ fn(x1; : : : ; xn) QWLQ-

ETSQ SLOVNOJ.

oPREDELENIE 2.3. aLGORITM, STROQ]IJ BESKONE^NU@ POSLEDOWA-

TELXNOSTX BULEWYH FUNKCIJ (fi(x1; : : : ; xi))
1
i=1 IZ P2 NAZYWAETSQ PRA-

WILXNYM, ESLI ON STROIT WSE FUNKCII MINIMALXNOGO INWARIANTNO-

GO KLASSA, SODERVA]EGO \TU POSLEDOWATELXNOSTX.
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tEOREMA 2.6. (s.w.qBLONSKIJ) l@BOJ PRAWILXNYJ ALGORITM, STRO-

Q]IJ SLOVNU@ POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ (fi(x1; : : : ; xi))
1
i=1 IZ P2

STROIT WSE MNOVESTWO P2.

dOKAZATELXSTWO.

pREDPOLOVIM PROTIWNOE. tOGDA POSLEDOWATELXNOSTX (fi(x1; : : : ; xi))
1
i=1

SODERVITSQ W NEKOTOROM INWARIANTNOM KLASSE Q� 6= P2. pRI \TOM � < 1

W SILU cLEDSTWIQ 2.1.. pO TEOREME 2.4. DLQ L@BOJ FUNKCII g 2 Q�(n)

MOVNO POSTROITX sf| Sg TAKU@, ^TO L(Sg) � �(1 + �n) 2
n=n, GDE

�n ! 0 PRI n ! 1. nO DLQ SKOLX UGODNO BOLX[OGO n KLASS Q� SODER-

VIT FUNKCI@ f(x1; : : : ; xn), DLQ KOTOROJ L(f) = L(n). w SILU (5) IMEEM

L(f) = (1 + Æn)2
n=n, GDE Æn ! 0 PRI n!1. pRI DOSTATO^NO BOLX[IH n

PRIHODIM K PROTIWORE^I@. 2

zAME^ANIE 2.1. tEOREMA 2.6. OSTAETSQ, O^EWIDNO, SPRAWEDLIWOJ, ES-

LI NAZWATX SLOVNOJ TAKU@ POSLEDOWATELXNOSTX, KOTORAQ SODER-

VIT BESKONE^NU@ PODPOSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ fik( exik), UDOWLE-
TWORQ@]IH USLOWI@ L(fik) � (1 � �ik)2

ik=ik, GDE �ik ! 1 PRI k ! 1
(T.E. PODPOSLEDOWATELXNOSTX NE \SAMYH SLOVNYH", A \PO^TI SAMYH

SLOVNYH" FUNKCIJ).
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3 lOKALXNYE ALGORITMY

w PARAGRAFE DAETSQ PONQTIE LOKALXNOGO ALGORITMA, WWEDENNOE`.i.vU-

RAWLEWYM (SM. [1] I [2]), I IZLAGA@TSQ NEKOTORYE REZULXTATY IZ TEORII

LOKALXNYH ALGORITMOW. w ^ASTNOSTI, DOKAZYWAETSQ NERAZRE[IMOSTX W

KLASSE LOKALXNYH ALGORITMOW PROIZWOLXNOGO KONE^NOGO INDEKSA ZADA^I

O WHOVDENII KON_@NKCII IZ SOKRA]ENNOJ dnf BULEWOJ FUNKCII W HOTQ

BY W ODNU MINIMALXNU@ dnf \TOJ FUNKCII.

w PERWOJ ^ASTI PARAGRAFA DAETSQ OPREDELENIE LOKALXNOGO ALGORIT-

MA I DOKAZYWA@TSQ UTWERVDENIQ O RASPOZNAWANII SWOJSTW KON_@NKCIJ

WHODITX W TUPIKOWYE dnf. pOKAZANO, ^TO RASPOZNAWANIE SWOJSTWA KON_-

@NKCII \WHODITX WO WSE TUPIKOWYE" ILI \WHODITX HOTQ BY W ODNU TUPI-

KOWU@ dnf" PROIZWOLXNOJ FUNKCII MOVNO OSU]ESTWITX S POMO]X@ LO-

KALXNOGO ALGORITMA OGRANI^ENNOGO INDEKSA, T.E. NA OSNOWE INFORMACII

O STROENII NEKOTOROJ OKRESTNOSTI OGRANI^ENNOGO PORQDKA RASSMATRI-

WAEMOJ KON_@NKCII (SM. SLEDSTWIQ 3.1. I 3.2.). wO WTOROJ ^ASTI DOKAZY-

WAETSQ, ^TO SWOJSTWO KON_@NKCII WHODITX HOTQ BY W ODNU MINIMALXNU@

dnf NE RASPOZNAETSQ W OB]EM SLU^AE ALGORITMAMI L@BOGO KONE^NOGO

INDEKSA (SLEDSTWIE 3.4.). iZLOVENIE WEDETSQ S NEKOTORYMI UPRO]ENIQMI

PO SRAWNENI@ S [2].

oPREDELENIQ I OB]IE SWEDENIQ.
nIVE RE^X IDET O LOKALXNYH ALGORITMAH, PREDNAZNA^ENNYH DLQ UPRO-

]ENIQ dnf. wHODOM ALGORITMA QWLQETSQ SOKRA]ENNAQ dnf. aLGORITM

RASSTAWLQET OTMETKI NAD KON_@NKCIQMI. oTMETKI NESUT INFORMACI@

O WYPOLNENII ILI NEWYPOLNENII NEKOTORYH SWOJSTW. wY^ISLENIE OTME-

TOK NOSIT LOKALXNYJ HARAKTER W TOM SMYSLE, ^TO ZNA^ENIE POMETOK QW-

LQETSQ ODNOZNA^NOJ FUNKCIEJ OKRESTNOSTI RASSMATRIWAEMOJ KON_@NK-

CII I POMETOK KON_@NKCIJ IZ \TOJ OKRESTNOSTI. pONQTIE OKRESTNOSTI

KON_@NKCII W dnf OPREDELQETSQ PO INDUKCII.

oPREDELENIE 3.1. oKRESTNOSTX S0(K;D) NULEWOGO PORQDKA KON_-

@NKCII K W dnf D OPREDELQETSQ RAWENSTWOM

S0(K;D) = fKg:

pUSTX OKRESTNOSTX Sr(K;D) PORQDKA r � 0 KON_@NKCII K W dnf D

UVE OPREDELENA. tOGDA OKRESTNOSTX PORQDKA r + 1 KON_@NKCII K W
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dnf D OPREDELQETSQ RAWENSTWOM

Sr+1(K;D) = fL 2 D : 9K 2 Sr(K;D) : NK \NL 6= ;g:

rIS.3.1

pRIMER. pUSTX D = D
SOKR

f = K1 _
_ K2 _ K3 _ K4, GDE K1 = �x1�x2,

K2 = �x1x3, K3 = x2x3, K4 = x1x2.

tOGDA (SM. RIS. 3.1) S0(K2; D) = K2;

S1(K2; D) = fK1;K2;K3g I Sr(K2; D) =

fK1;K2;K3;K4g; PRI r � 2.

nIVE RASSMATRIWA@TSQ SLEDU@]IE

SWOJSTWA KON_@NKCIJ K:

10 K WHODIT WO WSE TUPIKOWYE dnf FUNKCII f .

20 K WHODIT W HOTQ BY W ODNU TUPIKOWU@ dnf

FUNKCII f .

30 K WHODIT W HOTQ BY W ODNU MINIMALXNU@

dnf FUNKCII f .

zNA^ENIQ FUNKCII 'i, WY^ISLQ@]EJ POMETKU, OTNOSQ]U@SQ K SWOJ-

STWU i = 1; 2; 3; WYBIRA@TSQ SLEDU@]IM OBRAZOM:

'i(K;Sr(K;D)) =

8>>><>>>:
1; ESLI SWOJSTWO WYPOLNENO;

0; ESLI SWOJSTWO NE WYPOLNENO;

�; ESLI NEIZWESTNO; WYPOLNENO LI SWOJSTWO:

fUNKCII 'i OBLADA@T SLEDU@]IM SWOJSTWOM LOKALXNOSTI: DLQ L@BYH

DWUH dnf D I D0, SODERVA]IH SLAGAEMOE K, WYPOLNQETSQ RAWENSTWO

'i(K;Sr(K;D)) = 'i(K;Sr(K;D
0)) (12)

rAWENSTWO OKRESTNOSTEJ PODRAZUMEWAET NE TOLXKO SOWPADENIE OKREST-

NOSTEJ KAK MNOVESTW, NO I RAWENSTWO POMETOK NAD SOOTWETSTWU@]IMI

KON_@NKCIQMI.

lOKALXNYJ ALGORITM INDEKSA r PREOBRAZUET SOKRA]ENNU@ dnf BEZ

POMETOK (ILI, ^TO TO VE, S POMETKAMI WIDA \ � ") W dnf, SOSTOQ]U@

IZ TEH VE KON_@NKCIJ, NO S POMETKAMI, NESU]IMI INFORMACI@ O WHOV-

DENII IH W dnf TOGO ILI INOGO TIPA. pRI WY^ISLENII POMETKI NAD
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O^EREDNOJ KON_@NKCIEJ ALGORITM ISPOLXZUET INFORMACI@ O EE OKREST-

NOSTI PORQDKA r S U^ETOM UVE WY^ISLENNYH POMETOK NAD KON_@NKCIQMI

IZ \TOJ OKRESTNOSTI. aLGORITM RABOTAET SLEDU@]IM OBRAZOM:

1: nUMERU@TSQ NEKOTORYM OBRAZOM KON_@NKCII K IZ D
SOKR

f
. wSE PO-

METKI NAD KON_@NKCIQMI W NA^ALXNYJ MOMENT RAWNY \� ".

2: wYBIRAETSQ PERWAQ PO NOMERU KON_@NKCIQ K. wY^ISLQ@TSQ ODNA

ILI NESKOLXKO FUNKCIJ 'i; i = 1; 2; 3, PO PARE (K;Sr(K;D)). w REZULX-

TATE WY^ISLENIQ LIBO HOTQ BY ODNA POMETKA IZMENQETSQ, LIBO NET. w

PERWOM SLU^AE ZANOWO NUMERUEM KON_@NKCII I PRODOLVAEM PROCESS S

U^ETOM NOWYH POMETOK. wO WTOROM SLU^AE PEREHODIM K SLEDU@]EJ PO

NOMERU KON_@NKCII. eSLI NOMER KON_@NKCII OKAZALSQ POSLEDNIM, I NI

ODNA OTMETKA NE IZMENILASX POSLE O^EREDNOJ PERENUMERACII, ALGORITM

ZAKAN^IWAET RABOTU. rEZULXTATOM QWLQETSQ dnf D
SOKR

f
S TEMI POMETKA-

MI NAD KON_@NKCIQMI, KOTORYE UDALOSX WY^ISLITX.

w DALXNEJ[EM ISPOLXZU@TSQ SLEDU@]IE IZWESTNYE W TEORII dnf

PONQTIQ I FAKTY. mNOVESTWO WSEH NABOROW (�1; : : : ; �n) TAKIH, ^TO �i 2
f0; 1g; i = 1; : : : ; n; NAZYWAETSQ n-MERNYM EDINI^NYM KUBOM I OBOZNA-

^AETSQ ^EREZ Bn. pOLOVIM Nf = f~� 2 Bn : f(~�) = 1g. gRANX@ KU-

BA Bn NAZYWAETSQ MNOVESTWO g, DLQ KOTOROGO SU]ESTWUET KON_@NKCIQ

K, ZAWISQ]AQ (NE OBQZATELXNO SU]ESTWENNO) OT PEREMENNYH x1; : : : ; xn,

TAKAQ, ^TO g = NK . rAZMERNOSTX@ GRANI g NAZYWAETSQ ^ISLO log2 jgj.
gRANX RAZMERNOSTI 1 NAZYWAETSQ REBROM. gRANX NAZYWAETSQ INTERWA-

LOM FUNKCII f , ESLI g � Nf , I MAKSIMALXNYM INTERWALOM FUNKCII f ,

ESLI g NE SODERVITSQ NI W KAKOM DRUGOM EE INTERWALE. kON_@NKCII,

SOOTWETSTWU@]IE INTERWALAM (MAKSIMALXNYM INTERWALAM) FUNKCII f

NAZYWA@TSQ IMPLIKANTAMI (SOOTWETSTWENNO, PROSTYMI IMPLIKANTAMI

FUNKCII f). dIZ_@NKCIQ WSEH PROSTYH IMPLIKANT FUNKCII f NAZY-

WAETSQ EE SOKRA]ENNOJ dnf I OBOZNA^AETSQ ^EREZ D
SOKR

f
. gOWORQT, ^TO

WER[INA ~� 2 Bn POKRYWAETSQ KON_@NKCIEJ K, ESLI ~� 2 NK . kON_@NK-

CIQ K POGLO]AETSQ FUNKCIEJ f (POGLO]AETSQ dnf D), ESLI NK � Nf

(SOOTWETSTWENNO, ESLI NK � ND). ~EREZ D n K OBOZNA^IM dnf, POLU-

^ENNU@ IZ D OTBRASYWANIEM SLAGAEMOGO K. dRUGIE ISPOLXZUEMYE, NO

NEOPREDELQEMYE ZDESX PONQTIQ MOVNO NAJTI W [2] ILI [3]. w ^ASTNOSTI,

ZDESX ISPOLXZUETSQ SLEDU@]AQ

lEMMA 3.1. pUSTX f | PROIZWOLXNAQ BULEWA FUNKCIQ. tOGDA

1: dnf D
SOKR

f
REALIZUET FUNKCI@ f .
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2: wSQKAQ TUPIKOWAQ, A ZNA^IT, I WSQKAQ MINIMALXNAQ dnf FUNK-

CII f MOVET BYTX POLU^ENA IZ D
SOKR

f
PUTEM OTBRASYWANIQ NEKOTORYH

SLAGAEMYH.

o WHOVDENII KON_@NKCII W TUPIKOWYE dnf

oPREDELENIE 3.2. kON_@NKCIQ K 2 D
SOKR

f
NAZYWAETSQ QDROWOJ, ES-

LI SU]ESTWUET ~� 2 NK TAKAQ, ^TO L(~�) = 0 DLQ L@BOJ KON_@NKCII

L 2 D
SOKR

f
nK. mNOVESTWO WSEH QDROWYH KON_@NKCIJ FUNKCII f NAZY-

WAETSQ EE QDROM.

tEOREMA 3.1. (W.V.Quine) kON_@NKCIQ K 2 D
SOKR

f
SODERVITSQ WO

WSEH TUPIKOWYH dnf FUNKCII f TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ONA

WHODIT W QDRO \TOJ FUNKCII.

dOKAZATELXSTWO.

nEOBHODIMOSTX. pUSTX KON_@NKCIQ K WHODIT WO WSE TUPIKOWYE dnf

FUNKCII f , NO NE WHODIT W EE QDRO. tOGDA DLQ KAVDOJ WER[INY ~�i 2 NK

SU]ESTWUET KON_@NKCIQ Ki 2 D
SOKR

f TAKAQ, ^TO Ki(~�i) = 1. pO\TOMU UDA-

LENIE K IZ D
SOKR

f
PRIWODIT K \KWIWALENTNOJ dnf. pRODOLVIW UDALENIE

SLAGAEMYH IZD
SOKR

f S SOHRANENIEM \KWIWALENTNOSTI, PRIDEM K NEKOTOROJ

TUPIKOWOJ dnf FUNKCII f , NE SODERVA]EJ K. pOLU^AEM PROTIWORE^IE.

dOSTATO^NOSTX. iZ OPREDELENIQ QDRA SLEDUET, ^TO UDALENIE QDROWOJ

KON_@NKCII K IZ D
SOKR

f
PRIWODIT K dnf, KOTORAQ NE \KWIWALENTNA

D
SOKR

f
, A, ZNA^IT, NE REALIZUET f . uTWERVDENIE SLEDUET TEPERX IZ LEM-

MY 3.1.. 2

sLEDSTWIE 3.1. sWOJSTWO WHOVDENIQ K WO WSE TUPIKOWYE dnf FUNK-

CII f MOVNO USTANOWITX PO S1(K;D
SOKR

f
).

dOKAZATELXSTWO.

w SILU TEOREMY kWAJNA DOSTATO^NO DOKAZATX, ^TO SWOJSTWO KON_-

@NKCII K \WHODITX W QDRO" MOVNO USTANOWITX PO EE OKRESTNOSTI

S1(K;D
SOKR

f ). w SAMOM DELE, DOSTATO^NO WYQSNITX, POGLO]AETSQ LI KON_-

@NKCIQ K DIZ_@NKCIEJ KON_@NKCIJ, SODERVA]IHSQ W S1(K;D
SOKR

f
) I

OTLI^NYH OT K. 2
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oPREDELENIE 3.3. pU^KOM S CENTROM W ~� OTNOSITELXNO dnf D NA-

ZYWAETSQ MNOVESTWO

�(~�;D) = fK 2 D : K(~�) = 1g:

oPREDELENIE 3.4. pUSTX D | dnf, A K | SLAGAEMOE \TOJ dnf.

tO^KA ~� 2 ND NAZYWAETSQ REGULQRNOJ OTNOSITELXNO (K;D), ESLI

1: K(~�) = 1;

2: sU]ESTWUET ~� 2 ND TAKAQ, ^TO K( ~�) = 0 I �(~�;D) � �(~�;D):

oPREDELENIE 3.5. pUSTX D | dnf, A K | SLAGAEMOE \TOJ dnf.

kON_@NKCIQ K NAZYWAETSQ REGULQRNOJ OTNOSITELXNO D, ESLI WSQKAQ

TO^KA ~� 2 NK QWLQETSQ REGULQRNOJ OTNOSITELXNO (K;D).

tEOREMA 3.2. ( `.i.vURAWLEW). kON_@NKCIQ K 2 D
SOKR

f
NE SODER-

VITSQ NI W ODNOJ TUPIKOWOJ dnf FUNKCII f TOGDA I TOLXKO TOGDA,

KOGDA ONA REGULQRNA OTNOSITELXNO D
SOKR

f .

dOKAZATELXSTWO.

nEOBHODIMOSTX. pUSTX SU]ESTWUET TO^KA ~� 2 NK , NE QWLQ@]AQSQ RE-

GULQRNOJ OTNOSITELXNO (K;D
SOKR

f ). uDALIM IZ D
SOKR

f WSE KON_@NKCII

PU^KA �(~�;D
SOKR

f
) ZA ISKL@^ENIEM K. pOLU^ENNAQ dnf D WSE E]E REA-

LIZUET FUNKCI@ f , IBO W PROTIWNOM SLU^AE NA[LASX BY TO^KA ~� 2 Nf

TAKAQ, ^TO K( ~�) = 0 I �(~�;D
SOKR

f
) � �(~�;D

SOKR

f
); ^TO PROTIWORE^ILO BY

PREDPOLOVENI@ O TOM, ^TO TO^KA ~� 2 NK , NE QWLQETSQ REGULQRNOJ. oT-

BRASYWAQ, ESLI PONADOBITSQ, NEKOTORYE SLAGAEMYE IZ dnf D, POLU^IM

TUPIKOWU@ dnf. pRI \TOM KON_@NKCIQ K NE MOVET BYTX OTBRO[ENA,

IBO TOLXKO ONA POKRYWAET TO^KU ~�. sLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET TUPIKO-

WAQ dnf FUNKCII f , SODERVA]AQ KON_@NKCI@ K.

dOSTATO^NOSTX. pUSTX KON_@NKCIQ K REGULQRNA OTNOSITELXNO D
SOKR

f
.

pREDPOLOVIM, ^TO NEKOTORAQ TUPIKOWAQ dnf D FUNKCII f SODERVIT

SLAGAEMOE K. w SILU REGULQRNOSTI K DLQ L@BOGO ~� 2 NK SU]ESTWUET
~� 2 ND nNK TAKOE, ^TO

�(~�;D
SOKR

f
) � �(~�;D

SOKR

f
): (13)

pOSKOXKU ~� 2 ND, W D SU]ESTWUET SLAGAEMOE K( ~�) IZ �(~�;D
SOKR

f
). nO

W SILU (13) IMEEM ~� 2 N
K( ~�). |TO OZNA^AET, ^TO KAVDAQ TO^KA ~� 2
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NK OBRA]AET W EDINICU NEKOTOROE SLAGAEMOE dnf D, OTLI^NOE OT K.

sLEDOWATELXNO, UDALENIE K IZ D PRIWODIT K dnf, REALIZU@]EJ f , ^TO

PROTIWORE^IT PREDPOLOVENI@ O TUPIKOWOSTI dnf D. 2

sLEDSTWIE 3.2. sWOJSTWO KON_@NKCII K \BYTX REGULQRNOJ OTNOSI-

TELXNO dnf D
SOKR

f
", A TEM SAMYM, I SWOJSTWA \WHODITX HOTQ BY W

ODNU TUPIKOWU@ dnf FUNKCII f", MOVNO USTANOWITX PO EE OKREST-

NOSTI S2(K;D
SOKR

f
).

dOKAZATELXSTWO.

w SAMOM DELE, TREBUETSQ USTANOWITX DLQ KAVDOJ TO^KI ~� IZ NK ,

QWLQETSQ LI \TA TO^KA REGULQRNOJ. dLQ \TOGO NADO SRAWNITX PU^KI S

CENTRAMI W TO^KAH IZ NK S PU^KAMI, CENTRY KOTORYH NAHODQTSQ WO

MNOVESTWAH WIDA NL, GDE L | KON_@NKCIQ IZ S1(K;D
SOKR

f ). nO

�(~�;D
SOKR

f
) � S1(K;D

SOKR

f
) DLQ L@BOJ TO^KI ~� 2 NK . w TO VE WREMQ,

�(~�;D
SOKR

f ) � S2(K;D
SOKR

f ) DLQ L@BOJ TO^KI ~� 2 NL, GDE L | KON_@NK-

CIQ IZ S1(K;D
SOKR

f
). tAKIM OBRAZOM, WSE KON_@NKCII, SODERVA]IESQ W

RASSMATRIWAEMYH PU^KAH, PRINADLEVAT S2(K;D
SOKR

f ). 2

wHOVDENIE KON_@NKCII HOTQ BY W ODNU MINIMALX-
NU@ dnf

rASSTOQNIEM MEVDU DWOI^NYMI NABORAMI e� = (�1; : : : ; �n) I
e� =

(�1; : : : ; �n) NAZYWAETSQ ^ISLO

�( e�; e�) = nX
i=1

j �i � �i j :

pOSLEDOWATELXNOSTX WER[IN e�1; : : : ; e�m 2 Bn NAZYWAETSQ CEPX@, ESLI

WYPOLNENY USLOWIQ:

1: �( e�i; e�i+1) = 1; DLQ WSEH i = 1; : : : ;m� 1;

2: �( e�i; e�j) > 1; DLQ WSEH i; j TAKIH, ^TO j i� j j> 1:

fUNKCIQ f( ex) NAZYWAETSQ CEPNOJ, ESLI MOVNO UPORQDO^ITX NABORY
IZ Nf TAK, ^TO OBRAZUETSQ CEPX.

lEMMA 3.2. pUSTX f - CEPNAQ FUNKCIQ I j Nf j= m > 1. tOGDA

1: wSE MAKSIMALXNYE GRANI f QWLQ@TSQ REBRAMI.

2: pUSTX NABORY e�1; : : : ; e�m MNOVESTWA Nf W UKAZANNOM PORQDKE

OBRAZU@T CEPX. pOLOVIM Ni = f e�i; e�i+1g; i = 1; : : : ;m � 1, I PUSTX
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Ki |KON_@NKCIQ, SOOTWETSTWU@]AQ REBRU Ni. tOGDA D
SOKR

f
= K1 _

K2 _ : : : _Km�1.
3: pUSTX m = 2s, TOGDA D = K1 _ K3 : : : _ K2s�1 | EDINSTWENNAQ

MINIMALXNAQ dnf FUNKCII f .

dOKAZATELXSTWO.

uTWERVDENIE 1 SLEDUET IZ TOGO, ^TO, S ODNOJ STORONY, KAVDAQ WER[INA

SODERVITSQ HOTQ BY W ODNOM REBRE, A S DRUGOJ STORONY, W SILU SWOJSTWA

2 OPREDELENIQ CEPI GRANI RAZMERNOSTI 2 OTSUTSTWU@T.

uTWERVDENIE 2 SLEDUET IZ UTWERVDENIQ 1.

mINIMALXNOSTX dnf D SLEDUET IZ TOGO, ^TO WSE MAKSIMALXNYE GRA-

NI CEPNOJ FUNKCII QWLQ@TSQ REBRAMI, KAVDOE IZ KOTORYH SODERVIT DWE

WER[INY, A DLQ POKRYTIQ 2s WER[IN CEPI TREBUETSQ NE MENEE s REBER.

eDINSTWENNOSTX MINIMALXNOJ dnf D, SOSTOQ]EJ IZ KON_@NKCIJ S

NE^ETNYMI NOMERAMI, DOKAVEM OT PROTIWNOGO. eSLI BY SU]ESTWOWALA

E]E ODNA MINIMALXNAQ dnf D0 6= D, TO W NEJ NA[LASX BY KON_@NK-

CIQ WIDA K2i TAKAQ, ^TO NK2i
= f e�2i; e�2i+1g: pUSTX i | NAIMENX[EE

CELOE TAKOE, ^TO KON_@NKCIQ K2i QWLQETSQ SLAGAEMYM dnf D0. kON_-
@NKCIQK1 WHODIT W dnfD0 KAK QDROWAQ.oB_EDINENIE MNOVESTWA REBER
N1; : : : ; N2i�1; N2i SODERVIT 2i + 1 WER[IN IZ Nf . dLQ POKRYTIQ OSTAW-

[IHSQ 2m� 2i� 1 WER[IN TREBUETSQ E]E PO MENX[EJ MERE m� i REBER.

sLEDOWATELXNO, dnf D0 IMEET NE MENEE m+ 1 SLAGAEMYH. oTS@DA I IZ

PUNKTA 1 WYTEKAET, ^TO D0 NE QWLQETSQ MINIMALXNOJ. 2

zAME^ANIE 3.1. w DALXNEJ[EM PODRAZUMEWAETSQ, ^TO WER[INY MNO-

VESTWA Nf , A TAKVE KON_@NKCII W D
SOKR

f
CEPNOJ FUNKCII f PRONUME-

ROWANY W SOOTWETSTWII S PUNKTOM 2 LEMMY 3:2::

sLEDSTWIE 3.3. eSLI FUNKCIQ f CEPNAQ I Nf ^ETNO, TO PRI \ESTES-

TWENNOJ" NUMERACII KON_@NKCIJ IZ DSOKR

f
NI ODNA KON_@NKCIQ S ^ET-

NYM NOMEROM NE WHODIT W EE EDINSTWENNU@ MINIMALXNU@ dnf.

pOSLEDOWATELXNOSTX WER[IN e�1; : : : ; e�2m 2 Bn;m > 2 NAZYWAETSQ

CIKLOM, ESLI WYPOLNENY USLOWIQ:

1: �( e�i; e�i+1) = 1 DLQ WSEH i = 1; : : : ; 2m� 1;

2: �( e�i; e�j) > 1 DLQ WSEH i; j TAKIH, ^TO ji� jj > 1 (mod 2m);

3: �( e�2m; e�1) = 1:
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lEMMA 3.3. dLQ L@BOGO n � 3 W Bn SU]ESTWUET CIKL S 2n WER[INAMI.

dOKAZATELXSTWO.

pRIMEROM TAKOGO CIKLA W Bn QWLQETSQ POSLEDOWATELXNOSTX

Sn = (00 : : : 00); (00 : : : 01); : : : ; (11 : : : 11); (11 : : : 10); : : : ; (10 : : : 00);

W KOTOROJ ^ISLO EDINIC W O^EREDNOM NABORE SNA^ALA UWELI^IWAETSQ NA

1, A ZATEM, DOSTIGNUW n, POSLEDOWATELXNO UMENX[AETSQ NA 1. 2

fUNKCIQ f( ex) NAZYWAETSQ CIKLI^ESKOJ, ESLI MOVNO UPORQDO^ITX NA-
BORY IZ Nf TAK, ^TO OBRAZUETSQ CIKL. oBOZNA^IM ^EREZ D[M

f
dnf, SO-

STOQ]U@ IZ WSEH KON_@NKCIJ, WHODQ]IH HOTQ BY W ODNU MINIMALXNU@

dnf FUNKCII f .

lEMMA 3.4. pUSTX f | CIKLI^ESKAQ FUNKCIQ. tOGDA

1: wSE MAKSIMALXNYE GRANI f QWLQ@TSQ REBRAMI.

2: pUSTX TO^KI e�1; : : : ; e�2s MNOVESTWA Nf W UKAZANNOM PORQD-

KE OBRAZU@T CIKL. pUSTX Ni = f e�i; e�i+1g; i = 1; : : : ; 2s � 1, I N2s =

f e�2s; e�1g | REBRA \TOGO CIKLA. oBOZNA^IM ^EREZ Ki KON_@NKCI@, SO-

OTWETSTWU@]U@ REBRU Ni. tOGDA D
SOKR

f = K1 _K2 _ : : : _K2s.

3: sU]ESTWU@T ROWNO DWE MINIMALXNYE dnf:

D1 = K1 _K3 _ : : : _K2s�1 I D2 = K2 _K4 _ : : : _K2s:

4: D[M
f

= D
SOKR

f
.

dOKAZATELXSTWO.

uTWERVDENIQ 1 I 2 DOKAZYWA@TSQ ANALOGI^NO SOOTWETSTWU@]IM PUNK-

TAM LEMMY 3.2..

mINIMALXNOSTX dnf D1 I D2 TAKVE WYTEKAET PO SOOBRAVENIQM,

ANALOGI^NYM TEM, ^TO ISPOLXZOWALISX W LEMME 3.2.. tO, ^TO DRUGIH MI-

NIMALXNYH dnf NET, WYTEKAET IZ TOGO, ^TO ESLI W dnf WHODQT KON_-

@NKCII S NOMERAMI RAZNOJ ^ETNOSTI, TO, KAK I W LEMME 3.2., TAKAQ dnf

SODERVIT NE MENEE s KON_@NKCIJ. uTWERVDENIE 4 WYTEKAET IZ PUNKTOW

2 I 3. 2

tEOREMA 3.3. (`.i.vURAWLEW). dLQ L@BOGO r SU]ESTWU@T n I f( exn)
TAKIE, ^TO

1: D[M
f

= D
SOKR

f
;
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2: dLQ L@BOJ KON_@NKCII K 2 D
SOKR

f
SU]ESTWUET FUNKCIQ hK TA-

KAQ, ^TO

Sr(K;D
SOKR

f
) = Sr(K;D

SOKR

hK
) (14)

I K =2 D[M
hK

:

dOKAZATELXSTWO.

zAFIKSIRUEM r. pUSTX n > r + 3. pUSTX f = f(x1; : : : ; xn) | CIKLI-

^ESKAQ FUNKCIQ TAKAQ, ^TO MNOVESTWO Nf SOSTOIT IZ WER[IN CIKLA Sn,

OPREDELENNOGO W LEMME 3.3.. tOGDA D[M
f

= D
SOKR

f
W SILU LEMMY 3.4..

pUSTX K 2 D
SOKR

f I m ESTX NE^ETNOE ^ISLO IZ PARY (r; r+1). oPREDE-

LIM FUNKCI@ hK SLEDU@]IM OBRAZOM. pOLOVIM NhK
=

S
L2Sm(K;D

SOKR

f
)
NL:

qSNO, ^TO hK | CEPNAQ FUNKCIQ I jNhK
j = 4m. kROME TOGO, K 2 D

SOKR

hK
,

I PRI \TOM W ESTESTWENNOJ NUMERACII SLAGAEMYH W D
SOKR

hK
KON_@NKCIQ

K IMEET NOMER 2m, A ZNA^IT, W SILU cLEDSTWIQ 3.3., ONA NE WHODIT W

EDINSTWENNU@ MINIMALXNU@ dnf FUNKCII hK. 2

sLEDSTWIE 3.4. dLQ L@BOGO r SU]ESTWU@T ^ISLO n I FUNKCIQ f( exn)
TAKIE, ^TO NIKAKOJ LOKALXNYJ ALGORITM A INDEKSA r S PROIZWOLXNOJ

FUNKCIEJ WY^ISLENIQ POMETOK ', UDOWLETWORQ@]EJ USLOWI@ LOKALX-

NOSTI (12) I IME@]EJ WID:

'(K;Sr(K;D
SOKR

f )) =

8>>><>>>:
1; ESLI K 2 D[M

f
;

0; ESLI K =2 D[M
f ;

�; ESLI ZNA^ENIE ' NEIZWESTNO;

NE MOVET IZMENITX OTMETKU NI NAD ODNOJ KON_@NKCIEJ IZ D
SOKR

f
.

dOKAZATELXSTWO.

w SAMOM DELE, ALGORITM A INDEKSA r PRINIMAET RE[ENIE O WHOVDE-

NII ILI NEWHOVDENII KON_@NKCII K W dnf D[M
f TOLXKO PO OKREST-

NOSTI KON_@NKCII K PORQDKA r. nA PERWOM [AGE ALGORITMA WSE POMET-

KI NAD KON_@NKCIQMI RAWNY\-". pO\TOMU W SILU RAWENSTWA (14) SWOJ-

STWO LOKALXNOSTI (12) WYPOLNENO DLQ OPREDELENNOJ WY[E FUNKCII ',

L@BOJ KON_@NKCII K IZ D
SOKR

f I PARY dnf (D;D0), GDE D = D
SOKR

f I

D0 = D
SOKR

hK
. pO\TOMU ZNA^ENIE FUNKCII ' NE MOVET BYTX OPREDELENNYM.

w SAMOM DELE, ZNA^ENIE POMETKI \0" PROTIWORE^IT TOMU, ^TO K 2 D[M
f

,

A ZNA^ENIE \1" | TOMU, ^TO K =2 D[M
hK

: 2
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4 tEOREMA kUKA

wWEDENIE. w PARAGRAFE DOKAZYWAETSQ TEOREMA kUKA. cENTRALXNYMI

PONQTIQMI QWLQ@TSQ (POLINOMIALXNAQ) SWODIMOSTX QZYKOW, DETERMINI-

ROWANNYE I NEDETERMINIROWANNYE MA[INY tX@RINGA, KLASSY P I NP ,

NP -POLNOTA. pRI IZLOVENII ISPOLXZOWALISX ISTO^NIKI [1], [2] I [3].

sU]ESTWUET BOLX[OJ KLASS WY^ISLITELXNYH ZADA^, ZAKL@^A@]IJSQ

W RASPOZNAWANII TEH ILI INYH SWOJSTW GRAFOW, CELYH ^ISEL, MASSIWOW

CELYH ^ISEL (WEKTOROW, MATRIC I T.P.), KONE^NYH MNOVESTW, BULEWYH

FORMUL I DR. pOSREDSTWOM KODIROWANIQ TAKIH OB_EKTOW MNOVESTWAMI

SLOW \TI ZADA^I MOGUT BYTX PREWRA]ENY W ZADA^I RASPOZNAWANIQ QZY-

KOW. tEM SAMYM WOPROS O SLOVNOSTI SAMYH RAZNOOBRAZNYH WY^ISLI-

TELXNYH ZADA^ SWODITSQ K WOPROSU O SLOVNOSTI RASPOZNAWANIQ QZYKOW.

pRINQTO S^ITATX, ^TO ZADA^A RE[AETSQ \FFEKTIWNO, ESLI SU]ESTWU-

ET ALGORITM EE RE[ENIQ SO WREMENEM RABOTY, KOTOROE OGRANI^ENO PO-

LINOMOM OT RAZMERA WHODNYH DANNYH. wPERWYE \TU RABO^U@ GIPOTEZU

WYDWINUL I STAL ZA]I]ATX dVEK |DMONDS [4]. tEOREMA sT. kUKA I PO-

NQTIE POLINOMIALXNOJ SWODIMOSTI POZWOLQ@T DOKAZATX, ^TO BOLX[OJ

KLASS (T.N. NP -POLNYH) ZADA^, NI DLQ ODNOJ IZ KOTORYH POKA (K 2001G.)

NE UDALOSX NAJTI POLINOMIALXNOGO ALGORITMA, \KWIWALENTNY MEVDU SO-

BOJ W TOM SMYSLE, ^TO LIBO KAVDAQ IZ NIH RE[AETSQ \FFEKTIWNO, LIBO

NI ODNA IZ NIH TAKOGO RE[ENIQ NE IMEET.

oPREDELENIQ. tERMIN \MA[INA tX@RINGA" (SOKRA]ENNO mt) UPO-

TREBLQETSQ ZDESX DLQ ODNOLENTO^NYH DETERMINIROWANNYH MA[IN, (SM.,

NAPRIMER, [5]). nEKOTOROE (NEPRINCIPIALXNOE) OTLI^IE SOSTOIT W TOM,

^TO MY RASSMATRIWAEM mt S ODNOSTORONNEJ LENTOJ, BESKONE^NOJ WPRA-

WO. aLFAWIT LENTY mt OBOZNA^IM ^EREZ A, A MNOVESTWO SOSTOQNIJ

| ^EREZ Q. aLFAWITY A I Q KONE^NY. sIMWOLOM q1 OBOZNA^AETSQ NA-

^ALXNOE SOSTOQNIE, SIMWOLOM a1 | PUSTOJ SIMWOL, PRISUTSTWU@]IJ PO

OPREDELENI@ W ALFAWITE A. s^ITAETSQ, ^TO W NA^ALXNYJ MOMENT SLO-

WO, w = b1 b2 : : : bn, OBRABATYWAEMOE mt, ZAPISANO W PERWYH n Q^EJKAH

LENTY, A WSE OSTALXNYE Q^EJKI LENTY SODERVAT SIMWOL a1. dETERMI-

NIROWANNOSTX mt OZNA^AET, ^TO DLQ KAVDOJ PARY WIDA (a; q), GDE a |

SIMWOL WHODNOGO ALFAWITA, A q | SIMWOL SOSTOQNIQ, W PROGRAMME mt

PRISUTSTWUET NE BOLEE ODNOJ KOMANDY WIDA: aq ! a0q0d, NA^INA@]EJSQ
S aq.

pUSTX W PROCESSE RABOTY mt NA NEKOTOROM TAKTE t OKAZALOSX, ^TO
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NA LENTE ZAPISANO SLOWO w = b1 b2 : : : bm. |TO OZNA^AET, ^TO W PERWYH

m Q^EJKAH LENTY NET PUSTYH SIMWOLOW, A WSE OSTALXNYE Q^EJKI SODER-

VAT SIMWOL a1. pUSTX DALEE TAKTE t mt NAHODITSQ W SOSTOQNII qj , A

GOLOWKA OBOZREWAET Q^EJKU S NOMEROM k. kONFIGURACIEJ (MGNOWENNYM

OPISANIEM), SOOTWETSTWU@]EJ \TOMU TAKTU t, NAZYWAETSQ SLOWO WIDA

Ct = b1 b2 : : : bk�1; qj bk : : : bm. kONFIGURACIQ, SOOTWETSTWU@]AQ PERWO-
MU TAKTU, NAZYWAETSQ NA^ALXNOJ, A POSLEDNEMU (ESLI mt OSTANAWLIWA-

ETSQ), | ZAKL@^ITELXNOJ. wY^ISLENIEM mt M NA WHODE w NAZYWAET-

SQ POSLEDOWATELXNOSTX KONFIGURACIJ C1; C2; :::; Ct; :::, WOZNIKA@]AQ PRI

RABOTE NAD SLOWOM w. pODRAZUMEWAETSQ, ^TO KONFIGURACIQ Ct+1 ODNO-

ZNA^NO OPREDELQETSQ KONFIGURACIEJ Ct I KOMANDOJ mtM , NA^INA@]EJ-

SQ S PARY (bk; qj), GDE bk | SIMWOL, OBOZREWAEMYJ mt W MOMENT t, A qj |

SOSTOQNIE mt W MOMENT t. wREMQ RABOTY ILI ^ISLO [AGOW tM(w) mt M

NA WHODE w OPREDELQETSQ KAK ^ISLO KONFIGURACIJ W WY^ISLENII mtM

NA WHODE w. eSLI WY^ISLENIE BESKONE^NO, POLAGAEM tM(w) = 1. pUSTX

SREDI SOSTOQNIJ mt IME@TSQ WYDELENNYE ZAKL@^ITELXNYE SOSTOQNIQ

| PRINIMA@]EE I OTWERGA@]EE. tOGDA WY^ISLENIE NAZYWAETSQ PRI-

NIMA@]IM (OTWERGA@]IM), ESLI ONO ZAKAN^IWAETSQ W PRINIMA@]EM

(OTWERGA@]EM) SOSTOQNII.

nEDETERMINIROWANNYE mA[INY tX@RINGA. oTLI^IE NEDETER-

MINIROWANNOJ mt (SOKRA]ENNO, nmt) OT DETERMINIROWANNOJ SOSTOIT W

TOM, ^TO W PROGRAMME nmt DLQ PARY (a; q), GDE a| SIMWOL IZ ALFAWITA

mt, A q | SIMWOL SOSTOQNIQ, W EE PROGRAMME MOVET PRISUTSTWOWATX NE-

SKOLXKO KOMAND, NA^INA@]IHSQ S aq. bEZ POTERI OB]NOSTI MOVNO OGRA-

NI^ITXSQ SLU^AEM, KOGDA PARE aq MOVET SOOTWETSTWOWATX NE BOLEE DWUH

KOMAND c NA^ALOM aq. pUSTX W PROGRAMME nmt IMEETSQ PARA KOMAND

aq ! a0q0L I aq ! a00q00R. tOGDA, NAHODQSX W SOSTOQNII q I OBOZREWAQ

SIMWOL a NA LENTE, nmt MOVET WYBRATX L@BU@ IZ DWUH WOZMOVNOS-

TEJ: ZAPISATX W OBOZREWAEMU@ Q^EJKU SIMWOL a0, PEREJTI W SOSTOQNIE q0

I SDWINUTX GOLOWKU WLEWO, LIBO ZAPISATX W OBOZREWAEMU@ Q^EJKU SIM-

WOL a00, PEREJTI W SOSTOQNIE q00 I SDWINUTX GOLOWKU WPRAWO. pRI \TOM
S^ITAETSQ, ^TO nmt KAK BY SOZDAET DWE KOPII SAMOJ SEBQ I PROSLEVI-

WAET POSLEDOWATELXNOSTX WY^ISLENIJ OBOIH SPOSOBOW DEJSTWIQ. pONQTIE

KONFIGURACII DLQ nmt NE OTLI^AETSQ OT TOGO, ^TO OPREDELENO WY[E

DLQ OBY^NOJ mt. wY^ISLENIEM nmt NA WHODE w NAZYWAETSQ POSLEDO-

WATELXNOSTX KONFIGURACIJ C1; C2; :::; Ct; :::, W KOTOROJ C1 = q1w, A Ct+1

POLU^AETSQ IZ Ct S POMO]X@ ODNOJ IZ KOMAND, SOOTWETSTWU@]IH PARE
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a(t)q(t), GDE q(t) | SIMWOL SOSTOQNIQ, WHODQ]IJ W Ct, A a(t) | BUKWA

IZ Ct, STOQ]AQ SPRAWA OT q(t). wSQKOE WY^ISLENIE MOVNO IZOBRAZITX

ORIENTIROWANNOJ CEPX@, WER[INAMI KOTOROJ QWLQ@TSQ KONFIGURACII,

A KAVDAQ DUGA SOEDINQET DWE POSLEDOWATELXNYE WER[INY. w SLU^AE DE-

TERMINIROWANNYH mt WY^ISLENIE ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ WHODOM. w

SLU^AE nmt OB_EDINENIE CEPEJ, SOOTWETSTWU@]IH WY^ISLENIQM NA WHO-

DE w, PREDSTAWLQET SOBOJ ORIENTIROWANNOE (OT KORNQ) DEREWO S KORNEM

C1 = q1w.

rASPOZNAWANIE QZYKOW. pUSTX A | KONE^NYJ ALFAWIT. ~EREZ A!

OBOZNA^IM MNOVESTWO WSEH SLOW (KONE^NYH POSLEDOWATELXNOSTEJ) W AL-

FAWITE A. ~EREZ jjwjj OBOZNA^IM DLINU SLOWA w, OPREDELQEMU@ KAK ^IS-

LO BUKW W w. pROIZWOLXNOE PODMNOVESTWO L � A! NAZYWAETSQ QZYKOM

W ALFAWITE A. gOWORQT, ^TO mt (nmt) M S DWUMQ ZAKL@^ITELXNYMI

SOSTOQNIQMI (PRINIMA@]IM I OTWERGA@]IM) RASPOZNAET QZYK L, ES-

LI DLQ WSQKOGO SLOWA w 2 A! PRINIMA@]EE WY^ISLENIE M NA WHODE w

SU]ESTWUET TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA w 2 L. w SLU^AE, KOGDA w 62 L,

KAVDOE WY^ISLENIE LIBO BESKONE^NO, LIBO QWLQETSQ OTWERGA@]IM. gO-

WORQT, ^TO mt (nmt)M RASPOZNAET QZYK L ZA POLINOMIALXNOE WREMQ,

ESLI ONA RASPOZNAET L I SU]ESTWUET POLINOM p TAKOJ, ^TO DLQ KAVDOGO

SLOWA w 2 L SU]ESTWUET PRINIMA@]EE WY^ISLENIE DLINY, NE PREWY-

[A@]EJ p(jjwjj).
~EREZ P OBOZNA^IM KLASS QZYKOW, RASPOZNAWAEMYH mt ZA POLINO-

MIALXNOE WREMQ. ~EREZ p OBOZNA^IM MNOVESTWO OTOBRAVENIJ WIDA f :

A! ! A!, WY^ISLQEMYH mt ZA POLINOMIALXNOE WREMQ. pUSTX L I K

| QZYKI. gOWORQT, ^TO L (POLINOMIALXNO) SWODITSQ K K (OBOZNA^ENIE

L � K), ESLI SU]ESTWUET FUNKCIQ f 2 p TAKAQ, ^TO f(w) 2 K , w 2 L.

qZYKI L I K (POLINOMIALXNO) \KWIWALENTNY, ESLI K � L I L � K.

kLASS QZYKOW, RASPOZNAWAEMYH nmt ZA POLINOMIALXNOE WREMQ, OBOZNA-

^AETSQ ^EREZ NP. qZYK L NAZYWAETSQ NP -POLNYM, ESLI

1) L 2 NP.

2) K 2 NP) K � L.

sPRAWEDLIWY SLEDU@]IE PROSTYE UTWERVDENIQ.

uTWERVDENIE 1. eSLI L � K I K � H , TO L � H .

uTWERVDENIE 2. eSLI K 2 P I L � K, TO L 2 P.

uTWERVDENIE 3. P � NP.

uTWERVDENIE 4. lIBO WSE NP -POLNYE QZYKI PRINADLEVAT P, LIBO

NI ODIN IZ NIH NE PRINADLEVIT P. pERWOE IMEET MESTO TOGDA I TOLXKO
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TOGDA, KOGDA P=NP.

qZYK wypolnimostx (KORO^E, wyp) SOSTOIT IZ SLOW W ALFAWITE

A = f(; );&;_;:; xi; i = 1; 2; :::g, PREDSTAWLQ@]IH SOBOJ WYPOLNIMYE
knf, T.E. knf, NE RAWNYE TOVDESTWENNO 0.

tEOREMA (S.A.Cook) eSLI L 2 NP, TO L � wyp .

dOKAZATELXSTWO. pOSKOLXKU L 2 NP, SU]ESTWUET nmt, RASPOZNA-

@]AQ QZYK L ZA POLINOMIALXNOE WREMQ. pUSTX POLINOM p(x) I nmt

M TAKOWY, ^TO M RASPOZNAET L I tM(w) � p(jjwjj) DLQ L@BOGO SLOWA
w 2 L. mY UKAVEM SPOSOB POSTROENIQ PO PROIZWOLXNOMU SLOWU w knf

A(w) = A(w;M; p), WYPOLNIMOJ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA w 2 L.

tEM SAMYM BUDET UKAZANO OTOBRAVENIE f : L ! wyp , UDOWLETWORQ@-

]EE USLOWI@ f(w) 2 L, A(w) 2 wyp . pRINADLEVNOSTX POSTROENNOGO

OTOBRAVENIQ f KLASSU p LEGKO PROWERQETSQ.

zANUMERUEM Q^EJKI ODNOSTORONNEJ LENTY nmtM SLEWA NAPRAWO NA-

TURALXNYMI ^ISLAMI. pUSTX � = fa1; a2; :::; alg | ALFAWIT LENTY nmt

M , fq1; q2; :::; qrg | MNOVESTWO SOSTOQNIJ nmt, w 2 � | PROIZWOLXNOE

SLOWO DLINY n. pOLOVIM T = p(n). zAMETIM, ^TO ESLI mt ZAKAN^I-

WAET RABOTU NE BOLEE ^EM ZA p(n) TAKTOW, TO Q^EJKI LENTY S NOMERAMI

BOLX[IMI, ^EM T NE POSE]A@TSQ GOLOWKOJ.

wWEDEM PEREMENNNYE, OT KOTORYH BUDET ZAWISETX STROQ]AQSQ knf

A(w).

P i

s;t
, GDE 1 � i � l; 1 � s; t � T . pEREMENNAQ P i

s;t
RAWNA 1 TOGDA I

TOLXKO TOGDA, KOGDA Q^EJKA S NOMEROM s NA [AGE t SODERVIT SIMWOL ai
Q

j

t , GDE 1 � j � r; 1 � t � T . pEREMENNAQ Q
j

t RAWNA 1 TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA NA [AGE t nmt NAHODITSQ W SOSTOQNII qj.

Ss;t; GDE 1 � s; t � T . pEREMENNAQ Ss;t RAWNA 1 TOGDA I TOLXKO TOGDA,

KOGDA NA [AGE t Q^EJKA S NOMEROM s OBOZREWAETSQ GOLOWKOJ.

knf A(w) QWLQETSQ KON_@NKCIEJ B&C&D&E&F&G, OBRAZOWANNOJ

SLEDU@]IM OBRAZOM.

B UTWERVDAET, ^TO NA KAVDOM [AGE t OBOZREWAETSQ ODNA I TOLXKO OD-

NA Q^EJKA. B QWLQETSQ KON_@NKCIEJ B1&B2&:::&BT , GDE Bt UTWERVDAET,

^TO NA [AGE t OBOZREWAETSQ ODNA I TOLXKO ODNA Q^EJKA:

Bt =
�
S1;t

_
S2;t

_
:::
_
ST;t

�
^
" V
1 � i < j � T

(Si;t

_
Sj;t)

#
:

dLQ 1 � s; t � T FORMULA Cs;t UTWERVDAET, ^TO NA [AGE t W Q^EJKE s

NAHODITSQ ODIN I TOLXKO ODIN SIMWOL, A C QWLQETSQ KON_@NKCIEJ WSEH
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TAKIH Cs;t.

fORMULA D UTWERVDAET, ^TO DLQ KAVDOGO t nmt NAHODITSQ ROWNO W

ODNOM SOSTOQNII. fORMULY C I D STROQTSQ ANALOGI^NO B.

fORMULA E UTWERVDAET, ^TO WYPOLNENY NA^ALXNYE USLOWIQ.

E = Q1
1&S1;1&P

i1
1;1&P

i2
2;1&:::&P

in
n;1&P

1
n+1;1&:::&P

1
T;1;

GDE w = ai1ai2:::ain | WHODNOE SLOWO, q1 | NA^ALXNOE SOSTOQNIE I a1 |

PUSTOJ SIMWOL.

fORMULA F UTWERVDAET, ^TO DLQ KAVDOGO t PREOBRAZOWANIE SLOWA NA

LENTE, SDWIG GOLOWKI I IZMENENIE SOSTOQNIQ OSU]ESTWLQ@TSQ W SOOTWET-

STWII S PROGRAMMOJ nmt. eSLI VE Q^EJKA NE OBOZREWAETSQ, TO SODER-

VIMOE EE NE IZMENQETSQ. F PREDSTAWLQET SOBOJ KON_@NKCI@ FORMUL Fs;t

PO WSEM s; t. fORMULA Fs;t UTWERVDAET:

1) ESLI Q^EJKA S NOMEROM s NE OBOZREWAETSQ NA [AGE t, TO SIMWOL,

NAHODQ]IJSQ W NEJ, NE IZMENQETSQ;

2) ESLI VE s-Q Q^EJKA OBOZREWAETSQ NA [AGE t, TO IZMENENIQ SOSTOQNIQ

I SIMWOLA W OBOZREWAEMOJ Q^EJKE, A TAKVE SDWIG GOLOWKI PROIZWODQTSQ

W SOOTWETSTWII S PROGRAMMOJ nmt PO SIMWOLU, NAHODQ]EMUSQ W s-J

Q^EJKE I SOSTOQNI@ nmt.

pUSTX Rs;t;i;j OZNA^AET SLEDU@]EE: PRI USLOWII, ^TO NA [AGE t OBO-

ZREWAETSQ Q^EJKA s, IZ TOGO, ^TO W OBOZREWAEMOJ Q^EJKE LENTY ZAPISAN

SIMWOL ai I nmt NAHODITSQ W SOSTOQNII qj , SLEDUET, ^TO nmt DEJST-

WUET W SOOTWETSTWII HOTQ BY S ODNOJ IZ KOMAND, NA^INA@]IHSQ S PARY

aiqj. pUSTX, NAPRIMER, W PROGRAMME nmt PRISUTSTWU@T DWE KOMANDY

S NA^ALOM ai; qj : ai qj ! ai1qj1L I ai qj ! ai2qj2R. tOGDA WYSKAZYWANIE

Rs;t;i;j IMEET SLEDU@]IJ WID:

Rs;t;i;j = P i
s;t _Qj

t _ P i1
s;t+1&Q

j1
t+1&Ss�1;t+1 _ P i2

s;t+1&Q
j2
t+1&Ss+1;t+1:

wYSKAZYWANIE Fs;t IMEET WID

Fs;t = Ss;t&

" V
1 � i � l

(P i
s;t

_
P i

s;t+1)

#_
Ss;t&

" W
1 � i � l

W
1 � j � r

Rs;t;i;j

#
:

zAMETIM, ^TO FORMULY DLQ Rs;t;i;j I Fs;t NE QWLQ@TSQ knf. oDNAKO KAV-

DU@ IZ NIH MOVNO PREDSTAWITX, NAPRIMER, SOWER[ENNOJ knf. wAVNYM

QWLQETSQ TO, ^TO PRI FIKSIROWANNYH s I t ^ISLO PEREMENNYH, OT KOTO-

RYH ZAWISQT \TI FORMULY, OGRANI^ENO KONSTANTOJ, ZAWISQ]EJ TOLXKO
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OT l I r. pO\TOMU POSLE PEREHODA K knf POLU^ATSQ FORMULY, DLINA KO-

TORYH TAKVE OGRANI^ENA NEKOTOROJ KONSTANTOJ, ZAWISQ]EJ TOLXKO OT l

I r.

nAKONEC, FORMULA G UTWERVDAET, ^TO NA NEKOTOROM [AGE nmt PRI-

DET W PRINIMA@]EE ZAKL@^ITELXNOE SOSTOQNIE. pUSTX TAKOWYM QWLQET-

SQ qr. iMEEM

G = Qr

1

_
Qr

2

_
:::
_
Qr

T
:

nETRUDNO PROWERITX, ^TO POSTROENNAQ TAKIM OBRAZOM FORMULA A OBLA-

DAET WSEMI TREBUEMYMI SWOJSTWAMI. 2
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5 o ZADA^AH WYPOLNIMOSTI knf

pARAGRAF POSWQ]EN NEKOTORYM RAZNOWIDNOSTQM ZADA^ O WYPOLNIMOSTI

knf. bUDEM NAZYWATX BUKWOJ PROIZWOLXNU@ BULEWU PEREMENNU@ ILI EE

OTRICANIE, A SKOBKOJ | FORMULU WIDA (y1 _ : : : _ yr); GDE yi | BUKWY,

A r > 1. oPREDELIM k-knf KAK KON_@NKCI@ SKOBOK, KAVDAQ IZ KOTO-

RYH QWLQETSQ DIZ_@NKCIEJ NE BOLEE k BUKW. zADA^A k-wyp SOSTOIT W

RASPOZNAWANII WYPOLNIMOSTI PROIZWOLXNOJ k-knf. zDESX DOKAZYWAET-

SQ PRINADLEVNOSTX ZADA^I wyp KLASSU NP, POLINOMIALXNOSTX ZADA^I

2-wyp I NP -POLNOTA ZADA^I 3-wyp.

pUSTX knf K ZAWISIT OT PEREMENNYH x1; :::; xn (NE OBQZATELX-

NO SU]ESTWENNO). kODOM knf K NAZOWEM SLOWO W (K) W ALFAWITE

f0; 1;&;_; (; )g, POLU^ENNOE ZAMENOJ W K KAVDOJ BUKWY x�
i
DWOI^NYM

SLOWOM WIDA ��1 : : : �m, GDE �1 : : : �m QWLQETSQ DWOI^NYM RAZLOVENIEM

^ISLA i, PRI^EM m = dlog2 ne.

tEOREMA 5.1. zADA^A wyp PRINADLEVIT KLASSU NP

dOKAZATELXSTWO. tREBUETSQ DOKAZATX SU]ESTWOWANIE NEDETERMINI-

ROWANNOJ MA[INY tX@RINGA (SOKRA]ENNO nmt), RASPOZNA@]EJ QZYK

wyp. oPREDELENIE nmt DANO WY[E (SM. PARAGRAF 4).

rIS. 5.1

sODERVATELXNO GOWORQ, ALGORITM RASPOZNAWANIQ WYPOLNIMOSTI knf

K SOSTOIT W SLEDU@]EM. iMEQ NA WHODE knf K, nmt M STROIT DWE

knf K0 I K1, POLU^A@]IESQ IZ K PUTEM PODSTANOWKI WMESTO PEREMEN-

NOJ x1 SOOTWETSTWENNO KONSTANT 0 I 1. zATEM nmt M OSU]ESTWLQET
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PODSTANOWKU KONSTANT 0 I 1 WMESTO PEREMENNOJ x2 I T.D. wSQKIJ RAZ

nmt M PROSLEVIWAET PROCESS PODSTANOWKI PARALLELXNO (SM. RIS. 5.1).

pRI KAVDOM SPOSOBE PODSTANOWOK TAKOGO TIPA BUDET POLU^ENA NE-

KOTORAQ knf S KONSTANTAMI WMESTO PEREMENNYH. pROWERKA RAWENSTWA

KAVDOJ IZ TAKIH knf EDINICE, O^EWIDNO, MOVET BYTX OSU]ESTWLENA

DETERMINIROWANNOJ MA[INOJ tX@RINGA (A, ZNA^IT, I nmt) ZA WREMQ

(^ISLO [AGOW), NE PREWOSHODQ]EE O(L), GDE L DLINA KODA W (K). eSLI

SOOTWETSTWU@]AQ knf RAWNA EDINICE, nmt OSTANAWLIWAETSQ W PRINI-

MA@]EM SOSTOQNII, ESLI knf RAWNA NUL@, TO | W OTWERGA@]EM. knf

K WYPOLNIMA, ESLI HOTQ BY PRI ODNOJ PODSTANOWKE KONSTANT nmt OSTA-

NAWLIWAETSQ W PRINIMA@]EM SOSTOQNII.

pODSTANOWKU KONSTANTY WMESTO BUKWY x�i MOVNO PREDSTAWLQTX SEBE

KAK PODSTANOWKU SPECIALXNYH SIMWOLOW 0� I 1� WMESTO PERWOJ KOORDINA-
TY KODA BUKWY x�i . pRI \TOM MY POLAGAEM, ^TO SIMWOLY 0� I 1� WHODQT W
ALFAWIT nmt I OTLI^NY OT SIMWOLOW 0 I 1, ISPOLXZUEMYH DLQ KODIRO-

WANIQ INDEKSOW PEREMENNYH. oSU]ESTWLQQ PREOBRAZOWANIQ, SWQZANNYE S

PODSTANOWKOJ KONSTANT WMESTO PEREMENNOJ xi, nmt SNA^ALA DELAET WY-

BOR, KAKU@ IZ KONSTANT PODSTAWLQTX (NEDETERMINIROWANNAQ ^ASTX i-GO

\TAPA), A ZATEM PODSTANOWKA OSU]ESTWLQETSQ DETERMINIROWANNYM ALGO-

RITMOM. iMENNO, SLEDUET OTYSKATX W SLOWE KOD O^EREDNOJ BUKWY WIDA

x�i I ZAMENITX EGO PERWYJ RAZRQD ODNIM IZ DWUH SIMWOLOW 0� I 1�. dLQ
RASPOZNAWANIQ TOGO, ^TO ZADANNOE PODSLOWO DLINY m = dlog2 ne SLOWA
W DLINY L SOWPADAET S DWOI^NOJ ZAPISX@ ^ISLA i, HRANQ]EJSQ NA LEN-

TE, SKAVEM, NEPOSREDSTWENNO PERED SAMIM SLOWOM, DOSTATO^NO O(mL)

[AGOW. ~ISLO TAKIH ZAMEN NE PREWOSHODIT L. tAKIM OBRAZOM, PRI ZA-

DANNOM KODE INDEKSA PEREMENNOJ ZAMENU POSLEDNEJ NA KONSTANTU MOVNO

OSU]ESTWITX NE BOLEE ^EM ZA O(L2 log2 n) [AGOW. qSNO, ^TO ^ISLO [A-

GOW W KAVDOM WY^ISLENII NE PREWOSHODIT O(nL2 log2 n) = O(L3), GDE L

DLINA WHODA. zA \TO WREMQ nmt PRIDET W NEKOTOROE ZAKL@^ITELXNOE SO-

STOQNIE. eSLI SREDI ZAKL@^ITELXNYH SOSTOQNIJ OKAVETSQ HOTQ BY ODNO

PRINIMA@]EE, TO knf K WYPOLNIMA. w PROTIWNOM SLU^AE ONA NE QWLQ-

ETSQ WYPOLNIMOJ. tAKIM OBRAZOM, QZYK wyp RASPOZNAETSQ UKAZANNOJ

nmt ZA WREMQ O(L3): 2

sLEDSTWIE 5.1. zADA^A wyp QWLQETSQ NP -POLNOJ.

uTWERVDENIE SLEDUET IZ TEOREMY kUKA I TEOREMY 5.1..
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oPREDELIM ZADA^U k-wyp EE WHODOM I SWOJSTWOM.

whod: k-knf F (x1; : : : ; xn).

swojstwo: WYPOLNIMOSTX.

tEOREMA 5.2. 2-wyp 2 P.

dOKAZATELXSTWO. mY PREDSTAWIM POLINOMIALXNYJ ALGORITM RAS-

POZNAWANIQ 2-WYPOLNIMOSTI. iDEQ ALGORITMA SOSTOIT W PEREHODE OT

knf K, WYPOLNIMOSTX KOTOROJ TREBUETSQ USTANOWITX, K NOWOJ knf

K 0, WYPOLNIMOJ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA K WYPOLNIMA, I SODER-

VA]EJ MENX[E PEREMENNYH, ^EM K. qSNO, ^TO POSLE OSU]ESTWLENIQ NE

BOLEE ^EM n � 1 PEREHODOW TAKOGO TIPA, GDE n | ^ISLO PEREMENNYH,

WHODQ]IH W K, MY POLU^IM knf K!, REALIZU@]U@ FUNKCI@ ODNOJ

PEREMENNOJ. eE WYPOLNIMOSTX USTANAWLIWAETSQ ZA ^ISLO [AGOW, OGRA-

NI^ENNOE KONSTANTOJ. tAKIM OBRAZOM, DOKAZATELXSTWO BUDET SOSTOQTX W

OPISANII PEREHODA OT K K K 0 I OCENKI ^ISLA [AGOW, DOSTATO^NYH DLQ
EGO OSU]ESTWLENIQ.

wO IZBEVANIE NEKOTORYH TEHNI^ESKIH DETALEJ MY BUDEM PREDPOLA-

GATX, ^TO NUMERACIQ PEREMENNYH, WHODQ]IH W ISHODNU@ knfK, SPLO[-

NAQ I W KA^ESTWE INDEKSOW ISPOLXZU@TSQ ^ISLA OT 1 DO n.

kODIROWANIE knf. bUKWY KODIRU@TSQ DWOI^NYMI WEKTORAMI DLI-

NY dlog2 ne+1, GDE n| NAIBOLX[IJ INDEKS PEREMENNOJ W ISHODNOJ knf.

pERWAQ KOORDINATA WEKTORA, QWLQ@]EGOSQ KODOM NEKOTOROJ BUKWY, RAW-

NA 1, ESLI BUKWA QWLQETSQ PEREMENNOJ, I RAWNA 0, ESLI BUKWA QWLQETSQ

OTRICANIEM PEREMENNOJ. oSTALXNYE KOORDINATY WEKTORA PREDSTAWLQ-

@T SOBOJ DWOI^NU@ ZAPISX INDEKSA PEREMENNOJ. sIMWOLY (,), & I _
WKL@^A@TSQ W KODIRU@]IJ ALFAWIT. tAKIM OBRAZOM, NAPRIMER, knf

K = x1&(x2 _ �x3) KODIRUETSQ SLOWOM W (K) = 101&(110 _ 011).

sKOBKI S^ITA@TSQ ODINAKOWYMI, ESLI ONI SOWPADA@T ILI OTLI^A-

@TSQ LI[X PORQDKOM BUKW. zA O(l2 log3 n) [AGOW ZAPISX PROIZWOLXNOJ

knf K, SODERVA]EJ l BUKW I ZAWISQ]EJ OT n PEREMENNYH, MOVNO PRE-

OBRAZOWATX W ZAPISX \KWIWALENTNOJ EJ knf fK KANONI^ESKOGO WIDA, T.E.

TAKOJ, W KOTOROJ NET ODINAKOWYH SKOBOK I SKOBOK WIDA (x_ x) I (x_ �x),

I NE SODERVIT PAR ODNOBUKWENNYH SOMNOVITELEJ WIDA xx I x�x. qSNO,

^TO OB]EE KOLI^ESTWO l(fK) BUKW W knf fK KANONI^ESKOGO WIDA NE PRE-

WOSHODIT l0n = 4
�
n

2

�
+ n � 2n2, GDE n | ^ISLO PEREMENNYH, WHODQ]IH W

knf. tAKIM OBRAZOM, n � l(fK) � 2n2. dLQ DLINY L KODA W (fK) IME-
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EM n log2 n � L � 2n2(4 + log2 n). w DALXNEJ[EM BUDEM S^ITATX, ^TO

ISHODNAQ knf IMEET KANONI^ESKIJ WID.

sLU^AJ, KOGDA K SODERVIT ODNOBUKWENNYE SOMNOVITELI. zA-

METIM, ^TO DLQ OBNARUVENIQ ODNOBUKWENNOGO MNOVITELQ W knf K PO

EE ZAPISI DOSTATO^NO O(L) [AGOW, GDE L DLINA ZAPISI W (K). w SLU^AE,

KOGDA W knf K NAJDEN ODNOBUKWENNYJ SOMNOVITELX x, PEREHOD K knf

K 0, NE SODERVA]EJ BUKW x I �x, OSU]ESTWLQETSQ S POMO]X@ SLEDU@]IH

PREOBRAZOWANIJ:

(a) x&x = x; (b) x&�x&F = x&�x; (c) x&(x_y) = x; (d) x&(�x_y) = x&y:

pOSLE WYPOLNENIQ \TIH PREOBRAZOWANIJ (A TAKVE PREOBRAZOWANIJ, SWO-

DQ]IHSQ K NIM S ISPOLXZOWANIEM KOMMUTATIWNOSTI OPERACIJ & I _)
POLU^ENNAQ FORMULA A SODERVIT NE BOLEE ODNOGO WHOVDENIQ KAVDOJ IZ

BUKW x I �x. pRI \TOM LIBO A = x&�x, LIBO A = x, LIBO A = x&K 0,
GDE K 0 | knf, NE ZAWISQ]AQ OT x. qSNO, ^TO W PERWOM SLU^AE ISHODNAQ

knf NE QWLQETSQ WYPOLNIMOJ, WO WTOROM ONA WYPOLNIMA, A W TRETXEM

ONA WYPOLNIMA TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WYPOLNIMA knf K 0, NE
SODERVA]AQ NI x, NI �x. w PERWYH DWUH SLU^AQH ALGORITM ZAKAN^IWAET

RABOTU. w TRETXEM POLU^AEM knf K 0 S MENX[IM ^ISLOM PEREMENNYH,

^EM ISHODNAQ.

oSTAETSQ OCENITX ^ISLO [AGOW, DOSTATO^NOE DLQ OSU]ESTWLENIQ SO-

OTWETSTWU@]IH PREOBRAZOWANIJ. kAVDOE IZ NIH SWODITSQ K NAHOVDENI@

KODA BUKWY x ILI �x, T.E. PODSLOWA DLINY dlog2 ne+1, W KODE knf K DLI-

NY L I POSLEDU@]EM WY^ERKIWANII EGO ILI ZAMENE WSEGO SLOWA NA x&�x.

nETRUDNO UBEDITXSQ W TOM, ^TO KAVDOE IZ \TIH PREOBRAZOWANIJ TREBU-

ET NE BOLEE O(L log2 n) [AGOW NA OBY^NOJ (DETERMINIROWANNOJ) MA[INE

tX@RINGA, A KOD knf K W KOD knf K 0 MOVNO PREOBRAZOWATX NE BOLEE
^EM ZA O(L2 log2 n) � O(L3) [AGOW.

sLU^AJ, KOGDA ODNOBUKWENNYE SOMNOVITELI OTSUTSTWU@T.

pUSTX knf K NE SODERVIT ODNOBUKWENNYH SOMNOVITELEJ I IMEET KA-

NONI^ESKIJ WID. pUSTX l | ^ISLO BUKW W K, n | ^ISLO PEREMENNYH,

A L = O(l logn) | DLINA ZAPISI. pEREHOD K knf K 0 OSU]ESTWLQETSQ
SLEDU@]IM OBRAZOM. wYBIRAEM NEKOTORU@ BUKWU x W knf K. pUSTX K0

PREDSTAWLQET SOBOJ KON_@NKCI@ WSEH SKOBOK WIDA (�x_y), GDE y | NEKO-

TORAQ BUKWA, OTLI^NAQ OT x I �x, WHODQ]IH W K, K1 PREDSTAWLQET SOBOJ

KON_@NKCI@ WSEH SKOBOK WIDA (x_z), WHODQ]IH W K, A K2 PREDSTAWLQET

SOBOJ KON_@NKCI@ WSEH OSTALXNYH SKOBOK, WHODQ]IH W K. tAKIM OBRA-
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ZOM, knf K0 PREDSTAWIMA W WIDE K0 =
V
1�i�k(�x_ yi), A K1 PREDSTAWIMA

W WIDE K1 =
V
1�j�m(�x _ zj). zAMETIM, ^TO

K0K1K2 = (�x _ y1:::yk)(x _ z1:::zm)K2: (15)

lEGKO PROWERITX, ^TO FORMULA (�x_Y )(x_Z), W KOTOROJ Y I Z NE ZAWISQT

OT x, WYPOLNIMA TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WYPOLNIMA FORMULA Y _Z.
s U^ETOM TOGO, ^TOK2 NE ZAWISIT OT x, ANALOGI^NO POLU^AEM, ^TO PRAWAQ

^ASTX (15) WYPOLNIMA TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WYPOLNIMA FORMULA

(y1:::yk _ z1:::zm)K2 =
^

1�i�k

^
1�j�m

(yi _ zj)K2 = K̂: (16)

knf K̂ NE SODERVIT NI x, NI �x, A ^ISLO BUKW W NEJ NE BOLX[E l+ km �
l+n2 = O(n2). nETRUDNO POSTROITX MA[INU tX@RINGA, PREOBRAZU@]U@

W (K) W W (K̂) ZA O(n2L logn) � O(n4 logn) [AGOW. knf K̂, WOZMOVNO,

SODERVIT SKOBKI WIDA (y_y) I (y_ �y), A TAKVE KRATNYE WHOVDENIQ ODI-

NAKOWYH SKOBOK. uDALENIE \TIH WHOVDENIJ MOVNO OSU]ESTWITX ZA ^ISLO

[AGOW, NE PREWOSHODQ]EE O(l̂2 log2 n), GDE l̂ ^ISLO BUKW W K̂, A, ZNA^IT, NE

BOLEE ^EM ZA O(n4 log4 n) [AGOW. w REZULXTATE UDALENIQ LI[NIH SKOBOK

POLU^IM knf K 0 KANONI^ESKOGO WIDA S ^ISLOM BUKW, NE PREWOSHODQ]IM
l0n�1 � 2(n � 1)2. tAKIM OBRAZOM, DLQ PEREHODA OT knf K K knf K 0

OSU]ESTWIM ZA O(n4 log4 n) [AGOW.

pOSKOLXKU ^ISLO PEREHODOW NE PREWOSHODIT n � 1 � L, TO DLQ PRE-

OBRAZOWANIQ ISHODNOJ knf K W knf K!, ZAWISQ]U@ NE BOLEE, ^EM OT

ODNOJ PEREMENNOJ, DOSTATO^NO O(n5 log4 n) � O(L6) [AGOW.

knf K! ZAWISIT NE BOLEE, ^EM OT ODNOJ PEREMENNOJ I IMEET DLI-

NU, OGRANI^ENNU@ NEKOTOROJ KONSTANTOJ. wOZMOVNY SLEDU@]IE SLU^AI:

K = x,K = �x,K = x_�x,K = x&�x. wYPOLNIMOSTX knfK! PROWERQETSQ

ZA O(1) [AGOW. tAKIM OBRAZOM, RASPOZNAWANIE WYPOLNIMOSTI 2-knf K

S DLINOJ ZAPISI L OSU]ESTWIMO ZA O(L6) [AGOW NA DETERMINIROWANNOJ

MA[INE tX@RINGA. 2

tEOREMA 5.3. 3-wyp QWLQETSQ NP -POLNOJ.

dOKAZATELXSTWO. pOKAVEM, ^TO ZADA^A wyp POLINOMIALXNO SWO-

DITSQ K ZADA^E 3-wyp. dLQ \TOGO UKAVEM, KAK PREOBRAZOWATX PROIZ-

WOLXNU@ knf K W 3-knf K 0, WYPOLNIMU@ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

knf K WYPOLNIMA.
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pUSTX s = y1_ :::_ym | SKOBKA, QWLQ@]AQSQ SOMNOVITELEM knf K,

I m > 3. oBOZNA^IM ^EREZ K1 knf, POLU^ENNU@ IZ K WY^ERKIWANIEM

SKOBKI C. pUSTX u | PEREMENNAQ, NE WHODQ]AQ W K. pOLOVIM D =

(y1 _ y2 _ u)(y3 _ ::: _ ym _ �u). pOKAVEM, ^TO knf K WYPOLNIMA TOGDA I

TOLXKO TOGDA, KOGDA knf D&K1 WYPOLNIMA.

pUSTX e� = (�1; :::; �n) | NABOR, OBRA]A@]IJ knf K W EDINICU.

pOLOVIM g(x1; :::; xn) = y1 _ y2 I h(x1; :::; xn) = y3 _ ::: _ ym. tOGDA

g( e�) _ h( e�) = 1. eSLI g( e�) = 1, TO NABOR e� = (�1; :::; �n; 0) OBRA]AET

knf D&K1 W EDINICU (POSLEDNQQ KOORDINATA NABORA e� ESTX ZNA^ENIE

PEREMENNOJ u). eSLI g( e�) = 0, TO NABOR e� = (�1; :::; �n; 1) OBRA]AET

knf D&K1 W EDINICU.

pUSTX TEPERX e� = (�1; :::; �n; �) | NABOR, OBRA]A@]IJ knf D&K1

W EDINICU. pUSTX SNA^ALA � = 0. tOGDA g( e�) = 1 I D&K1( e�) = 1, A,

ZNA^IT, K( e�) = 1. eSLI VE � = 1, TO h( e�) = 1 I D&K1( e�) = 1.

uKAZANNOE WY[E PREOBRAZOWANIE knf K W knf D&K1 UMENX[AET

NA EDINICU ^ISLO BUKW W SKOBKE C I UWELI^IWAET OB]EE ^ISLO BUKW NA

2. pUSTX m1; :::;mk | ^ISLA BUKW W SKOBKAH knf K I mi > 3. tOGDA

DOSTATO^NO DOBAWITX ANALOGI^NYM SPOSOBOM NE BOLEE 2(m1+:::+mk�3k)
BUKW S TEM, ^TOBY POLU^ITX 3-knf K�, WYPOLNIMU@ TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA knf K WYPOLNIMA.

pOLINOMIALXNOSTX PREOBRAZOWANIQ O^EWIDNA. 2

uPRAVNENIE. dOKAZATX NP -POLNOTU ZADA^I 4-wyp.

zADA^A tawtologiq OPREDELQETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM.

whod: dnf D = D(x1; : : : ; xn).

swojstwo: D(�1; : : : ; �n) = 1 DLQ WSQKOGO NABORA (�1; : : : ; �n).

uPRAVNENIE. dOKAZATX NP -POLNOTU ZADA^I tawtologiq.
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6 nEKOTORYE NP -POLNYE ZADA^I

w \TOM PARAGRAFE RAS[IRQETSQ SPISOK NP -POLNYH ZADA^. dOKAZYWAETSQ

NP -POLNOTA ZADA^ 0-1 celo~islennoe programmirowanie,

klika, wer{innoe pokrytie, pokrytiemnovestw, ras-

kraska. dOKAZATELXSTWO NP -POLNOTY O^EREDNOJ ZADA^I PROWODITSQ

PUTEM SWEDENIQ K NEJ ODNOJ IZ UVE IZWESTNYH NP -POLNYH ZADA^. sWEDE-

NIE SOSTOIT W PREOBRAZOWANII WHODOW NEKOTOROJ ZADA^I WO WHOD ISSLEDU-

EMOJ ZADA^I S USLOWIEM, ^TO SOOTWETSTWU@]IE SWOJSTWA ODNOWREMENNO

WYPOLNQ@TSQ ILI NE WYPOLNQ@TSQ DLQ RASSMATRIWAEMYH ZADA^. pRI-

NADLEVNOSTX ZADA^ KLASSU NP, KAK PRAWILO, QWLQETSQ O^EWIDNOJ I NE

DOKAZYWAETSQ. pOLINOMIALXNOSTX PREOBRAZOWANIQ WHODOW TAKVE LEGKO

USMATRIWAETSQ. nIVE (SM. RIS. 6.1) DANA SHEMA SWEDENIQ ZADA^.

rIS. 6.1

zADA^A 0-1celo~islennoe programmirowanie (0-1clp):

whod: mATRICA a = (aij) RAZMERA p � n I CELO^ISLENNYJ WEKTOR

b = (b1; :::; bp).

swojstwo: CU]ESTWUET 0-1-WEKTOR x = (x1; :::; xn) TAKOJ, ^TO

AxT � bT: (17)

tEOREMA 6.1. wyp � 0-1 clp.

dOKAZATELXSTWO.

pUSTX K = C1&:::&Cp | PROIZWOLXNAQ knf S p SKOBKAMI, ZAWISQ]AQ

OT PEREMENNYH x1; : : : ; xn. dLQ i = 1; : : : ; p, j = 1; : : : ; n POLOVIM

aij =

8>>><>>>:
1; ESLI xi 2 Cj ;

�1; ESLI �xi 2 Cj ;

0; INA^E
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I

bi = 1� ^ISLO OTRICANIJ PEREMENNYH W Ci.

o^EWIDNO, ^TO WHOD ZADA^I 0-1 clp MOVNO ZADATX SLOWOM DLINY, NE

PREWOSHODQ]EJ O(np), A PREOBRAZOWANIE ZAPISI knf K W ZAPISX WHO-

DA ZADA^I 0-1 clp MOVNO OSU]ESTWITX NA DETERMINIROWANNOJ MA[INE

tX@RINGA ZA POLINOMIALXNOE WREMQ OT DLINY ZAPISI knf K.

pOKAVEM, ^TO 0-1-WEKTOR x = (x1; :::; xn), UDOWLETWORQ@]IJ (17), SU-

]ESTWUET TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA knf K WYPOLNIMA.

dOSTATO^NOSTX.pUSTXK WYPOLNIMA. tOGDA SU]ESTWUET NABOR ~� =

(�1; :::; �n) ZNA^ENIJ PEREMENNYH TAKOJ, ^TO K(~�) = 1. oBOZNA^IM ^EREZ

Ai STROKU (ai1; : : : ; ain) MATRICY A. pOKAVEM, ^TO (17) WYPOLNENO PRI

x = ~�. dLQ \TOGO UBEDIMSQ, ^TO DLQ WSQKOGO i = 1; : : : ; p WYPOLNENO

(Ai;x) � bi = 1� ^ISLO OTRICANIJ PEREMENNYH W Ci: (18)

w SAMOM DELE, SKOBKA Ci OBRA]AETSQ NA NABORE ~� W 1. |TO OZNA^AET, ^TO

LIBO SU]ESTWUET PEREMENNAQ IZ Ci, OBRA]A@]AQSQ W 1, LIBO W Ci SU-

]ESTWUET OTRICANIE NEKOTOROJ PEREMENNOJ, OBRA]A@]EJSQ W 0. w PER-

WOM SLU^AE MINIMALXNOE ZNA^ENIE SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ (Ai;x) DO-

STIGAETSQ W SLU^AE, KOGDA WSE KOORDINATY xj PRI KO\FFICIENTAH aij,

RAWNYH 1, ZA ISKL@^ENIEM ODNOGO, OBRA]A@TSQ W 0, A WSE KOORDINATY xj
PRI KO\FFICIENTAH aij, RAWNYH �1, OBRA]A@TSQ W 1. wO WTOROM SLU^AE
MINIMALXNOE ZNA^ENIE SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ (Ai;x) DOSTIGAETSQ W

SLU^AE, KOGDA WSE KOORDINATY xj PRI KO\FFICIENTAH aij, RAWNYH 1, OB-

RA]A@TSQ W 0, A WSE KOORDINATY xj PRI KO\FFICIENTAH aij, RAWNYH -1,

ZA ISKL@^ENIEM ODNOGO, OBRA]A@TSQ W 1. w OBOIH SLU^AQH (18) UDOWLE-

TWORQETSQ.

nEOBHODIMOSTX.pUSTX SU]ESTWUET DWOI^NYJ WEKTOR x = (x1; :::; xn),

UDOWLETWORQ@]IJ (17). pOKAVEM, ^TO K(x) = 1, A ZNA^IT, knf K WY-

POLNIMA. iZ (17) SLEDUET, ^TO (18) WYPOLNENO DLQ WSQKOGO i = 1; : : : ; p.

oTS@DA WYTEKAET, ^TO WSE SKOBKI knf K SODERVAT HOTQ BY ODNU BUKWU,

OBRA]A@]U@SQ W 1 NA NABORE x = (x1; :::; xn). 2

pRIMER. dLQ knf K = (x1_x2)&(�x1_ �x2_x3) WHODOM SOOTWETSTWU-
@]EJ ZADA^I 0-1 clp QWLQ@TSQ MATRICA

A =

0@ 1 1 0

�1 �1 1

1A
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I WEKTOR b = (1;�1). rE[ENIEM NERAWENSTWA (17) QWLQ@TSQ WEKTORY

(0; 1; �), (1; 0; �) I (1; 1; 1), GDE �; � 2 f0; 1g. oNI VE OBRA]A@T knf K

W EDINICU.

zADA^A klika:

whod: gRAF G = (V;E); ^ISLO k.

swojstwo: w G SU]ESTWUET POLNYJ PODGRAF S k WER[INAMI (k-

KLIKA).

tEOREMA 6.2. wyp � klika:

dOKAZATELXSTWO.

pUSTX knf K = C1&:::&Cq, ZAWISQ]AQ OT PEREMENNYH x1; : : : ; xn, QWLQ-

ETSQ KON_@NKCIEJ NEKOTORYH q SKOBOK, GDE Ci = (yi1 _ ::: _ yiki), A yij |
NEKOTORAQ BUKWA, T.E. PEREMENNAQ ILI EE OTRICANIE. pOLOVIM

V = f< y; i >: y ESTX BUKWA IZ Ci; 1 � i � qg;

E = ff< y; i >;< z; j >g : i 6= j; y 6= �zg;
k = q:

~ISLO WER[IN GRAFA G NE PREWOSHODIT nq, A ^ISLO REBER NE PREWOSHODIT

(nq)2. pO\TOMU WHOD ZADA^I klika MOVNO ZAKODIROWATX SLOWOM, DLINA

KOTOROGO OGRANI^ENA POLINOMOM OT DLINY ZAPISI knf K. qSNO TAKVE,

^TO SU]ESTWUET MA[INA tX@RINGA, PREOBRAZU@]AQ ZAPISX knf K W

ZAPISX GRAFA G, I ^ISLA k ZA POLINOMIALXNOE OT DLINY ZAPISI knf K

WREMQ.

pOKAVEM, ^TO OPREDELENNYJ WY[E GRAF G SODERVIT q-KLIKU TOGDA

I TOLXKO TOGDA, KOGDA knf K WYPOLNIMA.

dOSTATO^NOSTX.pUSTXK WYPOLNIMA. tOGDA SU]ESTWUET NABOR ~� =

(�1; :::; �n) ZNA^ENIJ PEREMENNYH TAKOJ, ^TO K(~�) = 1. kAVDAQ SKOBKA

OBRA]AETSQ NA \TOM NABORE W 1. sLEDOWATELXNO, WSQKAQ SKOBKA Ci SODER-

VIT HOTQ BY ODNU BUKWU, PRINIMA@]U@ ZNA^ENIE 1. pUSTX DLQ Ci TAKOJ

BUKWOJ BUDET yi. uBEDIMSQ W TOM, ^TO MNOVESTWO WER[IN f< yi; i >g; i =
1; :::; q; POROVDAET POLNYJ PODGRAF W G. eSLI NE TAK, TO NAJDUTSQ TAKIE

i I j, ^TO i 6= j I WER[INY < yi; i > I < yj; j > NE SMEVNY W GRAFE G.

tOGDA yi = �yj. nO \TO NEWOZMOVNO W SILU WYBORA BUKW yi.
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nEOBHODIMOSTX. pUSTX G SODERVIT q-KLIKU. wTORYE KOMPONENTY

WER[IN, OBRAZU@]IH KLIKU, POPARNO RAZLI^NY, IBO WER[INY S RAW-

NYMI WTORYMI KOMPONENTAMI NE SMEVNY W GRAFE G. sLEDOWATELXNO,

WER[INY KLIKI WZAIMNO ODNOZNA^NO SOOTWETSTWU@T SKOBKAM knf K.

pUSTX WER[INY KLIKI IME@T WID < yi; i >; i = 1; :::; q: oBOZNA^IM ^E-

REZ S (^EREZ �S) MNOVESTWO TEH BUKW yi, KOTORYE QWLQ@TSQ PEREMENNYMI

(SOOTWETSTWENNO, OTRICANIQMI PEREMENNYH). qSNO, ^TO S \ �S = ;, IBO W
PROTIWNOM SLU^AE NEKOTORYE WER[INY WIDA < yi; i > I < yj; j >, TAKIE,

^TO yi = �yj, BYLI SMEVNY W GRAFE G. eSLI POLOVITX WSE PEREMENNYE

IZ S RAWNYMI 1, A PEREMENNYE IZ �S RAWNYMI 0, TO KAVDAQ SKOBKA Ci

OBRATITSQ W 1. zNA^IT, knf K WYPOLNIMA. 2

pRIMER. dLQ knf K = (x1 _ x2)&(�x1 _ �x2 _ x3) WHODOM SOOTWET-

STWU@]EJ ZADA^I klika QWLQ@TSQ GRAF G, POKAZANNYJ NA RIS. 6.2, I

^ISLO 2.

rIS. 6.2

zADA^A wer{innoe pokrytie:

whod: gRAF G0 = (V 0; E 0); ^ISLO l.
swojstwo: CU]ESTWUET MNOVESTWO WER[IN R TAKOE, ^TO jRj � l

I PRI \TOM KAVDOE REBRO GRAFA G INCIDENTNO NEKOTOROJ WER[INE IZ R.

tEOREMA 6.3. klika � wer{innoe pokrytie.

dOKAZATELXSTWO.

oTOBRAVENIE WHODOW IMEET WID:

G0 = (V 0; E 0) ESTX DOPOLNENIE GRAFA G = (V;E):

l = jV j � k:

zAMETIM, ^TO MNOVESTWO A � V QWLQETSQ KLIKOJ W G TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA V nA QWLQETSQ WER[INNYM POKRYTIEM DOPOLNENIQ �G \TOGO
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GRAFA. dEJSTWITELXNO, ESLI A | KLIKA W G, TO NIKAKOE REBRO W �G NE

SOEDINQET NIKAKIE DWE WER[INY W A. pO\TOMU WSQKOE REBRO IZ �G INCI-

DENTNO HOTQ BY ODNOJ WER[INE IZ V nA. aNALOGI^NO, ESLI V nA QWLQETSQ
WER[INNYM POKRYTIEM GRAFA �G, TO KAVDOE REBRO IZ �G INCIDENTNO HO-

TQ BY ODNOJ WER[INE IZ V nA. pO\TOMU NIKAKOE REBRO NE SOEDINQET DWE
WER[INY IZ A, A ZNA^IT, A | KLIKA W G. 2

rIS. 6.3

pRIMER. gRAF G S MNOVESTWOM WER[IN f1; 2; 3; 4g (SM. RIS. 6.3 a)

SODERVIT KLIKU f1; 2; 3g. w GRAFE G (SM. RIS. 6.3 B) DOPOLNENIE \TOGO

MNOVESTWA POKRYWAET WSE REBRA.

zADA^A pokrytie mnovestw:

whod: sEMEJSTWO F = fS1; : : : ; Smg PODMNOVESTW MNOVESTWA S TA-

KOE, ^TO [Sj2F = S, I ^ISLO h.

swojstwo: CU]ESTWUET PODSEMEJSTWO T � F TAKOE, ^TO jT j � h

I PRI \TOM [Sj2T = S.

tEOREMA 6.4. wer{innoe pokrytie � pokrytie mnovestw.

dOKAZATELXSTWO.

pUSTX ZADAN WHOD ZADA^I wer{innoe pokrytie: GRAFG0 = (V 0; E 0)
I ^ISLO l. pOLOVIM

S = E 0, Sj = f< u; vj >2 E 0 : u 2 V 0g I h = l.

o^EWIDNO, PODSEMEJSTWO T = fSi1; : : : ; Sih; g QWLQETSQ POKRYTIEM MNO-

VESTWA S (T.E. [Sj2T = S) TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SOOTWETSTWU-

@]EE PODMNOVESTWO WER[IN fi1; : : : ; ihg GRAFA G0 = (V 0; E 0) POKRYWAET
WSE REBRA. oTS@DA SLEDUET, ^TO SWOJSTWA ZADA^ wer{innoe pokry-

tie I pokrytie mnovestw WYPOLNQ@TSQ ILI NE WYPOLNQ@TSQ

ODNOWREMENNO. 2
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zADA^A raskraska:

whod: gRAF G = (V;E) I ^ISLO k.

swojstwo: CU]ESTWUET FUNKCIQ ' : V ! Zk TAKAQ, ^TO '(u) 6=
'(v) DLQ WSEH (u; v) 2 E.

tEOREMA 6.5. 3-wypolnimostx � raskraska.

dOKAZATELXSTWO.

pUSTX FORMULA K PREDSTAWLQET SOBOJ 3-knf S n PEREMENNYMI I t SO-

MNOVITELQMI (SKOBKAMI). pOKAVEM KAK POSTROITX ZA WREMQ, OGRANI-

^ENNOE POLINOMOM OT max(n; t), GRAF G = (V;E) S 3n + t WER[INAMI,

KOTORYJ MOVNO RASKRASITX W n+ 1 CWETOW TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

knf K WYPOLNIMA.

pUcTX x1; x2; : : : ; xn I C1; C2; : : : ; Ct | SOOTWETSTWENNO PEREMENNYE I

SOMNOVITELI knf K. pUSTX v1; v2; : : : ; vn | NOWYE SIMWOLY. bEZ POTERI

OB]NOSTI BUDEM S^ITATX, ^TO n � 4, POSKOLXKU L@BU@ knf, ^ISLO

RAZLI^NYH PEREMENNYH KOTOROJ NE PREWOSHODIT 3, MOVNO PROWERITX NA

WYPOLNIMOSTX ZA WREMQ, LINEJNO ZAWISQ]EE OT EE DLINY, NE PRIBEGAQ K

RASKRASKE.

wER[INY GRAFA G TAKOWY:

1. xi; �xi; vi DLQ 1 � i � n,

2. Ci DLQ 1 � i � t.

rEBRAMI GRAFA G QWLQ@TSQ

1. WSE (vi; vj), DLQ KOTORYH i 6= j,

2. WSE (vi; xj) I (vi; �xj), DLQ KOTORYH i 6= j,

3. (xi; �xi) DLQ 1 � i � n,

4. (xi; Cj), ESLI xi NE WHODIT W Cj , I (�xi; Cj), ESLI �xi NE WHODIT W Cj.

wER[INY v1; v2; : : : ; vn OBRAZU@T POLNYJ GRAF S n WER[INAMI, TAK

^TO DLQ IH RASKRASKI TREBUETSQ n RAZLI^NYH CWETOW. kAVDAQ IZ WER[IN

xj I �xj SOEDINENA S KAVDOJ WER[INOJ vi, i 6= j I, ZNA^IT, xj I �xj NE

MOGUT BYTX TOGO VE CWETA, ^TO I vi, ESLI i 6= j. tAK KAK WER[INY xj I

�xj SMEVNY, TO ONI NE MOGUT BYTX ODINAKOGOGO CWETA, I POTOMU GRAF G

MOVNO RASKRASITX W n+1 CWETOW TOLXKO TOGDA, KOGDA ODNA IZ WER[IN xj
I �xj IMEET TOT VE CWET, ^TO I vj , A DRUGAQ IMET NOWYJ CWET, KOTORYJ

MY NAZOWEM SPECIALXNYM.

pUSTX TOJ IZ WER[IN xj I �xj , KOTORAQ RASKRA[ENA W SPECIALXNYJ

CWET, PRIPISANO ZNA^ENIE 0. rASSMOTRIM CWET, PRIPISANNYJ WER[I-

NAM Cj . wER[INA Cj SMEVNA PO KRAJNEJ MERE S 2n � 3 IZ 2n WER[IN

39



x1; x2; : : : ; xn; �x1; �x2; : : : ; �xn. tAK KAK MY PREDPOLOVILI, ^TO n � 4, TO DLQ

KAVDOGO j NAJDETSQ TAKOE i, ^TO WER[INA Cj SMEVNA KAK S xi, TAK I S �xi.

pOSKOLXKU ODNA IZ WER[IN xi ILI �xi RASKRA[ENA W SPECIALXNYJ CWET,

TO Cj NE MOVET BYTX RASKRA[ENA W SPECIALXNYJ CWET. eSLI SKOBKA Cj

SODERVIT TAKOJ SIMWOL y, ^TO WER[INE �y PRIPISAN SPECIALXNYJ CWET,

TO WER[INA Cj NE SMEVNA NI S KAKOJ WER[INOJ, RASKRA[ENNOJ TAK VE,

KAK y, I, ZNA^IT, EJ MOVNO PRIPISATX TOT VE CWET, ^TO I U WER[INY y.

w PROTIWNOM SLU^AE NUVEN NOWYJ CWET.

tAKIM OBRAZOM, WSE WER[INY Ci MOVNO RASKRASITX BEZ DOPOLNITELX-

NYH CWETOW TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SIMWOLAM MOVNO TAK PRIPISATX

SPECIALXNYJ CWET, ^TOBY KAVDYJ SOMNOVITELX SODERVAL TAKOJ SIM-

WOL y, ^TO SIMWOLU �y PRIPISAN SPECIALXNYJ CWET, T.E. TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA PEREMENNYM MOVNO TAK PRISWOITX ZNA^ENIQ, ^TOBY W KAV-

DOM SOMNOVITELE OKAZALSQ y SO ZNA^ENIEM 1 (�y SO ZNA^ENIEM 0), T.E.

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA knf C WYPOLNIMA. 2

rIS. 6.4
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pRIMER. pUSTX K = (x1_x2)(�x1_x3). gRAF, SOOTWETSTWU@]IJ DAN-
NOMU WHODU ZADA^I 3-wyp, POKAZAN NA RIS. 6.4. uKAZANNAQ NA NEM RAS-

KRASKA W CWETA A;B;C I DOPOLNITELXNYJ CWET S SOOTWETSTWUET NABORU

(010), OBRA]A@]EMU knf K W EDINICU.
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7 tEOREMA s\WIDVA

w \TOM PARAGRAFE USTANAWLIWAETSQ SWQZX MEVDU SLOVNOSTX@ BULEWYH

FUNKCIJ I WREMEN�NOJ SLOVNOSTX@ MA[INNYH WY^ISLENIJ. nALI^IE TA-

KOJ SWQZI MOVET POKAZATXSQ NEOVIDANNYM, POSKOLXKU SHEMNAQ SLOV-

NOSTX ASSOCIIRUETSQ SKOREE S OPISATELXNOJ SLOVNOSTX@, NEVELI SO SLOV-

NOSTX@ WY^ISLENIJ. tEM NE MENEE, KAK MY UWIDIM, SLOVNOSTX SHEMY IZ

FUNKCIONALXNYH \LEMENTOW HORO[O MAVORIRUET WREMQ MA[INNYH WY-

^ISLENIJ. |TO I UTWERVDAET TEOREMA dV. s\WIDVA [1]. dOSTUPNOE DLQ

OTE^ESTWENNOGO ^ITATELQ IZLOVENIE (KOTOROMU MY ZDESX W OSNOWNOM SLE-

DUEM) MOVNO NAJTI TAKVE W [2].

rASSMATRIWA@TSQ OBY^NYE (DETERMINIROWANNYE) MA[INY tX@RIN-

GA c ODNOSTORONNEJ BESKONE^NOJ WPRAWO LENTOJ, ALFAWITOM LENTY A =

fa1; : : : ; amg I ALFAWITOM SOSTOQNIJ Q = fq0; : : : qkg. nA^ALXNOE SOSTOQ-

NIE OBOZNA^AETSQ ^EREZ q0, A ZAKL@^ITELXNOE | ^EREZ qk. oDIN IZ SIM-

WOLOW LENTY NAZYWAETSQ PUSTYM I OBOZNA^AETSQ ^EREZ �. oN OBOZNA^AET

OTSUTSTWIE ZNA^A]EGO SIMWOLA W Q^EJKE LENTY. dRUGIE PONQTIQ, KASA-

@]IESQ MA[IN tX@RINGA, DANY W PARAGRAFE 4. w NA^ALXNYJ MOMENT

NA LENTE ZAPISANO ISHODNOE SLOWO x1; x2; : : : ; xn I GOLOWKA OBOZREWAET SA-

MYJ LEWYJ SIMWOL \TOGO SLOWA W SOSTOQNII q0. wSE OSTALXNYE Q^EJKI

ZAPOLNENY SIMWOLOM �.

pREVDE ^EM PEREJTI K NEPOSREDSTWENNOMU MODELIROWANI@ MA[INY

tX@RINGA SHEMAMI, OTMETIM RQD OBSTOQTELXSTW, ZATRUDNQ@]IH SRAW-

NENIE. pREVDE WSEGO, MA[INY tX@RINGA DOPUSKA@T WHODNYE SLOWA PRO-

IZWOLXNOJ DLINY, W TO WREMQ KAK SHEMY| TOLXKO SLOWA FIKSIROWANNOJ

DLINY. dALEE, MA[INY tX@RINGA K NEKOTORYM WHODNYM SLOWAM NE PRI-

MENIMY, TOGDA KAK SHEMA OPREDELENA NA KAVDOM WHODNOM SLOWE. wREMQ

RABOTY MA[INY tX@RINGA, WOOB]E GOWORQ, NE OGRANI^ENO NIKAKOJ OB-

]EREKURSIWNOJ FUNKCIEJ, W TO WREMQ KAK MINIMALXNYE SHEMY IME@T

OGRANI^ENNU@ SLOVNOSTX.

mY BUDEM PRIMENQTX DLQ MODELIROWANIQ OBOB]ENNYE SHEMY IZ FUNK-

CIONALXNYH \LEMENTOW, U KOTORYH NA WHODAH I WYHODAH \LEMENTOW |

SIMWOLY ALFAWITOW A I fQ, GDE A | LENTO^NYJ ALFAWIT, fQ = Q [ f~qg,
Q | ALFAWIT SOSTOQNIJ, ~q | NOWYJ SIMWOL, KOTORYJ NAZYWAETSQ HO-

LOSTYM SOSTOQNIEM.

qSNO, ^TO KAVDYJ TAKOJ \LEMENT MOVNO MODELIROWATX OBY^NOJ (DWO-

I^NOJ) SHEMOJ KONSTANTNOJ SLOVNOSTI POSLE PREDWARITELXNOGO KODIRO-
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WANIQ BUKW ALFAWITOW A I fQ KONE^NYMI DWOI^NYMI POSLEDOWATELXNOS-

TQMI. pO\TOMU PEREHOD OT OBOB]ENNYH SHEM K OBY^NYM SWQZAN S UWE-

LI^ENIEM SLOVNOSTI LI[X W KONSTANTU RAZ. iTAK, PUSTX MA[INA tX@-

RINGA M RABOTAET NA KAVDOM SLOWE DLINY n NE BOLEE T TAKTOW.

rIS. 7.1

pOSTROIM OBOB]ENNU@ SHEMU, KOTORAQ MODELIRUET RABOTUM NA SLO-

WAH DLINY n. sHEMA STROITSQ IZ PREOBRAZU@]IH \LEMENTOW U I FILXT-

RU@]IH \LEMENTOW f . |LEMENT U IMEET DWA WHODA I ^ETYRE WYHODA (SM.

RIS. 7.1).

nA LEWYJ WHOD PODA@TSQ SIMWOLY ai 2 A, NA PRAWYJ qj 2 fQ. eSLI
qj = ~q, TO \LEMENT U PROIZWODIT TOVDESTWENNOE PREOBRAZOWANIE, T.E.

a0i = ai; qR
j
= qL

j
= qS

j
= ~q:

eSLI qj 6= ~q, TO W SISTEME KOMAND MA[INY M OTYSKIWAEM KOMANDU S

LEWOJ ^ASTX@ aiqj. pUSTX EE PRAWAQ ^ASTX ESTX alqmL. tOGDA NA WYHODE

\LEMENTA U

a0i = al; qL
j
= q0m; qR

j
= qS

j
= ~q:

eSLI SIMWOL DWIVENIQ GOLOWKI L ZAMENITX NA S ILI R, TO, SOOTWET-

STWENNO, BUDET qSj = qm ILI qRj = qm, A NA DRUGIH q-WYHODAH ~q.

nA WHODAH I WYHODE \LEMENTA f (SM. RIS. 7.1) WOZNIKA@T TOLXKO SIM-

WOLY ALFAWITA fQ. eSLI NA ODNOM IZ WHODOW q1; q2; q3 POQWLQETSQ SIMWOL,
OTLI^NYJ OT ~q, TO ON PROHODIT NA WYHOD (SLU^AJ, KOGDA NESKOLXKO WHO-

DOW OTLI^NY OT ~q, NEWOMOZVEN). eSLI NA WSEH WHODAH POQWLQETSQ ~q, TO

WYHOD RAWEN ~q.

43



zAMETIM, ^TO ESLI WREMQ RABOTY mt NAD SLOWOM x1 : : : xn NE PREWOS-

HODIT T , TO GOLOWKA MOVET UJTI WPRAWO OT NA^ALXNOGO POLOVENIQ NE

DALEE, ^EM NA T Q^EEK. pO\TOMU DOSTATO^NO DERVATX W POLE ZRENIQ ZONU

LENTY IZ T Q^EEK, KOTORYE MY BUDEM NUMEROWATX ^ISLAMI OT 1 DO T . sHE-

MA, KOTORU@ MY POSTROIM, IMEET PRQMOUGOLXNYJ WID. u NEE T (DWUH_Q-

RUSNYH) STROK I T STOLBCOW. pRI \TOM i-AQ STROKA (i = 1; 2; : : : ; T ) WYHO-

DAMI SWOIH T \LEMENTOW PREDSTAWLQET i-U@ KONFIGURACI@ MA[INY M ,

A IMENNO, \LEMENT U j-GO (1 � j � T ) STOLBCA | SIMWOL, SODERVA]IJ-

SQ W j-OJ Q^EJKE, A \LEMENT f | SOSTOQNIE MA[INY, OBOZREWA@]EJ j-@

Q^EJKU. pRI WSQKOM i W TO^NOSTI DLQ ODNOGO j SOSTOQNIE OTLI^NO OT ~q (A

IMENNO, DLQ TOJ Q^EJKI, KOTORAQ DEJSTWITELXNO OBOZREWAETSQ GOLOWKOJ

W i-J KONFIGURACII). dLQ WSEH OSTALXNYH Q^EEK \LEMENT f WYDAET ZNA-

^ENIE ~q (HOLOSTOE SOSTOQNIE). nA PERESE^ENII i-J STROKI I j-OGO STOLBCA

W SHEME ODIN \LEMENT U I ODIN \LEMENT f . mY BUDEM IZOBRAVATX IH

ODIN POD DRUGIM, TEM SAMYM KAVDAQ STROKA BUDET DWUH_QRUSNOJ. pORQ-

DOK SOEDINENIQ \LEMENTOW POKAZAN NA RIS. 7.2.

rIS. 7.2

dLQ NAGLQDNOSTI NA TOM VE RISUNKE SWERHU POKAZAN FRAGMENT TE-

KU]EJ KONFIGURACII, A NA WHODAH \LEMENTOW | SOOTWETSTWU@]IE ZNA-
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^ENIQ SHEMY W PREDPOLOVENII, ^TO KOMANDA MA[INY M IMEET WID

aiqj ! a0iq0jL.

tEOREMA 7.1. (dV.s\WIDV) pUSTX MA[INA tX@RINGA M RABOTAET

NA SLOWAH DLINY n NE BOLEE TM(n) TAKTOW. tOGDA EE MOVNO MODELIRO-

WATX SHEMOJ IZ FUNKCIONALXNYH \LEMENTOW SLOVNOSTI O(T 2
M
(n)).

dOKAZATELXSTWO. pOSTROENNAQ NAMI SHEMA IZ OBOB]ENNYH \LEMENTOW

MODELIRUET RABOTU MA[INY M . fAKTI^ESKI ONA WOSPROIZWODIT POSLE-

DOWATELXNOSTX KONFIGURACIJ PRI RABOTE MA[INY NAD WHODNYM SLOWOM.

iZ POSTROENIQ QSNO, ^TO SHEMA SODERVIT 2T 2 OBOB]ENNYH \LEMENTOW.

pOSLE ZAMENY KAVDOGO TAKOGO \LEMENTA SHEMOJ IZ DWOI^NYH \LEMENTOW

SLOVNOSTX WOZRASTAET TOLXKO W KONSTANTU RAZ. 2

pRIME^ANIE. lEGKO WIDETX, ^TO W POSTROENNOJ SHEME MNOGO "LI[-

NIH" \LEMENTOW. |TO, NAPRIMER, \LEMENTY PRAWOGO WERHNEGO UGLA SHE-

MY, GDE DLITELXNOE WREMQ SOSTOQNIE OSTAETSQ HOLOSTYM. i W OSTAW-

[EJSQ ^ASTI SHEMY SU]ESTWENNY TOLXKO \LEMENTY W OKRESTNOSTI NE-

HOLOSTOGO ZNA^ENIQ SOSTOQNIQ. |TO PREDOSTAWLQET BOLX[IE WOZMOVNOS-

TI DLQ UPRO]ENIQ SHEMY. k.p.{NORR [3] PONIZIL WERHN@@ OCENKU DO

O(TM (n) logSM(n)+kMk); GDE TM(n) I SM(n) SOOTWETSTWENNO ^ISLO TAK-
TOW I ^ISLO Q^EEK, DOSTATO^NOE DLQ OBRABOTKI SLOWA DLINY n MA[INOJ

tX@RINGA, A kMk | ^ISLO KOMAND MA[INY M .
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