
Оценки параметров почти всех
функций

Оценки длины сокращённой и кратчайшей д.н.ф.
для почти всех функций

Оценки максимальных значений параметров функций алгебры логики,
приведённые ранее, показывают, что существуют весьма «плохие» функ-
ции, в том смысле, что процесс их минимизации связан с существенны-
ми вычислительными трудностями. Интерес представляет вопрос о том,
насколько эти трудности типичны. Оценки параметров для почти всех
функций, приводимые ниже, показывают, что основные трудности реше-
ния задачи минимизации сохраняются.

Определение. Пусть pn(Q) — число функций f ∈ Pn, обладающих
свойством Q. Говорят, что почти все функции алгебры логики обладают
свойством Q, если lim

n→∞
pn(Q)2−2

n
= 1.

При оценке параметров почти всех функций существенную роль бу-
дут играть леммы о средних значениях и неравенства типа неравенства
Чебышёва.

Пусть A = {a1, a2, . . . , as} — конечное множество, а ϕ — функция,
ставящая в соответствие каждому a ∈ A неотрицательное число ϕ(a).
Будем обозначать через ϕ = ϕ(A) число 1

s

∑
a∈A

ϕ(a) — среднее значение

функции ϕ на множестве A, а через Dϕ — число 1
s

∑
a∈A

(ϕ(a) − ϕ)2 —

среднее квадратическое отклонение или дисперсию функции ϕ.
Лемма 1. Пусть θ > 0 и δθ — доля тех a ∈ A, для которых ϕ(a) > θϕ.

Тогда δθ 6 1
θ
.

Доказательство.

ϕ =
1

s

∑
a∈A

ϕ(a) >
1

s

∑
a:ϕ(a)>θϕ

ϕ(a) >
1

s
sδθθϕ > ϕδθθ,
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что и требовалось.
Следствие. Пусть p(f) — целочисленный неотрицательный пара-

метр, заданный на множестве Pn. И пусть p(n) = 2−2
n ∑
f∈Pn

p(f) стремится

к 0 с ростом n. Тогда p(f) = 0 для почти всех функций. 4
Лемма 2. (Неравенство Чебышёва). Пусть θ > 0 и δθ — доля тех

a ∈ A, для которых |ϕ(a)− ϕ| > θ. Тогда δθ 6 Dϕ
θ2

.
Доказательство.

Dϕ =
1

s

∑
a∈A

(ϕ(a)− ϕ)2 >
1

s

∑
a:|ϕ(a)−ϕ|>θ

(ϕ(a)− ϕ)2 > δθθ
2.

Отсюда и вытекает утверждение.
Утверждение 0.1. Пусть ik(f) — число интервалов размерности k

функции f ∈ Pn, и пусть ik(n) = 2−2
n ∑
f∈Pn

ik(f). Тогда ik(n) =
(
n
k

)
2n−k−2

k .

Доказательство. Пусть Ink = {Ij, j = 1,
(
n
k

)
2n−k} — множество всех

граней размерности k куба Bn. Введём функцию

e(I, f) =

{
1, если I ⊆ Nf ,

0, если I 6⊆ Nf ,

определённую на парах (I, f), I ∈ Ink , f ∈ Pn. Пусть Φ(I) — число функ-
ций f ∈ Pn таких, что I ⊆ Nf . Тогда

ik(n) = 2−2
n
∑
f∈Pn

ik(f) = 2−2
n
∑
f∈Pn

∑
I∈Ink

e(I, f) = 2−2
n
∑
I∈Ink

Φ(I).

Нетрудно подсчитать, что Φ(I) = 22n−2k . Поэтому ik(n) = 2n−k−2
k(n
k

)
, что

и требовалось.
Утверждение 0.2. Пусть Dik(n) = 2−2

n ∑
f∈Pn

(
ik(f)− ik(n)

)2 — дис-

персия параметра ik(f). Тогда

Dik(n) = 2n−2
k+1

(
n

k

) k∑
j=0

(
n

j

)(
n− k
k − j

)
(22j − 1).

Доказательство. Пусть Ink — множество k-мерных граней куба Bn.
Рассмотрим функцию e(I, I ′, f), определённую на тройках вида (I, I ′, f),
где I, I ′ ∈ Ink , f ∈ Pn, такую, что

e(I, I ′, f) =

{
1, если I ∪ I ′ ⊆ Nf ,

0, если I ∪ I ′ 6⊆ Nf .
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Пусть Φ(I, I ′) — число функций f ∈ Pn таких, что I ∪ I ′ ⊆ Nf . Нетруд-
но видеть, что если |I ∩ I ′| = 2j, то Φ(I, I ′) = 22n−2k+1+2j = Φj. Если
же |I ∩ I ′| = 0, то Φ(I, I ′) = 22n−2k+1

= Φ∅. Преобразуем выражение
для Dik(n).

Dik(n) = 2−2
n
∑
f∈Pn

(i2k(f)− 2ik(f)ik(n) + ik
2
(n)) =

= 2−2
n
∑
f∈Pn

i2k(f)− ik
2
(n). (1)

Подсчитаем S =
∑
f∈Pn

i2k(f). Имеем:

S =
∑

I,I′∈Ink

∑
f∈Pn

e(I, I ′, f) =
∑

I,I′∈Ink

Φ(I, I ′) =

=
k∑
j=0

(
n

j

)
2n−j

(
n− j
k − j

)(
n− k
k − j

)
Φj+

+

(((
n

k

)
2n−k

)2

−
k∑
j=0

(
n

j

)
2n−j

(
n− j
k − j

)(
n− k
k − j

))
Φ∅ =

=

(
n

k

)
2n−2

k+2n
k∑
j=0

(
k

j

)(
n− k
k − j

)
2−j(22j − 1) + 22n

((
n

k

)
2n−k−2

k

)2

.

В последнем переходе использовалось равенство
(
n
j

)(
n−j
k−j

)
=
(
n
k

)(
k
j

)
. От-

сюда и из (1) вытекает утверждение.

Теорема 1. [21] Пусть ψ(n)→∞ при n→∞. Тогда для почти всех
функций алгебры логики f(x̃n) число k-мерных интервалов функции f
удовлетворяет неравенствам:

(
n

k

)(
2n−k−2

k− ψ(n)
√

2n−k−2k
)
< ik(f) <

(
n

k

)(
2n−k−2

k

+ ψ(n)
√

2n−k−2k
)
.

(2)

Доказательство. Воспользуемся неравенством Чебышёва, положив
θ = ψ(n)

(
n
k

)√
2n−k−2k . Необходимо показать, что Dik(n)/θ2 → 0 при

n → ∞. Оценим Dik(n). Величина aj = 2−j(22j − 1) возрастает по j,
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поскольку aj+1

aj
= 1

2
(22j + 1) > 1. Поэтому

Dik(n) =

(
n

k

)
2n−2

k+1
k∑
j=0

(
k

j

)(
n− k
k − j

)
aj 6

6

(
n

k

)
2n−2

k+1

2−k(22k − 1)
k∑
j=0

(
k

j

)(
n− k
k − j

)
6

(
n

k

)2

2n−k−2
k

.

Отсюда Dik(n)/θ2 6 ψ−2(n)→ 0 при n→∞.
Следствие 1. У почти всех функций f(x̃n) нет интервалов размер-

ности большей, чем dlog2ne.
В самом деле, положим для краткости k0 = dlog2ne, и пусть ψ(n) = n.

Тогда

ik0+1(f) <

(
n

k0 + 1

)(
2n−k0−1−2

k0+1

+ n
√

2n−k0−1−2
k0+1
)
.

Выражение в правой части стремится к нулю с ростом n. Следовательно,
у почти всех функций f(x̃n) нет интервалов размерности dlog2ne + 1, а
значит, и интервалов большей размерности.

Следствие 2. Для почти всех функций

2n−1 − n
√

2n−1 6 |Nf | 6 2n−1 + n
√

2n−1.

В самом деле, заметим, что |Nf | = i0(f). Тогда утверждение вытекает
из теоремы 1, если положить в ней ψ(n) = n.

Следствие 3. Пусть k1 = dlog2log2n+ log2log2log2ne, а Qk1(f) — чис-
ло вершин α̃ ∈ Nf , содержащихся хотя бы в одном интервале функции f
размерности большей, чем k1. Тогда у почти всех функций

Qk1(f) 6 n−(1−δn) log2log2n · 2n, где δn → 0 при n→∞.

В самом деле, пусть Q′k1(f) — число вершин α̃ ∈ Nf , содержащих-
ся хотя бы в одном интервале размерности, равной k1 + 1. Ясно, что
Qk1(f) = Q′k1(f) 6 2k1+1 · ik1+1(f), но у почти всех функций

ik1+1(f(x̃n)) 6 ik1+1(n)
(

1 + ψ(n)2−
1
2
(n−k1−1−2k1+1)

)
.

Полагая ψ(n) = n, получим для произвольного ε и достаточно больших n

Qk1(f) 6

(
n

k1 + 1

)
2n−2

k1+1

(1 + ε) 6 (1 + ε)nk1+12n−2 log2n log2log2n 6

6 n−(1−δn) log2log2n2n, где δn → 0 при n→∞.
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Следствие 4. Пусть k2 = blog2log2nc, i(f) — число всех интервалов
функции f . Тогда для почти всех функций f(x̃n)

i(f) =

((
n

k2

)
2n−k2−2

k2 +

(
n

k2 + 1

)
2n−k2−1−2

k2+1

)
(1 + δn),

где δn → 0 при n→∞.
Рассмотрим отношение λk = ik+1(n)

ik(n)
= n−k

(k+1)22
k+1

. Ясно, что λk → ∞
при k < k2 и λk → 0 при k > k2. Для достаточно больших n λk > 1
при k < k2 и λk < 1 при k > k2. Поэтому max

k
ik(n) достигается либо при

k = k2, либо при k = k2 + 1.
Полагая в (2) ψ(n) = n, получим, что для почти всех функций f(x̃n)

и k 6 dlog2ne
ik(n)(1− δn) < ik(f) < ik(n)(1 + δn),

где δn → 0 при n→∞. Суммируя эти неравенства по k, 0 6 k 6 dlog2ne,
и учитывая, что λk > nc, c > 0 при k < k2 и λk < (log2log2n)−1 при k > k2,
получим, что для почти всех функций

(ik2(n) + ik2+1(n))(1− δ′(n)) < i(f) < (ik2(n) + ik2+1(n))(1 + δ′(n)),

где δ′(n)→ 0 при n→∞.
Следствие 5. Для почти всех функций f(x̃n)

i(f) = n(1−δn) log2log2n2n, где δn = O
(

1
log2n

)
.

Вытекает из предыдущего следствия. 4

k2 k1 k0

2n−1

n(1−o(1))k2 · 2n

ik(n)

k

Рис. 1

На рис. 1 показана зависи-
мость ik(n) от k. Из теоремы 1
вытекает, что для почти всех
функций f(x̃n) параметр ik(f)
зависит от k подобным же об-
разом.

Следствие 6. Для почти всех функций f(x̃n) число максимальных
интервалов не превосходит n(1−o(1)) log2log2n2n. 4

Следствие 7. Пусть lM(f), l(f) — длины, а L(f), Lκ(f) — сложности
минимальной и кратчайшей д.н.ф. функции f . Тогда для почти всех
функций f(x̃n)

lM(f) = l(f)(1 + δn), Lκ(f) = L(f)(1 + δ′n), L(f) = nl(f)(1 + δ′′n),
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где δn, δ′n, δ′′n → 0 при n→∞.
В силу следствия 1 имеем:

(n− dlog2ne) l(f) 6 (n− dlog2ne) lM(f) 6 L(f) 6 Lκ(f) 6 nl(f).

Отсюда и вытекает утверждение.
Таким образом, для получения асимптотических оценок параметров

lM(f), l(f), L(f), Lκ(f) достаточно найти асимптотическую оценку од-
ного из параметров, например, l(f).

Теорема 2. [21] Для почти всех функций f(x̃n)

L(f) &
cn2n−1

log2n log2log2n
, l(f) &

c · 2n−1

log2n log2log2n
,

1

2
< c < 1.

Доказательство. Рассмотрим подмножество P ′n функций f ∈ Pn,
обладающих следующими свойствами:

10. |Nf | > 2n−1 − n ·
√

2n−1,
20. Qk1(f) 6 n−(1+o(1)) log2log2n2n.
Из следствий 1,2,3 вытекает, что lim

n→∞
|P ′n|2−2

n
= 1. Покажем, что для

всякой функции f ∈ P ′n любое покрытие множества Nf интервалами
имеет мощность > c·2n−1

log2n log2log2n
. В самом деле, из свойств 10 и 20 вытекает,

что по меньшей мере 2n−1(1− o(1)) вершин множества Nf покрываются
лишь интервалами размерности не большей, чем

k1 = dlog2log2n+ log2log2log2ne .

Отсюда l(f) >
|Nf |−Qk1

(f)

2k1
> c·2n−1

log2n log2log2n
.

Упражнение 0.1. Пусть sk(f) — число максимальных интервалов
размерности k функции f . Пусть

sk(n) = 2−2
n
∑
f∈Pn

sk(f), Dsk(n) = 2−2
n
∑
f∈Pn

(sk(f)− sk(n))2.

Показать, что
а) sk(n) =

(
n
k

)
2n−k−2

k
(1− 2−2

k
)n−k;

б) Dsk(n) 6 (n2 + 1)
(
n
k

)2
2n−k−2

k ;
в) Для почти всех функций f(x̃n) и k < dlog2ne sk(f) ∼ sk(n);

г) Для почти всех функций f(x̃n)
n∑
k=0

sk(f) ∼ sk2(n) + sk2+1(n),

k2 = dlog2log2ne.
Упражнение 0.2. Пусть δn — доля тех функций f ∈ Pn, у кото-

рых число максимальных интервалов больше, чем число интервалов, не
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являющихся максимальными. Показать, что существуют две монотонно
возрастающие последовательности {nj}, {mk}, j, k = 1, 2, . . ., такие, что
для всякого ε > 0 существует N = N(ε) такое, что δnj

< ε, δmk
> 1 − ε

для всех j, k > N .
Указание. Рассмотреть отношение sk2 (n)+sk2+1(n)

ik2 (n)+ik2+1(n)
.

Упражнение 0.3. Пусть ck(f) — число ядровых интервалов размер-
ности k функции f , а ck(n) = 2−2

n ∑
f∈Pn

ck(f).

а) Показать, что ck(n) =
(
n
k

)
2n−k−2

k
(

1− (1− 2−n+k)2
k
)
;

б) Пусть c(n) =
n∑
k=0

ck(n). Показать, что c(n) = n(1−o(1)) log2log2n;

в) Показать, что у почти всех функций f(x̃n)
n∑
k=0

ck(f)6n(1−o(1))log2log2n.

Дадим теперь верхнюю оценку длины кратчайшей д.н.ф. для почти
всех функций.

Пусть Pn(α̃) — множество всех функций f ∈ Pn таких, что f(α̃) = 1.
Очевидно, |Pn(α̃)| = 22n−1. Пусть Ink (α̃) — множество k-мерных гра-
ней куба Bn, содержащих вершину α̃. Обозначим через vk(α̃, f) чис-
ло k-мерных интервалов функции f , содержащих вершину α̃. Пусть
vk(n) = 2−2

n+1
∑

f∈Pn(α̃)

vk(α̃, f), а Dvk(n) = 2−2
n+1

∑
f∈Pn(α̃)

(vk(α̃, f)− vk(n))2.

Утверждение 0.3. vk(n) =
(
n
k

)
2−2

k+1, Dvk(n) 6

(
2k3

n
+ k22

k

(n
k)

)
vk

2(n).

Доказательство. Аналогично тому, как это делалось при доказа-
тельстве утверждения 0.1, получаем, что

vk(n) = 2−2
n+1

∑
I∈Ink (α̃)

Φ(I),

где Φ(I) — число функций f ∈ Pn(α̃) таких, что I ⊆ Nf . Если I ∈ Ink (α̃),
то Φ(I) = 22n−2k . Отсюда

vk(n) =

(
n

k

)
2−2

k+1.

Покажем теперь, что Dvk(n) 6 2−2
n+1 ·

∑
Φ(I, I ′), где Φ(I, I ′) — число

функций f ∈ Pn(α̃), для которых грани I, I ′ из Ink (α̃) являются интер-
валами, а суммирование ведётся по всем парам граней I, I ′ таким, что
I ∩ I ′ 6= {α̃}, I, I ′ ∈ Ink (α̃).

В самом деле,

Dvk(n) = 2−2
n+1

∑
f∈Pn(α̃)

v2k(α̃, f)− vk2(n).
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Оценим сверху S =
∑

f∈Pn(α̃)

v2k(α̃, f). Нетрудно видеть, что

v2k(α̃, f) =
∑

I∈Ink (α̃)

∑
I′∈Ink (α̃)

e(I, I ′, f),

где e(I, I ′, f) = 1, если I ∪ I ′ ⊆ Nf , и e(I, I ′, f) = 0, если I ∪ I ′ 6⊆ Nf .
Поэтому

S =
∑

I∈Ink (α̃)

∑
I′∈Ink (α̃)

∑
f∈Pn(α̃)

e(I, I ′, f) =
∑
(I,I′)

Φ(I, I ′),

где суммирование ведётся по всевозможным упорядоченным парам гра-
ней I, I ′ из Ink (α̃). Разобьём последнюю сумму на две: S = S1 + S2, где

S1 =
∑

I∩I′={α̃}

Φ(I, I ′), S2 =
∑

I∩I′ 6={α̃}

Φ(I, I ′).

Если I ∩ I ′ = {α̃}, то, очевидно, Φ(I, I ′) = 22n−2k+1+1. Отсюда

S1 =

(
n

k

)(
n− k
k

)
22n−2k+1+1 6 22n−1

((
n

k

)
2−2

k+1

)2

= 22n−1vk
2(n).

Теперь ясно, что

Dvk(n) = 2−2
n+1(S1 + S2)− vk2(n) 6 2−2

n+1S2.

Оценим S2.
Пусть грани I, I ′ ∈ Ink (α̃) пересекаются по грани размерности j. Тогда

Φ(I, I ′) = 22n−2k+1+2j . Имеем:

S2 =
k∑
j=1

(
n

j

)(
n− j
k − j

)(
n− k
k − j

)
22n−2k+1+2j =

=

(
n

k

)
22n−2k+1

k∑
j=1

(
k

j

)(
n− k
k − j

)
22j .

Положим aj =
(
k
j

)(
n−k
k−j

)
22j . Отношение aj+1

aj
= 22

j
(k−j)2

(j+1)(n−2k+j+1)
меньше 1,

если j < blog2log2nc, и больше 1, если k > j > blog2log2nc. Поэтому

k∑
j=1

aj 6 k(a1 + ak) 6 k

(
k

(
n− 1

k − 1

)
22 + 22k

)
.
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Таким образом,

S2 6

(
n

k

)2

22n−2k+1+1

(
2k3

n
+
k22k(
n
k

) ) = 22n−1vk(n)

(
2k3

n
+
k22k(
n
k

) ) ,
а Dvk(n) 6

(
2k3

n
+ k22

k

(n
k)

)
vk

2(n).

Следствие. Если k 6 k1 − 1 = dlog2log2n+ log2log2log2ne − 1, то
Dvk(n) < c log2n

n
vk

2(n), где c — константа. 4
Утверждение 0.4. Пусть 1 6 k 6 k1 − 1. Тогда доля δn тех функ-

ций f ∈ Pn(α̃), для которых |vk(α̃, f) − vk(n)| > 1
log2n

vk(n), не превосхо-

дит c log32 n

n
.

Доказательство. Применяя неравенство Чебышёва и полагая

θ =
vk(n)

log2n
,

получаем утверждение.
Утверждение 0.5. Пусть f ∈ Pn, bk(f) — число тех вершин α̃ ∈ Nf ,

для которых |vk(α̃, f) − vk(n)| > vk(n)
log2n

. Пусть δ′n — доля тех функций, у

которых bk(f) 6 log42 n

n
2n. Тогда δ′n > 1− c

log2n
.

Доказательство. Оценим среднее bk(n) = 2−2
n ∑
f∈Pn

bk(f).

bk(n) = 2−2
n
∑
α̃∈Bn

Φ(α̃),

где Φ(α̃) — число функций таких, что α̃ ∈ Nf и |vk(α̃, f)− vk(n)| > vk(n)
log2n

.

Но Φ(α̃) = δn22n−1 6 c log32 n

n
. Отсюда bk(n) 6 c log32 n

n
2n. В силу леммы 1

доля тех функций f ∈ Pn, для которых bk(f) > log42 n

n
, не превосходит

c/ log2n. Значит, доля тех функций f , для которых bk(f) 6 log42 n

n
2n, боль-

ше, чем 1− c
log2n

, что и требовалось доказать.
Теорема 3. [22] Для почти всех функций f(x̃n) существует д.н.ф. D

длины l(D) . c·2n
logn

и сложности L(D) . cn2n

logn
.

Доказательство. Рассмотрим подмножество P ′′n ⊂ Pn всех функ-
ций f(x̃n), обладающих следующими свойствами:

10. |Nf | 6 2n−1 + n
√

2n−1;
20. bk(f) < log42 n

n
2n для всех k 6 k1 − 2;

30. ik1−2(f) =
(

n
k1−2

)
2n−k1+2−2k1−2

(1 + δn), где δn → 0 при n→∞.

9



Из следствия 2 и предыдущего утверждения вытекает, что почти все
функции обладают свойствами 10 и 20.

Свяжем теперь с каждой функций f ∈ P ′′n гиперграф Hf = (V, E),
в котором V = Nf , а E совпадает с множеством всех интервалов функ-
ции f . Пусть F — множество всех интервалов размерности

k = dlog2log2n+ log2log2log2ne − 2,

а Y — множество тех α̃ ∈ Nf , для которых vk(α̃, f) > vk(n)(1 − 1
log2n

).

Положим ε = 2 log42 n

n
. Ясно, что условия леммы ?? выполняются, поэтому

длина всякого градиентного покрытия гиперграфа H не превосходит

1 +
log4

2 n

n
2n + 2n−k1+2(1 + δn) ln(e2k1−2(1 + δ′n)) ∼ k12

n−k1+2 ∼ c · 2n

log n
.

Отсюда и вытекает утверждение теоремы.
Таким образом, у почти всех функций f(x̃n) длина кратчайшей д.н.ф.

удовлетворяет неравенствам

c12
n−1

log2n log2log2n
6 l(f) 6

c · 2n

log2n
.

Отметим, что верхняя оценка получена в теореме 3 с помощью гради-
ентного алгоритма. Оказывается, что почти всегда с помощью весьма
простого алгоритма можно получить д.н.ф, «довольно близкую» к крат-
чайшей.
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Список сокращений и
обозначений

б.ф. - булева функция
д.н.ф. - дизъюнктивная нормальная форма

э.к. - элементарная конъюнкция
4 - очевидное утверждение

- конец доказательства
x̃n - вектор переменных (x1, x2, . . . , xn)
Xn - множество переменных {x1, x2, . . . , xn}
Bn - единичный n-мерный куб

Dc, Dcf - сокращённая д.н.ф. (функции f)
Dκ, Dκf - кратчайшая д.н.ф. (функции f)
DT , DTf - тупиковая д.н.ф. (функции f)
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