Лекция 6-8.  Исчисление предикатов.








При рассмотрении понятия алгоритма мы убедились в важности строгого определения как множества исходных данных, так и множества результатов. Множество результатов характеризуется правилом окончания алгоритма, которое в явном или неявном виде должно присутствовать в алгоритме.


Существуют разные способы определения множества. Например, перечисление. Этот способ вряд ли нам подходит, поскольку, используя его, мы будем вынуждены для проверки корректности исходных данных включить в алгоритм всевозможные исходные данные и перебором, сравнивая то, что подали на вход, со всеми элементами множества исходных данных, убеждаться, что на вход подали корректные данные. Для определения множества возможных результатов этот прием вовсе не годится. Мы не всегда знаем это множество в явном виде.


Другим подходом к описанию множества является определение условия, которое выполняется только для элементов описываемого множества. Тогда как проверка данных, поданных на вход, на принадлежность к множеству исходных данных, так и проверка состояния определенного набора переменных на принадлежность к множеству возможных результатов будет заключаться в проверке соответствующих условий.


Исчисление выcказываний не подходит для этой цели. В высказывании есть только переменные типа boolean, а нам этого не достаточно. Действительно, рассмотрим пример. Пусть нам надо определить множество исходных данных, которое состоит из векторов по 100 компонентов, где каждый компонент - целое число. Множество возможных результатов должно удовлетворять следующим условиям:


Это должен быть набор из 100 целых чисел.


Этот набор из 100 целых чисел должен быть упорядочен по возрастанию.


Эти 100 целых чисел, рассмотренные как множество, и 100 целых чисел - исходные данные, рассмотренные как множество, должны совпадать.


Обозначим условия 1, 2 и 3 символами p, q, s соответственно. Тогда для набора из 100 целых чисел, являющегося результатом, высказывание:


p(q(s


всегда должно быть T, т.е. мы могли бы попытаться для строгого определения множества исходных данных и множества возможных результатов воспользоваться техникой исчисления высказываний. Однако, возможностей этого исчисления не достаточно, чтобы сформулировать в виде высказывания условия 1, 2 и 3.


Обозначим буквой p выражение x<y, где x и y - переменные типа целый, а < - операция отношения. Значениями выражения p могут быть либо T, либо F. Следовательно, если мы будем рассматривать p как переменную типа boolean, то мы можем, по аналогии с высказываниями, записать: 


(p(q)(s, где q и s - переменные типа boolean,


Или, заменяя p на x<y, получим:


((x<y)(q)(s.


Утверждения, подобные p, называются атомарными выражениями, а выражения, получающиеся в результате замены переменных в высказываниях на атомарные выражения - предикатами.





Определение 6.1. Предикат - это утверждение, в котором используются арифметические и логические константы, арифметические и логические переменные, арифметические операции (+, *, -, / и т.д.); операции отношения (<, (, >, (, =, (, ( и т.д.); логические операции ((, (, ( и т.д.) и которое принимает значение T или F на каждом состоянии своих переменных.


Мы не будем здесь давать строгого определения предиката, а воспользуемся теми интуитивными представлениями, которые известны из алгебры и теми новыми знаниями, которые мы получили, изучая исчисление высказываний. Забегая вперед, скажем, что логическое выражение в большинстве языков программирования, в том числе в Pascal - предикат. Нижеприведенные выражения - примеры предикатов:





x<10 ,





r2+y2=25 ,





a1<a2(a2<a3 ,





((x(y)((y<z))((x+y<z) ,





(x(y ( y<z)( x+y<z .





Из этих примеров видно, что скобки не всегда нужны, чтобы отделить атомарные выражения от других частей предиката. Старшинство операций здесь определяется так: наивысший приоритет имеют арифметические операции, затем следуют операции отношения, и за ними следуют логические операции.


Вычислить значение предиката можно, заменив все его переменные их текущими значениями, после чего, используя правила арифметических и логических операций, подсчитать результат. Поэтому предикат x<10 равен T в состоянии x=1 и F в состоянии x=11.





Определение 6.2. Говорят, что состояние s набора переменных x1 ... хn удовлетворяет предикату Р(x1 ... хn), а сам предикат выполняется на этом состоянии, если Р(s)(Т.


Предикат, у которого есть состояния, которые ему удовлетворяют, называется выполнимым.


Предикат, который выполняется для всех его состояний, называется общезначимым.


Например, если i - переменная целого типа, то предикат i (0 ( i (1 - общезначимый, т.к. его значение - T для любого значения i. Понятие общезначимости в исчислении предикатов аналогично понятию тавтологии в исчислении высказываний.


Нижеследующие примеры показывают использование предикатов для задания множества. Каждый элемент множества рассматривается как состояние, на котором выполняется предикат, указанный справа от вертикальной черты.








�
1. {(i,j) ( i(N(j(N(i<j} - множество упорядоченных пар целых чисел.


2. {(x,y) ( x(R(y(R(x2+y2=25}- множество точек окружности радиуса 5. 5, x,y - вещественного типа.


3. {ai ( ai ( ai+1 ( i (1 ( i(100 ( ai(R } - упорядоченный по возрастанию набор не более чем из 100 вещественных чисел; ai - вещественного типа.





Квантор всеобщности и квантор существования.





Вспомним, что мы так и не смогли строго определить множество исходных данных и множество возможных результатов в примере с векторами из 100 целых чисел. Для определения множества исходных данных нам надо 100 переменных целого типа, тогда мы сможем записать предикат:





IN: v1( N ( v2( N ( v3( N ( … ( v98( N ( v99( N ( v100( N.





Предикат IN должен выполняться на всех элементах множества исходных данных, т.е. на всех векторах длины 100 из целых чисел.


В математике и логике в целях сокращения записи подобных предикатов, утверждения которых звучат: "для всех","для любого","для каждого", принято сокращение в виде символа (, называемого квантором всеобщности. С помощью этого квантора предикат IN мы можем переписать так:


IN: (i :  1 ( i ( 100 :  vi( N.





Здесь предикат 1 ( i ( 100 определяет множество значений переменной i, стоящей под знаком квантора всеобщности; предикат vi(N должен выполняться для каждого значения i.


В общем виде предикат с квантором всеобщности выглядит так:





(i :  R(i)  :  P(i) ,





где  R(i) - предикат, определяющий область значений переменной i.


P(i) - предикат, который должен выполняться для всех значений из области, определяемой R(i).


Теперь, с помощью квантора всеобщности условия 1 и 2 для определения множества возможных результатов можно записать так





(i : 1 ( i ( 99 : oi ( N ( oi ( oi+1 ( o100 ( N.





где  oi  -  элементы вектора-результата.


Но как записать условие 3, которое говорит, что вектор � EMBED Equation.2  ��� есть перестановка вектора � EMBED Equation.2  ���? Условие 3 можно сформулировать так: для каждого vi должно существовать oj такое, что vi = oj . С помощью имеющихся у нас средств это условие в новой форме можно записать так





(i : 1 ( i ( 100 :   vi=o1 ( vi=o2 ( vi=o3 (…( vi=o99 ( vi=o100  .





Для сокращения записи предикатов вида





vi=o1 ( vi=o2 ( vi=o3 (…( vi=o99 ( vi=o100 .	(()


используют квантор существования, обозначаемый (.


С его помощью предикат (() можно записать





(j :  1 ( j ( 100  :  vi=oj .





В общем виде предикат с квантором существования имеет вид





(i  :  R(i)  :  P(i) ,





где предикат R(i) определяет область значений переменной i , а предикат P(i) должен выполнять хотя бы для одного значения из области, определяемой R(i).





Примеры:





Среди чисел  e1…en  есть хотя бы одно, равное 0:


(i  : 1 ( i ( n  :  ei=0 ;


Список чисел e1…en  не упорядочен по возрастанию


(i  : 1 ( i ( (n-1)  :  ei ( ei+1 ;


Хотя бы одна точка плоской области R находится в третьем квадранте


((x,y)  : x,y(R  :  x ( 0 ( y ( 0.





Теперь условие 3 определения множества возможных результатов можно записать так:


(i : 1 ( i ( 100 :  ((j :  1 ( j ( 100  :  vi=oj)  ,





а все условие будет выглядеть так


(j : 1 ( j ( 99  : oj ( N ( oj ( oj+1 ( o100 ( N (





( (i : 1 ( i ( 100:  ((j :  1 ( j ( 100  :  vi=oj).





А каково будет значение предиката с квантором существования, если R(i)(F ? По определению будем считать, что если множество значений переменной, стоящей под квантором существования, пусто, то значение всего предиката есть F.


Поэтому, например, значение предиката


(j :  m ( j ( n  : P(j) ,


при m ( n равно F.


	Докажем, что в этом случае предикат с квантором всеобщности будет иметь значение Т.


(i : m ( i ( n  :  P(i) = P(m)(P(m+1)( … (P(n-1) =


= ( ( (P(m)(P(m+1)( … (P(n-1)) = ( ((P(m)( (P(m+1) ( … ((P(n-1)) =


= ( ((i  : m ( i ( n : (P(i)) ,


так как по условию область квантора ( пуста, то 


(i  :  (m ( i ( n : (P(i))=F ,


отсюда


(i : m ( i ( n  : P(i)= (F=T .


Из приведенного выше доказательства следует





( ((i : m ( i ( n  :  P(i)) = (i  :  m ( i ( n : (P(i) .


Действительно ранее мы получили


(i : m ( i ( n  :  P(i)) = ( ((m ( i ( n : (P(i)) .


Взяв отрицание левой и правой частей равенства, получим требуемое утверждение.





Свободные и связанные переменные.





	Рассмотрим предикат


(i : m ( i ( n  :  x ( i ( 0		(6.1) .





Он утверждает, что x, умноженное на любое целое от m до n-1  включительно - больше 0. Это утверждение истинно, если и x и m больше 0, либо и x и m меньше 0, т.е. предикат (6.1) эквивалентен


(x ( 0 ( m ( 0)((x ( 0 ( n ( 0).





Отсюда видно, что истиность предиката (6.1) в некотором состоянии S не зависит от значения i. Смысл (6.1) не изменится, если i заменить на j, т.е. записать


(j : m ( j ( n :  x ( j ( 0 .





Из этих примеров ясно, что переменные x, m и n и переменные i и j играют разные роли.


Введем специальную терминологию, которая позволит нам уяснить различие ролей. Переменные x, m и n называют свободными в предикате (6.1), а переменную i  - связанной квантором (.


Рассмотрим предикат


i ( 0 ( ((i : m ( i ( n  :  x ( i ( 0)	(6.2) .





Этот пример приводит в замешательство. Первое вхождение переменной i - свободно, а второе - связано квантором (. Ясно, что лучше бы использовать для связанной переменной какое-то другое имя, например, j , тогда (6.2) выглядел бы так:


i ( 0 ( ((j : m ( j ( n :  x ( j ( 0) .


Хотя правила исчисления предикатов допускают предикаты такое использование имен переменных как в (6.2), но рекомендуется одно и то же имя использовать одним способом.


В исчислении предикатов есть важное ограничение на использование имен переменных:


В одном и том же выражении одно и то же имя не может быть как связанным так и свободным, не может быть связано двумя разными кванторами.


Нижеприведенный пример не удовлетворяет этому ограничению:





((i : m ( i ( n  :  x ( i ( 0) ( ((i: m ( i ( n  :  y ( i ( 0) .





Эквивалентный ему, но не удовлетворяющий ограничению выглядел бы так:





((i : m ( i ( n  :  x ( i ( 0) ( ((k : m ( k ( n  :  y ( i ( 0) .





�
Определение 6.3.  Переменная i


Свободна в выражении i ;


Свободна в (P), если она свободна в P;


Свободна в орP, где ор - знак одноместной операции, например, ( , если она свободна в Р;


Свободна в выражении Р1орP2, где ор - знак двуместной операции, например, (, (, + и т.д. если она свободна как в Р1, так и в P2;


Cвободна в выражениях вида


((j : m ( j ( n :  P) , ((j :  m ( j ( n  : P) ,


если она свободна в P, m или n и отличается от j.





Таким образом, областью действия имени связанной переменной i  - это весь предикат 


(i : m ( i ( n  : Р.


Примеры:


(Стрелками показаны вхождения связанных переменных)





2 ( m ( n ( ((i : 2 ( i ( m :  m ( i ( 0)


�


�


���2 ( m ( n ( ((n : 2 ( n ( m :  m ( i ( 0)





�Неправильная запись, нарушающая ограничение на использование имен переменных в предикатах.


��3. (i  :  1 ( i ( 25 :  25 ( i   (26 ( i = 0


��


�





�����


�4. (m : n ( m ( n+6 : ((i  :  2 ( i ( m  :  m( i = 0)


��


�





	Проблема разграничения областей действия имен нам еще встретится при изучении языка программирования Pascal.





Рассуждения с помощью предикатов.





	Рассуждения с помощью предикатов аналогичны рассуждениям с помощью высказываний. Правила вывода, которые мы ввели в лекции 5 для высказываний, справедливы и для предикатов. Действительно, заменив все переменные их текущими значениями и произведя необходимые вычисления, мы получим высказывание, к которому применимы известные правила вывода.


	Однако, есть два особых случая, для которых у нас нет соответствующих правил вывода: это использование кванторов. В таблице 6.1. собраны правила вывода для случая предикатов с кванторами.














�
Таблица 6.1.





Введение (�
Удаление (�
�
� EMBED Equation.2  ���


�
� EMBED Equation.2  ����
�
Введение (�
Удаление (�
�
� EMBED Equation.2  ���


�
� EMBED Equation.2  ����
�






	Рассмотрим для примера правило введения (. Оно гласит, что если R(P выполняется на всех рассматриваемых состояниях, то мы можем  утверждать, что � EMBED Equation.2  ��� для всех значений i , где выполняется � EMBED Equation.2  ���. Второе правило удаления ( такое, что если предикат � EMBED Equation.2  ��� выполняется, то для произвольного i0 выполняется


� EMBED Equation.2  ���.


	В качестве примера, демонстрирующего использование этих правил, рассмотрим обоснование корректности метода доказательства по индукции. Этот метод мы уже не раз использовали при доказательстве свойств алгоритмов. С ним мы еще много раз встретимся при обосновании правильности программ.


	Для доказательства выполнимости предиката


� EMBED Equation.2  ��� , где � EMBED Equation.2  ��� имеет форму i({1, 2, …}


Рассмотрим два случая:





	Начальный шаг: 	Докажем Р(1)


	Шаг индукции:	Докажем P(i) ( P(i+1)  при любом  i ( 1 .





Если мы показали выполнимость этих шагов, то имеем


Р(1)


P(1) ( P(2)


P(2) ( P(3)  и т.д.


Тогда из первых двух строк и правила Modus Ponens получаем выполнимость P(2). Из P(2) из третьей строки, применяя опять Modus Ponens, получаем P(3)  и т.д. до бесконечности.


Таким образом


(i({1, 2, …} : P(i) .
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