Лекция 1. Процессы обработки информации и алгоритмы

Понятие информации относится к основным научным понятиям, поэтому будем считать его интуитивно ясным и не будем давать определения этого понятия. В рамках нашего курса будем рассматривать обработку информации на ЭВМ. Следовательно, мы ограничиваемся информацией представимой в дискретном виде, то есть, записываемой конечным набором знаков, например, текстами на различных языках, числами. Если исходная информация представлена в другом виде (например, изображение на картине), для обработки на ЭВМ её можно подменить дискретной информацией (в нашем примере можно перенумеровать цвета, картину разделить на малые квадраты, и про каждый записать, какого он цвета).


Обработка информации происходит по следующей схеме:

ИСХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ ( ИСКОМАЯ ИНФОРМАЦИЯ

то есть, из исходной информации извлекается искомая. Обработку можно рассматривать как перевод информации из одной формы в другую. Например, система уравнений:

 x + y = 5 ∩ x – y = 7 в неявном виде содержит информацию о корнях. Решить систему означает перевести эту информацию в явную форму: x = 6 ∩ y = –1.


Процесс обработки информации обычно разбивают на шаги:

I1 ( I2 ( … ( In-1 ( In , где I1 – исходная информация, In – искомая информация, Ij, j = 2, …, n-1 – промежуточная, получаемая на разных шагах. Как правило, переход I1 ( In можно осуществить различными последовательностями шагов, отличающимися друг от друга не только количеством шагов, но и содержанием шагов. Для описания последовательностей шагов процессов обработки информации используются алгоритмы.

Интуитивное понятие алгоритма можно выразить так:
Алгоритм – это точное предписание о порядке выполнения действий из заданного фиксированного множества действий, позволяющее получить решение задачи из заданного класса задач. 


Рассмотрим подробнее ключевые слова в этой формулировке:
· «точное предписание» означает, что предписание однозначно и одинаково понимается всеми исполнителями алгоритма и при одних и тех же исходных данных любой исполнитель всегда получает один и тот же результат;

· «из заданного фиксированного множества действия» означает, что множество действий, используемых в предписании, оговорено заранее и не может меняться в ходе исполнения алгоритма;

· «решение задачи из заданного класса задач» означает, что это предписание предназначено для решения класса задач, а не одной отдельной задачи.


Эта формулировка требует знания таких понятий, как исходные данные, результат, действие, исполнитель, класс задач. Познакомимся с ними на примере алгоритма Евклида нахождения наибольшего общего делителя (НОД) двух натуральных чисел.

Пример 1. 1. Задача поиска НОД:

Исходные данные: n, m – натуральные числа

Результат: НОД (n, m) – натуральное число d, наибольшее из таких, что являются делителями обоих чисел n и m.

Исходные данные и результат описывают класс задач, решаемых алгоритмом. Каждый набор исходных данных представляет собой экземпляр задачи. Например, n=20, m=30 – экземпляр задачи поиска НОД.

Алгоритм Евклида:
1. Положи a равным значению n, b равным значению m.

2. Сравни значения a и b.
3. Если a=b, то перейди к действию 7.

4. Если a<b, то поменяй местами значения a и b.

5. Вычти b из a и положи a равным значению разности.

6. Перейди к действию 2.
7. Положи d равным a.

8. Останов.

В этом алгоритме действия обозначены словами: положи, сравни, если то иначе, вычти, поменяй местами значения, останов, перейди. Все исполнители, реализующие этот алгоритм, должны одинаково понимать смысл этих действий.

Последовательность действий, выполняемых исполнителем, образуют процесс обработки информации. Поскольку действия осуществляются над числами, будем называть этот процесс вычислительным процессом, и в дальнейшем считать синонимами термины «вычислительный процесс» и «процесс обработки информации». Например, для случая исходных данных n=3, m=2 и алгоритма НОД этот процесс можно описать так:

	№ этапа
	значение а
	значение b
	значение d
	№ действия

	1
	3
	2
	не определено
	1

	2
	3
	2
	не определено
	2

	3
	3
	2
	не определено
	3

	4
	3
	2
	не определено
	4

	5
	1
	2
	не определено
	5

	6
	1
	2
	не определено
	6

	7
	1
	2
	не определено
	2

	8
	1
	2
	не определено
	3

	9
	2
	1
	не определено
	4

	10
	1
	1
	не определено
	5

	11
	1
	1
	не определено
	6

	12
	1
	1
	не определено
	2

	13
	1
	1
	не определено
	3

	14
	1
	1
	1
	7

	15
	1
	1
	1
	8


Стоп

Нетрудно видеть разницу между алгоритмом и вычислительным процессом, им порождаемым. Так, например, действие, которое встречается в алгоритме один раз, может быть выполнено несколько раз и встретится неоднократно в описании вычислительного процесса. Примерами такого действия может быть действие 3, либо действие 5, либо 6. В нашем вычислительном процессе, как правило, одинаковые действия совершаются над различными данными (операндами). Однако, эти данные могут быть представлены одними и теми же именами.

По алгоритму не всегда можно предсказать вычислительный процесс. Например, не всегда можно предвидеть точно, как много действий будет в вычислительном процессе.

Выполнение алгоритма начинают с действия №1. В алгоритме всегда точно определено, какое действие должно быть выполнено следующим. По умолчанию им является действие со следующим номером. Если порядок действий в алгоритме не совпадает с нумерацией, то он указывается явно при помощи действия перейди. После действия останов выполнение алгоритма прекращается. Таким образом, очередное действие всегда определено однозначно. В силу этого свойства алгоритма, которое называется детерминированность, вычислительный процесс всегда для заданных исходных данных определен однозначно. Таким образом, при одних и тех же исходных данных вычислительный процесс будет одним и тем же.

Рассмотрим понятие действия. В нашем примере присутствуют два вида действий:

· действия над данными (сравни, вычти, положи);

· действия, управляющие порядком вычислений (если то иначе; перейди, останов).


Теперь рассмотрим окончание выполнения алгоритма и выбор результата. В алгоритме могут быть использованы десятки переменных, но результат будет храниться лишь в нескольких. Эти «результирующие» переменные должны быть явно указаны в алгоритме, т. к. в противном случае нет никакой возможности их выявить. Выполнение алгоритма заканчивается после исполнения действия останов. Как правило, можно определить некоторое условие на множестве текущих значений переменных, такое, что при его истинности будет выполнен останов. В нашем примере таким условием является равенство текущего значения переменной а текущему значению переменной b. Результирующей переменной является d.

Исходные данные – это значения, с которых начинается исполнение алгоритма. Множество исходных данных всегда точно определено. Рассмотрим способ записи исходных данных. Буква ​– любой знак. Алфавит – конечное множество букв {ai | i=1,n}. Слово – любая конечная последовательность букв из некоторого алфавита. Пример: A = {a, b} – алфавит; a, ab, ba, abba – слова над этим алфавитом. Длиной слова называется количество букв в слове. Слово нулевой длины – пустое (обозначается ε). Таким образом, на вход алгоритма поступает слово над некоторым алфавитом (входное слово) и результатом также является слово (выходное).

Алгоритмы иногда нельзя применить к некоторым входным словам.

Пример 1.2.

Алгоритм:
1. n умножь на 2;

2. Прибавь к произведению 1;

3. Раздели сумму на 3;

4. Раздели n на остаток;

5. Останов.

Рассмотрим вычислительный процесс для исходных данных:

	№ этапа
	n = 6
	n = 7

	1.
	12
	14

	2.
	13
	15

	3.
	4 (1 в остатке)
	5 (0 в остатке)

	4.
	6
	7:0?


Поэтому используют термин область применимости для обозначения совокупности слов, к которым алгоритм применим. На входных словах, не входящих в область применимости, либо алгоритм зацикливается, либо его действия не определены (как в примере).

Данные в алгоритме могут быть представлены переменными (в нашем примере именуемые a и b), либо явно, в виде постоянных величин – констант (в нашем примере n, m), которые не меняют своего значения в ходе выполнения алгоритма.
Переменная – это имя, с которым связано конкретное множество возможных значений. В каждый конкретный момент времени исполнения алгоритма каждая переменная принимает одно конкретное значение, из связанного с ней множества.

Определение 1.1. Типом переменной называется множество возможных ее значений. Из‑за того, что ресурсы компьютера ограничены, это конечное множество, т.е. {vi|i=1,k}.

Определение 1.2. Рассмотрим совокупность переменных, используемых в алгоритме {pi|i=1,k}. Состоянием на множестве переменных {pi|i=1,k} называется набор текущих значений этих переменных.

Пусть А – алгоритм, {pi|i=1,k} – набор всех переменных, используемых в этом алгоритме. Добавим к этому набору еще одну переменную (, тип которой есть множество номеров действий в алгоритме. Каждый шаг исполнения алгоритма можно однозначно охарактеризовать состоянием на множестве переменных {pi|i=1,k} U {(}. 

Определение 1.3. Вычислительным процессом, порожденным алгоритмом на наборе исходных данных, называется последовательность шагов, пройденных при выполнении этого алгоритма на этих данных.

Определение 1.4. Состоянием вычислительного процесса, порожденного алгоритмом А, называется состояние на множестве переменных {pi|i=1,k} U {(}, где{pi|i=1,k} – набор всех переменных, используемых в алгоритме А. 

Нетрудно видеть, что вычислительный процесс можно описать в виде последовательности его состояний. Переход из одного состояния в следующее описывает исполнение какого-либо действия алгоритма.

Определение 1.5. Терминальным состоянием называется состояние вычислительного процесса, в котором ( имеет значение индекса действия останов.

Определение 1.6. Результат ​– это определенная совокупность значений из терминального состояния вычислительного процесса алгоритма.


Пример 1.3. Пусть нам надо построить алгоритм для решения следующего класса задач:

вычислить значение выражения 
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, в точке x=b, где ai ( R, b( R, где R – множество вещественных чисел.

Множество исходных данных: (n, b, an, an-1, …, a1, a0), где n( N, ai( R, b( R.
Результат: r = f(b), где 
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Переменные:  i ( Z; х, r ( R.

Константы: {ai|i=0, n}, п, b.
Экземплярами этого класса задач являются, например, нахождение значения двучлена 2x+1 при х=1,5 (n=1, a1=2, a0=1, b=1,5) и нахождение значения многочлена x3–2x2+3x при х= –0,5 (n=3, a3=1, a2= –2, a1=3, a0=0, b= –0,5). 

Алгоритм:
1. Положи i равным п, x равным b; 

2. Положи r равным ai;

3. Положи r равным произведению r и x;

4. Положи i равным i–1;
5. Положи r равным r+ai;
6. Если i = 0, то останов, иначе перейди к шагу 3.

Организацию вычислений по этому алгоритму можно пояснить вот таким выражением: 
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Этот метод вычисления значения полинома в точке называется схемой Горнера. Однако, есть и другой алгоритм для решения этих задач, который мы назовем прямым.

Исходные данные: те же, что и в предыдущем примере.

Результат: тот же.

Переменные: i ( Z; х, r ( R.

Константы: {ai|i=0, n}, п, b.
Алгоритм:

1. Положи i равным п, r равным 0, х равным b;
2. Возведи х в степень i;
3. Умножь ai на степень;

4. Положи r равным сумме r и произведения;

5. Если i = 0, то останов, иначе перейди к шагу 6;

6. Положи i=i–1;

7. Перейди к шагу 2.

Организацию вычислений по этому алгоритму описывает выражение 
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Читателю предлагается построить вычислительные процессы, порожденные этими алгоритмами на указанных выше примерах исходных данных, и убедиться, что они различны.


Итак, мы видим, что для решения одного и того же класса задач может существовать несколько различных алгоритмов. Вычислительные процессы, порождаемые ими, различаются набором действий и их количеством. Количество действий в вычислительном процессе – весьма важная характеристика алгоритма, т. к. оно определяет время и ресурсы исполнителя, необходимые для выполнения алгоритма.

Определение 1.7. Сложностью алгоритма для набора исходных данных называется количество действий в вычислительном процессе, порождаемом этим алгоритмом на этом наборе данных.

Обратите внимание, именно в вычислительном процессе, а не в самом алгоритме.


Для того чтобы сравнивать сложность разных алгоритмов, надо чтобы она подсчитывалась для них в терминах одинаковых действий. Например, умножь, сложи, положи. Выразим сложность действия возведения в степень i как (i – 1) операций умножения. Тогда, сложность первого алгоритма (по схеме Горнера) в виде числа операций сложения и умножения будет равна 2п. Для прямого алгоритма она будет равна:
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Таким образом, на одних и тех же исходных данных сложность первого алгоритма меньше сложности второго, т. е. первый эффективнее второго.


Вывод: Для решения одного и того же класса задач существуют разные алгоритмы, разной сложности.  a(n) 

 ADVANCE 

 EQ 

Теперь рассмотрим вопрос: всегда ли алгоритм дает точное решение? На примере алгоритмов деления в столбик и вычисления квадратного корня не трудно видеть, что, например, при вычислениях 20:3 и
[image: image6.wmf]2

, мы вынуждены довольствоваться лишь приблизительным решением, поскольку запись точного ответа содержит бесконечно много знаков.


Теперь рассмотрим свойство массовости алгоритма, выражающееся в том, что алгоритм предназначен «для решения всех задач заданного класса», т.е. множества задач. Массовость предполагает существование четко определенного класса объектов, которые могут быть исходными данными. Мощность этого класса – свойство класса объектов, а не алгоритма. 

Закономерны вопросы: для любого ли класса задач существует алгоритм решения, и если существует, то дает ли он решение за приемлемое время? В зависимости от ответов на эти вопросы задачи относят к разным типам. У потенциально разрешимой задачи (проблемы) алгоритм решения существует, но вычислительный процесс даже у самого эффективного алгоритма может оказаться очень длинным. Конечным, но очень длинным – больше, чем, жизнь заказчика, которого интересует решение проблемы. Например, количество всевозможных шахматных партий конечно, но выражается астрономическим числом, поэтому перебор их всех является лишь потенциально разрешимой проблемой. У практически разрешимой проблемы можно указать алгоритм, вычислительный процесс которого всегда реализуем за приемлемое для заказчика время. Иными словами, сложность алгоритма у практически разрешимой проблемы имеет разумную с точки зрения заказчика величину.

Существуют проблемы, для решения которых нет алгоритмов. Они называются алгоритмически неразрешимыми. Примером одной из таких проблем является 10-я проблема Гильберта: построить алгоритм решения произвольного диофантова уравнения.

Пример диофантова уравнения: X2 + Y2 – Z2 = 0 , где X, Y и Z – целые числа.

Одно из решений: X=3, Y=4, Z=5.


В 1969г. советский математик Ю.В. Матеясевич показал, что не существует алгоритма для решения произвольного диофантова уравнения. Заметим, что для конкретного уравнения или некоторого набора конкретных диофантовых уравнений алгоритм построить можно.


Итак, подведем итоги:

· Не для всякой массовой задачи существует алгоритм ее решения.

· Для одной и той же задачи могут существовать разные алгоритмы с разной сложностью.

· Алгоритм определяет последовательность действий.

· Алгоритм и исходные данные определяют вычислительный процесс полностью.

· При одних и тех же исходных данных алгоритм всегда дает один и тот же результат.

· Алгоритм одинаково понимается всеми исполнителями.

Алгоритм – точное предписание, которое задает потенциально осуществимый вычислительный процесс, начинающийся с произвольного исходного данного, из класса исходных данных, к которым данный алгоритм применим, и направленный на получение результата, полностью определенного этими исходными данными.

Основные свойства алгоритма:
1) массовость;

2) потенциальная осуществимость (конечность, сложность);

3) детерминированность;

4) однозначность понимания всеми исполнителями.

Свойство массовости предполагает, что алгоритм пригоден для решения всех задач-экземпляров из некоторого класса задач. Например, 2х2=4 не является алгоритмом, поскольку отсутствует свойство массовости ​–  решается единственная задача, исходные данные заданы жестко и не могут меняться.

Свойство потенциальной осуществимости означает, что на любых допустимых исходных данных алгоритм порождает конечный вычислительный процесс. Таким образом, сложность алгоритма на любом допустимом наборе входных данных не бесконечна.

Свойство детерминированности предполагает, что результат работы алгоритма не может быть произвольным, он всегда определяется входными данными. Детерминированность также означает, что в ходе вычислительного процесса, порожденного алгоритмом, переходы между состояниями процесса заданы строго, любая случайность исключается. Таким образом, алгоритм и исходные данные и только они определяют порождаемый процесс обработки информации.

Свойство однозначности понимания исполнителем указывает, что описание алгоритма не может содержать неясностей. Оно должно быть понятно исполнителю, и может содержать лишь те действия, которые исполнитель способен выполнить.

Лекция 2. Формализация понятия алгоритма. Машина Тьюринга

Мы познакомились с понятием алгоритма и его свойствами на интуитивном уровне. Однако, для глубокого, строгого изучения его свойств, организации необходима формализация, хотя бы для того, чтобы иметь возможность делать доказательные утверждения о свойствах алгоритма. Подчеркнем, что цель математического уточнения понятия алгоритма – изучение его свойств, а не создание практического инструмента для построения алгоритмов.

Для формального определения нам потребуются некоторые используемые в математике понятия и обозначения.

Множество B будем называть подмножеством A, если каждый элемент множества B принадлежит множеству A (A ( B). Множество, в котором нет ни одного элемента – пустое ((). Объединением множеств A и B является множество, состоящее из всех элементов A и всех элементов B и никаких других (A U B). Множество, состоящее только из всех общих элементов A и B, называется их пересечением (A ∩ B). Множество, состоящее из всех элементов A, не входящих в B, называется их разностью (A \ B). Отображением F множества A во множество B называется правило, которое каждому элементу множества A ставит в соответствие образ – некоторый элемент множества B = F(A) (A →F B). Отображение называется взаимнооднозначным, если образы различных элементов не совпадают (a, b ( A, a ≠ b ( F(a) ≠ F(b)). Декартовым произведением A ( B называется множество, составленное из всевозможных пар (a, b) a ( A, b ( В. Произведение A ( A ( … ( A (k множителей, k ( N) будем обозначать Ak. Обозначим A* объединение всех Ak, где k ( N и пустого слова ε. Если A – некоторый алфавит (конечное множество знаков), то A* – представляет собой множество всевозможных слов над алфавитом A.

Используя эти обозначения, мы можем любую задачу обработки информации рассматривать как нахождение значений некоторого частичного отображения A* → A*. Почему использовано слово «частичное»? Дело в том, что алгоритм дает результат лишь для слов из области применимости. Эта область является подмножеством A*, значит, отображение лишь частичное.
Взаимнооднозначное отображение #: A* →# N такое что: #(ε)=0, #(ai0ai1…aik)= i0 + i1p + i2p2 + … + ikpk, где p – количество символов в алфавите A, а ij – номера символов в алфавите, назовем нумерацией. Таким образом, от любого отображения A* → A* можно перейти к отображению N → N (такое отображение называют целочисленной функцией). Функция f: N → N, такая, что её значения при любом аргументе можно вычислить в результате некоторой цепочки вычислений, называется вычислимой. Каждый алгоритм, определяя частичное отображение A* →F A*, определяет вычислимую функцию N →f N, такую что f(n) = #(F(w)), где n = #(w). И наоборот, любая вычислимая функция определяет некоторый алгоритм. Таким образом, вычислимые функции – один из способов формализации понятия алгоритма. Они являются формальными математическими объектами, что позволяет доказывать их свойства (в частности, исследовать различные проблемы на алгоритмическую разрешимость).
Очевидно, что понятие функции шире, чем понятие алгоритма. Самое важное различие между этими понятиями для нас состоит в том, что алгоритм определяет некоторый вычислительный процесс. Понятие функции не предполагает и не определяет никакого процесса. Функция представляется в виде «черного ящика», на вход которого подали аргументы и на выходе получили результат. Как этот результат был получен – умалчивается. Понятие алгоритма наоборот, прежде всего, сфокусировано на процессе вычисления результата. Алгоритм определяет именно то, как по аргументам вычислить результат. 

Перейдем к рассмотрению двух других способов формализации понятия алгоритма: машинам Тьюринга и нормальным алгоритмам Маркова.

Машина Тьюринга

Машиной Тьюринга называется формализм, предложенный для понятия алгоритма, английским математиком Аланом Тьюрингом. В 30-х годах нашего столетия Тьюринг занимался исследованием свойств вычислимых функций и объектом его внимания был вычислительный процесс.

В качестве исполнителя алгоритмов им был предложен автомат, состоящий из:

· бесконечной ленты, разбитой на ячейки;

· каретки, способной передвигаться над лентой, от ячейки к ячейке, считывать символы, записанные на ленте, записывать символы в ячейки.
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В каждой ячейке ленты может быть записан только один из определенного множества символов, называемого алфавитом. За один такт работы машины каретка способна выполнить следующие действия:

· считать символ из ячейки, над которой она находится;

· записать символ в ячейку, над которой она находится;

· переместиться либо влево, либо вправо на следующую ячейку, либо остаться на месте.

· изменить свое внутреннее состояние.

Формально машину Тьюринга можно определить следующим образом.

· внешний алфавит A для записи слов на ленте;

· внутренний алфавит Q – множество состояний каретки {q0, q1, q2, …, qs}, q0 – начальное состояние, qs – финальное состояние или состояние останова;

· множество действий вида ap(bwq, где a,b( A; p,q( Q; w( {L, R, S} – перемещения каретки (налево, направо или на месте).

Смысл действия ap(bwq состоит в следующем. Если каретка находится над ячейкой, в которой записан символ а, и каретка находится в состоянии p, то каретка должна:

· записать в эту ячейку символ b (символ а при этом стирается),

· переместиться на следующую ячейку влево если w=L, – вправо если w=R или остаться на месте, если w=S,
· из состояния p перейти в состояние q.

Запись, перемещение и смена состояния производятся одновременно за один такт работы машины, после чего осуществляется следующее действие или происходит останов.

Перед началом работы машины на ленте написано слово, возможно пустое. Во все пустые ячейки записан символ Λ (будем так считать). Договоримся, что каретка в начале всегда размещается над первым, считая слева направо, символом слова на ленте и находится в специальном начальном состоянии qo. Это соглашение принимается для удобства, поскольку где бы не находилась каретка в начале в машину можно добавить правила, с тем чтобы установить каретку на начало слова.

В машине есть специальное состояние, мы его будем обозначать символом qs или ! из алфавита Q. Как только каретка переходит в это состояние, работа машины останавливается. Т. е., если правило имеет вид ap(bw! , то после его выполнения вычисление считается законченным. Также машину можно считать остановившейся, если после очередного такта выполнены следующие условия: каретка неподвижна, содержимое ячейки над которой находится каретка неизменно и состояние каретки неизменно.

Результатом работы машины будем считать слово, ограниченное символами пустоты, на начало которого указывает каретка.

Пример 2.1. Построить машину Тьюринга, вычисляющую функцию

U(n)=n+1 , где n( N.

Машина Тьюринга с алфавитом A={0,1,2,3,4,5,6,7.8.9} и Q={q0, q1, !}, 

где q0 – начальное состояние, а ! – финальное. 
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Рис. 2.1. Машина Тьюринга, прибавляющая 1 к числу, записанному на ленте

Рассмотрим устройство таблицы на рис. 2.1. Каждый столбец помечен символом из внешнего алфавита или символом Λ. Каждая строка помечена символом из внутреннего алфавита, т. е. каким-либо состоянием. Клетка таблицы содержит правую часть правила, левая часть которого образована пометками строки и столбца, на пересечении которых находится клетка. Например, клетка в левом верхнем углу соответствует правилу 0q0 → 0Rq0. Прокомментируем работу машины. В нулевом состоянии каретка просматривает все слово слева направо, пока не дойдет до самого правого символа (младшей цифры) и не перейдет в состояние q1. В первом состоянии машина увеличивает на единицу текущий разряд. Если при этом не возникает необходимость в переносе (т. е. цифра меньше 9), то машина переходит в состояние q2, иначе каретка сдвигается влево и увеличивает следующий по старшинству разряд слова. Встречая в первом состоянии пустую ячейку, машина дописывает в неё единицу и останавливается. Во втором состоянии каретка передвигается влево до начала числа.

Например, n=231. Первым выполненным действием 2q0 → 2Rq0, затем 3q0 → 3Rq0, 1q0 → 1Rq0, Λq0 → ΛLq1, 1q1 → 2Rq2, 3q2 → 3Lq2, 2q2 → 2Lq2, Λq2 → ΛR!. Таким образом, сложность этого вычислительного процесса будет равна 8.

В общем случае сложность этого алгоритма будет равна 2(k+1), где k – число десятичных цифр в записи числа. Докажем это утверждение. Для k=0 и k=1 истинность этого утверждения очевидна. Пусть это утверждение верно для k=m. Докажем, что оно сохранит истинность и для k=m+1. Будем рассматривать более длинное число как число длины m, к которому слева приписали ещё одну цифру ​​​– старший разряд. Появление цифры слева потребует от нас при проходе влево выполнить одно дополнительное действие в начальном состоянии, при проходе вправо – одного дополнительного действия при проходе вправо (либо в первом, либо во втором состоянии). Таким образом, общее количество выполненных команд будет равно 2(m+1)+2 = 2(m+2), что и требовалось доказать.
Обратите внимание, что вместе с оценкой сложности мы фактически доказали что машина обязательно остановится на любом входном слове над алфавитом {0,1,…,9}.

Пример 2.2. Построить машину Тьюринга, которая находит слово над алфавитом A={a,b}, записанное на ленту (в начале каретка может указывать на любое ленты).
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	Рис. 2.2. Таблица машины Тьюринга из примера 2.2


Для сокращения записи таблицы будем придерживаться следующих соглашений:

1) Если каретка остается на месте, S не пишем.

2) Если каретка оставляет содержимое ячейки прежним, не указываем записываемый символ.

3) Если каретка остается в прежнем состоянии, не указываем состояние.

Прокомментируем состояния машины на рис. 2.2. В q0 и q1 каретка машины двигается как челнок над пустыми ячейками, записывая в них палочки по одной, то слева, то справа.  Если встречается буква a или b в состоянии q0, то нужно стереть все палочки в ячейках левее слова и вернуться на его первую букву. Эти действия выполняются в состояниях q2 и q3. Если буквы попадаются в состоянии q1, то в состоянии q4 стираются все палочки в ячейках правее слова, в состоянии q5 каретка возвращается на его последнюю букву и машина переходит в q2, чтобы вернуться на первую букву слова. Заметим, что если на ленте нет ни одного символа из алфавита A, то машина зациклится – будет бесконечно переключаться между состояниями q0 и q1 и записывать | в ячейки ленты. Во всех таких случаях машина не применима к входному слову. Если машина останавливается, то считается, что она применима к входному слову. Все входные слова, к которым применима машина, образуют область применимости. Существуют машины, зацикливающиеся на любом входном слове (их область применимости (). Есть машины применимые ко всем входным словам над внешним алфавитом (см. пример 2.1).

Пример 2.3. Построить машину Тьюринга U((n)1)=(n)10, где n>0 и (n)10 – запись числа n в десятичной системе. Другими словами эта машина Тьюринга приводит запись числа n из унарной формы в десятичную.

Работу этой машины организуем следующим образом. Изначально на ленте находится слово из одних символов | и каретка находится над самым левым символом |. Дойдем до правого конца слова и сотрем один символ |. Вернемся влево и перед словом из символов | поставим цифру 1. Опять сотрем самый правый символ |, а затем увеличим цифровую запись слева от слова из | на 1 и т. д. Окончательная таблица показана на рисунке 2.3.
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Рис. 2.3. Машина Тьюринга, осуществляющая перевод из унарной системы в десятичную.
Комментарии:

q0 – переводим каретку на правый конец слова и переходим в q1;
q1 – если остались |, то стираем одну и переходим в q2, иначе сдвигаем каретку до конца влево и останавливаем машину;

q2 – двигаем каретку влево до первой цифры или пустой ячейки, после чего прибавляем 1 и переходим в q0.

Оценим сложность этого алгоритма. В начале работы каретка пройдет n символов | при движении вправо и n символов | при движении обратно, т. е. 2n. На втором проходе – 2(n-1) и т. д. Отсюда число пройденных палочек, а следовательно и выполненных команд будет равно n(n+1). Количество остальных действий мы можем оценить сверху, как  2n[log10n] (логарифм – это длина записи числа в десятичной системе, а 2n – это количество проходов вдоль десятичной записи). Таким образом, количество действий определяется квадратом длины входного слова (остальные слагаемые вносят меньший вклад и их можно отбросить), что можно обозначить как O(n2).
Теперь сравним запись алгоритмов, в форме машины Тьюринга и ту, которую мы использовали в лекции 1. Запись алгоритма в терминах машины Тьюринга более строгая, в том смысле, что она не имеет двусмысленностей, понимается однозначно. Отсюда и рассуждения о ее свойствах более четкие и строгие, чем в интуитивном смысле.

Однако возникает вопрос. А любую вычислимую функцию можно описать в виде машины Тьюринга? Ответ на этот вопрос Тьюринг сформулировал в виде тезиса, названного его именем.

Тезис (гипотеза) Тьюринга или Основная гипотеза теории алгоритмов: Всякий алгоритм может быть реализован соответствующей машиной Тьюринга.

Это тезис, не теорема. Его нельзя доказать, так как в нем используется понятие алгоритма, смысл которого определен интуитивно, т.е. не строго.


Правдоподобность тезиса Тьюринга подтверждается не только возможностью построения машин для конкретных алгоритмов, но и доказательством возможности построения машин, реализующих различные композиции алгоритмов, при помощи машин, реализующих алгоритмы, являющиеся компонентами композиций.

Алгоритм A является композицией алгоритмов B и C (A=B◦C), если выполняются следующие условия: если входное слово ω принадлежит области применимости B и результат применения алгоритма B к слову ω – B(ω) принадлежит области применимости C, то A(ω) = C(B(ω)), иначе А зацикливается.

Предположим, что известны машины TB и TC, реализующие соответственно алгоритмы B и C. Пусть внешние алфавиты машин совпадают. Пусть также внутренние алфавиты TB и TC не пересекаются. Тогда машина TA, реализующая A=B◦C, строится путем объединения внутренних алфавитов, объединения таблиц двух машин и заменой переходов в финальное состояние машины TB на переходы в начальное состояние машины TC.

Покажем, как построить машину Тьюринга, реализующую альтернативу выполнения алгоритмов B или C в зависимости от результата работы алгоритма P (т. е. если результат P – истина, то выполнить B, иначе C). Пусть построены машины TB, TC и TP. Пусть их внешние алфавиты совпадают, а внутренние алфавиты не пересекаются. Пусть машина TP такова, что в результате своей работы не меняет входное слово, а лишь дописывает перед ним 1 или 0 («истина» или «ложь») в зависимости от работы P. Машину TAL, реализующую альтернативу, будем строить следующим образом. Внутренний алфавит TAL является объединением внутренних алфавитов трех исходных машин. Начальное состояние совпадает с начальным состоянием TP. Финальное состояние получим, отождествив финальные состояния машин TB и TC. Таблицу получим, объединив таблицы трех машин, при этом в строке, соответствующей финальному состоянию TP (добавим эту строку, если её не было) в клетку столбца 1 впишем Λq0BП, а в клетку столбца 0 – Λq0СП. Таблица для машины TAL готова. Аналогичным образом можно построить машину для конструкции «пока не P делай A». 

Возможность конструирования рассмотренных машин является серьезным доводом в пользу истинности гипотезы Тьюринга, хотя формально и не доказывает его.
Выводы:

· Алгоритмы реализуют лишь подмножество функции, рассматриваемых в курсе математического анализа (класс вычислимых функций).

· Машина Тьюринга является более строгим способом определить понятие алгоритма.

· Машины Тьюринга можно строить из ранее построенных машин Тьюринга.
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