Лекция 3. Нормальные алгоритмы Маркова
В 1956 году советским математиком А. А. Марковым было предложено новое уточнение понятия алгоритма, которое позднее было названо его именем.

Формально нормальный алгоритм Маркова можно определить следующим образом.

· алфавит A для записи входных и выходных слов;

· алфавит S служебных вспомогательных символов;
· упорядоченный набор действий вида либо ( ( (, либо ( 
[image: image1] (, где (, ( ((A U S)*, называемых правилами подстановки.
Чтобы понять, как действуют правила подстановки, введем следующие определения.
Определение 3.1. Пусть алфавит A={a1, a2, …, an}. Пусть слова ( и ( ( A* и ( =ai1ai2…aik ( = aj1aj2…ajm, тогда слово ( = ai1ai2…aikaj1aj2…ajm называется конкатенацией слов ( и ( (( = (().
Определение 3.2. Слово ( имеет вхождением в слово (, если существуют такие слова ( и ( над тем же алфавитом, что ( и (, для которых верно:   ( = (((.

Определение 3.3. Вхождение слова ( в слово ( называется первым, если в представлении ( = ((( в слово ( не входит слово (.
Заметим, что во всех определениях цепочки могут быть пусты.

Определение 3.4. Подстановкой в слово ( слова ( вместо ( будем называть замену первого вхождения ( в слово ( словом (. Результатом подстановки является слово ( = (1((2, если (=(1((2 и это первое вхождение (, т. е. нет вхождений ( в (1.
При выполнении нормального алгоритма Маркова сначала рассматривается первое правило подстановки, ищется вхождение (первое) левой части правила во входное слово, если оно есть, то выполняется подстановка во входное слово правой части правила вместо левой и работа продолжается с результатом подстановки. Если вхождение левой части не найдено, то рассматривается второе правило и т. д. После каждой выполненной подстановки просмотр правил начинается сначала (с первого правила). Если ни одну подстановку нельзя выполнить или выполнена подстановка по правилу вида  ( 
[image: image2] ( (терминальному правилу), то алгоритм считается выполненным, а полученное в результате подстановок слово – результатом или выходным словом.
Пример 3.1. A={a, b} Построить нормальный алгоритм Маркова, заменяющий во входном слове все символы a на b, а все b на a.
Алгоритм:
*a ( b*
(1)


*b ( a*
(2)



* 
[image: image3]

(3)


( *

(4)
Рассмотрим действия алгоритма над словом abba: abba →(4) *abba →(1) b*bba →(2) → ba*ba →(2) baa*a →(1) baab* →(3) baab. Поскольку выполнено терминальное правило (3), выполнение закончено и полученное слово является результатом. Можно оценить сложность как количество выполненных подстановок, их будет n+2, где n – длина слова. Заметим, что НАМ из двух правил: { a ( b | b ( a} задачу не решает, поскольку зацикливается на любом непустом слове над алфавитом A. Происходит это из-за того, что левая часть первого правила совпадает с правой частью второго, значит, после выполнения второго правила всегда сработает первое. Левая часть второго правила совпадает с правой частью первого, следовательно, после применения первого правила сработает второе. Оба случая порождают бесконечный цикл. Заметим также, что правила с пустой левой частью, такие как (4) можно применить к любому слову, так как пустое слово входит в любое слово. Из-за этого любой нормальный алгоритм, который содержит правила с пустой левой частью и не содержит до них терминальных правил, обязательно зациклится на любом входном слове.
Определение 3.5. Нормальный алгоритм Маркова называется применимым к входному слову (, если он останавливается на этом слове, и неприменимым – если зацикливается. Множество входных слов, к которым НАМ применим называется его областью применимости.

Исследуем вопрос: можно ли по виду правил НАМ сделать вывод о его применимости ко всем входным словам. В некоторых случаях это возможно. Справедливы два достаточных признака:
1) Если в НАМ в каждом правиле (за исключением терминальных) левая часть не пуста и не содержит букв, входящих в правые части правил, то алгоритм применим к любым входным словам.

2) Если в НАМ в каждом правиле (за исключением терминальных) левая часть длиннее правой, то алгоритм применим к любым входным словам.

Обоснуем первый признак. С применением каждого правила, удовлетворяющего условию, количество вхождений букв, используемых для записи левых частей, уменьшается, следовательно, уменьшается количество возможных срабатываний правил. Новых вхождений левых частей в слово не появляется, поскольку правые части не содержат нужных для этого букв. НАМ остановится. Пример НАМ такого рода: 
a ( 01 
b ( 10 
c (  11
Обоснуем второй признак. После каждого срабатывания правила, удовлетворяющего условию, длина слова уменьшается, поэтому за не более чем n подстановок (где n – длина слова) алгоритм остановится.


Рассмотрим пример 2.1: построить алгоритм для вычисления U(n)=n+1. A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, S={*,+}.
Алгоритм:
*0 ( 0*
первые 10 правил обеспечивают перемещение * в конец слова


*1 ( 1*



…



*9 ( 9*



* ( +

оказавшись в конце слова, * превращается в +



0+
[image: image4] 1
следующие 10 правил добавляют 1 к текущему разряду


1+
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…
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9+ ( +0
случай с 9 особый, так как возникает перенос



+
[image: image7] 1

дописываем к результату 1, например, в случае 99 → 100


( *

порождаем * в начале работы алгоритма

Нетрудно подсчитать, что сложность этого алгоритма, выраженная в количестве выполненных правил подстановки, будет равна: (k+1)+(l+1), где k – количество цифр в n, l – количество 9, которые были увеличены на 1. Выходит, что сложность НАМ для U1(n) не больше сложности машины Тьюринга для этой же функции, которая равнялась 2k+2.


Обратите внимание, что у НАМ порядок правил подстановки существенно влияет на результат, в то время как для МТ порядок записи таблицы не существенен.

Теперь построим НАМ для примера 2.3: реализовать вычисление U((n)1)=(n)10. A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,|}.

0| ( 1

первые 10 правил стирают | и добавляют 1 к текущему разряду

1| ( 2


2| ( 3
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5| ( 6


6| ( 7
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особый случай, перенос в следующий разряд

| ( 1

правило «запускающее» перевод из унарной системы
Сложность этого НАМ будет примерно [
[image: image8.wmf]9

10

n

], что существенно меньше сложности машины Тьюринга, работающей с квадратичной сложностью. Количество подстановок равно количеству стертых |, то есть n + n/10 + n/100 + … (c каждым десятком, сотней, тысячью палочка не стирается, а переписывается левее нуля). Так для входного слова из 100 символов |  НАМ выполнит 111 подстановок, а МТ – более 10000 тактов.
В отличие от МТ реализация композиции НАМ в общем случае не может быть реализована объединением их правил подстановки. Рассмотрим пример. 
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Покажем, что композицией A1 ( A2 не являются A12 и A21. Достаточно указать контрпримеры – входные слова, на которых результаты работы НАМ не совпадают с результатами работы композиции. A12(abb)= bb, A21(abb)= ε. A1 ( A2(abb)=A2(A1(abb))= =A2(bb)=aa. Отметим, что существует способ построения НАМ, реализующего композицию двух алгоритмов, но он очень громоздкий в отличие от МТ, где было достаточно объединить таблицы.
Для нормальных алгоритмов Маркова справедлив тезис, аналогичный тезису Тьюринга.
Тезис Маркова (принцип нормализации): Любой алгоритм может быть реализован в виде нормального алгоритма Маркова.

Также справедливыми являются утверждения об эквивалентности формализмов, предложенных Марковым и Тьюрингом, т.е.:
1) Для любой данной машины Тьюринга можно построить нормальный алгоритм Маркова, осуществляющий то же самое преобразование входных слов в выходные.

2) Для любого данного нормального алгоритма Маркова можно построить машину Тьюринга, осуществляющую то же самое преобразование входных слов в выходные.

Докажем первое утверждение. Пусть дана машина Тьюринга с внешним алфавитом A и внутренним алфавитом Q. Построим эквивалентный ей НАМ. Его алфавитом будет объединение A U Q. Для каждого действия, связанного с перемещением каретки вправо, ajqi(akRqm (qm ≠ !) добавляем правило подстановки qiaj ( akqm. Если qm = !, т. е. ajqi(akR!, то добавляем терминальное правило: qiaj
[image: image12] ak. Для действий, вызывающих перемещение каретки влево, ajqi(akLqm (qm ≠ !) добавляем группу правил подстановки: alqiaj ( qmalak для всех al(A. Для ajqi(akL!, добавляем группу терминальных правил: alqiaj
[image: image13] alak для всех al(A. Для действий, не вызывающих перемещение каретки, ajqi(akSqm (qm ≠ !), добавляем правило подстановки qiaj ( qmak. Если qm = !, т. е. ajqi(akS!, то добавляем терминальное правило: qiaj
[image: image14]ak. Если ai = Λ или ak = Λ, то в левой и правой части правила подстановки Λ не пишем. Если в правиле подстановки левая и правая части совпадают (такие правила могут получиться при движении влево), то мы их в результат не включаем, так как они приводят к зацикливанию. Все полученные правила подстановки упорядочиваем любым способом, учитывая лишь, что правила для Λ (вида qi ( …) надо расположить в конце, после правил вида qiaj ( …,  ajqi ( … и  alqiaj ( …, затем приписываем последнее правило: ( q0, где q0 – начальное состояние исходной машины.
Очевидно, что построенный НАМ эквивалентен исходной машине.
Пример. Рассмотрим машину Тьюринга с внешним алфавитом {a, b}, которая проверяет, есть ли в слове хоть одна буква a и если есть дописывает слева перед словом a, иначе дописывает b. Таблица машины будет такова:
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Если перевести таблицу в список правил машины, получим: aq0(aLq1
bq0(bRq0
Λq0( ΛLq2
bq1(bLq1
bq2(bLq2 Λq1( aR!
Λq2( bR!
Действуя, как описано в доказательстве, получаем НАМ: 
q0b ( bq0
aq0a (q1aa
bq0a ( q1ba
q0a ( q1a 
aq0 ( q2a bq0 ( q2b
aq1b ( q1ab
bq1b ( q1bb
aq2b ( q2ab
bq2b ( q2bb
q0 ( q2
q1
[image: image15]  a
q2
[image: image16]  b 
( q0 (Для экономии места правила выписаны в строчку по порядку слева направо.) Заметим, что мы исключили два зацикливающих правила: q1b ( q1b и q2b ( q2b. Проверим, как работает НАМ на разных входных словах:

bbaa ( q0bbaa ( bq0baa ( bbq0aa ( bq1baa ( q1bbaa ( abbaa
bbb ( q0bbb ( bq0bb ( bbq0b ( bbbq0 ( bbq2b ( bq2bb ( q2bbb ( bbbb
Докажем второе утверждение. Искомую машину будем конструировать из вспомогательных машин. Обозначим U* машину Тьюринга, ставящую * перед входным словом, т. е. U*(()=*(. U! – МТ, не меняющую слово и осуществляющую переход в состояние останова конструируемой нами машины. F( – МТ, осуществляющая поиск вхождения цепочки (, и меняющая входное слово таким образом: F((*()= 1(1*((2 если (=(1*((2, иначе F((*()=0(*. Z(( – МТ, осуществляющая подстановки, т. е. Z(( (1(1*((2)= (1((2. U0 – МТ, восстанавливающая слово (удаляющая служебные символы: *, 0, 1), т. е. U0(0(*)=(. Несложно построить любую из этих машин.

Каждому правилу вида (i((i исходного НАМ сопоставим машину Ui, реализующую альтернативу: если F(i нашла вхождение (i, то выполнить композицию Z(i(i(U*(U1, иначе выполнить Uо( U*( Ui+1.
Каждому терминальному правилу вида (ij
[image: image17](i исходного НАМ сопоставим машину Ui, реализующую альтернативу: если F(i нашла вхождение (i, то выполнить композицию Z(i(i (U*(U!, иначе выполнить Uо( U*( Ui+1.
Последнему правилу подстановки вида (k((k сопоставим машину Uk, реализующую альтернативу: если F(i нашла вхождение (i, то выполнить композицию Z(i(i (U*(U1, иначе выполнить Uо( U*( U!.
Последнему правилу подстановки вида (kj
[image: image18](k сопоставим машину Uk, реализующую альтернативу: если F(i нашла вхождение (i, то выполнить композицию Z(i(i (U*(U!, иначе выполнить Uо( U*( U!.
Искомая машина U это композиция U*(U1. Доказательство закончено.
Таким образом, выразительные способности обоих формализмов совпадают. Этот факт является ещё одним доводом в пользу истинности обоих тезисов.
Выводы:

· Нормальные алгоритмы Маркова являются одним из способов формализации понятия алгоритма.
· Машины Тьюринга и нормальные алгоритмы Маркова несмотря на их различия эквивалентны.

Лекция 4. Проблема самоприменимости. Универсальная машина Тьюринга
Определение 4.1. Алгоритм называется самоприменимым, если он останавливается, когда в качестве входного слова дана его собственная запись.

Рассмотрим способ записи для НАМ. Записью НАМ является слово, полученное конкатенацией его правил (по порядку), причем между правилами добавляется символ-разделитель, не входящий во внешний и служебный алфавит НАМ. Мы в качестве символа-разделителя будем использовать |.


Рассмотрим два алгоритма:
	A1
#a ( #

# 
[image: image19] 
( #
	A2
a ( b
b ( bb



Записью A1 является слово: #a(#|#
[image: image20]|(#. Записью A2 является слово: a(b|b(bb. Легко проверить, что A1 – самоприменим и A1(#a(#|#
[image: image21]|(#) = (#|#
[image: image22]|(#, а A2 – не самоприменим.
Теорема 4.1. Не существует алгоритма, определяющего по записи произвольного алгоритма самоприменим он или нет.


Доказательство проведем от противного. Допустим, такой алгоритм существует, т. е. есть алгоритм A1, такой что A1(A) = истина, если A самоприменим, и A1(A) = ложь, иначе. Тогда можно построить алгоритм A2, такой что A2(A) зацикливается, если A самоприменим, и A2(A)=A, иначе. Исследуем, самоприменим ли A2. A2(A2) остановится, только если A2 не самоприменим, но это противоречит определению. Если A2 самоприменим, то A2(A2) зацикливается. Снова противоречие. Следовательно, утверждение теоремы верно. Проблема самоприменимости алгоритмически неразрешима.

Заметим, что для некоторых классов алгоритмов можно простроить алгоритмы, определяющие самоприменимость. Например, для НАМ, состоящих из одного правила подстановки такой алгоритм должен проверить следующие условия: является ли правило подстановки терминальным; левая часть правила подстановки не входит в правую часть. Если хоть одно из условий выполнено, алгоритм самоприменим, иначе – не самоприменим.


Из доказанного следует более общее утверждение.
Теорема 4.2. Не существует алгоритма, определяющего применимость произвольного алгоритма к произвольному слову. Другими словами проблема останова алгоритмически неразрешима.

Доказательство от противного. Существование такого алгоритма противоречило бы теореме 4.1, так как собственная запись алгоритма принадлежит множеству произвольных слов.


Можно сделать вывод, что зацикливание алгоритмов не возможно обнаружить в общем случае. Ответственность за корректную работу алгоритма ложится целиком на его составителя, никакие автоматизированные средства не могут её обеспечить.

Для МТ тоже существуют способы их записи на ленте. Рассмотрим один из таких способов. Расширим внешний алфавит тремя символами: &, ↑ и @. Занумеруем состояния МТ так, что начальное состояние будет первым, а заключительное – последним (соответственно, переупорядочим строки в таблице). Словом @@...@ длины n обозначим n‑ое состояние (qn). Содержимое ячейки таблицы МТ на пересечении ai-го столбца и qj-ой строки запишем как @@...@&@@...@&SZak&ai. Здесь первая последовательность @@...@ (j раз) – текущее состояние;  вторая последовательность @@...@ (k раз) ​– состояние, в которое нужно перейти; S – символ, кодирующий передвижение каретки (& ​– влево, @ – вправо, ↑ – на месте); Z – символ, кодирующий признак заключительного состояния (& – заключительное, @ – нет); ak – записываемый на ленту символ; ai – текущий символ на ленте. Строку таблицы представим как слово вида: & запись 1-ой ячейки & запись 1-ой ячейки & … & запись последней ячейки. Всю таблицу запишем в виде конкатенации записей строк и && как признака конца таблицы. Таким образом, мы можем подавать на вход МТ её собственную запись и проверять её самоприменимость.

Можно представить себе алгоритм, на вход которого будет подаваться входное слово m*(, где m – запись некоторой МТ, а ( – некоторое входное слово для этой машины. Результатом его работы будет слово вида m*(', если МТ применима к слову (, иначе алгоритм зацикливается. МТ, реализующая такой алгоритм, называется универсальной машиной Тьюринга (УМТ). Она представляет собой универсального исполнителя и способна моделировать работу любой МТ над любым заданным словом.

Опишем схему работы универсальной МТ. Пусть в начале на ленте записано слово @m*(, каретка находится в начале слова. Символы @ перед словом m обозначают текущее состояние моделируемой машины (на старте – это первое состояние – начальное). Далее выполняются следующие этапы:
1. Каретка движется вправо до символа *, осуществляется переход в новое состояние УМТ, и сдвиг вправо на первый символ слова (.

2. «Запоминаем» текущий символ, перейдя в соответствующее состояние УМТ, меняем входное слово моделируемой машины так, чтобы * помечала текущий символ, двигаем каретку влево до начала слова, поданного на вход УМТ.

3. Ищем нужную «клетку в таблице» m. Для этого сравниваем текущее состояние моделируемой машины (количество @ до первого &) с количеством @ в записи клеток таблицы, а также сравниваем текущий символ в слове ( c символами в клетках таблицы.
4. Выполняем действия, записанные в найденной клетке. Для этого в начале слова стираем символы @ (старое состояние моделируемой машины) и записываем новое. «Запоминаем» передвижение каретки моделируемой машины (влево, на месте, вправо) и будет ли переход в состояние останова, для этого переводим УМТ в соответствующее состояние. Заменяем текущий символ, помеченный * в слове (, на символ из клетки таблицы. Переходим в соседнюю ячейку или остаемся на месте соответственно «запомненному» передвижению каретки.

5. Если попадаем на конец таблицы (два &), то все, что слева сдвигаем на одну ячейку влево (наращиваем ленту моделируемой машины слева). Возвращаемся назад и записываем Λ перед словом на ленте моделируемой машины (().
6. Если моделируемую машину не нужно останавливать, то переходим к шагу 2, иначе переходим на шаг 7.

7. Стираем символы @ (состояние моделируемой машины) и сдвигаемся вправо на первый символ записи «таблицы» m. Останов.

Несколько слов об алфавите универсальной МТ. Рассматривая схему её работы, мы считали, что ai входят во внешний алфавит УМТ. На самом деле, сложно представить себе алфавит включающий все возможные символы. Он и не нужен, поскольку символы из алфавита моделируемой машины можно перенумеровать и закодировать последовательностями символов # (таким же способом, как мы закодировали состояния), например. Машина несколько усложнится, поскольку при записи на «ленту» моделируемой МТ, придется сдвигать правую часть слова влево или вправо (в зависимости от того, больше номер у записываемого символа или у текущего). Таким образом, в УМТ можно ограничиться внешним алфавитом {&, ↑, @, #, *}.
Существует ли универсальный НАМ? На этот вопрос можно ответить положительно, поскольку можно себе представить НАМ Tr переводящий поданную ему на вход запись другого НАМ в запись эквивалентной МТ. Далее можно построить композицию НАМ Tr и НАМ, эквивалентного УМТ, которая и будет универсальным НАМ.

Выводы:
· Проблема самоприменимости алгоритмически не разрешима.

· Возможность построить УМТ показывает, что довольно сложный алгоритм выполнения МТ может быть реализован другой МТ.
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