Лекция 16. Таблицы
Определение 16.1. Таблица – набор произвольного количества однородных элементов, каждый из которых называется записью и имеет свой уникальный идентификатор – ключ. Таблица поддерживает следующие операции: найти запись с заданным ключом; включить запись с заданным ключом в таблицу; исключить запись с заданным ключом из таблицы.
Таблицу можно реализовать в программе разными способами.

Способ 1. Простой список. Вставку осуществляем в начало списка. Сложность поиска: в среднем N/2, N в худшем. Заметим, что худшим является любой случай, когда элемента нет в списке.

Способ 2. Упорядоченный список. Вставляем элемент по возрастанию ключа. Тогда при отсутствии ключа можем остановиться раньше, встретив больший ключ, чем искомый. Сложность поиска: в среднем N/2, N в худшем. Но лучше работает при отсутствии ключа в таблице.

Способ 3. Дерево-таблица или дерево поиска.

Определим дерево поиска, как двоичное дерево, в котором записи располагаются в вершинах специальным образом, так что для любой нелистовой вершины выполняется правило, что все вершины, лежащие в левом поддереве имеют ключи меньшие, чем ключ записи при вершине, а  правом поддереве – большие.

Пример дерева поиска:

	      8

     / \

    4   11

   / \    \

  1  5    13
	Сложность операций вставки, поиска и удаления зависит от структуры дерева. Поиск осуществляется так: сравни ключ в корне, если совпадет, то поиск окончен, если ключ в корне больше и есть левый потомок,  ищи в левом поддереве, если  ключ в корне меньше и есть правый потомок, ищи в правом поддереве, иначе поиск неудачен.


Вставка осуществляется так: выполняем поиск и оказываемся в какой-либо листовой вершине, в зависимости от того больше ключ в этой вершине, чем ключ в добавляемой записи или меньше, вешаем новую вершину слева или справа. Такая вставка проста для реализации, но может порождать деревья с плохой структурой (например, левое поддерево может содержать много больше вершин чем правое). Заметим, при вставке родителем для добавляемой вершины может быть не только лист, им может быть вершина с одним потомком (левым, если добавляемый ключ больше ключа в вершине; правым, если добавляемый ключ меньше ключа в вершине). Например, такая ситуация возникнет при вставке в нарисованное выше дерево ключа 9. Он будет добавлен как левый потомок вершины с ключом 11.
Удаление осуществляется так. Осуществляем поиск, если нашли, то возможны 3 случая:

1) удаляется лист (удаляем, в родительской вершине ставим nil);
2) удаляется вершина с одним потомком (удаляем, к родителю цепляем потомка);

3) удаляется вершина с двумя потомками (ищем запись с самым правым/большим ключом в левом поддереве, удаляем её вершину и переносим эту запись в вершину с первоначально удаляемым ключом; другой вариант – заменять на самый левый/меньший ключ в правом поддереве).

Если дерево сбалансировано, то сложность любой операции около C*log2n (не превосходит высоту дерева, где n – количество записей в таблице). В худшем случае несбалансированное дерево вырождается в список, тогда сложность линейна, т. е. C*n.
Определение 16.2. АВЛ-дерево – это дерево поиска, определяемое следующими правилами и никакое другое.
I. Пустая ссылка (nil) является АВЛ-деревом высоты -1.

II. Листовая вершина, имеющая двух потомков, правого и левого, которые являются АВЛ-деревьями высоты -1, является АВЛ-деревом высоты 0.

III. Вершина, правым и левым потомками которой являются АВЛ-деревья высоты hl и hr соответственно, такие что | hl – hr | < 2 и для каждой вершины во всем дереве справедливо, что слева от нее находятся только вершины с меньшими ключами, а справа – только с большими, является АВЛ-деревом высоты max(hl, hr)+1.

Замечание: Если всюду, кроме листьев | hl – hr | = 1, то такое АВЛ-дерево называется деревом Фибоначчи.

Утверждение 16.1. При фиксированной высоте АВЛ-дерева, наибольшее количество ключей содержит совершенное дерево (у которого для любой вершины высоты левого и правого поддеревьев совпадают), а наименьшее количество ключей – дерево Фибоначчи.
Оценим n(Th) – возможное количество записей в АВЛ-дереве фиксированной высоты h. Tfh – дерево Фибоначчи высоты h. Количество вершин n(Tfh) в вычисляется рекуррентно. n(Tf-1)=0, n(Tf0)=1, n(Tf1)= n(Tf0)+ n(Tf-1)+1=2, …, n(Tfh)= n(Tfh-1)+ n(Tfh-2)+1=Fh+2–1, где Fh+2 – число Фибоначчи c номером h+2 в последовательности F0=1, F1=1, F2=2, F3=3, F4=5, … Fi=Fi-1+Fi-2. Например, для дерева Фибоначчи высоты h=5 количество вершин n(Tf5)= F7–1=21–1=20. Tsh – совершенное дерево высоты h. Количество вершин n(Tsh) в вычисляется рекуррентно.   n(Ts-1)=0, n(Ts0)=1, n(Ts1)= 2n(Ts0)+1=3, …, n(Tsh)= 2n(Tfh-1)+1=2h+1–1. Например, для совершенного дерева высоты h=5 количество вершин n(Ts5)= 26–1=64–1=63. Т. е. 63 ( n(Th) ( 20.
Если после вставки или удаления дерево перестает удовлетворять условию на разность высот, то осуществляется процедура балансировки. Для удобства в каждой вершине хранят характеристику = hl – hr. Для балансировки применяются малые (левое и правое) вращения и большое (левое и правое) вращение. Пример малого правого вращения:

      82                 40                      

     /  \               / \                     

    41   120     =>    20   80                    

   / \               / \   / \                  

  20  60             1  3  60  120                

 / \                                            
1   3
Пример малого левого вращения:

      8-2                     121                      

     /  \                    /  \                     

    40   120     =>         8-1   140                    

         / \              / \    / \                  

       100  140           40 100 130 150                

       / \   /\             / \

      9  11 13 15          90 110                      

Пример большого правого вращения:

      82                     60                      

     /  \                  /   \                     

    4-1  120     =>        40    80                    

   / \                   / \   / \                  

 10    60                10  50 70 120                

      / \             
     50  70           
Пример большого левого вращения:

      82                     100                      

     /  \                  /   \                     

    41   141     =>        80    140                    

         / \             / \   /  \                  

       100   160         40  90 110 160                

      / \             
     90  110                
Утверждение 16.2. При вставке или удалении одной записи можно осуществить балансировку за не более h вращений, где h – высота дерева.
Дополнительные вращения происходят из-за того, что высота поддерева, подвергаемого балансировке может уменьшиться, что вынуждает продолжить балансировку в родительском дереве. Дополнительные вращения возникают только при удалении. При вставке дерево сбалансируется за одно вращение.

Есть и другие способы определения сбалансированного дерева, например, за основу можно взять не высоты поддеревьев, а количества вершин в поддеревьях (в сбалансированном дереве они не должны отличаться больше чем на 1 для любой вершины).

2-3 деревья

1. Пустое дерево и дерево с одной вершиной являются 2-3 деревьями.

2. Каждая внутренняя вершина (не лист) имеет два или три сына.

3. Листья содержат ключи и связанную с ними информацию.

4. Все листья упорядочены слева направо в отношении строгого порядка (<). Ключ любого листа меньше его правого брата, и больше его левого.

5. В каждой внутренней вершине есть три ссылки на его сыновей (возможно nil); а также ключ наименьшего элемента, являющегося потомком его второго сына, и ключ наименьшего элемента, являющегося потомком его третьего сына.

Например:

рис. 1

Таким образом, 2-3 дерево с k уровнями имеет от 2k-1 до 3k-1 листьев. Или 2-3 дерево с n вершинами имеет не менее 1 + log3n уровней и не более 1 + log2n уровней. Таким образом, длина любого пути от корня до листа имеет порядок C*log2n.

Поиск. Пусть имеем ключ х, найдем связанную с ним запись таблицы (она находится вместе с ключом в некотором листе). Начиная с корня, входим во внутреннюю вершину с ключами y, z (возможно nil, если сыновей нет). Если x < y, необходимо перейти к первому сыну вершины; если y ≤ x < z, то перейти ко второму; наконец, если x ≥ z, то перейти к третьему, и так до листа.

Вставка элемента. Пусть нам необходимо поместить новый элемент с ключом х.

Мы двигаемся как и при поиске до внутренней вершины, предшествующей листьям. Если эта вершина имеет 2 сыновей (то нам повезло), добавляем третий лист с соответствующей коррекцией вершин. Заметим, однако, что эта коррекция охватывает только вершины по пути от листа до корня (в худшем случае). Пусть мы заносим ключ 18 в дерево на рис. 1.

Имеем:

рис. 2

Хуже, однако, когда пытаемся занести во внутреннюю вершину уже имеющую трех сыновей (листьев). Итак, элемент х – четвертый. Добавим его к этой вершине node. Получим четыре листа. Теперь расщепим вершину node на две: node и node1. Два наименьших ключа войдут в node, два других – в node1. Далее процесс продолжается к родителю node – p. Если р имела два сына, то в node1 будет третьим с коррекцией ключей в вершинах. Если же р имела трех сыновей, то расщепляем р на р и р1 и т.д. до корня. Корень – особый случай. В этом случае корень р расщепляем на р и р1 и создаем новый корень с двумя сыновьями  р и р1. Количество уровней в последнем случае увеличится на 1.

Например: добавление ключа 10 к 2-3 дереву на рис. 2.

рис. 3

Мы расщепили эту пару. Однако нужно расщепить и родителя этой пары. Родитель – корень.


рис. 4

Итак, при занесении нового ключа может возникнуть расщепление вершин, если у родителя появилось 4 вершины (серия рисунков 2, 3, 4). Однако, посмотрим дерево на рис. 2 при добавлении ключа 10. В вершине четыре листа, но его левый брат имеет два сына. Тогда можно отдать ему наименьший ключ. Аналогично с правым братом. Это – переливание из одной вершины в другую. 

Тогда при добавлении к дереву рис. 2 ключа 10 мы получим следующее дерево:


рис. 5

Удаление:

При удалении листа его родитель node может остаться с одним сыном. Если вершина node – корень, то он остается с единственным сыном. Если же node – не корень, то пусть его родитель р. Если родитель имеет другого сына, расположенного слева или справа от node, и этот сын имеет трех сыновей – то осуществляется переливание, эта вершина с тремя сыновьями отдает одного сына своему брату node, и обе они теперь будут иметь по два сына. Если же брат node имеет двух сыновей, то сын node становится сыном брата node. Брат node теперь будет иметь трех сыновей (слияние), а вершина node освобождается.

Например: Удаление ключа 10 из дерева на рис. 4. За счет переливания получим:


рис. 6

Пусть теперь из дерева на рис. 6 удалим ключ 7. Происходит слияние.
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Хэширование (расстановка)


Другой способ реализации таблиц называется хэшированием (или расстановкой). Пусть n – максимально допустимое количество записей в таблице. Для хранения записей будем использовать массив из n элементов. Индекс элемента массива, хранящего запись, будем вычислять как значение функции H(k), где k – ключ записи. Такая функция называется функцией расстановки или хэш-функцией. Лучше, если на разных ключах функция давала разные значения, но, как правило, возможных ключей больше, чем n. Следовательно, хэш-функция не будет однозначной, и для некоторых ключей k1<>k2 ее значения будут совпадать H(k1)=H(k2). Такая ситуация называется конфликтом или коллизией. В случае конфликта необходимо правило, для его разрешения, т. е. какой-либо способ найти другое место для записи с конфликтующим ключом. Итак, два главных вопроса в задаче расстановки: какую хэш-функцию использовать и что делать в случае конфликта.


Хэш-функцию выбирают так, чтобы ключи были равномерно распределены по области изменения индекса массива, т. е. каждому значению индекса отвечало одинаковое количество ключей. Этому условию удовлетворяет функция H(k)= k mod n. Предполагается, что индексы меняются от 0 до n–1, а k – целое число. Если  k – строка, то строки нумеруются и H(k) = ord(k) mod n, где ord(k) – номер строки.


В случае конфликта есть две схемы действий. Первая – хранить все записи с конфликтующими ключами в списке. Хэш-таблица при таком подходе представляется массивом списков. В пустой таблице все списки пусты. При добавлении записи с ключом k в список с индексом H(k) в его начало добавляется звено, хранящее ключ и запись. При поиске записи с ключом k, находим индекс списка и далее проходим по списку либо пока не найдем звено с нужным ключом, либо пока не встретим конец списка, что указывает на отсутствие записи с искомым ключом в таблице. При удалении записи, аналогично, находим индекс списка и исключаем звено из списка. 

Утверждение 16.3. При хэшировании со списками среднее количество действий при поиске, вставке или удалении записи равно C(1+m/n), где m – количество записей, уже находящихся в таблице, n – размер таблицы, и предполагается, что все значения хэш-функции H(k) имеют равные вероятности (1/n).

Заметим, что при хэшировании со списками, количество записей в таблице может быть больше размера массива n. При неудачном стечении обстоятельств или плохом выборе хэш-функции сложность операций с таблицей такая же как в реализации таблицы простым списком.

Вторая схема разрешения коллизий – вторичное перемешивание. При этом хэш-таблица представляется как два массива, один хранит ключи и записи, другой – признаки (свободен элемент массива или в нем уже находится запись). Поиск осуществляется так: вычисляем значение хэш-функции h=H(k), проверяем, непуст ли этот элемент массива (если пуст, то искомой записи в таблице нет), если непуст, сравниваем его ключ с искомым. Если не совпадает, вычисляем значение функции вторичного перемешивания g1=G(h), проверяем элемент массива на пустоту, если непуст сравниваем ключи, если не совпадают, находим g2=G(g1) и т. д. Получается, что конфликтующие записи распределяются по другим свободным элементам массива. В роли функции вторичного перемешивания часто используют G(i)=(i+1) mod n, здесь i – аргумент функции. Это так называемый метод линейных проб, поскольку перебираются элементы, следующие за h-м. Среднее число коллизий, возникающих при вставке и поиске в методе линейных проб, оценивается  как E=(1–a/2)/(1–a), где a = m/n – коэффициент заполнения таблицы. При увеличении заполнения таблицы количество коллизий возрастает, но несильно:

	a
	E

	0,1
	1,06

	0,25
	1,17

	0,5
	1,5

	0,75
	2,5

	0,9
	5,5

	0,95
	10,5


Несколько улучшить метод можно, рассматривая не подряд идущие элементы массива, а равноотстоящие на некотором расстоянии j.
G(i)=(i+j) mod n, здесь i – аргумент функции, j – взаимно простое с n число.
Недостаток метода линейным проб заключается в том, что при удалении записи часто возникает необходимость «сдвигать» всю цепочку конфликтующих записей, следующих за удаляемой записью (если этого не делать, то поиск будет прекращен досрочно, и записи из цепочки находиться не будут).

Пример: H(k)=k mod 10
G(i)=(i+3)mod 10

Дано содержимое хэш-таблицы
	I
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	K
	
	18
	12
	33
	15
	42
	73
	
	25
	


Запись с ключом 33 находится на своем месте, 12 тоже, остальные элементы конфликтуют, их расположение определяется вторичным перемешиванием. Таблица могла заполняться так: занесены (в любом порядке) 33 и 12

	I
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	K
	
	
	12
	33
	
	
	
	
	
	


затем в таблицу добавили 42, из-за коллизии, попавшее в 5-ый элемент

	I
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	K
	
	
	12
	33
	
	42
	
	
	
	


Затем добавили 25, место которого тоже занято:

	I
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	K
	
	
	12
	33
	
	42
	
	
	25
	


Потом 18:

	I
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	K
	
	18
	12
	33
	
	42
	
	
	25
	


Потом 15:

	I
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	K
	
	18
	12
	33
	15
	42
	
	
	25
	


Потом 73 (заметим, что 73 конфликтует только с 33, поэтому может быть занесено раньше других ключей, но не раньше ключа 33).

	I
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	K
	
	18
	12
	33
	15
	42
	73
	
	25
	


При удалении ключа 12 нужно пройти по всем ключам, которые из-за конфликта с ним оказались не на своем месте, и передвинуть их.

Удалили 12

	I
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	K
	
	18
	
	33
	15
	42
	73
	
	25
	


Передвинули 42, освободилось «законное» место для 25

	I
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	K
	
	18
	42
	33
	15
	
	73
	
	25
	


Передвинули 25 на его место, освободилось «законное» место 18:
	I
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	K
	
	18
	42
	33
	15
	25
	73
	
	
	


Передвинули 18, вслед за ним надо сдвинуть 15, которое конфликтует с 25 и 18:

	I
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	K
	
	
	42
	33
	15
	25
	73
	
	18
	


Окончательный вид хэш-таблицы после передвижек:

	I
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	K
	
	15
	42
	33
	
	25
	73
	
	18
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