
Âàðèàíò X0

1. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ U è V â R4:

U :





3x1 + 5x2 + 2x3 − 5x4 = 0
4x1 − x2 − 2x3 = 0
7x1 + 4x2 − 5x4 = 0

, V =

〈



1
4

−1
5


 ,




3
−2

6
3


 ,




4
2
5
8




〉
.

2. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó, æîðäàíîâ áàçèñ è ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû



−7 −4 −4 6 8
9 5 6 −9 −12
0 0 5 −9 −3
0 0 4 −7 −2
0 0 0 0 −1




.

3. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìîé l è ïëîñêîñòüþ Π â R4:

l : (2, 4, 1, 0) + 〈(−2, 1, 1, 0)〉, Π :

{
x1 + 2x3 = 3
x1 − 2x2 + 3x4 = 2

.

4. Íàéòè êàíîíè÷åñêèé âèä è êàíîíè÷åñêèé áàçèñ äëÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà f , çàäàííîãî
â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöåé

Af =
1

3




2 −1 2
2 2 −1

−1 2 2


 .

Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà f 100 â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå.
5. Â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 2 çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(f, g) = f0g0 + f1g1 + f2g2, ãäå f = f2t
2 + f1t + f0, g = g2t

2 + g1t + g0.

Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â áàçèñå
{

1, t,
3t2 − 1

2

}
.

6. Äëÿ äàííîé ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé ïðîâåðèòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç íèõ ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, è íàéòè ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ýòó ôóíêöèþ
ê íîðìàëüíîìó, à äðóãóþ � ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó; óêàçàòü ýòîò êàíîíè÷åñêèé âèä.

f(x) = 6x2
1 + 6x1x3 + x2

2 − 6x2x3 + 6x2
3

g(x) = 2x2
1 + 2x1x3 + x2

2 − 2x2x3 + 2x2
3



Ðåøåíèÿ.

1. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ U è V â R4:

U :





3x1 + 5x2 + 2x3 − 5x4 = 0
4x1 − x2 − 2x3 = 0
7x1 + 4x2 − 5x4 = 0

, V =

〈



1
4

−1
5


 ,




3
−2

6
3


 ,




4
2
5
8




〉
.

Ðåøåíèå. Íàéäåì áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå U, äëÿ ýòîãî ðåøèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:



3 5 2 −5
4 −1 −2 0
7 4 0 −5


 ∼




3 5 2 −5
1 −6 −4 5
1 −6 −6 5


 ∼




1 −6 −4 5
0 −23 −14 20
0 0 0 0


 .

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé äâóìåðíî, áàçèñ ðåøåíèé îáðàçóþò âåêòîðû (1, 2, 1, 3) è (0, 10,−5, 8). Íàé-
äåì áàçèñ ñóììû, äëÿ ýòîãî çàïèøåì âåêòîðû, îáðàçóþùèå êàæäîå èç ïîäïðîñòðàíñòâ, â ñòîëá-
öû ìàòðèöû è ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê:




1 0 1 3 4
2 10 4 −2 2
1 −5 −1 6 5
3 8 5 3 8


 ∼




1 0 1 3 4
0 10 2 −8 −6
0 −5 −2 3 1
0 8 2 −6 −4


 ∼




1 0 1 3 4
0 2 0 −2 −2
0 −5 −2 3 1
0 8 2 −6 −4


 ∼

∼




1 0 1 3 4
0 1 0 −1 −1
0 0 −2 −2 −4
0 0 2 2 4


 ∼




1 0 1 3 4
0 1 0 −1 −1
0 0 −2 −2 −4
0 0 0 0 0


 .

Ñòóïåíüêè ïîëó÷èëèñü â ïåðâûõ òðåõ ñòîëáöàõ ìàòðèöû, à çíà÷èò áàçèñ ñóììû îáðàçóþò ïåð-
âûå òðè ñòîëáöà èñõîäíîé ìàòðèöû, òî åñòü âåêòîðû (1, 2, 1, 3), (0, 10,−5, 8) è (1, 4,−1, 5).

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ íàéäåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ïðîñòðàí-
ñòâî V :




1 3 4 x1

4 −2 2 x2

−1 6 5 x3

5 3 8 x4


 ∼




1 3 4 x1

0 −14 −14 x2 − 4x1

0 9 9 x3 + x1

0 −12 −12 x4 − 5x1


 ∼




1 3 4 x1

0 9 9 x3 + x1

0 0 0 22x1 − 9x2 − 14x3

0 0 0 11x1 − 4x3 − 3x4




Ñîñòàâèì ñèñòåìó, â êîòîðóþ âõîäÿò óðàâíåíèÿ äëÿ U è äëÿ V. Åå ðåøåíèå è áóäåò ïåðåñå÷åíèåì
ïîäïðîñòðàíñòâ U è V. Ïðè ýòîì òðåòüå óðàâíåíèå èç ñèñòåìû äëÿ U ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü,
òàê êàê ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî îíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïåðâûå äâà. Ðåøàòü äàííóþ ñèñòåìó ìû
òàêæå áóäåì ìåòîäîì Ãàóññà.




3 5 2 −5
4 −1 −2 0

22 −9 −14 0
11 0 −4 −3


 ∼




3 5 2 −5
1 −6 −4 5
0 −9 −6 6

11 0 −4 −3


 ∼




1 −6 −4 5
0 3 2 −2
0 23 14 −20
0 66 40 −58


 ∼

∼




1 0 0 1
0 3 2 −2
0 1 2 4
0 0 4 14


 ∼




1 0 0 1
0 1 2 4
0 0 −4 −14
0 0 2 7


 ∼




1 0 0 1
0 1 0 −3
0 0 2 7
0 0 0 0


 .

Ñëåäîâàòåëüíî áàçèñîì ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäèí âåêòîð (2,−6, 7,−2).



Îòâåò. Ðàçìåðíîñòü ñóììû ðàâíà 3, áàçèñ (1, 2, 1, 3), (0, 10,−5, 8) è (1, 4,−1, 5). Ðàçìåðíîñòü
ïåðåñå÷åíèÿ ðàâíà 1, áàçèñ (2,−6, 7,−2).
2. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó, æîðäàíîâ áàçèñ è ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû




−7 −4 −4 6 8
9 5 6 −9 −12
0 0 5 −9 −3
0 0 4 −7 −2
0 0 0 0 −1




.

Ðåøåíèå. Íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äàííîé ìàòðèöû A :

χA(λ) = det




−7− λ −4 −4 6 8
9 5− λ 6 −9 −12
0 0 5− λ −9 −3
0 0 4 −7− λ −2
0 0 0 0 −1− λ




=

= −(1 + λ) det

( −7− λ −4
9 5− λ

)
det

(
5− λ −9

4 −7− λ

)
= −(1 + λ)5.

Ñëåäîâàòåëüíî ó A åñòü ðîâíî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 1; òåïåðü íàéäåì ñîáñòâåííûå
âåêòîðû, ýòî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé A + I, ãäå I �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.




−6 −4 −4 6 8
9 6 6 −9 −12
0 0 6 −9 −3
0 0 4 −6 −2
0 0 0 0 0



∼




3 2 2 −3 −4
0 0 0 0 0
0 0 2 −3 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



∼




3 2 0 0 −3
0 0 2 −3 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




.

Ñëåäîâàòåëüíî ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ (2,−3, 0, 0, 0), (1, 0, 2, 1, 1), (0, 0, 3, 2, 0) è èõ
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè. Òàêæå íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî (A + I)2 = 0, à çíà÷èò â æîðäàíîâîé
ôîðìå äàííîé ìàòðèöû âñåãî òðè êëåòêè (èç êîëè÷åñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ) è ìàêñèìàëü-
íûé ðàçìåð êëåòêè ðàâåí 2, òî åñòü æîðäàíîâà ôîðìà èìååò âèä

J(A) =




−1 1 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1




,

à ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ðàâåí (x + 1)2.
Òåïåðü íàéäåì æîðäàíîâ áàçèñ. Â êà÷åñòâå åãî 2-ãî è 4-ãî âåêòîðîâ ìîæíî âçÿòü ëþáûå äâà

âåêòîðà, íåçàâèñèìûå ñ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A + I. Âîçüìåì e2 = (1, 0, 0, 0, 0) è
e4 = (0, 0, 1, 0, 0), òîãäà e1 = (A + I)e2 = (−6, 9, 0, 0, 0), e3 = (A + I)e4 = (−4, 6, 6, 4, 0) è âåêòîð
e5 äîëæåí áûòü íåçàâèñèìûì ñ îñòàëüíûìè âåêòîðàìè áàçèñà è áûòü ñîáñòâåííûì âåêòîðîì;
â êà÷åñòâå e5 ìîæíî âçÿòü âåêòîð (1, 0, 2, 1, 1).

Îòâåò. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí (x + 1)2.

J(A) =




−1 1 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1




, CA =




−6 1 −4 0 1
9 0 6 0 0
0 0 6 1 2
0 0 4 0 1
0 0 0 0 1




.



3. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìîé l è ïëîñêîñòüþ Π â R4:

l : (2, 4, 1, 0) + 〈(−2, 1, 1, 0)〉, Π :

{
x1 + 2x3 = 3
x1 − 2x2 + 3x4 = 2

.

Ðåøåíèå 1. Íàïðàâëÿþùèèé âåêòîð ïðÿìîé l íå ïàðàëëåëåí ïëîñêîñòè Π, òàê êàê îí íå óäî-
âëåòâîðÿåò âòîðîìó óðàâíåíèþ èç ñèñòåìû äëÿ Π ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Çíà÷èò â R4 ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî äîìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó) âåêòîð y, êîòîðûé
ïåðïåíäèêóëÿðåí è ïðÿìîé l, è ïëîñêîñòè Π; íàéäåì åãî. Âñå âåêòîðû, ïåðïåíäèêóëÿðíûå Π, çà-
ïèñûâàþòñÿ â âèäå y = α(1, 0, 2, 0)+β(1,−2, 0, 3), òàê êàê (1, 0, 2, 0) è (1,−2, 0, 3) � ýòî íîðìàëè
ê òðåõìåðíûì ïëîñêîñòÿì, çàäàþùèì Π. Çàïèøåì ðàâåíñòâî íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ y
è íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé l: α(−2 + 0 + 2 + 0) + β(−2− 2 + 0 + 0) = 0, òî åñòü β = 0 è
y = (1, 0, 2, 0).

Òåïåðü íàéäåì îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé l è ïëîñêîñòè Π, äëÿ ýòîãî âîçüìåì ïðîèç-
âîëüíóþ òî÷êó ïðÿìîé l âèäà (2 − 2t, 4 + t, 1 + t, 0), îòëîæèì îò íåå âåêòîð uy = (u, 0, 2u, 0)
è íàéäåì, êîãäà ïîëó÷åííàÿ òî÷êà ëåæèò â ïëîñêîñòè Π. Èñêîìûì ðàññòîÿíèåì áóäåò äëèíà
âåêòîðà uy. ×òîáû äàííàÿ òî÷êà ëåæàëà â Π íóæíî, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé: {

(2− 2t + u) + 2(1 + t + 2u) = 3
(2− 2t + u)− 2(4 + t) + 3(0 + 0) = 2

⇐⇒
{

5u = −1
u− 3t = 6

.

Òàêèì îáðàçîì èñêîìûì ðàññòîÿíèåì ÿâëÿåòñÿ äëèíà âåêòîðà 1
5
(1, 0, 2, 0), òî åñòü 1√

5
.

Ðåøåíèå 2. Ïóñòü ïðÿìàÿ l çàäàåòñÿ â âèäå a1+〈r1〉, à ïëîñêîñòü Π â âèäå a2+〈r2, r3〉 è ïðè ýòîì
âåêòîðû r1, r2, r3 ëèíåéíî íåçàâèñèìû; òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ çàäàåòñÿ
â âèäå

d =

√∣∣∣∣
det G(a2 − a1, r1, r2, r3)

det G(r1, r2, r3)

∣∣∣∣,

ãäå G(·) � ýòî ìàòðèöà Ãðàìà ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáîðà âåêòîðîâ.
Â íàøåì ñëó÷àå a1 = (2, 4, 1, 0), a2 = (1, 1, 1, 1), r1 = (−2, 1, 1, 0), r2 = (2, 1,−1, 0), r3 =

(0, 3, 0, 2). (Òî÷êà a2 è âåêòîðû r2, r3 ïîëó÷åíû èç ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ Π.) Íàéäåì óêà-
çàííûå îïðåäåëèòåëè ìàòðèö Ãðàìà:

| det G(a2 − a1, r1, r2, r3)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
det




11 1 5 7
1 6 −4 3
5 −4 6 3
7 3 3 13




∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
det




1 6 −4 3
0 −65 49 −26
0 −34 26 −12
0 −39 31 −8




∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
det




65 49 26
34 26 12
39 31 8




∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
det



−3 −3 2
34 26 12
39 31 8




∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
det



−3 −3 2

1 −7 34
0 −8 34




∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣
det



−3 −3 2

1 1 0
0 −8 34




∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
det




0 0 2
1 1 0
0 −8 34




∣∣∣∣∣∣
= 16.

| det G(r1, r2, r3)| =
∣∣∣∣∣∣
det




6 −4 3
−4 6 3

3 3 13




∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
det




0 −10 −23
−1 9 16

3 3 13




∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣
det




0 −10 −23
−1 −1 −7

3 3 13




∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
det




0 −10 −23
−1 −1 −7

0 0 −8




∣∣∣∣∣∣
= 80.

Ñëåäîâàòåëüíî d =
√

16
80

= 1√
5
.



Îòâåò. 1√
5
.

4. Íàéòè êàíîíè÷åñêèé âèä è êàíîíè÷åñêèé áàçèñ äëÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà f , çàäàííîãî
â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöåé

Af =
1

3




2 −1 2
2 2 −1

−1 2 2


 .

Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà f 100 â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå.

Ðåøåíèå 1. Êàíîíè÷åñêèì âèäîì îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿ-
åòñÿ îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ âèäîâ


±1 0 0
0 ±1 0
0 0 ±1


 èëè




cos α ∓ sin α 0
± sin α cos α 0

0 0 ±1


 .

Â íàøåì ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îïåðàòîðà ðàâåí 1, à çíà÷èò ïî êðàéíåé ìåðå îäíèì
èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áóäåò λ = 1. Ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñëåä ìàòðèöû
îïåðàòîðà íå ìåíÿåòñÿ, à çíà÷èò â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå ñëåä ìàòðèöû äàííîãî íàì îïåðàòîðà
ðàâåí 2. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå êîãäà êàíîíè÷åñêèé âèä ïðèíàäëåæèò âòîðîìó òèïó ñ
cos α = 1

2
. À çíà÷èò â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà f èìååò âèä




1
2

∓
√

3
2

0

±
√

3
2

1
2

0
0 0 1


 .

Â äàííîì ñëó÷àå çíàê �+� èëè �−� ïîÿâëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê îðèåíòèðîâàí ïàðà
ïåðâûõ äâóõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ èìè îïðåäåëÿåòñÿ; ïðè ýòîì âîçìîæíû
îáà âàðèàíòà. Äàííûé îïåðàòîð ïîâîðà÷èâàåò ïåðâûå äâà âåêòîðà êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà íà
óãîë ±π

3
è íå ìåíÿåò òðåòèé áàçèñíûé âåêòîð, à çíà÷èò f 100 ïîâîðà÷èâàåò ïåðâûå äâà âåêòîðà

íà óãîë 100π
3

= 32π + 4π
3

è íå ìåíÿåò òðåòèé áàçèñíûé âåêòîð, òî åñòü èìååò âèä



−1
2

±
√

3
2

0

∓
√

3
2

−1
2

0
0 0 1


 .

Òåïåðü ïîñòðîèì êàíîíè÷åñêèé áàçèñ. Âíà÷àëå íàéäåì ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì 1:

Af − I =
1

3



−1 −1 2

2 −1 −1
−1 2 −1


 ,

à çíà÷èò ñîáñòâåííûé âåêòîð � ýòî âåêòîð (1, 1, 1) è òðåòèé âåêòîð êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà �
ýòî e3 = 1√

3
(1, 1, 1). Äîïîëíèì åãî äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà âåêòîðàìè e2 = 1√

2
(1,−1, 0)

è e3 = 1√
6
(1, 1,−2). Îïðåäåëèì çíàê óãëà ïîâîðîòà ïåðâûõ äâóõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ; äëÿ ýòîãî

ðàññìîòðèì âåêòîð Afe1 − 1
2
e1 = ( 1

2
√

2
, 1

2
√

2
, 1√

2
) =

√
3

2
e2, à çíà÷èò â ïåðâîì ñòîëáöå ìàòðèöû

îïåðàòîðà f â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå ñòîèò çíàê �+�.
Ðåøåíèå 2. Íàéäåì êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà f. Åñëè ïðè ýòîì ó íàñ ïî-
ëó÷èòñÿ ïàðà ñîïðÿæåííûõ çíà÷åíèé cos α± i sin α, òî çíà÷èò â êàíîíè÷åñêîì âèäå áóäåò ïîä-
ìàòðèöà 2× 2, ðàñïîëîæåííàÿ íà äèàãîíàëè, âèäà

(
cos α ∓ sin α
± sin α cos α

)
.

27 det(Af − λI) = det




2− 3λ −1 2
2 2− 3λ −1
−1 2 2− 3λ


 = (2− 3λ)3 + 8− 1 + 3 · 2 · (2− 3λ) =



= 27− 54λ + 54λ2 − 27λ3 = 27(1− λ)(1− λ + λ2).

Ñëåäîâàòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû Af ýòî χf (λ) = (1−λ)(1−λ+λ2) è åãî
êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà λ1,2 = 1

2
±

√
3

2
, λ3 = 1. Çíà÷èò ìàòðèöà îïåðàòîðà f â êàíîíè÷åñêèì

áàçèñå âûãëÿäèò òàê: 


1
2

∓
√

3
2

0

±
√

3
2

1
2

0
0 0 1


 .

Êàíîíè÷åñêèé áàçèñ è âèä ìàòðèöû îïåðàòîðà f 100 â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå èùóòñÿ àíàëîãè÷íî
ðåøåíèþ 1.

Îòâåò.

C =
1√
6




√
3 1

√
2

−√3 1
√

2

0 −2
√

2


 , A′

f =




1
2

−
√

3
2

0√
3

2
1
2

0
0 0 1


 , A′

f100 =




−1
2

√
3

2
0

−
√

3
2

−1
2

0
0 0 1


 .

5. Â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 2 çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(f, g) = f0g0 + f1g1 + f2g2, ãäå f = f2t
2 + f1t + f0, g = g2t

2 + g1t + g0.

Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â áàçèñå
{

1, t,
3t2 − 1

2

}
.

Ðåøåíèå. Ìàòðèöà îïåðàòîðà â äàííîì áàçèñå � ýòî ìàòðèöà, â ñòîëáàõ êîòîðîé çàïèñàíû
êîîðäèíàòû îáðàçîâ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äåéñòâóåò íà âåêòîðû
íàøåãî áàçèñà ñëåäóþùèì îáðàçîì: d

dt
1 = 0,

d

dt
t = 1,

d

dt

3t2 − 1

2
= 3t, à çíà÷èò ìàòðèöà îïåðà-

òîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â äàííîì áàçèñå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Ad/dt =




0 1 0
0 0 3
0 0 0


 .

Ìàòðèöà ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà èìååò âèä A∗ = G−1AT G, ãäå G � ìàòðèöà Ãðàìà äàííîãî
áàçèñà. Â íàøåì ñëó÷àå

G =




1 0 −1
2

0 1 0
1
2

0 5
2


 è G−1 =




10
9

0 2
9

0 1 0
2
9

0 4
9


 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà èìååò âèä

A(d/dt)∗ = G−1AT G =




0 2
3

0
1 0 −1

2

0 4
3

0


 .

Îòâåò.

Ad/dt =




0 1 0
0 0 3
0 0 0


 , A(d/dt)∗ =




0 2
3

0
1 0 −1

2

0 4
3

0


 .



6. Äëÿ äàííîé ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé ïðîâåðèòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç íèõ ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, è íàéòè ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå ýòó ôóíêöèþ
ê íîðìàëüíîìó, à äðóãóþ � ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó; óêàçàòü ýòîò êàíîíè÷åñêèé âèä.

f(x) = 6x2
1 + 6x1x3 + x2

2 − 6x2x3 + 6x2
3

g(x) = 2x2
1 + 2x1x3 + x2

2 − 2x2x3 + 2x2
3

Ðåøåíèå 1. Ìàòðèöû äàííûõ ôîðì âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F =




6 0 3
0 1 −3
3 −3 6


 G =




2 0 1
0 1 −1
1 −1 2


 .

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ÿâëÿåòñÿ ôîðìà g(x). Íàéäåì
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïàðû ôîðì; äëÿ ýòîãî íàéäåì êîðíè ìíîãî÷ëåíà det(F − λG) :

det(F − λG) =




6− 2λ 0 3− λ
0 1− λ −3 + λ

3− λ −3 + λ 6− 2λ


 = (3− λ)2




2 0 1
0 1− λ −3 + λ
1 −1 2


 =

= (3− λ)2




0 2 −3
0 1− λ −3 + λ
1 −1 2


 = (3− λ)2(2(−3 + λ) + 3(1− λ)) = −(3− λ)2(3 + λ).

Ñëåäîâàòåëüíî, â èñêîìîì áàçèñå C ìàòðèöà ôîðìû FC áóäåò èìåòü âèä

FC =




3 0 0
0 3 0
0 0 −3


 .

×òîáû íàéòè áàçèñ C íåîáõîäèìî íàéòè âåêòîðû x, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ óðàâíåíèé (f−λg)(x) = 0 ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ λ, ÿâëÿþùèõñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
ïàðû ôîðì f è g.

λ1,2 = 3 : F − λG =




0 0 0
0 −2 0
0 0 0


 ,

à çíà÷èò â êà÷åñòâå âåêòîðîâ íîâîãî áàçèñà ìîæíî âçÿòü âåêòîðû e1 = (1, 0, 0) è e2 = (a, 0, b),
óìíîæåííûå íà íåíóëåâûå êîíñòàíòû, òàê êàê çíà÷åíèÿ ôîðìû g(x) íà âåêòîðàõ íîâîãî áàçèñà
äîëæíû áûòü ðàâíû 1. Ïîñêîëüêó g((1, 0, 0)) = 2,, â êà÷åñòâå ïåðâîãî áàçèñíîãî âåêòîðà ìîæíî
âçÿòü f1 = ( 1√

2
, 0, 0). ×òîáû íàéòè âòîðîé áàçèñíûé âåêòîð îòìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ g

áèëèíåéíàÿ ôîðìà äîëæíà äàâàòü 0 íà ïàðå íîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

0 = (1, 0, 0)




2 0 1
0 1 −1
1 −1 2







a
0
b


 = 2a + b.

Êðîìå òîãî, g((1, 0,−2)) = 6, à çíà÷èò f2 = 1√
6
(1, 0,−2).

λ1,2 = 3 : F − λG =




12 0 6
0 4 −6
6 −6 12


 ∼




2 0 1
0 2 −3
1 −1 2


 ∼




2 2 −2
0 2 −3
1 1 −1


 ,

òî åñòü e3 = (1,−3,−2). Äàëåå, g((1,−3,−2)) = 3, à çíà÷èò f3 = 1√
3
(1,−3,−2).



Ðåøåíèå 2. Êàê è â ïåðâîì ðåøåíèè îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöû äàííûõ ôîðì âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì
îáðàçîì

F =




6 0 3
0 1 −3
3 −3 6


 G =




2 0 1
0 1 −1
1 −1 2




è ôîðìà g ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà. Íàéäåì íîðìàëüíûé âèä
ôîðìû g(x) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëàãðàíæà:

g(x) = 2x2
1 + 2x1x3 + x2

2 − 2x2x3 + 2x2
3 = (x2 − x3)

2 + 2x2
1 − 2x1x3 + x2

3 =

= (x2 − x3)
2 + (x3 + x1)

2 + x2
1 = y2

1 + y2
2 + y2

3,

ãäå y1 = x1, y2 = x3 + x1, y3 = x2 − x3. Çíà÷èò x1 = y1, x2 = −y1 + y2 + y3, x3 = −y1 + y2 è ôîðìà
g ïðèâîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó âèäó ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ìàòðèöåé

C1 =




1 0 0
−1 1 1
−1 1 0


 .

Ïîñëå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìà f áóäåò èìåòü ìàòðèöó

F1 = CT
1 FC =




1 −1 −1
0 1 1
0 1 0







6 0 3
0 1 −3
3 −3 6







1 0 0
−1 1 1
−1 1 0


 =




1 2 2
2 1 −2
2 −2 1


 .

Äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôîðìà g(y) çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íàì íóæíî íàéòè îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ôîðìà f(y) áóäåò èìåòü äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó. Äëÿ ýòîãî
íàéäåì ñîáñòâåííûé çíà÷åíèÿ è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû
F1 :

det(F − λI) = det




1− λ 2 2
2 1− λ −2
2 −2 1− λ


 = (1− λ)3 − 2 · 8− 3 · 4(1− λ) = −(λ− 3)2(λ + 3).

Òåïåðü íàéäåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ:

λ1,2 = 3 : F1 − λI =



−2 2 2
2 −2 −2
2 −2 −2


 ∼




1 −1 −1
0 0 0
0 0 0


 ,

à çíà÷èò îðòîãîíàëüíûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ñ äëèíîé 1 è ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 3
ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû 1√

2
(1, 1, 0) è 1√

6
(1,−1, 2).

λ1,2 = 3 : F1 − λI =




4 2 2
2 4 −2
2 −2 4


 ∼




1 2 −1
2 1 1
1 −1 2


 ∼




1 2 −1
0 −3 3
0 −3 3


 ∼




1 0 1
0 1 −1
0 0 0


 ,

òî åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð � ýòî 1√
3
(1,−1,−1). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê

îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó îòíîñèòåëüíî ôîðìû g, â êîòîðîì ôîðìà f äèàãîíàëüíà, íóæíî
ñäåëàòü ëèíåéíóþ çàìåíó ñ ìàòðèöåé

C2 =
1√
6



√

3 1
√

2√
3 −1 −√2

0 2 −√2


 .

Èòîãîâàÿ çàìåíà çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû

C = C1C2 =




1 0 0
−1 1 1
−1 1 0


 1√

6



√

3 1
√

2√
3 −1 −√2

0 2 −√2


 =

1√
6



√

3 1
√

2

0 0 −3
√

2

0 −2 −2
√

2


 .



Îòâåò.

FC =




3 0 0
0 3 0
0 0 −3


 , C =

1√
6



√

3 1
√

2

0 0 −3
√

2

0 −2 −2
√

2


 .

Çàìå÷àíèå. Â îáîèõ ðåøåíèÿõ ó íàñ ïîëó÷èëàñü îäíà è òà æå ìàòðèöà çàìåíû C, îäíàêî,
ýòîãî ìîãëî è íå ñëó÷èòüñÿ. Â îáîèõ ðåøåíèÿõ ìû âûáèðàëè ïàðó âåêòîðîâ â ñîîòâåòñòâóþùåì
ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå, à ýòî ìîæíî ñäåëàòü íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì.


