3. Определенный интеграл и его свойства. Основная формула интегрального исчисления. 


Пусть 


f(x) определена в каждой точке на [a,b]


Разбиение T = {a = x0 < x1 < ... < xn = b}


(i ([xi-1, xi], (xi  = xi-1 - xi


Опр  Число I{ xi , (i } = f((1)*(x1  + f((2)*(x2  + ...  + f((n)*(xn = � EMBED Equation.2  ��� называется интегральной суммой функции f(x), соответсвующей данному разбиению T. Число � EMBED Equation.2  ���


называется диаметром разбиения T. (


Опр  Число I называется пределом интегральной суммы I{ xi , (i } при ( ( 0, если 


(( > 0 ( ( > 0, что ( T : ( < (  независимо от выбора (i  справедливо | I{ xi , (i } - I | < (. Конечный I называется определенным интегралом функции f(x) на [a,b]. (


Опр  Функция f(x) называется интегрируемой на [a,b], если существует конечный I. (





Пусть f(x) ограничена на [a,b], то есть (


� EMBED Equation.2  ���,    


� EMBED Equation.2  ���


Определим


� EMBED Equation.2  ���  (Верхняя интегральная сумма)


� EMBED Equation.2  ���  (Нижняя интегральная сумма)


функции f(x) для данного разбиения T отрезка [a,b]. Очевидно, что � EMBED Equation.2  ���.


Т ( фиксированного разбиения T, (( > 0 ( (i ([xi-1, xi] : � EMBED Equation.2  ���.


Док-во По определению sup (i ((i ([xi-1, xi] : � EMBED Equation.2  ���на [xi-1, xi]. Умножим на � EMBED Equation.2  ��� и просуммируем по i; получаем � EMBED Equation.2  ���. (


Т ( фиксированного разбиения T, (( > 0 ( (i ([xi-1, xi] : � EMBED Equation.2  ���.


Док-во Аналогично пред. (


Т Пусть разбиение T’ получено из T добавлением новых точек ( � EMBED Equation.2  ���.


Док-во Пусть T’ получено из T добавлением x’ на [xi-1, xi], M’ и M’’ - точные верхние грани на 


[xi-1, x’] и [x’, xi]; ( xi’ и ( xi’’ - длины. ( xi  = ( xi’ + ( xi’’, Mi’ <= Mi, Mi’’ <= Mi ( 


S - S’ = Mi( xi  - (Mi’( xi’ + Mi’’( xi’’) = (Mi - Mi’) ( xi’ + (Mi - Mi’’) ( xi’’ >= 0. (


Т Пусть T’, T’’ - ( разбиения отрезка [a,b] ( � EMBED Equation.2  ���


Док-во Пусть T = T’ ( T’’ ( � EMBED Equation.2  ���.(


Т {S} - множество, ограниченное снизу, {s} - ограниченное сверху.


Док-во Следует из предыдущей теоремы. (


Опр  � EMBED Equation.2  ���называются верхней и нижней суммами Дарбу от f(x).


Т  � EMBED Equation.2  ���.


Док-во Пусть � EMBED Equation.2  ��� (� EMBED Equation.2  ���. Из определения inf и sup  ( (� EMBED Equation.2  ���:� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���(противоречие. (


Т Пусть разбиение T’ получено из T добавлением p новых точек ( � EMBED Equation.2  ���.


Док-во Пусть была добавлена x’ ( [xi-1, xi], тогда � EMBED Equation.2  ���=� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���.(


Лемма Дарбу � EMBED Equation.2  ���.


Док-во Докажем, что � EMBED Equation.2  ���. Предположим, что M > m ( если M = m, то очевидно ). 


(( > 0 (T*: � EMBED Equation.2  ���. Пусть р - число точек разбиения T*, лежащих строго внутри [a,b]. Пусть T - любое разбиение [a,b]: � EMBED Equation.2  ���. Добавим к нему точки разбиения T*, лежащие строго внутри [a,b] и получим T’. Тогда для T’ � EMBED Equation.2  ���. 


C другой стороны, T’ = T* ( T (� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���. Таким образом, (( > 0 ( ( > 0 (� EMBED Equation.2  ���):� EMBED Equation.2  ���  (T : ( < (.(


Т Ограниченная на [a,b] функция f(x) интегрируема ( (( > 0 ( разбиение T: S - s < (.


Док-во


|(| Пусть f(x) интегрируема на [a,b]. Пусть � EMBED Equation.2  ���. Тогда (( > 0 ( ( > 0: (T: ( < (   


� EMBED Equation.2  ���. Зафиксируем такое T. Для него существуют такие две интегральные суммы, что � EMBED Equation.2  ���. Тогда � EMBED Equation.2  ���.


|(| (T � EMBED Equation.2  ���  и по условию теоремы (( > 0  S - s < (  ( � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ���.


По лемме Дарбу I есть общий предел при ( ( 0 верхних и нижних интегральных сумм ( 


(( > 0 ( ( > 0: (T: ( < ( � EMBED Equation.2  ���, то есть при ( < (  справедливо S -s < (, и s ( I ( S.


(I{ xi , (i } данного T s ( I{ xi , (i } ( S ( | I{ xi , (i } - I | ( | S - s | ( ( ( I есть предел интегральной суммы. (





Свойства определенных интегралов


1.� EMBED Equation.2  ���


2.� EMBED Equation.2  ���


3.� EMBED Equation.2  ���, если f(x) и g(x) интегрируемы на [a,b].


Док-во � EMBED Equation.2  ���. Lim по правой части ( lim по левой части. (


4. Пусть f,g интегрируемы на [a,b] ( f*g интегрируемы на [a,b].


Док-во |f|(A, |g|(B. Рассмотрим любое разбиение T отрезка [a,b]. Пусть х’,x’’ ( [xi-1, xi], тогда 


f(x’’)g(x’’) - f(x’)g(x’) = [f(x’’) - f(x’)] g(x’’) + [g(x’’) - g(x’)] f(x’). Так как | f(x’’)g(x’’) - f(x’)g(x’)| (wi = 


Mi - mi , | f(x’’) - f(x’)| ( wif, | g(x’’) - g(x’)| ( wig  ( wi ( Bwif + Awig  ( � EMBED Equation.2  ���. Так как f и g интегрируемы, то (( > 0 (T: � EMBED Equation.2  ���.(


5. � EMBED Equation.2  ���


6. Пусть f интегрируема на [a,b] ( f интегрируема на( [c,d] ( [a,b].


Док-во (( > 0 (T: S - s < (. Положим T* = T ( {c} ( {d} ( для T*  тем более S - s < (. Разбиение T* отрезка [a,b] порождает разбиение T’ отрезка [c,d], для которого справедливо S’ - s’ ( S - s < (.(


7. Если f интегрируема на [a,c] и [c,b] ( f интегрируема на [a,b] и � EMBED Equation.2  ���


8. Пусть f интегрируема и неотрицательна на [a,b] (� EMBED Equation.2  ���.


9. Пусть f интегрируема, неотрицательна и отлична от нуля на [a,b] (� EMBED Equation.2  ���.


10. Пусть f,g интегрируемы на [a,b] и выполняется f(g  везде на [a,b] (� EMBED Equation.2  ���.


11. Пусть f интегрируема на [a,b] ( |f| интегрируема на [a,b] и � EMBED Equation.2  ���.


Док-во Докажем, что |f| интегрируема на [a,b]. Пусть Mi и m�i  - точные верхние и нижние грани f(x) на [xi-1, xi], Mi‘и m�i‘ - точные верхние и нижние грани |f(x)| на [xi-1, xi]. Mi‘ - m�i‘ ( Mi - m�i ( S’ - s’ ( S - s ( S’ - s’ <  (.  Так как -|f(x)| ( f(x) ( |f(x)| ( � EMBED Equation.2  ���.(


12. Пусть f,g интегрируемы на [a,b], g(0, M и m  - точные верхняя и нижняя грани f(x) на [a,b] (


� EMBED Equation.2  ���.


13. Пусть f,g интегрируемы на [a,b], g(0, M и m  - точные верхняя и нижняя грани f(x) на [a,b] (


((: m ( ( ( M, � EMBED Equation.2  ���.


Док-во Положим g(1 и из свойства 12 получаем: � EMBED Equation.2  ���. 


Пусть � EMBED Equation.2  ���. Если f(x) непрерывна на [a,b], то (p,q ([a,b]: m=f(p), M=f(q), 


(( ( [p,q]: f(() = ((� EMBED Equation.2  ���. (формула среднего значения). (


Т (Основная формула интегрального исчисления) Пусть f(x) интегрируема на любом сегменте из (a,b). Пусть c ( (a,b) ( (x ( (a,b) f(x) интегрируема на [c,x] ( на (a,b) определена функция � EMBED Equation.2  ���- интеграл с переменным верхним пределом.


Утверждение: любая непрерывная на (a,b) функция f(x) имеет на этом интервале первообразную. Одной из них является функция� EMBED Equation.2  ���, где c ( (a,b).


Док-во Докажем, что � EMBED Equation.2  ���.� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� ( [x, (x] по формуле среднего значения (свойство 13).


При (x( 0  f(� EMBED Equation.2  ���)(f(x), так как f(x) непрерывна в точке х. � EMBED Equation.2  ���.(


Любые две первообразных функции f(x) отличаются на const ( любая первообразная для непрерывных на [a,b] функций имеет вид � EMBED Equation.2  ���. Пусть x = a ( Ф(a) = C, x = b  (� EMBED Equation.2  ���( � EMBED Equation.2  ���. (Основная формула интегрального исчисления).


