
Вопросы и ответы к зачету по математическому анализу 2 курс 3 семестр(207) 

1.   Определение сходимости числового ряда. 

  ݑ

ஶ

ୀଵ

՜֞  ݈݅݉
՜ஶ

ܵ ൌ ܵ, ܵ называют суммой числового ряда 

2.   Критерий Коши сходимости числового ряда (необходимое условие сходимости). 

  ݑ


ୀଵ

՜  ֞ ߝ   ݊ :ሻߝሺܰ 0   ܰ א Գ หܵା െ ܵห ൌ ቮ  ݑ

ା

ୀାଵ

ቮ ൏ ,ߝ ܵ ൌ   ݑ



ୀଵ

െ частичная сумма ряда 

Следствиеሺнеобходимое условие сходимостиሻ:  ݑ ՜
ஶ

ୀଵ

֜ lim
՜ஶ

ݑ ൌ 0  

3.   Признаки сравнения сходимости числовых рядов (общий и частный). 

Общий признак: Пусть  

ஶ

ୀଵ

и  ݍ

ஶ

ୀଵ

െ  два числовых ряда и 0    ݇ሺݍ  ݇ሻ. Тогда  

 ݍ

ஶ

ୀଵ

՜ ֜  

ஶ

ୀଵ

՜ 

  

ஶ

ୀଵ

ե ֜  ݍ

ஶ

ୀଵ

ե 

 

Частный признак: Пусть  ൌ כܱ ൬
1

݇ఈ൰ , ݇ ՜ ∞ ֜  

ஶ

ୀଵ

՜ ߙ   1
ե ߙ   1 

4.   Признак Даламбера сходимости числовых рядов. 

   0 ݈݅݉
՜ஶ

ାଵ


 ൌ ֜ ݍ   

ஶ

ୀଵ

՜ ݍ ൏ 1
ե ݍ  1 

5.   Признак Коши сходимости числовых рядов. 

   0 ݈݅݉
՜ஶ

ඥ
ೖ  ൌ ֜ ݍ   

ஶ

ୀଵ

՜ ݍ ൏ 1
ե ݍ  1 

6.   Признак Раабе сходимости числовых рядов. 

   0 lim
՜ஶ

݇ ൬


ାଵ
െ 1൰ ൌ ߤ ֜  

ஶ

ୀଵ

՜ ߤ  1
ե ߤ ൏ 1 

7.   Признак Гауcса сходимости числовых рядов. 

  0 


ାଵ
ൌ ߣ  

ߤ
݇ 

ܿ

݇ଵାఌ  |ܿ| ൏ ,ܯ ߝ  0 ֜   

ஶ

ୀଵ

՜ ߣ  1; ߣ  ൌ 1, ߤ  1
ե ߣ ൏ 1; ߣ  ൌ 1, ߤ  1 

8.   Интегральный признак Коши‐Маклорена сходимости числовых рядов. 

݂ሺݔሻ  0, ݂ሺݔሻ բ ݔ  ݊ א Գ ֜ න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ஶ



 и  ݂ሺ݇ሻ
ஶ

ୀ

՜
ե одновременно 

9.   Определение абсолютной и условной сходимости числовых рядов. 

 ݑ

ஶ

ୀଵ

абс
ሱሮ , если |ݑ|

ஶ

ୀଵ

՜ 

  ݑ

ஶ

ୀଵ

усл
ሱሮ , если  ݑ

ஶ

ୀଵ

՜, а  |ݑ|
ஶ

ୀଵ

ե 

 
10. Теорема Коши о сумме абсолютно сходящегося ряда. 

Пусть   ෦ݑ
ஶ

ୀଵ

െ ряд, полученный перестановкой членов ряда   ݑ

ஶ

ୀଵ

. 

Теорема Коши: Если ряд  ݑ

ஶ

ୀଵ

абс
ሱሮ ܸ ֜   ෦ݑ  

абс
ሱሮ ܸ

ஶ

ୀଵ

 

11. Теорема Римана о сумме условно сходящегося ряда. 

Пусть   ෦ݑ
ஶ

ୀଵ

െ ряд, полученный перестановкой членов ряда   ݑ

ஶ

ୀଵ

, тогда если 

Теорема Римана: Если ряд  ݑ

ஶ

ୀଵ

усл
ሱሮ ֜ ܮ א Թ    ෦ݑ

ஶ

ୀଵ

՜  ܮ



 
12. Признак Лейбница сходимости числового ряда (оценка остаточного члена). 

Пусть   0, ାଵ  , lim
՜ஶ

 ൌ 0  ֜ знакочередующийся ряд ሺെ1ሻାଵ ՜, причем
ஶ

ୀଵ

 |ܵ െ ܵ|   ାଵ

13. Признак Абеля сходимости числовых рядов. 

 
1ሻ  ݑ

ஶ

ୀଵ

՜

2ሻሼݒሽ െ монотонная 
3ሻሼݒሽ െ  ограниченнаяۙ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

 ֜  ݒݑ ՜
ஶ

ୀଵ

 

14. Признак Дирихле сходимости числовых рядов. 

 
1ሻ อ ݑ



ୀଵ

อ  ሺчастичные суммы являются ограниченной последовательностьюሻ ܯ

2ሻሼݒሽ െ монотонная 
3ሻሼݒሽ

՜ஶ
ሱۛ ሮ 0 ۙ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

 ֜  ݒݑ ՜
ஶ

ୀଵ

 

 
15. Метод Пуассона‐Абеля обобщенного суммирования рядов. 

Ряд  ݑ

ஶ

ୀଵ

െ  имеет обобщенную сумму по Пуассону െ Абелю, если ݔ א ሺ0,1ሻ  ିଵݔݑ ՜ ܵሺݔሻ,  lim
௫՜ଵି

ܵሺݔሻ ൌ
ஶ

ୀଵ

 ܵ െ 

сумма по Пуассону െ Абелю 
16. Метод Чезаро обобщенного суммирования рядов. 

Ряд  ݑ

ஶ

ୀଵ

െ имеет обобщенную сумму по Чезаро, если  lim
୬՜ஶ

ଵܵ  ܵଶ  ڮ  ܵ

݊ ൌ ܵ െ сумма по Чезаро, где ܵ ൌ   ݑ



ୀଵ

 

17. Определение равномерной сходимости функциональной последовательности. 
݂ሺݔሻ

ሼ௫ሽ֓
 ݂ሺݔሻ  ֞ ߝ   ܰ 0 ൌ ܰሺߝሻ: ݊  ܰ, ݔ א ሼݔሽ | ݂ሺݔሻ െ ݂ሺݔሻ| ൏  ߝ

18. Определение равномерной сходимости функционального ряда. 

 ݂ሺݔሻ
ஶ

ୀଵ
ሼ௫ሽ֓

 ܵሺݔሻ  ֞  ܵሺݔሻ
ሼ௫ሽ֓

 ܵሺݔሻ, ܵሺݔሻ ൌ   ݂ሺݔሻ


ୀଵ

 

19. Критерий Коши равномерной сходимости функциональных рядов. 

 ݂ሺݔሻ
ஶ

ୀଵ
ሼ௫ሽ֓

֞ ߝ  ݊ :ሻߝሺܰ 0   ܰ א Գ ݔ א ሼݔሽ ቮ  ݂ሺݔሻ
ା

ୀାଵ

ቮ ൏  ߝ

20. Признак Вейерштрасса равномерной сходимости функциональных рядов. 

Пусть   ܿ

ஶ

ୀଵ

՜, |ሻݔሺݑ|  ܿ ݔ א ሼݔሽ ሺ݇ ൌ 1,2, … ሻ  ֜   ݂ሺݔሻ
ஶ

ୀଵ

 
ሼ௫ሽ֓
 

21. Признак Абеля равномерной сходимости функциональных рядов. 

1ሻ  ሻݔሺݑ
ஶ

ୀଵ
ሼ௫ሽ֓

2ሻ ݒሺݔሻ െ монотонна ݔ  א ሼݔሽ
3ሻ ݒሺݔሻ െ  равномерно ограничена на ሼݔሽۙ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

֜  ሻݔሺݑ
ஶ

ୀଵ

ሻݔሺݒ
ሼ௫ሽ֓
 

22. Признак Дирихле равномерной сходимости функциональных рядов. 

1ሻܷ ൌ  ሻݔሺݑ


ୀଵ

 равномерно ограничены на ሼݔሽ

2ሻ ݒሺݔሻ െ монотонна ݔ  א ሼݔሽ
3ሻ ݒሺݔሻ

ሼ௫ሽ֓
0 ۙ

ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

֜  ሻݔሺݑ
ஶ

ୀଵ

ሻݔሺݒ
ሼ௫ሽ֓
 

23. Теорема о  пределе  равномерно  сходящейся последовательности непрерывных функций. 
݂ሺݔሻ

ሼ௫ሽ֓
݂ሺݔሻ, ݂ሺݔሻ א ݊  ሽݔሼܥ א Գ,  ݈݅݉

௫՜ ݂ሺݔሻ ݊ א Գ ሺܽ א ሼݔሽሻ ֜                      

 ݈݅݉
௫՜

݂ሺݔሻ ൌ ݈݅݉
௫՜

ቀ ݈݅݉
՜ஶ ݂ሺݔሻቁ ൌ ݈݅݉

՜ஶ
ቀ݈݅݉

௫՜ ݂ሺݔሻቁ ൌ ݂ሺܽሻ, причем ݂ሺݔሻ א  ሽሻݔሺሼܥ
24. Теорема о пределе суммы равномерно сходящегося ряда. 

 ሻݔሺݑ
ஶ

ୀଵ
ሼ௫ሽ֓

ܵሺݔሻ,  lim
௫՜

݇ ሻݔሺݑ א Գ ֜  lim
௫՜

ܵሺݔሻ ൌ lim
௫՜

 ሻݔሺݑ
ஶ

ୀଵ

ൌ   lim
௫՜

ሻݔሺݑ
ஶ

ୀଵ

 

25. Теорема о почленном дифференцировании равномерно сходящегося ряда. 

ݑ
ᇱ ሺݔሻ ݔ א ሺܽ, ܾሻ ݇ א Գ, ݑ

ᇱ ሺݔሻ
ሺ,ሻ
֓ , ݔ א ሺܽ, ܾሻ:  ሻݔሺݑ

ஶ

ୀଵ

՜ ֜ 



 ሻݔሺݑ
ஶ

ୀଵ
ሺ,ሻ
֓ ܵሺݔሻ, ,ሻ на ሺܽݔᇱሺܵ ܾሻ, ܵᇱሺݔሻ ൌ ൭ ሻݔሺݑ

ஶ

ୀଵ

൱
ᇱ

ൌ  ݑ
ᇱ ሺݔሻ

ஶ

ୀଵ

        

26. Теорема о почленном интегрировании равномерно сходящегося ряда. 

 ሻݔሺݑ
ஶ

ୀଵ
ሾ,ሿ
֓ ܵሺݔሻ, ሻݔሺݑ א ܴሾܽ, ܾሿ ݇ א Գ ֜  න ሻݔሺݑ





ݔ݀
ஶ

ୀଵ

՜, ܵሺݔሻ א ܴሾܽ, ܾሿ, න ܵሺݔሻ




ݔ݀ ൌ  න  ሻݔሺݑ
ஶ

ୀଵ

 ݔ݀




ൌ  න ሻݔሺݑ




ݔ݀
ஶ

ୀଵ

 

27. Определение степенного ряда. Радиус сходимости. 

                       Функциональный ряд вида  ܽሺݔ െ ሻݔ
ஶ

ୀଵ

, ܽ א Թ , называют степенным рядом. 

                       Число ܴ  0:  ܽሺݔ െ ሻݔ
ஶ

ୀଵ

  ՜
ݔ| െ |ݔ ൏ ܴ 

ե ݔ| െ |ݔ  ܴ  называют радиусом сходимости степенного ряда. 

 
28. Теорема Коши‐Адамара о радиусе сходимости степенного ряда. 

                       Пусть ܮ ൌ lim
՜ஶ

 ඥ|ܽ|ೖ  Если ܮ ് 0 и конечно, то ܴ ൌ
1
                                                                                  :ܮ

                        ܽሺݔ െ ሻݔ
ஶ

ୀଵ

абс
ሱሮ  в интервале |ݔ െ |ݔ ൏ ܴ и ե  вне этого интервала ሺ|ݔ െ |ݔ  ܴሻ. Если ܮ ൌ ∞, 

 то степенной ряд сходится только при ݔ ൌ .ݔ Если ܮ ൌ 0, то степенной ряд ՜ при ݔ א ሺെ∞; ∞ሻ 
29. Определение 2‐го интеграла. 

Пусть Ω െ замкнутая ограниченная область с границей ߁ площади нуль. 
Разобьем область Ω при помощи конечного числа произвольных кривых площади нуль  
на конечное число замкнутых частичных областей Ωଵ, Ωଶ, …,   
∆Ω െ площадь Ω, ܲሺߦ, ሻߟ െ произвольная точка в области Ω  
݀ ൌ sup

µభ,µమאஐ
,ଵߤሺߩ , ଶሻߤ ܮ ൌ max


݀ 

Опр.:  ඵ ݂ሺݔ, ሻ ݀Ωݕ
ఆ

ൌ ݈݅݉
՜

 ݂ሺߦ, ሻߟ


∆Ω , если этот предел существует и не зависит от выбора точек ܲ . 

Alternative: 
                       Двойным интегралом от непрерывной функции ݂ሺݔ,                                                                          ,ሻݕ
                       распространенным на ограниченную замкнутую квадрируемую область  ߗ, называют число 

 ඵ ݂ሺݔ, ݕ݀ݔ݀ ሻݕ
ఆ

ൌ ݈݅݉
௫|∆௫|՜
௫ห∆௬ೕห՜

  ݂൫ݔ, ݕ∆ݔ∆൯ݕ


, где ∆ݔ ൌ ାଵݔ െ ,ݔ ݕ∆ ൌ ାଵݕ െ  ݕ

                       и суммирование распространяется на те значения ݅ и ݆, для которых ൫ݔ, ൯ݕ א   ߗ
 
30. Теорема о сведении 2‐го интеграла к повторному. 

   Ω ൌ ൜ ܽ  ݔ  ܾ
ሻݔଵሺݕ  ݕ  ሻൠݔଶሺݕ  ֜ ඵ ݂ሺݔ, ሻ݀Ωݕ

ஐ

ൌ  න ݔ݀




න ݂ሺݔ, ሻݕ

௬మሺ௫ሻ

௬భሺ௫ሻ

 .ݕ݀ 

31. Теорема о замене переменных в 2‐ом интеграле. 
Ω

௫ୀ௫ሺ௨,௩ሻ
 ௬ୀ௬ሺ௨,௩ሻ

ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ Ωᇱ 

Пусть выполнено:  
1ሻ Ω, Ωᇱ െ замкнуты и ограничены  
2ሻ Соответствие взаимнооднозначное  
3ሻ ݔሺݑ, ,ሻݒ ,ݑሺݕ ሻݒ א  ଵሺΩᇱሻܥ

4ሻ ܫ ൌ
,ݔሺܦ ሻݕ
,ݑሺܦ ሻݒ  ് 0 на Ω 

Тогда ඵ ݂ሺݔ, ݕ݀ ݔ݀ ሻݕ
ఆ

ൌ  ඵ ݂൫ݔሺݑ, ,ሻݒ ,ݑሺݕ |ܫ|ሻ൯ݒ
ఆᇲ

 ݒ݀ ݑ݀ 

32. Определение 3‐го интеграла. 
  Пусть ܸ െ замкнутая ограниченная кубируемая область в пространстве. 

Тогда если существует конечный предел 
݈݅݉

௫|∆௫|՜
௫ห∆௬ೕห՜
௫|∆௭ೖ|՜

    


ሺ௫,௬,௭ೖሻא

݂൫ݑ, ,ݒ ݖ∆ݕ∆ݔ∆൯ݓ ൌ  ,ܫ



ݑ א ሾݔ, ,ିଵሿݔ ݒ א ,ݕൣ ,ିଵ൧ݕ ݓ א ሾݖ,  ,ିଵሿݖ
ݔ∆ ൌ ݔ െ ,ିଵݔ ݕ∆ ൌ ݕ െ ,ିଵݕ ݖ∆ ൌ ݖ െ   ିଵݖ

не зависящий от выбора точек ݑ, ,ݒ ,ݓ то этот предел называется тройным интегралом функции ݂ሺݔ, ,ݕ  ሻݖ

по области ܸ. ቌܫ ൌ  ම ݂ሺݔ, ,ݕ  ݖ݀ݕ݀ݔ݀ ሻݖ


ቍ.    

33. Теорема о сведении 3‐го интеграла к повторному. 

ܸ: ቐ
ଵݔ  ݔ  ଶݔ
ሻݔଵሺݕ  ݕ  ሻݔଶሺݕ
,ݔଵሺݖ ሻݕ  ݖ  ,ݔଶሺݖ ሻݕ

ቑ ֜  ම ݂ሺݔ, ,ݕ  ݖ݀ ݕ݀ ݔሻ݀ݖ


ൌ  න න ݔ݀ න ݕ݀ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ

௭మሺ௫,௬ሻ

௭భሺ௫,௬ሻ

௬మሺ௫ሻ

௬భሺ௫ሻ

௫మ

௫భ

 ݖ݀ 

34. Теорема о замене переменных в 3‐ом интеграле. 
ܸሺݔ, ,ݕ ሻݖ

௫ୀ௫ሺ௨,௩,௪ሻ
 ௬ୀ௬ሺ௨,௩,௪ሻ
௭ୀ௭ሺ௨,௩,௪ሻ

ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ܸᇱሺݑ, ,ݒ   ሻݓ

  
Пусть выполнено: 
1ሻ ܸ, ܸᇱ െ замкнуты и ограничены 
2ሻ Соответствие взаимно െ однозначное 
3ሻ ݔሺݑ, ,ݒ ,ሻݓ ,ݑሺݕ ,ݒ ,ሻݓ ,ݑሺݖ ,ݒ ሻݓ א ൫ᇲ൯ܥ

ଵ  

4ሻ ܫ ൌ
,ݔሺܦ ,ݕ ሻݖ
,ݑሺܦ ,ݒ ሻݓ  ് 0 в ܸ, 

  
Тогда 

ම ݂ሺݔ, ,ݕ  ݖ݀ ݕ݀ ݔሻ݀ݖ


ൌ  ම ݂൫ݔሺݑ, ,ݒ ,ሻݓ ,ݑሺݕ ,ݒ ,ሻݓ ,ݑሺݖ ,ݒ .ݓ݀ ݒ݀ ݑ݀|ܫ|ሻ൯ݓ
ᇲ

 

35. Определение последовательности множеств, монотонно исчерпывающих данное. 
Будем говорить, что последовательность ሼܦሽ открытых связных множеств монотонно исчерпывает  
множество ܦ, если: 

1ሻ ܦ  ݊ ؿ  ;ାଵܦ
2ሻ  


ܦ ൌ  .ܦ

36. Определение сходимости кратного несобственного интеграла. 
Пусть для любой последовательности ሼܦሽ൫все ܦ െ кубируемые множетсва൯, монотонно 

исчерпывающей множество ܦ, существует конечный предел lim
՜ஶ

ඵ … න  


݂ሺݔሻ݀ݔ , который не 

зависит от выбора ሼܦሽ. Тогда кратный несобственный интеграл ඵ … න  


݂ሺݔሻ݀ݔ сходится и 

равен этому пределу.   
37. Признак сравнения сходимости кратных несобственных интегралов. 

Пусть 0  ݂ሺݔሻ  ݃ሺݔሻ, ݔ א .ܦ Тогда из сходимости ඵ … න  


݃ሺݔሻ݀ݔ следует сходимость 

ඵ … න  


݂ሺݔሻ݀ݔ. Из расходимости ඵ … න  


݂ሺݔሻ݀ݔ следует расходимость ඵ … න  


݃ሺݔሻ݀ݔ 

38. Связь между абсолютной и условной сходимостью кратных несобственных интегралов. 

Пусть ܦ ؿ .ܧ Если ݊  2 то ඵ … න  


݂ሺݔሻ݀ݔ и ඵ … න  


|݂ሺݔሻ|݀ݔ сходятся и расходятся одновременно.  

39. Частный признак сравнения сходимости кратных несобственных интегралов 

Пусть ݃ሺݔሻ ൌ ,ି|ݔ| где |ݔ| ൌ ටݔଵ
ଶ  ଶݔ

ଶ  ڮ  ݔ
ଶ. 

Тогда 

1ሻ Если ܦ ൌ ሼ|ݔ|  ܽሽ, то ඵ … න  


݂ሺݔሻ݀ݔ 
՜   ݊
ե   ݊ 

2ሻ Если ܦ ൌ ሼ|ݔ| ൏ ܽሽ, то ඵ … න  


݂ሺݔሻ݀ݔ 
՜  ൏ ݊
ե   ݊ 

40. Определение поверхностного интеграла I рода. 
Пусть ܵ െ гладкая, двусторонняя, ограниченная поверхность. 
Пусть на поверхности ܵ определена функция ݂ሺݑሻ, которая ограничена  на ܵ. Разобьем поверхность ܵ 
гладкими кривыми на конечное число частей ܵ. Пусть ∆ െ максимальный размер частей ܵ. 



Обозначим ߪ െ площадь ܵ. Предел lim
∆՜

 ݂ሺܯሻ


,ߪ ܯ  א ܵ называется поверхностным 

интегралом ܫ рода от функции ݂ሺݑሻ по  поверхности ܵ , если он существует и не зависит от выбора ܵ,  ܯ

lim
∆՜

 ݂ሺܯሻߪ


ൌ  න ݂ሺܯሻ݀ܵ
ௌ

  

41. Теорема о сведение поверхностного интеграла I рода к 2‐му интегралу. 
Пусть функция ݂ሺݔ, ,ݕ .ܵ ሻ непрерывна наݖ Если поверхность ܵ задана в виде: 

ቐ
ݔ ൌ ,ݑሺݔ ሻݒ
ݕ ൌ ,ݑሺݕ ሻݒ
ݖ ൌ ,ݑሺݖ ሻݒ

 

,ݔ ,ݕ ݖ א  ,ᇱሺΩሻܥ

то න ݂ሺܯሻ݀ܵ
ௌ

ൌ  ඵ ݂൫ݔሺݑ, ,ሻݒ ,ݑሺݕ ,ሻݒ ,ݑሺݖ ܩܧሻ൯ඥݒ െ ଶܨ

ஐೠೡ

,ݒ݀ݑ݀ где 

ܧ ൌ ൬
ݔ߲
൰ݑ߲

ଶ

 ൬
ݕ߲
൰ݑ߲

ଶ

 ൬
ݖ߲
൰ݑ߲

ଶ

, ܩ ൌ  ൬
ݔ߲
൰ݒ߲

ଶ

 ൬
ݕ߲
൰ݒ߲

ଶ

 ൬
ݖ߲
൰ݒ߲

ଶ

, ܨ ൌ
ݔ߲
ݑ߲

ݔ߲
ݒ߲ 

ݕ߲
ݑ߲

ݕ߲
ݒ߲ 

ݖ߲
ݑ߲

ݖ߲
  ݒ߲

42. Определение поверхностного интеграла II рода. 
Пусть ܵ െ гладкая, двусторонняя, ограниченная поверхность. 
Функции ܲሺݔ, ,ݕ ,ሻݖ ܳሺݔ, ,ݕ ,ሻݖ ܴሺݔ, ,ݕ  .ܵ ሻ определены и ограничены наݖ
ሼ ܵሽ െ разбиение ܵ гладкими кривыми с диаметром ∆. 
ሼܯሽ א ܵ, ݊ሺܯሻ ൌ ሼcos ݔ , cos ݕ , cos  ሽݖ

ߪ െ площадь ܵ 

௫ߪ ൌ  ܲሺܯሻ


cos ݔ   ߪ

௬ߪ ൌ  ܳሺܯሻ


cos ݕ  ߪ

௭ߪ ൌ  ܴሺܯሻ


cos ݖ  ߪ

Если при ∆՜ 0 существуют пределы сумм ߪ௫, ,௬ߪ ,௭ не зависящие от выбора ܵߪ ,ܯ то эти переделы называются 
поверхностными интегралами ܫܫ рода 

lim
∆՜

௫ߪ ൌ    ඵ ݂ሺܯሻ cos  ݔ
ௌ

݀ܵ 

lim
∆՜

௬ߪ ൌ    ඵ ݂ሺܯሻ cos  ݕ
ௌ

݀ܵ 

 

lim
∆՜

௭ߪ ൌ    ඵ ݂ሺܯሻ cos  ݖ
ௌ

݀ܵ 

ܽ ൌ ሺܲ, ܳ, ܴሻ  

ඵሺܽ, ݊ሻ
ௌ

݀ܵ ൌ ඵሺܲ cos ݔ  ܳ cos ݕ  ܴ cos ሻ݀ܵݖ ൌ  ඵ ݖ݀ݕ݀ ܲ  ݖ݀ݔ݀ ܳ  ݕ݀ݔ݀ ܴ
ௌ

 
ௌ

– общий поверхностный 

 интеграл ܫܫ рода 
 

   
43. Теорема о сведении поверхностного интеграла II рода к 2‐му интегралу. 

Пусть поверхноть ܵ задана параметрически: ݔ ൌ ,ݑሺݔ ,ሻݒ ݕ ൌ ,ݑሺݕ ,ሻݒ ݖ ൌ ,ݑሺݖ ሻݒ א  .ሺஐሻܥ

ܣ ൌ
߲ሺݕ, ሻݖ
߲ሺݑ, ሻݒ , ܤ ൌ

߲ሺݖ, ሻݔ
߲ሺݑ, ሻݒ , ܥ ൌ

߲ሺݔ, ሻݕ
߲ሺݑ,  ሻݒ

cos ݔ ൌ േ
ܣ
ܮ , cos ݕ ൌ േ

ܤ
ܮ , cos ݖ ൌ  േ

ܥ
ܮ , ܮ  ൌ ඥܣଶ  ଶܤ  ,ଶܥ ݀ܵ ൌ  ݒ݀ ݑ݀ ܮ

ඵሺܲ cos ݕ  ܳ cos ݕ  ܴ cos ሻ ݖ
ௌ

݀ܵ ൌ േ ඵ ሺ ෨ܲ
ஐሺ௨,௩ሻ

ܣ  ෨ܳܤ  ෨ܴܥሻ݀ݒ݀ ݑ, где 

෨ܲ ൌ ܲ൫ݔሺݑ, ,ሻݒ ,ݑሺݕ ,ሻݒ ,ݑሺݖ ሻ൯ݒ ൌ ܲሺݑ,   ሻݒ
෨ܳ ൌ ܳ൫ݔሺݑ, ,ሻݒ ,ݑሺݕ ,ሻݒ ,ݑሺݖ ሻ൯ݒ ൌ ܳሺݑ,  ሻݒ
෨ܴ ൌ ܴ൫ݔሺݑ, ,ሻݒ ,ݑሺݕ ,ሻݒ ,ݑሺݖ ሻ൯ݒ ൌ ܴሺݑ,   ሻݒ

44. Определение криволинейного интеграла I рода. 
Пусть ݈ െ спрямляемая кривая без самопересечений, ሼ݈ሽ െ разбиение ݈, ∆ൌ max

୩
∆݈  



Функция ݂ሺܯሻ െ  определена и огранчена на ݈. ܯ א ݈ 

ூߪ ൌ  ݂ሺܯሻ∆݈


 

Если существует предел lim
∆՜ 

ூߪ , независимый от выбора ݈и ܯ, то этот предел называется 

криволинейным интегралом ܫ рода ቌlim
∆՜

ூߪ ൌ  න ݂ሺܯሻ݈݀


ቍ   

      
45. Теорема о сведении криволинейного интеграла I рода к определенному интегралу 

Пусть кривая ݈ задана параметрически: 

ቐ
ݔ ൌ ሻݐሺݔ
ݕ ൌ ሻݐሺݕ
ݖ ൌ ሻݐሺݖ

 , 

,ݔ ,ݕ ݖ א ሾ௧బ,்ሿܥ
ᇱ , ݐ ൏ ܶ ݂ሺܯሻ െ непрерывна на кривой ݈. Тогда 

 න ݂ሺܯሻ݈݀


ൌ  න ݂൫ݔሺݐሻ, ,ሻݐሺݕ ሻ൯ଶݐᇱሺݔሻ൯ට൫ݐሺݖ  ൫ݕሺݐሻ൯ଶ  ൫ݖሺݐሻ൯ଶ
்

௧బ

  ݐ݀

46. Определение криволинейного интеграла II рода. 
Пусть ݈ െ кривая без самопересечения,  
Функции ܲሺܯሻ, ܳሺܯሻ, ܴሺܯሻ െ  определены и ограничены на ݈ ሼ݈ሽ െ разбиение ݈, ∆ൌ max

୩
∆݈ , ܯ א ݈ 

ூூߪ ൌ  ܲሺܯሻ∆ݔ  ܳሺܯሻ∆ݕ  ܴሺܯሻ∆ݖ


 

Если существует предел lim
∆՜ 

ூூߪ , независимый от выбора ݈и ܯ, то этот предел называется 

криволинейным интегралом ܫܫ рода ቌlim
∆՜

ூூߪ ൌ  න ܲሺܯሻ݀ݔ  ܳሺܯሻ݀ݕ  ܴሺܯሻ݀ݖ


ቍ.  

 
47. Теорема о сведение криволинейного интеграла II рода к определенному интегралу. 

Пусть кривая ݈ задана параметрически: 

ቐ
ݔ ൌ ሻݐሺݔ
ݕ ൌ ሻݐሺݕ
ݖ ൌ ሻݐሺݖ

 , ,ݔ ,ݕ ݖ א ሾ௧బ,்ሿܥ
ᇱ , ܲሺܯሻ, ܳሺܯሻ, ܴሺܯሻ െ непрерывны на кривой ݈, Тогда  

න ݔ݀ ܲ  ݕ݀ ܳ  ݖ݀ ܴ ൌ


න ቀܲ൫ݔሺݐሻ, ,ሻݐሺݕ ሻݐᇱሺݔሻ൯ݐሺݖ  ܳ൫ݔሺݐሻ, ,ሻݐሺݕ ሻݐᇱሺݕሻ൯ݐሺݖ  ܴ൫ݔሺݐሻ, ,ሻݐሺݕ ሻቁݐᇱሺݖሻ൯ݐሺݖ
்

௧బ

 ݐ݀

 
48. Криволинейный интеграл II рода от полного дифференциала. 

Пусть Ω െ односвязная область в Թଷ, ܲሺܯሻ, ܳሺܯሻ, ܴሺܯሻ א ,ሺஐሻܥ ܥ െ некоторый контур в Ω, 
ݑ݀ :ሻܯሺݑ  ൌ ݔ݀ܲ  ݕ݀ܳ  ,ݖܴ݀ ܯ א Ω. Тогда  

න ݔ݀ ܲ  ݕ݀ ܳ  ݖ݀ ܴ ൌ


ଶሻܯሺݑ െ ,ଵሻܯሺݑ где ܯଵ, ଶܯ െ начало и конец контура соответственно. 

49. Способ нахождения функции по полному дифференциалу. 
Пусть Ω െ односвязная область в Թଷ, ܲሺܯሻ, ܳሺܯሻ, ܴሺܯሻ א ሺஐሻܥ

ᇱ , ܯ א Ω 
߲ܲ
ݕ߲ ൌ

߲ܳ
ݔ߲ ,

߲ܳ
ݖ߲ ൌ

߲ܴ
ݕ߲ ,

߲ܴ
ݔ߲ ൌ

߲ܲ
ݖ߲ . Тогда ݑሺܯሻ: ݑ݀ ൌ ݔ݀ܲ  ݕ݀ܳ  ,ݖܴ݀ где ܯ א Ω. 

,ݔሺݑ ,ݕ ሻݖ ൌ න ܲሺݔ, ,ݕ  ݔሻ݀ݖ
௫

௫బ

 න ܳሺݔ, ,ݕ  ݕሻ݀ݖ

௬

௬బ

 න ܴሺݔ, ,ݕ  ݖሻ݀ݖ
௭

௭బ

൫ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א Ω൯   

50. Формула Грина. 
Пусть ܵ െ односвязная, ограниченная область в Թଶ, ܥ ൌ  ߲ܵ െ замкнутый контур, 
ܲሺݔ, ,ሻݕ ܳሺݔ, ,ሻݕ ܴሺݔ, ሻݕ א డௌௌܥ

ᇱ  . Тогда справедливо: 

ර ݔ݀ ܲ 


ݕ݀ ܳ ൌ  ඵ ൬
߲ܳ
ݔ߲ െ

߲ܲ
൰ݕ߲

ௌ

ݕ݀ ݔ݀  െ формула Грина. 

51. Нахождение площади плоской области с помощью криволинейных интегралов. 

Площадь ܵ ൌ  ඵ ݕ݀ݔ݀
ௌ

ൌ ර ݕ݀ݔ


ൌ െ ර ݔ݀ݕ


ൌ
1
2 ර ݕ݀ݔ



െ ,ݔ݀ݕ где С ൌ ߲ܵ 

52. Формула Стокса. 
Пусть ܵ ൌ ߲ܸ െ кусочно െ гладкая, двусторонняя, ограниченная поверхность  
С ൌ  ߲ܵ െ простой, замкнутый кусочно െ гладкий контур, ܲሺܯሻ, ܳሺܯሻ, ܴሺܯሻ א డௌௌܥ

ᇱ  , 



݊ ൌ ሺܿߙݏ, ,ߚݏܿ ሻߛݏܿ െ нормаль к поверхности ܵ. Тогда справедливо 

ර ݔ݀ ܲ  ݕ݀ ܳ  ݖ݀ ܴ ൌ  ඵ ተተ

ߙݏܿ ߚݏܿ ߛݏܿ
߲

ݔ߲
߲

ݕ߲
߲

ݖ߲
ܲ ܳ ܴ

ተተ
ௌС

 ݀ܵ 

53. Формула Остроградского. 
Пусть ܸ െ ограниченный объем в Թଷ. ܵ ൌ ߲ܸ െ кусочно െ гладкая, двусторонняя поверхность,  

ሬ݊Ԧ ൌ ሺcos ߙ , cos ߚ , cos ሻߛ െ  внешняя нормаль к ܵ, ܲሺݔ, ,ݕ ,ሻݖ ܳሺݔ, ,ݕ ,ሻݖ ܴሺݔ, ,ݕ ሻݖ א ାడܥ
ᇱ .  

Тогда справедливо  

ሺܲܿߙ ݏ  ߚ ݏܿܳ  ሻ݀ܵߛ ݏܴܿ
ௌ

ൌ  ම ൬
߲ܲ
ݔ߲ 

߲ܳ
ݕ߲ 

߲ܴ
൰ݖ߲



ܸ݀ 

54. Определение grad U. 
ሻݎሺݑ ൌ ,ݔሺݑ  ,ݕ ሻݖ െ скалярное поле в Թଷ  

ݑ ݀ܽݎ݃ ൌ ൬
ݑ߲
ݔ߲ ,

ݑ߲
ݕ߲ ,

ݑ߲
 ൰ ሺв декартовой системе координатሻݖ߲

55. Определение div a. 

ܽሺݎሻ ൌ ቀܽ௫ሺݔ, ,ݕ ,ሻݖ ܽ௬ሺݔ, ,ݕ ,ሻݖ ܽ௭ሺݔ, ,ݕ ሻቁݖ െ  векторное поле в Թଷ 

ܽݒ݅݀ ൌ  
߲ܽ௫

ݔ߲  
߲ܽ௬

ݕ߲ 
߲ܽ௭

ݖ߲  ሺв декартовой системе координатሻ 

56. Определение rot a. 
ܽሺݎሻ ൌ ሺܽ௫ሺݔ, ,ݕ ,ሻݖ ܽ௬ሺݔ, ,ݕ ,ሻݖ ܽ௭ሺݔ, ,ݕ ሻݖ െ  векторное поле в Թଷ 

ܽݐݎ ൌ ተተ

݁௫ ݁௬ ݁௭
߲

ݔ߲
߲

ݕ߲
߲

ݖ߲
ܽ௫ ܽ௬ ܽ௭

ተተ ሺв декартовой системе координатሻ 

57. Инвариантная форма формулы Стокса. 
ܣ ൌ ሺܲ, ܳ, ܴሻ, ݈݀ ൌ ሺ݀ݔ, ,ݕ݀ ,ሻݖ݀ ݊ ൌ ሺܿߙݏ, ,ߚݏܿ ሻߛݏܿ െ нормаль к ܵ 

ර൫ܣ, ݈݀൯


ൌ  ඵ൫ܣݐݎ, ݊൯ ݀ܵ 
ௌ

 

58. Инвариантная форма записи формулы Остроградского. 
ሬ݊Ԧ ൌ ሺcos ߙ , cos ߚ , cos ሻߛ െ  внешняя нормаль к ܵ, ܣ ൌ ሺܲ, ܳ, ܴሻ 

൫ܣ, ݊൯݀ܵ
ௌ

ൌ  ම ܣݒ݅݀


 ܸ݀ 

59. Условие потенциальности векторного поля. 
Поле ܣ потенциально ֞ 

:ݑ ܣ ൌ ֞ ݑ ݀ܽݎ݃ криволинейный интеграл ܫܫ рода не зависит от пути интегрирования ֞ ܣݐݎ ൌ 0 
60. Формальные действия с оператором . 

Example: ݀݅ݒሺܽݑሻ ൌ ሺ, ሻܽݑ ൌ ሺ, ܽሻݑ  ሺ, ሻܽݑ ൌ ,ሺݑ  ܽሻ  ሺݑ, ܽሻ ൌ ܽ ݒ݅݀ ݑ   ܽ ݃ݑ ݀ܽݎ 
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