
1. ��������	� ����
������ ��	�. 
��������	� – 
���� ������	�, � 	���
�� ��������� ��	��� �������� �� ��� ����� �� ���� � ����������� �� ��� ��. 
����� �������� ����� 
������� �� ��� �������	 �
�� ��
���
 – �������������� 
 ������������.  
�������������� �������� ��	�� ��������, �
� 	���
�� ���� �
����, ��������� � ���������� ����, �������� 
��
������ ����� ����. ������������ �������� ��������, �
� 	���
�� ��� ���	� ��� �������� �� �	
��������, 
����
� 	���
�� ���� �� ����� � ��� �� �
����. �����
������ ������ ���������� ���, 
����
��� 	���
��� ����� 
�
����
��� �
� �������� ��� ��������. !��, ����������� 	���
��� ��
�������� �
���
���������� � �
������� 
�������� �
���� ��, � ��������� � ��� ������� 	��
����� � ����, ���������� �
������ �������. " ���	� �
���� 
	�������	� ��� �
����� ������� ���
��������, �.�. � 	�������	� ����� �	����� �
��������� ����� ������� �� 
�
������� � �
����. #
� 
�$���� ����� 	�������	� ����
 ������� ������� ��
�������� ����
�������� ��������. 
#������� ����
������ ���	� ����������� ��� ������� ��
�������� 
�����-��	��
��, �
��������� �� ����� 
	��
����� � %�� ���	� ��  ����
�� 	��
�����, ���������� ��
�������� �������� ���	�.             y           & 
' ��	�
����� ������� 	��
����� ����� ����� 
�����-��	��
�� r � 	��
�������� x, y, z: 
r  = xi + yj + zk , ��� i, j, k – �
�� ���� ox, oy, oz. #������� ���	� ����� ���������� ��                             r 
�
������, �������������� 
�����-��	��
 ������� (��	���� �
����� r = r(t). /�	�� ��������� z      x 
�������� ����
������ ���	� �� �
����� ����� �������� �������
 ��
���
. 0� ��������  
��������� �������� ����
������ ���	�  � �
���
������ ����������� ���������
� R, 
����� ��	��
�, �
���������� 
�� ��������� �������� ���	� � 	�������.  

o� rrR
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��
�����, 	���
�� ��������� ����
������ ���	� �
� ����� ��������, ���������� ��������
��. 1��������� ����� ����� 
��������� ���	���, ����������� ���� �
��	��
�� ���������� ����� S. 2���� �������, 	�	 ����
� �
�������� 
��������� �������� ���, ����������� ������� �	�
����. ������� ��������� v  ���������� ����$���� ��
�������� 
R
�

����
������ ���	� 	� �
����� �t, �� 	���
�� %�� ��
�������� �
����$�: 

t
(tt(t

tt
1

�

�

��

��
�

�
��

))2 rrrrRv
�����

��������� �������� �� �
���� �������� v
�

 ���� �
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���� v �
� ��
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�
������	� �
����� �t 	 ���  (�	�
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��������� �� 
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���� ������� ��	��
�� � ���
����� �� 	��������� 	 	
���������� �
��	��
��. ' �
��	���� �� ��	�
���� 
	��
������ �	�
����  ���� ����� �
�� �����������: 
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�� 	��������� ����� (r), (
), (	),� ����������� �	�
���� 
����        ,rvr �� 	

 sin�rv � , .�	
�rv �

2���� �������, 	�	 ����
� �
�������� ��������� �	�
����, ����������� ������� �	�
������. �����
� �������
�� a  
���������� ����$���� ��������� �	�
���� ����
������ ���	� 	� �
����� �t, �� 	���
�� %�� ��������� �
����$�: 
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 ���� �
���, 	 	���
��� ��
������ �
����� ��	�
���� a �
� ��
������ 
�
������	� �
����� �t 	 ���  (��	�
����  ���� �
��������� �� �	�
���� �� �
�����): 
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8�	�
����  ����� �
��������� ��������� �� ���� ������ � = �� + �n, ���� �� ���
����� �� 	��������� 	 �
��	��
��, 
�
���� �n – ��
�����	��
�� 	���������. '�	��
 �� ���������� ������!
������ �������
��, %�� ����������� ������ 
������� �	�
����, �n ���������� ���������� �������
��, %�� ����������� ������ ���	� ���
������ �	�
����. 
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���� 22
naaa �� � , R - 
����� 

	
������. 2���� ������� �
������� �������� ����
������ ���	� ����� ����� �� 	������� ��
��������, 	���
�� 
����� 
���� ����� ��
��������, �.�. 
���� �����
�� �� ���������� �	�
���� �� �
��� ��������.  
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,  

����� ����� �����
�, ����� ����� �	�
���� � 	����� ������ �
�����, �� %���� ����� ����� 	�	 �������� �	�
����. 
9�������� �	�
���� 
���� ����� ���������, �.�. 
���� �����
�� �� ����������� ��	�
���� �� �
��� �������� 
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2���� ����� �	�
���� ����� ����� 	�	 �������� ��	�
����, �� %���� � ������	� ������� ���	��	� ����� ��������, 
�� 	���
�� �
������� �������� ����� �
����� ���: 
1.1������
��� �
���������� ��������, �
� 	���
�� �	�
���� �������� ��������� � �
��	��
��� �������� ������� 
�
���� ����. ' %��� ����� �
����� �	�
���� ��������� � ����������, � ���� 
����  ��
�������� �� �������. !����, 
���
�� ������� 	��
����� ��	, ����� �������� �
�������� �� ���  ox, ������            v 
�
������� ��������  x(t) = xo +  v (t - to)   ��  s = v (t - to)              ; xo s x 
��� xo = x(to ) –�������� �������� � �������� ������ �
����� to. 
2.1������	�
����� �
���������� ��������, �
� 	���
�� ��	�
���� �� �
��� �������� ��������� � �
��	��
��� 
�������� ������� �
���� ����. ' %��� ����� �
����� ��	�
���� ��������� � ����������, � ���� 
����  ��
�������� 
�� �������. !����, ���
�� ������� 	��
����� ��	, ����� �������� �
�������� �� ���  ox, ������ �
������� �� 
�	�
����    v(t) = vo +  a (t - to),  
��� vo = v(to) – �������� �	�
���� � �������� ������ �
����� to. #�������� �	�
���� � �
������� �������� � 
�����
�
��,  ������ �
������� �������� � ����: 
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3.1������
��� �������� �� �	
�������, �
� 	���
�� ������� �	�
���� �������� ���������, � �
��	��
��� �������� 
������� �	
�������. "	�
���� �������� �� �	
������� ����� �������� �
������ �� ������ �� �
���� ��
�	��
����	� 
�������� �� �	
������� – ������� �������
 �. 8����� �	�
���� 
���� �
����, 	 	���
��� ��
������ ����$���� 
����� ��� ����
��� �
 	 �
������	� �
����� �t, �� 	���
�� �
����$� %��� ����
�� �
� ��
������ �
������	� 
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�      (������ �	�
����  ���� �
��������� �� ��� �� �
�����)

8����� �	�
���� – ��������	��
. <� ���
������ ��������� � ���
������� ���	������ ����� ��� d
 � ��
�������� 
�
����� ��
����	�. &���� ������� � ������ �	�
����� ���� �
����� �����:          y �

�
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��� r

�
���� 
����� –��	��
, �
��������� �� ������� �� ��� �
������ ����� 	��
�����. <�� ������    r

�
      x


����� �	
������� R – 
��������� �� ��� �
������ �� ����
������ ���	�, �� ��
������ ��	�
���� z 
����� 
����     �n = - �2R  
#��� s, �
�������� ����
������ ���	�� �� �	
������� 
������ R, ���������� ������ � ���� ����
��� 
,      s = �
 R,  
��%���� � ��� �������� � 	������� �
������� �������� ����������� �
������� �� ��� ����
���:  


(t) = 
o +  � (t - to) 
�
��� ����, 
������
��� �������� ��
�	��
�����: ��
��� ��
������ ! – �
��� ������ ���
��� � ������� � - ���� 
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���� �� ������� �
�����. ;�� �������������     
�
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�
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���� ������� – >�=1/�) 

4.1������	�
����� �������� �� �	
�������, �
� 	���
�� ������� ������� ��	�
���� ���������, � �
��	��
��� 
�������� ������� �	
�������. $������ �������
�� � ���������� �
���, 	 	���
��� ��
������ ����$���� ����� 
��������� ������ �	�
���� �� 	 �
������	� �
����� �t, �� 	���
�� %�� ��������� �
����$� �
� ��
������ 
�
������	� �
����� �t 	 ���  (������ ��	�
����  ���� �
��������� �� ������ �	�
���� �� �
�����) 
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. &���� ��������� ������� � �������������� ��	�
���� ���� �
����� �����: 

�� =  � R 
#
� ���������� ������ ��	�
���� ������ �	�
���� ����������� �
��������: �(t) = �o +  � (t - to), ��� �o = �(to) – 
�������� ������ �	�
���� �  ������ �
����� to. !���� ��� ����
��� ����� ����������� �������� �
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2. �
����� ������������. �
��
������� ������� � �
��
������� �
����. 
����� ������� ������� �’, ���������� �
��������� � 
������
�� �� �	�
����� V ����������� ���
������� 
������� �, ��	�� ����� ���
�������. ���
������ ���	� & � �������� ������� � � �’ ������� ����� ����� 
����%��&����
�� '��
��:   t��� Vrr

���
'           y         M 

��� rr
��


'  - 
�����-��	��
� ���	� & � �������� ������� �’ � �.       y            
#
� %���  ������
����� �������� ��� ��
�!
��:      r   r’
1) ���� �%�������, �.�. ���������
 ������
 ����� ��%��
 ���� ��%��
�
       ;’ V           x 
    ��
������ �� ���	 ���
&������ ��
���
	� �
�����	 �������  � t=�t’;                 O   z        x 
2) ������������ �%�������, �.�. �������
� ����� ��%��
 �����
������
 ������
         z  
    ��
������ �� ���	 ���
&������ ��
���
	� �
�����	 �������. 
�������
 ����%��&����
 '��
��: 
1) ��	�� �
���
�������� �	�
�����  Vvv 

���
��'  , ��� vv

��

'  - �	�
���� ���	� & � �������� ������� �’ � �; 

2) 
�������� ��	�
���� ���� ���	�  aa
��

�'    � ���
������� �������� �������; 
3) 
�������� �� ��������������   FF

��
�' ����
������ ����	 � ���
������� �������� �������, 

���	��	� ��� �������������� ������� ���	� �� �������
� ����� ������
 � �����
������	 ��������� 
����
������ ����	, �.�. 
�������� 
�����-��	��
��, �	��������� �������� ����	 � 
�������� �	�
����� ����	. 
' ���� %�� ��������, ��� �� ���
������� ������ ������� ��
������ �
����� ������������ �������: *����� 
��	��
�
 
����
����� �����
������ ����%��&����
 '��
��, �.�. �������
 &������ ��	��
�
 ������� ��
&������
 
��
 ����	��� �� ����� 
���!
������ �
����� � ������. <��� � �
���� %	���������� (�
���
��	�: 1) ��� 
���
������� ������� ������� 
�����
����; 2) ��� ���������	�� ������ �
���	��� � 
����� �������� �����	���; 3) 
��	�	��� ���������	��� ������� ���������� ����������, ��	����� ������ ������� ������� �� �������� 
�
��������� � 
������
��. 
0� �������� ���������� ���
�� ��������������  �
����� �������������� >���� �� ��
������ ������� 
���������	�� ������. ' �
���� 
������ (���	�, ���
���
 � ������� ���
�� ����� , �
����� �������������� >���� 
�� ��������. !�	�� ��
����, ��������, ���, �������� 
������ � �
������� (������	�� ������ � 
������� 
���
������� �������� �������, ����� ��
������ ����������� �	�
���� ��� ����������� ���������� �
���
������. 
;���	� ����������� ����� ����� ��
��������� 
�������. ' ����� C. D��$����  �
�$� 	 ������ � ����
����� 
��������� �� ��������� �
����� � ��������� �
���
������, �� 
��$�
� �������� �
������ �������������� 
>���� �� ��� (������	�� ������ � �
����� ������� � ����������� �	�
���� ����� �� ���� ���
������� �������� 
�������. !.�. ��� ������� ����
�
����� ��	��
��, 	���
�� ���
����� �� ���  ��������: 1) ��� &����� ��
���� 
��
������ �� ���	 
���!
�����	 �
�����	 �������; 2) �������� ����� � ������� ��
������ �� ���	 
���!
�����	 
�
�����	 �������. '����� �������� �������� ��
�!
��� �����
��������
 +��-�����. 2���� ���������� %�� ��� 
�������� �	�
���� ����� ����� ���� �
������� �	�
�����, � �
���
�������� >���� � �
���
�������� �	�
����� 
����� ����� �
���� ���. #
���
��������, ��������
����� �
������ �������������� D��$�����, ���������� 
����%��&����
�
 /����!�. 2���� �	�
���� ����� �� ������� � ���������� ������� �������, ����������, ����� 
��������� 
��������� � ����
��� �
�����. <�� ����������� � 	�������                 x     x�   x=ct 
	��
�������� ���� – ��� ;x, ���� 	���
�� �
�������� ��������, � ���  
�
����� ;t, (�	�
���� ����� ������ �� ������� �=1), �� ��
���� �� �����         x=vt 
������� ������� 	 �
���� ������
����	� �� ����� ���
����� ���
������ ����.           t� 
#�������� 	���������� ������� ��	�
����� 	��
����� ;x�t�, � 	���
��     O         t 
������ ���������� �����������: 
����
� �� � ����
��� �
����� 
������ � 
����� �������� ������� � ������� �� 
�	�
���� � 	���
�� ��� ��������; �������, �����
������� � ����� ������� �������, �� �����
������ � �
����, �� 
�
������ ��������� ������� ������ �
�� �� �
����.  <�� ��
����� ����� 	��
����� � �
����� � ����������� � 
���������� ��������, ������ �������� ������$���� (V – �	�
���� ���������� �������): 

zzyy
cV

cxVtt
cV

Vtxx ��
�

�
�

�

�
� ',',

/1

/',
/1

'
22

2

22
 

8���������� ��������  �
���
�������� ��
����, ��� ���� ��� L� �� ���
������ �������� � ���������� ������� 
�����$���� �� �
������� � ����� L � ����������� �������, � ����
�� �
����� ���������, �.�. ���� � ���������� 

������� �� �
������� � ��	������� ���� ��������: 22 /1' cVLL ���   
22 /1

'
cV

tt
�

� ��   

/�	�� �
���
�������� �	�
����� � ���������� ���
�� �������������� ����� ���� ������. '������ ����� �����, 
	���� �	�
���� ����
������ ���	� v ����� ������� �� ��� �
��	��� vx, vy, vz  � ����������� ������� � � 
���������� ������� v�x, v�y, v�z.  !���� �
��	��� �	�
���� � 
����� �������� ������� ������$������: 

2

22

2

22

2 /1

/1',
/1

/1',
/1

'
cVv

cVv
v

cVv

cVv
v

cVv

Vv
v

x

z
z

x

y
y

x

x
x

�

�
�

�

�
�

�

�
�

<�� �	�
���� ���������� ������� ��� �� �
������� �� �	�
����� �����, ������� �
���
�������� >����. 
VvvVrr    
������

������� �� ',',' tt,t'LL  



3. ��������	� ���
�� ����. 
#
� 
������
���� �������� ��� ����� ������� ��� �������� ���
���. 
2%������� ������� ����� �� �
���� ������� ����� � ������	� �������� �������
������� ������� ����
������ 
����	, ��� 
��������� ����� 	���
��� �������� ����������� �
� �������� %��� ������� 	�	 ����� � �
���
������ � 
�
�����.  
1������� ���� ����� �������� ���
���� ���: 1) �������������, 2) �
������ ��	
�� ����������� ���, 3) ���	�� 
��������, 4) �������� ��	
�� ����������� ���	�, 5) ��������� ��������.  
3�
���
� �������� ���� ����� ��������
�� ��� ����� ��������������� 
 ������������� ��&��
�
��	 ��
���
�. 
#
� �������������� ��
���

 �	�
���� ���� ����	 ��� �����	���, ��%���� ��	�� �������� �������� ����������� 
��������� ����� �� ��� ����	. ' 	������� ��	�� ���	� ������ ����
��� ����
 ���� ���. 
#
� ������������ ��
���

 ��� ��� ��� ���	� �������� �� �	
��������, ����
� 	���
�� ���� �� ����� �
����, 
���������� ���� ������
. !�	�� �������� �������� ����������� �������
�� � ������������ ��
 ������
 
 
������� �������
 � ������ ������ ������
. '
��������� �������� ������� ���	��. �����
� ���������� �������� 
���, �
� 	���
�� �
��	��
�� ���� ��� ����	 ���� � ��
������ ���	�����. 
0� �������� �������� ���
���� ��� ������ ��� ������� 	��
�����: ����������� (���
�������) ������� ;xyz � 
���������� ������� ������� �’x'y'z', 	���
�� ����	� ��������� � ���
��� ����. F���
 �' ������ ���������� � 
����
�� ���� ���, ��� �
������ �
�������� ��	
�� ����. #������� ��� � �
���
������ ����������� ������� ;xyz 
��
�������� ��������� ���������� ������� �’x'y'z'. #���� �������� �
��������� ���	� � ��� � ������� ;xyz 
�������� 
�������-��	��
�� r, � � ������� �’x'y'z' - 
�������-��	��
�� r', 
����� ��	��
 R �	������� �������� ����� 
O' ���������� ������� �’x'y'z' ����������� ����������� ������� Oxyz.   
!���� �������� ���	� & ���
���� ��� ����� ��
�������� ������ ��	��
��,            z   z’ 
R - �	���������� ��������  �’ ����������� ����������� ������� �������                      �                         
� r' - �	���������� �������� ���	� & ����������� �����  �’       r         R        y’ 

        �’ 
'rRr

���
��               r’     x’          

� �	�
���� ���	� & ����� �	��������� �� �	�
���� ����� �’ �����������                      O                     y 
����������� �������  ������� ;xyz  � �	�
���� ���	� ����������� ������� �������  �’x'y'z'       

'vvv
���

�� o'            x 
���	��	� ���	� & ����
$��� �
��������� �������� ��	
�� ��� � ������ �	�
����� �, �� �	�
���� 'v

�
 � �’x'y'z'  
���� 

'r'v
���

���  
����� �� �	�
���� � ;xyz  )'(o' rvv

����
��� �  

� ��	�
���� ���	� &  )'()'(o')'()'(o' vrrrvva
�����������������

����������� ���� a   

��������� �	�
���� 'v
�

  ))'(()'(o' rr
��������

������ ���aa  

�������� ����������� ������� ��	�
���� �� ���
�  , ������ 

��
))'(()'(o' rr

�����
 ������ ���aa

' ����� �������������� �������� ��� ��������� �
������� 
�����-��	��
� ���	�.  
' ����� �
������ ��	
�� ����������� ��� ��� ��������� �
������� ��� ����
��� ��	
�� ����������� ���.  
' �����  ���	��� �������� ��� ��������� ����	�������  %��� �
�������.  
' �
���� ������ ����� �
��������� ��������� ���
������ ��� �
������ � 	�������� �
�������, ����������� 
��������, ���
������.  
' ����� �������� ���
���� ��� ��	
�� ��	
������� ���	� ����� �������������� �������� +�����: ������� ����, 

������ ���� ������
���� (&�����������) �����, ����� �������� �� ��������� ���� ������ ������
���� ��
, 
���	����� ����& ��� �����, ����� %��� ���������� 
& ������ �������
 � ��%�� ������.  
2���� ����
���� ���	� � �
���
������ ����� � ����� ����� ��� 
����������� ����������� ���. <�� ������� ���� 
����������� ��� � �������� ;xyz, � �
���� ����������� ��� � ��������  ;'x'y'z', ��  �������� ���
���� ��� ����� 
�
��������� � ���� ����� ���� �������� ����������� ���
����� ����. 1������
����� ��� ����
��� ����� 
���� 
����� ���� ����  '� 



���
ddd ��  

����� �	�
���� ��������  r'rr�v
�

�
�

�
�

�
�

������
dt

d
dt
d

dt
d 

  , ��� r

�
 - 
����� ��	��
 ���	� ����������� ;xyz ,  

������   r'�r�v
�����

���� ,  
��� � -  �	�
���� �
������ ����������� ��� �
������ ����������� � ������� ������� ;xyz,  
       �' - �	�
���� �
������ ����������� ��� �
������ ����������� � ������� ������� ;'x'y'z'. 
8����� �	�
���� � ����� ���������� �� �������, �� �� �� ���
������, ������ �	�
���� �'  ����� ���������� 	�	 �� 
�������, ��	 �  �� ���
������. 
"�������� �������� ����� �
��������� 	�	 ����	������� �������������� �������� � �������� ��	
�� ����������� 
���	�.  
#��	��	� � ����� ����� ���
��� ��� ����� �
� ������� ������� �������������� �������� � �
� ������� 
�
����������, �� 
������
����� �������� ����� ������� ����	�������� $���� �
�������. 



4. ��������	� �
���!��"�� ������ ������. 
0� ����, ����� ����� �
������� �������� �� �
���������  �������� �������, ����� ����� ��	��� �
���
�������� 
�	�
����� � ��	�
���� �
� ��
����� �� ����������� ������� 	 ���� ���������. ��������	�� ������	� ������
��� 
�������� ��� �
������: 1) ���� �%�������, �.�. ���������
 ������
 ����� ��%��
 ���� ��%��
�
 ��
������ 
�� ���	 ���
&������ ��
���
	� �
�����	 �������; 2) ������������ �%�������, �.�. �������
� ����� ��%��
 
�����
������
 ������
 ��
������ �� ���	 ���
&������ ��
���
	� �
�����	 �������. D�� ��� �
������ �������� 
�������� �
������� �������� ����
������ ���	� ����������� ���� ��������� ������� �������.  
'�����  ����������� ������� 	��
����� ;xyz  � ��������� ;'x'y'z', 	���
�� �
������� ��	
�� ���, ����������� � 
������� ;xyz.  
0� ��
�	��
����	� ������
 ������ ������ �	�
���� � �
������ ��������� ������� ����������� �����������.  
!���� �������� ���	�  M � ����������� ������� ����� ��
�������� ������ ��	��
��:      z’      �  
R� - �	���������� �������� ����� ������� 	��
�����                       z 
��������� ������� ����������� ����������� �    M         r' �’    y’         
r' - �	���������� �������� ���	� ����������� ����� 	��
�����  r     x’   Ro’  
� ������� ;'x'y'z'.                     O                     y 

'ro'Rr
���

��                        x    
���	��	� �������� ����� ������� ��������� ������� ����������� ����������� �� ��������, �	�
���� ���	� ����� 
�	��������� �� �	�
���� �
������ ������ � ��������� �������� � �	�
���� ���	� ����������� ��������� �������  

  'vr'vvv
��������

������ )'(���'r  ,          

� ��	�
���� 
����  )'()'()'( v'vrrva
�������������

�������� ���  

��������� 'r�
�

    � � )'()'())'(()'( vvrra
������������

���������� ����� 'a  
���� �
�������� �������� ����� ������ 

'a
����������

��������� )'(2))'(()'( vrra ����  
���  - ��	�
���� ���	� & � ��������� ������� ������� ;'x'y'z', 'a

�

��
������  ���a'v�
���

�� )(2   ����� �������� ���
��
���� �������
, 

��
������ ��a
����

��� ))'(( r��  ����� ��������  ��������
�������� �������
, 

��� )'( r
��� ��  ������ � ���������� �	�
���� �
������ ��������� �������. 

&���� �
���
������� ������� ��	��
��� �
���������� 	 ����  

Rr
���� 2))'(( ����� ��  ,  

��� R
�

 -
�����-��	��
, ��
�����	��
��� ��� �
������ � ��
�	��
������� �������� ���	� ����������� %��� ���.  

!���� ��	�
���� �
���� ��� 'aR
��������

������� )'(22)'( vra �� "       
<�� ������ �	�
���� �
������ �� ��������,  ��
��� ��� �������� � ��	�
���� �	��������� �� ��	�
���� ���	� & � 
��������� �������, 	�
������� ��	�
���� � �����
���������� ��	�
���� 

 'aaa
����

��� �����a       
' ����� �����  ����� ����� ���������, �	�
����� � ��	�
����� ���	� � ����������� �  ��������� ��������� 
������� ������� ��������� ��
��������: 

'ro'Rr
���

��  
'vrv

����
��� )'(�  

)'( ra
�������

����� �'aaa �����  
' ��������� ������� ������� ��������� ����� �	�
���� � ��	�
����, ��������� � �
�������. !.	. /��� ������� 
�
���
�� ��	�� ��������� ������� �������, �
������� %��� ��	�
����  ��
�$� ��������: ��	������ ���
��� �
� 
��
���� �� ��� ����
 – ��, ���������� ��
����, �����$���� ���� ��, 	������ ������	� G�	�, �
������ ���� �
� ���� 
���� � ����
��� � ����� ���$�
���. 



5. #�	�$ %�!���. 
' ������ 	�������	�� ������	� 7������ ���� �
� ��	��� ��������. D�� ��	��� �
��������� ������������� 
���������� �
����� � ���������� �� ����$���� 	 �������� ����������� ������� 	��
����� �� �� ����$���� 	 
�
��������� ���
������� ������� �������. 
#�
��� ��	�� 7������: ����� ���� ��	��
��  � ������

 ���� 
�
 ������������  
 �����
������� ��
���
, ���
 
�� ���� �� ��������� ����
� ���� 
�
 
	 ������
� ��������
������. 
"������� ��� ���
����� ���� �	�
���� � ���������� �������������� � �
����� ����� ���������� 
����������. &�
�� 
���
������ ��� ������� (������	�� �������, ���������� 
������� ������ �� �
���� ������ ����. !�
��� «���» 
�����  �������� ����
������ ���	�, �� ������� 
����
�, �� ��������� ������. 
9� ��
���� ��	��� 7������ ������, ��� ���� ��������� ��������� ��� ��������� ��������� �� ���� ��. #�
��� 
��	�� 7������ ���������� ���	� � ���
������� �������� �������. "������������ ���
������� ������� ������� 
������� ���������. G������	�� ����
����� ��
���� ��	��� 7������, ��	�� ��
����, �������� 	 ����
������, ��� 
���������� �� 	
����� ��
� ���� ���
������� ������� �������. 
'��
�� ��	�� 7������-�������� �
������� ������	� ����
������ ���	�, ������������ ����� ����� ����������� �� 
%�� ��� ���� � ��	�
�����, �
���
������� ���� ��� ��������� %��� ���: 8������
� � ���� ������!
������� 
����������� �
�� F 
 �%����� ������!
������� ����� ���� m: 

m
Fa
�

�
�  

�� ����� ����, ��������� �� �������
�, ����� ����������� �
��: 
Fa
��

��m  
' (�
���
��	� 7������ ��	�� ����� ���	��	� �
���� ����: 4&�����
� ���
������ ��
���
 ������!
������� 
��
�������� �
�� 
 ���
�	��
� � ���������

 ������
 �
��:  

Fp ��

�
dt
d

7� ��� ���������� p=mv � ����� ������� �� ��� ���	� ��((�
������ ������ ����� ��� � ������ � ��	�
�����. <�� 
�������� ��	�� ��������� ��� ��, 
�$�� ��((�
��������� �
�������, ����� ������� 
�����-��	��
 r �������� ��� 
� ��� �	�
���� v � ���� ������ �
�����: 

(t)(t)
dt

dm vvrrFr ������

����� ,
2

2

��%���� 2-� ��	�� 7������ �������� �������
�� ��
���
 �����
������ ����
.  
!
���� ��	�� 7������: �
��, � �������
 ��� �����
������ ����
 ��������� ���� �� �����, ����� �� ���
�
�� 
 
����
��������� �� ���������
�: 2112 FF

��
��      12F

�
             21F

�
  

;��� ��	�������, ��� ��� ���������� ����� �����,          1                     2 
����
����� �����
������ ����
. 
' �� �
��� 	�	 ��
��� ��� ��	��� 7������ ��������� 	 ����� ����
������ ���	�, �
���� ��	�� 
������
����� 
�������������� ���� ����
������ ����	 � ������� ������� ������	� ������� ����
������ ����	. 
�
��� ����, � �
����� ��	��� 7������ �
�����������, ��� ��� ��� 
���� �� ������� � ���� ������ �
����� 
���������� �� �������� ����	. D�� ����
������ 
��������� �
���������� � ���������� 
���
���
������ 
�������������� � ����� �������� ��
�!
�� ������������
. "������ %���� �
������, ��� �������� �������� ������ 
���, �� �
��� ����� ����
����� ��������� �� �������������� ��, 	�	 �� ���	� ��� �� ���������, �.�. 
�������������� ����� ����� 
���
���
������� � ���	������ ���$�� �	�
�����. 
' ������������ � �
������� �������������� >���� ��	��� ������	� �����	��� �� ���� ���
������� �������� 
�������. "�� ������� ���	� �� ��������� 
���������� ����������������� ����	 � �� ������������ �	�
�����, �.�. 
�	�
���� �������� ������� �� ������ ���. &���� � ��	�
���� �� �������� �
� ��
����� �� ����� ���
������� 
������� ������� 	 �
����. ' %��� ����� ����
��, ��� ��	��� ������	� 
����
����� ����������� �
���
�������� 
>����. 
/�	��� 7������ ����� ����� 
������� (�
��, ���
���
 (�
�� �
������� ���
���� �� �
������� >��������. <��  
����������� �
������� ���
����, ����� ������� ��� �
������� �������� � �
���� �������� 	��
�����, ���
���
, � 

���
���:     )2,1(,iQ
iq

T

iq
T

��
�
�

�
�
� i

dt
d

�
                

��	��� � 	��
������� r � 
 

rFrrm �� )2( 
���



 Fr
dt
d

r
m �)2(  

 
 



6. &��$ � ��"���	�. 
#
������ �������� �� � ��������� ��� ��
�	��
� � �������� �
����� ������� �������������� ��. ' (���	� 

������� ����
� ���� ��������������: 1) ����
��!
�����, ����������� ����� ����� �����, �������� �����; 2) 
�����������
����, ����������� ����� ����� �����, ���������� %�	�
����	��� ��
�����; 3) �
�����, 
����������� ����� %������
���� ���������; 4) ���%��, ������������� �
������ �
��
������ ��	���
�� 
%������
��� ������ � ������� ���
. 
�
�� ��� ���
��������� 	�������
��
�� ����� ����� 
�����
�����
 �&�
��������
. � ��	��
�� �
�� ���� ��	��
: 
��� �������� ��������, ���
������� � ���	�� �
�������. ' ������� ������	� ����������� �
������������ ���, 
��� ��
������ � ��� �
����. #����� � ������	� ����������� ���	� %�� �
� ���� �� � �� 	�	��� 	
���
�� ��� 
���
��� ? D�� �
�� �����	��� �
� �������������� �� � ���������� ���������
 ���
	 ���, ������, ��
������� � 
(�
��� 
 �� &��
�� �� ������� ���-��� �����.  
"�� ��
������ � ��� �
���� �����	��� �
� �����
���������� ���
�	��������� ��: ��� ��
������ ��������� 
��(�
������ ���
�	��������� ��, ��� �
���� – ���������� ����
������ � (�
��� ��. >
������������ ��� 
��������� �� 
��������� � ��
�������� ������$�� ��������� �� – �� ������ � �� ������� �� ������� �
��� ����� 
�����. 
*���� ������
 �
�: <�� �� ��� ��������� ���	��	� ���$��� ��, �� �� ����� �������� 
��������������� ����, 

����� ������
����	�� ����� ���� ����������� ��  (����� ���� �� ��������� �� ���������� �
���� 
��
����
����): 

������
n

i
in FFFFF
�����

...21         1F
�

            F
�

��� iF
�

- ���, � 	���
�� ���������� ��  i-� ��� �� ������ ���               2F
�

� ��������
� �
���� ��. D�� ����
������ ����� �������� ��
�!
�� �������&
!

.  
!�	�� �������� �
����� ����
������� ����� � ����� � ���, ��� ���, ��������� �������	��� ���$��� ��, �� 
�	������� ������ ��  �� ����
��� �������������� � ����, �� 	���
�� ��� ������������. 
<�� ��	��
��� ����� ���� ��, �
�������� 	 ����� ����
������ ���	�, 
���� ���, �� ������ ���������� %���� 
����� ����������� �� ��
������� �� ���������	�� �������� ��������������� ����
������ ���	�. !�	�� ��� 
���������� �
������$������. 7� %��� ������� ����
����
� ����� 
&�����
 ���
�
�� �
�� �
� ������ �� 
�
������$������ �
���� ����. 0� ����
���� ��� ����� �
���
� ���������� ���������
���. 3
���
����
 ��� 
����
����� �� �
������������ �� ��	�
����. <������� ����
���� ��� ������� [7=1	���/�2]. 
"��, ����������� �� ������ ��� �� ���
��� �
���� ��, ���������� ���-�
�
 �
���
. "��, ����������� ����� 
������� ������ � ���� ���, ���������� ��������
�
 �
���
. "������ ��, �� 	���
�� �� ��������� ���$��� ���, 
���������� &��������.  
8���������� ��	���, �� 	���
��� ��������� ���, �
�������� � 
�������� ��������� 
��������� ����� �� 
����������� ��������. 7��
���
, ��	�� �����
���� ��������� ���
����� �� %	���
��������� ������������ ��	��� 
����
�. 
1������
��  ����������� � ������	� ���: 
�
�� ����
��!
������ ��
����
 �
���
�������� �
���������� ���� ����
������ ����	 � ��
���� 
�
���
�������� 	���
��� 
��������� ����� ����, ���
����� �� �
����, ����������� %�� ���	�: 

2
21

r
mmF �� ,   ��� 	�%((������ � -����� �������� �
������������ ����������. 

"�� �
������������� �
�������� ������� �
���
�� ����
����� ���. 5���������� �
��� ���������� ���, ���� 
�������� 	���
�� �� ��� �
��� �������� �
������ ��
�� ���� � ��� �� ����������� ����
. 7��
���
, � ��$�� ����� 
���� ��, ��
�� ����
 ���� ��. "�� �
������������� �
�������� ������� ���������
����, �.�. 
����� ��� �� 
��
�������� ��� �� ������� �� �
��	��
�� ��������,  �� 	���
�� �
�������� ��
��������. 
�
�� ��������
 �
���
�������� �������� ����
������ ���	� �� �������� 
��������� � ���
����� 	 �������� 

���������: 

rF ��� � ,   ��� 	�%((������ � -����� �������� 	�%((������� ��
������. 
"�� ��
������ ������� ����
�����, 	����
�������� ����. 
�
�� ����
 ��������
 �����	��� ����� ���
�	���������� � ����������� ���� ����������� �
����� �����, 
�
���
�������� ��� 
��	��� ���
�  (�� 
��������� ��� ��
������� �������) � ���
����� �
����������� 
��������: 

NF �� � ,   ��� 	�%((������ � -����� �������� 	�%((������� �
����. 
"�� �
���� �	������� �� ������� ����
����� � �� ������� 	����
�������� ����. ' ������	� 
������
������� �.�. 
��� «������» �
����, � ���������� 	�	��-��� �
����	� ����� ����
��������. 
 
 
 



7. %����
������$� ������$ ������. &��� ���
���. 
6�
���!
������ ���������� ��	�� ������� �������, 	���
�� �������� ��	�
���� ����������� ���
������� �������. 
/�	��� 7������ ���������� ���	� � ���
������� �������� �������. 0� ����, ����� ����� �
������� �������� � 
�����
������� �������� �������, ����� ����� ��	��� �
���
�������� �� � ��	�
���� �
� ��
����� �� ���
������� 
������� 	 ���� �����
�������. ��������	�� ������	� ������
��� �������� ��� �
������: 1) ���� �%�������, 
�.�. ���������
 ������
 ����� ��%��
 ���� ��%��
�
 ��
������ �� ���	 ���
&������ ��
���
	� �
�����	 
�������; 2) ������������ �%�������, �.�. �������
� ����� ��%��
 �����
������
 ������
 ��
������ �� ���	 
���
&������ ��
���
	� �
�����	 �������. D�� ��� �
������ �������� �������� �
������� �������� ����
������ 
���	� ����������� ���� �����
������� ������� �������. 3�
���
� ����
������ ���	� ����������� �������� 
����������� ���
������� ������� ������� ���������� �%��������. 3�
���
� ����
������ ���	� ����������� 
�������� ��������� ���
������� ������� ������� ���������� �����
�������. 0������� ����
������ ���	�, 	���
�� 
������� ����������� � ���������� ������� �������, ����������� ����������� ������� ������� ���������� 
����������. C�������� �������� �	��������� �� ������������� � ��
��������. 
��
 �������������� ��
���

 ������� ������� �� �	�
����� ov

�
, 
����� �	�
���� �������� 	��
����� 

�����
������� ������� �������, �����: ���o��%� vvv
���

��

���o��%� aaa
���

��

�
����     o��� vv
��

� , o��� va ���
�

9������� �
������� ���������� ��������, ������ �
������� ������������� ��������  
Fa
��

��%�m , ��� F
�

��� �������������� � ���
������� ������� �������

om��m vFa ����
��


���m FFa
���

�� , ��� ������� om
� vF ���
��  ���������� �
��� 
���!

. 

�������� �
� 
���!

: 1) ��� ���
��� ������
������ ����������� ��
����� �� ����� ��	�
����� ������� ������� 	 
�
����; 2) ��� ���
��� �� ����������� �
������ ��	��� 7������ (
�������� �������� � �
�������������); 3)  ��� 
���
��� ������ ������� ���$���� �� ����$���� 	 ���� ���������� ����
������ ���	�; 4) ��� ���
��� 
�
���
�������� ����� ����
������ ���	�; 5) �������� ����
������ ���	� ��� ��������� �� ���
��� ��������� 
�������� �� ���$��� ������ ����, � ��� ���� � �
������������ ���.  
"�� ���
��� ����� ������� � ���� 
�� � �����, ������������ ������������ �� ����
������ ���	� �
���� ��. 
;�� ��������� ���������� ��� ������� �������, � 	���
�� 
������
������� ��������. 0������� �� ����$���� 	 
�����
������� �������� ������� ����� �
�	�����	�� ����
�� (���
���
, �������� ����������� ����
������ /���). 
'��	�� ���
&������� ��
���
� ����� ������� ������� ����������� �
���� ����� 
������� �� ���: ������������� �� 
�	�
����� ov

�
, 
����� �	�
���� �������� ����� 	��
����� ���������� ������� �������, � �
��������� �������� � 

������ �	�
����� � ��	
�� ���������� ���, �
�������� ��
�� %�� �����: 
���o��%� vvv

���
��

���      r�vv
����

��� o���

������o��%� aaaa
����

���

���      )(2 ����� v�a
���

��

)())(( r�r��va
���������

������ ����
���  - 
�����-��	��
 ����
������ ���	�  � ���������� ������� �������, r

�
���a

�
- ���������� ���
��
����� �������
��. 

'�
������    Rr��a
����� 2))(( "! �����       - ���������� !����������
������� �������
��, 

R
�

 – ��
�����	��
��� ��� �
������ ����������� 
�����-��	��
� r
�

( ����� R 
���� 
��������� �� ��� �
������ �� 
���������� �
��������� ��
���� ����
������ ���	�).  $������
� �����
�������� ��
���
 ����� ���: 

��������m FFFa
����

���  ,  

��� ���F
�

 – �
�� 7��
��
��, 
����� )(2 �vaF
����

���� ��m���m���   

���F
�

– ��������� �
�� 
���!

,  )( r�FFF
������

���� m!%
���� ,  

��� om
� vF ���
�� ��� ���
���, �������  RF

�� 2m"!% �  - ���������� !�����%����� �
���.  

' ������ �� �� !%

� FF
��

 ��� ���F
�

 ������� �� ������������ �	�
���� ��v
�

 . "�� ��
����� ��
�����	��
�� 

������������ �	�
����, ��� �� ����
$��� 
����� �
� ������������ ��������. "������� )( r�
��� �m  ��������� 

��
������
������ �
������ � 
���� ��� �
� ���������� �	�
���� �
������ �=const, �
� %��� ������ �
������� 
�������� ����� ���:    !%
������m FFFFa

�����
����  



8. (��)��� ������$ ������. *��+���� ����
� ����. 
4�������� 
�
 ���
������� ��
���
 �����
������ ����
 ������ m, ��
������ �� ��������� v

�
, ��&������ 

���
�
��   vp
��

�� m
9�������� ������� ����������� ���
�� ��	���� 7������: 

Fp ��

�dt
d

���
&����� 
������� �����
������ ����
 �� ������
 ����� ����������� �� ��� ����� �
��.  
&���� ��
������� �������� ��	�� ������	� � �����
����� (�
�� 

�� dtFpp
���

12

����� ������� �������� 
�������� �
��.  !.�. �
�
������ ������� ����
������ ���	� �� ���� �
�������	 
�
����� 
���� ������� ��� �� �� �� �
���.

 dtF
�

4�������� P
�

 ������� n ����
������ ����	 ���������� ��	��
��� ����� �������� %��� ����	 

�� ��
n

i
im

n

i
i vpP

���

9�������� ������� ������� ����
������ ����	 ���� ��	��
��� ����� ��������� �������� 	����� ���	� � 
����, � 
���� ���
���, ��	��
��� ����� ��, ����������� �� ����
������ ���	� �������. 7� 	����� ���	� ������� ��������� 
���-�
� �� ����$���� 	 ������� ��� (�� ���
��� ��, �� �
���������� �������) � ��������
� ��� (�� ���
��� ��, 
�
���������� �������). #�%���� ����� �� ����� ���� �
��������� 	�	 ����� ���� ������: ����� ���$��� �� iF

�
� 

����� ����
����� �� ikF
�

, ��� i- ����
 ����
������ ���	�, �� 	���
�� ��������� ���, k- ����
 ����
������ ���	�, 
�� ���
���  	���
�� ��������� ���. ' ����� ��((�
����
������ ������� ������� ����
������ ����	, ������� : 

� ��� ��
�

��
�

���
n

i

n

ik
ik

n

i
i

n

i

n

ik
iki

n

i dt
d

dt
d i FFFF

pP ����
��

)(

!.	. ��	��
��� ����� ����
����� �� � ��� �
������ ��	��� 7������ 
���� ���, �� ������� 

FFP ���

�� �
n

i
idt

d ,  ��� F
�

- ����� ���$��� �� 

<�� ������� ����
������ ����	 ���	�����, �� ����� ���$��� �� 
���� ���, � �� ������� &���� ��	�����
 


�������:   constdt
d ��� PP ��

0

4������ &�������� �
����� �����
�����	 �����  ������� ��������� ��� �� ���
�
��, ��� 
 �� ���������
�. 
2���� 
������� �������� ������� �� �������� ������� 	�	 ����� � �� �������� ����	 ����
� �������, ������ 
������� ����
� ����. 5������ ���� �� !������ 
���!

 ������� ���������� ���	� ", �������� 	���
�� �������� 

�����-��	��
�� 

M

n

i
iim

n

i
im

n

i
iim

nmmm
nnmmm

c

�

�

�
��

��
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�
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��
����

....21

....2211 , ���  ����� ����� ������� ����	, ��
n

i
imM

����� �	�
���� �������� ����
� ���� 
���� 

M

n

i
iim

c

�
�

v
V

�

�
, ���� �������    (*)���

n

i
iimcM vV
��

��((�
����
�� ��� ����� ���������� ��
������ � ��������, ��� ��	��
��� ����� ����
����� �� 
���� ���, 
������ �������� �������
� �
���
�
 !����� ����,  

FFFFvVa
�������

�������� �����
n

i
i

n

i

n

k
ik

n

i
i

n

i
iim

dt
d

cdt
dMcM )(

FV
��

�� cdt
dM

�� ���� 	���
��� ����	��� �����: 5���� ���� �
����� ��
���� ��� �����, � ������� ������������� �� ����� 
�
�����, � ������� ��
����� ��&����
����
� ������ ���-�
	 �
�, ���������
	 �� �
�����. !��	� ���$��� ��� 
����� �������� �������� �������. <�� ������� ��������� � ��	��, ��  ����
������ ����� ���������� ������� �� 

��������� �� ����
 ����. !���� ��	 ��, ��� ����
 ���� ��������� � ��������, �� ����
������ ����� ����� �������� 
%�� ��������. "������ �������, � 	���
�� ����
 ���
��� ��	�����, ���������� �
������ !����� 
���!

 (�- ��������). 
' �-������� �����
��� ������ ����
������ ����	 
���� ���, ��� ������ �� (*) ,��� �����  V� 
����� ���.  



9. #�	� �"
������ ���)����. 
4�������� 
�
 ���
������� ��
���
 �����
������ ����
 ������ m, ��
������ �� ��������� v

�
, ��&������ 

���
�
��   
 vp

��
�� m

 
9�������� ������� ����������� ���
�� ��	���� 7������: 

Fp ��

�dt
d

���
&����� 
������� �����
������ ����
 �� ������
 ����� ����������� �� ��� ����� �
��.  
 
&���� ��
������� �������� ��	�� ������	� � �����
����� (�
�� 

�� dtFpp
���

12

����� ������� �������� 
�������� �
��.  !.�. �
�
������ ������� ����
������ ���	� �� ���� �
�������	 
�
����� 
���� ������� ��� �� �� �� �
���.

 dtF
�

 
4�������� P

�
 ������� n ����
������ ����	 ���������� ��	��
��� ����� �������� %��� ����	 

�� ��
n

i
im

n

i
i vpP

���

9�������� ������� ������� ����
������ ����	 ���� ��	��
��� ����� ��������� �������� 	����� ���	� � 
����, � 
���� ���
���, ��	��
��� ����� ��, ����������� �� ����
������ ���	� �������. 7� 	����� ���	� ������� ��������� 
���-�
� �� ����$���� 	 ������� ��� (�� ���
��� ��, �� �
���������� �������) � ��������
� ��� (�� ���
��� ��, 
�
���������� �������). #�%���� ����� �� ����� ���� �
��������� 	�	 ����� ���� ������: ����� ���$��� �� iF

�
� 

����� ����
����� �� ikF
�

, ��� i- ����
 ����
������ ���	�, �� 	���
�� ��������� ���, k- ����
 ����
������ ���	�, 
�� ���
���  	���
�� ��������� ���. ' ����� ��((�
����
������ ������� ������� ����
������ ����	, ������� : 

� ��� ��
�

��
�

���
n

i

n

ik
ik

n

i
i

n

i

n

ik
iki

n

i dt
d

dt
d i FFFF

pP ����
��

)(

!.	. ��	��
��� ����� ����
����� �� � ��� �
������ ��	��� 7������ 
���� ���, �� ������� 

FFP ���

�� �
n

i
idt

d ,  ��� F
�

- ����� ���$��� �� 

 
<�� ������� ����
������ ����	 ���	�����, �� ����� ���$��� �� 
���� ���,  

  constdt
d ��� PP ��

0   

� �� ������� &���� ��	�����
 
�������:
4������ &�������� �
����� �����
�����	 �����  ������� ��������� ��� �� ���
�
��, ��� 
 �� ���������
�. 

const
n

i
i �� �pP

��

#
� %��� ������� �������� ����	 ����� ����������, �� �
��������� %�� ����� ��	�� ��
����, ��� �����
��� 
������ ������� �� ���������. 7��
���
, ��� � ����� �� ����
������ ����	 ������ ��������, �� %�� �
����$� �� 
���� ���� ������� �������� ����
������ ����	 �������. 
/�	�� ���
������ ������� ��
������ �� �����	����� ������ �
� ������, ��� ����� ���$��� ��, ����������� �� 
������� 
���� ���.  
 
' �
�	�����	�� ����$���� ������������ ���
������ ������� ����� ����������� �
���������� �� �
������� � 
�
����� ���������, �.	. ����� ������� �
���������� � ��������� �������, �� �������� � �������� 
������
���� 
�
������. 
 
/�	�� ���
������ ������� ������� ��������� (�������������� �������� �
���
������ - ����
�������. 
8����������� ������������ ��������, ���, �
� ���� ��
������ ��
����� ���	����� ������� 	�	 ����� � 
�
���
������, �� ���������	�� �������� �� ��������.  



10. -���� � ������������ /��
���. 
0� ��
�	��
����	� �������� ��� �� ����
������ ���	� �� �
�������� ��	���
��� ���� �������� ��
� %���� 
��������, ���������� ��%���� �
��. '����� ������� ������������ ��%���  	���
�� 
���� �	��
���� �
���������� 
��� �� ��
�������� F

�
r
�

d . 
rF
��

dA ���  
����� ����
������ ���	� �������� �� 	
���� s, ����� %������
��� 
����� ����� 
����    F

�
 

�� cos��� dsFA             r
�

 
9�%��� �
�� �� 	������� ���� ����� 
���� ����� %������
��� 
���� �� �������� ���	������ 
���� �����, �.�. 
����� 
���� �����
��         � 

 ����� dsFdA �cosrF
��

 
1����� ����
����� � ������ (0�=1 7�).  
9� ��
������� 
����� ������� �������� �� �������� : 
1) %������
��� 
����� ��� , ������� �
��	��� �� ��� ;xyz , , ,     
���� F

�
xF yF zF

dzzFdyyFdxxFdA �������� rF
��

�  
2) 
����� 
��������������� ���	��	�� ��, �
�������� 	 ����
������ ���	�, 
���� ����� 
���� �������� �� 

nAAA)dndd(dn(A ����������������  ...21...21)...21 rFrFrFrFFF
����������

. 
3) 
����� �� ����	������� ��
�������� 
���� 
����� �� 
������
����� ��
��������. (0�	���������  ���������). 
;���������� %������
��� 
����� ��
�� ��, ��I�������� ���, ��� ����� d�, ��� �� �
������ 	 ���
�������� 
�
���������� �� %������
��� 
����� 	�	 � ��((�
������ �� ��	���
�� (��	��� C. <�� �� �������� �
�������� 
���� ����� �
���� Ox � ��� ������ (��	���� ������ ���	� x, �� %������
��� 
�����  dxxA �� F�   ������������ 
�� �
�������� �� ��((�
����� �� ������� . ' ����� �� ����� ��
������    

�� ����������� ��%�� ������� �
<<����!
��� � ����� � ������ �������� ���	� 	�	 ����� ���	������ ���� 
�������, �� �� ��((�
������. 7� ���� 	��� ��, %������
��� 
����� 	���
�� ������� ����� ��((�
�������. 
"
��� �� 
������
����� �
�
���, � 	���
��� �
�������� ����� ��� � ������	�, ������ ����� �������� 	��� ��, 
������� � ���
������ 	���
�� ������� ���	� �� �������� ���	� �
���
������, � 	���
�� ��������� 
������
������� 
����
������ ���	�, �� �� ��������� 
���������� ����������������� ����
������ ����	. <�� �� ����
������ 
���	� � 	����� ����� �
���
������ ��������� ���, �� ����
��, ��� %�� ���	� ��������� � ���� �
�. <�� ��� � 	����� 
���	� ������� ��� �� ������� �� �
�����, �� ��	�� ��� �������� ���!
�������, � ��
����� ����� - 
�����!
�������. ' ��������
��� ������ ��� ��� ������� ���	� �� �������� ������. "�������
��� ��� �� 
���������� �����!
������, ��� ��� ����� ������� ��	���
�� (��	���� � = �(x,y,z), ��	�� ��� �� ������� 
�
��������� �� 	��
������� ��
������ �
��	��� ��� �� ��	�
���� ���: 

 � dxxF dzzFdyyFdxxFA �������

z
�

zF
y
�

yF
x
�

xF
�
�

��
�
�

��
�
�

�� ,,  

�� � ��	��
��� ����  �grad�
z
�

y
�

x
�

�����
�
�

�
�
�

�
�
�

�� )( kjiF
����

,          ��� k,j,i
���

 - �
�� ���� ;x, ;y, ;z,  

G��	��� � = �(x,y,z) ���������� �����!
���� �� �����!
������ �����
�� ������� ���. !.�. ��� 
���� �� ���	�� 
����� �
������� ������������ %��
��� ������� ���.  
>��
 ���� �
� �����!
�����, ��%��� �
�� �� ���������
� �����
������ ����
 �� &��
�
� �� <���� ��������

, � 
���������� ������ ��������� 
 ��������
 �������
�
 ����
 � ���� ����. 0�	���� %�� : 
' ����� ������������� ��� ��
������ �� 
����� �
������� ��� 

  ����
�
�

�
�
�

�
�
�

���� ),,(),,()( zyx�ozoyox�d�dz
z
�dy

y
�dx

x
�dA rF

��
 

�.�. 
����� �	������ ��������� ���	� �� 	��
�����, ��
�������� �������� � 	������� ��������. ' %��� ����� 
%������
��� 
����� dA �
��������� ����� ����� ��((�
����� d�, ������ � ��
����� ���	�� dA = - d�. 
"�������: 
1) ��� �������� � 	������� ���	� ��������� - 
����� ��
�������  � ���. 9�%��� � �����!
������ ���� �� ��%��� 
&��������� ���
 ����� ����. D��� �
����	 ����� ��
�� �� ��
������� ������������� ���. "��, 
����� 	���
�� �� 
������� �� ���� �������� ����
������ ���	�, � ��
�������� ���	� 	��
�������� ��������� � 	�������� ��������,  
����� �������� ���������
���	; 
2) ��%��� �
�� � �����!
������ ���� ��
 ���������

 �����
������ ����
 
& ���������� �������
� � �������� ����� 
�%��
 �����!
������ �����

 ����� ��
�
 ���� �������
�
. !� �� ����� ��	����� � �� ������� ����
������ 
����	. 
' ��������	� �����
�,  ������ ���� ���� 	
����, ����� �������� ��
���
������� 
��������. �
���������� �����
� 
�� ��	��
� ����� �������� !
����!

 ������� �� ���� ��
���. !.�. ��%��� �
�� �� ��
���
������ ���
 ����� !
����!

 
�
�� �� ���� ���
. #�%���� ����� �	����� ��	��, ��� !
����!
 ������� �
�� �� &��������� ������� � 
�����!
������ ���� ����� ����. 



11. ���������	�� /��
���. #�	� �"
������ /��
��� � ��"���	�. 
&�
� �������� ����
������ ���	�, ���������� �
���
������ �����
��, ���� �������  

2
2
1 mvT �  

��� m � v – ����� � �	�
���� ����
������ ���	� ��������������.  

9� ���
��� ��	��� 7������  dt
dm vF
��

�  

������, ���   rvrF
����

ddt
dmd �   

�������� �
���
�������� )
2

2vd(ddtdt
ddtdt

ddtdt
d

dt
dddt

d ������������� vvvvvvrvrv ����������
 

�������   )mvd(ddt
dmd

2

2
�� rvrF

����
. 

�������� ���    - %������
��� 
�����,  Ad ��rF
��

�������    dTA ��    � ��������:  
9�%��� ���	 ���-�
	 �
�, ���������
	 �� �����
������ �����, ����� ��
�����
� �
���
������ �����

 ���� ����
. 

12 TTA ��  
9����� �� ���������� ������$���� ����� ���� �������� ��
������� 	��������	�� %��
���:  
7
���
����� �����
 �����
������ ����
 ���� ���� �� ��	��
������� ��
���
, ��� 
&������ ��%����, ������� 
����� �����-
�� ��� ����� ��
 ��������

 �� �� ������ ��������
.  
<�� C > 0, �� ��� ����
������ ���	�� �
���������� 
����� � �� 	��������	�� %��
��� ���
������, 
��� C < 0, ��  ����
������ ���	� ������ ���� 	��������	�� %��
���, ����
$�� 
����� �
���� ���$��� ��. 
7
���
������ �����
�� � ������� n ����
������ ����	 ���������� ����� 	��������	�� %��
��� %��� ����	 

�� ��
n

i

vmn

i
iTT ii

2

2
 

9�������� 	��������	�� %��
��� ������� ����
������ ����	 ���� ����� %������
��� 
���� ��, ����������$�� �� 

������
������� %������
��� ��
�������� �� 	����� ���	� ������� 

� �� ���
n

i

n

i
iAvmd

n

i
idTdT ii �)2(

2
 

7� 	����� ���	� ������� ��������� ���-�
� �� ����$���� 	 ������� ��� (�� ���
��� ��, �� �
���������� 
�������) � ��������
� ��� (�� ���
��� ��, �
���������� �������). #�%���� ����� 
���� ����� ���� �
��������� 
	�	 ����� ���� ������: %������
��� 
����� ���$��� �� �� � %������
��� 
����� ����
����� �� ��’. ' ����� 
������� : 

'AAdT �� ��  
��
�����
� �
���
������ �����

 �
����� �����
�����	 ����� �� ������������ ���������

 ����� ����� 
�����������	 ��%�� ���-�
	 
 ��������
	 �
�, ����������-
	 �� ���� ���������

. 
<�� ��� (����
����� � ���$���) ���, ��� ��������� 	���
�� �
�������� �������� �������, ������� 
�������������, �� d�A ���   � ����� 

d�dT ��  
��
�����
� �
���
������ �����

 ���
�	��
� &� ���� �%��
 �����!
������ �����

 �� ��� �� �����	�. <�� ��
������� 

��������, ���
�� ��� ����� �� ����� ���
���, ������: 

const�T�Td ����� 0)(  
��
 ��
���

 � �����!
������ �
����� ���� ����� �
���
������ 
 �����!
������ �����
� �
����� ��	����� 
��������� ���
�
��. "���� 	��������	�� � ������������ %��
��� ������� ������� ������ ��	��
������ �����
�� 
������� � ��������� <:    �TE ��  
�����    constEEE ��� 21   
�
������ 	 &����� ��	�����
 ��	��
������ �����

: >��
 �
����� ��
���� ��� ������
�� ������ �����!
�����	 
�
�, �� ����� ��	��
����� �����
 �� �� ���� ��
���
 ��	����� ���� ���
�
��. 
<�� � ���� ��, ����������� �� �������, ��
��� � ������������� ����� ������� � ��������������, �� ��������� 
	��������	�� %��
��� ����� 
����: 

�����A���-Ad�dT �� ����  

��� ����	
 – 
����� �������������� ���$��� ��, ������ – 
����� �������������� ����
����� ��. ;���� 
����� 
���$��� � ����
����� �������������� �� ����� 
������� �� ��� �����: ������������ ����� ���������	�� 
%��
��� (�
���	$�� %��
��� E’) � �����$����� ����� ���������	�� %��
��� (
��������� %��
��� E”).  !���� 
��
�����
� ��	��
������ �����

 �� ��������� ���������

 ����� ��&����
 ��
���-�� 
 ������-��� �����

. 

"'12 EEEE ���                  



12. ����� ���)���� ������$ � ������$ ������. ����� ���$. 
�������� 
������� ����
!� ������ m  �����
������ ����
 8 ���������� ��������	��
 , 
����� ��	��
���� 
�
���������� ��	��
�� 

L
�

r
�

 � p
�

 

prL
���

��  
���  r

�
 – 
�����-��	��
 �������, �
��������� �� ���	� ;, 

      p
�

 – �� ������. 
 

     p
�

 

;  
r
�

   m 
 
�������� 
������� �
����� ����
!� �����
������ ����
 8 ���������� ��	��
��� ����� �������� �������� 
������ 

L
�

iL
�

, ����������� �������. 0� ������� �� n ������ : 

�� ���
n

i
ii

n

i
i )pr(LL

����

�������� �
�� F �����
������ ����
  8, �� 	���
�� �
������ 
�����-��	��
 
�

r
�

 � ���	� �
������� ���, ���������� 
��������	��
 N

�
, 
����� ��	��
���� �
���������� ��	��
�� r

�
 � F

�
:

FrN
���

��

&���� ������� ��� 
����                  l    F
�

 
N = rFsin� = lF, 

�
��� l = r sin� - ���������� �����  ��� F  ����������� ���	� ;.          �r

�

0� ���������� ��	��� ��������� ������� ������� �������       ; 
�
���((�
����
��� ��
������ �� ������� ������� �� �
�����: 

dt
d

dt
d)(

dt
d

dt
d prprprL

�
��

�
��

�

������  

�.	. vr �
�

�
dt
d  ,� ��	��
��� �
���������� 0( ������ )vvvvpv

������
mm , ��������, ��� Fp ��

�
dt
d  , �  NFr

���
�� ������� 

  NFrprL ���
�

�
�

�����
dt
d

dt
d  

��������� ������� ������� ��������� �������� ���, ����������� �� �������. ' ����� ����� ������� n ������ 
�
������� ��������� ������� ������� ������� iL

�
:         

�
�

��
n

ik
ikidt

id NNL ��
�

��� iii FrN
���

�� – ������ ���$��� ��� iF
�

����������� ���	� ;, ����������� �� i -� ������� � 
�����-��	��
�� ir
�

,  
�
��������� �� ���	� ;,  
     ikikik FrN

���
�� – ������ ����
����� ��� ikF

�
, ����������� �� ���
��� k -� ������� �� i -� �������. 

9� 
��������  ��� 
��������������� ����
����� �� ������ 
�������� ��� ������� ����
����� ��  

0�
�

� �
n

i

n

ik
ikN

�
 , � �����

$������
�  ������� 
������� L �
����� n ����
! �����
������ ����
 8 ����� ���: 
�

��
n

i
idt

d NL �
�

0� ���	����� �������  ���$��� ��� 
���� ��� � ��
������ &���� ��	�����
 ������� 
�������: 

const
dt
d

��� LL �
�

0

/�	�� ���
������ ������� ������� �������� (�������������� �������� �
���
������ – ����
����. 4&�����
 
������������ ��������, ��� �������� ���	����� ���������	�� ������� �� ������� �� �� ����
��� 	�	 ����� � 
�
���
������. 



13. :�
��� ������. #�	� �"
������ ������ ���)����. 
�������� 
������� ����
!� ������ m  �����
������ ����
 8 ���������� ��������	��
 , 
����� ��	��
���� 
�
���������� ��	��
�� 

L
�

r
�

 � p
�

 

prL
���

��  
���  r

�
 – 
�����-��	��
 �������, �
��������� �� ���	� ;,      p

�
 – �� ������. 

�������� �
�� F �����
������ ����
  8, �� 	���
�� �
������ 
�����-��	��
 
�

r
�

 � ���	� �
������� ���, ���������� 
��������	��
 N

�
, 
����� ��	��
���� �
���������� ��	��
�� r

�
 � F

�
:

FrN
���

��
0� ���������� ��	��� ��������� ������� ������� ������� �
���((�
����
��� ��
������ �� ������� ������� �� 
�
�����: 

dt
d

dt
d)(

dt
d

dt
d prprprL

�
��

�
��

�

������  

�.	. vr �
�

�
dt
d , � ��	��
��� �
���������� 0( ������ )vvvvpv

������
mm

dt
d

dt
d prL

�
�

�

��

��������, ���    Fp ��

�
dt
d  , �  NFr

���
��

�������   NFrprL ���
�

�
�

�����
dt
d

dt
d  

��������� ������$���� ����� �������� ������� ��������:  
���
&����� �� ������
 �� ������� 
������� �����
������ ����
 �����
������ !����� ����� ������� 
���������������� ��
�������	 � ����� �
� �����
������ ���� �� !�����. 
' ����� ����� ������� n ������ �
�������  ������� ������� ������� iL

�
:         

�
�

��
n

ik
ikidt

id NNL ��
�

��� iii FrN
���

�� – ������ ���$��� ��� iF
�

����������� ���	� ;, ����������� �� i -� ������� � 
�����-��	��
�� ir
�

,  
�
��������� �� ���	� ;,  

ikikik FrN
���

�� – ������ ����
����� ��� ikF
�

, ����������� �� ���
��� k -� ������� �� i -� �������. 
9� 
��������  ��� 
��������������� ����
����� �� ������ 
�������� ��� ������� ����
����� ��  

0�
�

� �
n

i

n

ik
ikN

�
 , � �����

$������
�   ������� 
������� �
����� n ����
! �����
������ ����
 8 ����� ���: L
�

��
n

i
idt

d NL �
�

3� &�������� �
����� ������� ���$��� �� 
���� ��� � ��������
� &���� ��	�����
 ������� 
�������: 

const
dt
d

��� LL �
�

0

/�	�� ���
������ ������� ������� �������� (�������������� �������� �
���
������ – ����
����. 4&�����
 
������������ ��������, ��� �������� ���	����� ���������	�� ������� �� ������� �� �� ����
��� 	�	 ����� � 
�
���
������. 
�
��� ���� ���� ������ ����� �������� ��, ������� ������ �������� �� 
�$���� ����� ������	�: 
1) ' �����, ���
 �� ����
!� ��������� !��������� �
��, ������ ������� �� �������� 

rrF rF
��

�

0�����
rrF

dt
d rrFrL

�
���

�

2) ' �����, ���
 �
�� F
�

��� ���� ������� � ����� ��������
 � ��������� �����, ����
��� � ���� Ox, ������ 
������� ����������� %��� ��� �� �������� 

   constxL
dt

xdL
��� 0



14. ����
������� ��	� � ����
����� ���. 
' 	�������	�� ������	� ������ ���� �� (�.�. �������� ������� ���� ����
������ ����	) �������� 	 ������ � 
�������� ����� ����
������ ���	�  ��� ��������� ��	 ���������� ����
����� ��. #�� !����������
 �
���
 
�������� ���, ���� �������� 	���
�� �
������ ��
�� ����
������ ���	� �  ��	���
�� ����������� ����
, � 
������� ������� ���	� �� 
��������� ����� ����������� ����
�� � ����
������ ���	��. <�� ������ ��� ��	�� 
�� ������������, �� ������������ %��
��� ����
������ ���	� � %��� ��� ��	�� ����� �������� ���	� �� 
��������� 
����� ���	�� � ����
��. #�� � ��	��� ���������� ������ ��������  !����������� ���. ' ����� ������������� 

��� ���, ����������� �� ����
������ ���	�, 
����  
rr

r�r� r
rrF

�

�
�

�
�

��
�

�
��

)()(  

v
�

 
1������
�� �������� ����
������ ���	� C ����� m, 
� ����
����� ��� � ����
�� ;,  ����������� �� ���	� ����   rF

�
.               C  

       r
�

                     rF
�

 
           


          
   ; 

#��	��	� ����
����� ��� rF
�

 � 
�����-��	��
 ����
������ ���	� r
�

 ���� �� ����� �
����, ������ ��� 
����������� ����
� ; 
���� ���. C %�� ������, ��� ������ ������� ����������� ����
� ������� �������� 
����������.  &����� ������� prM

���
��    � 
�����-��	��
 r

�
������� ��
�����	��
��,  ��%���� ��
���
� 

�����
������ ����
 ���
�	��
� � ����� ��������
. 0� �������� �������� � ���	���� ������ �����������  
���
��� 	��
������ 
, r � ������ � ����
� ;. "������� �
������� �������� �� ����
������ ���	� : 

0
iq

L

iq
L

�
�
�

�
�
�
�dt

d   ,  (i=1,2) 

G��	��� ���
���� �������, ��������� �� ����� ����
������ ���	�, %�� 
������� 	��������	�� � ������������ 

%��
��� L = T – #. /���$��  ��
������ �� 	��������	�� %��
��� ! � ���
��� 	��
������� 
, r : )222
2 
�� rr(mT �� . 

#����������� %��
��� � ����
����� ��� #=#(r) ������� ���	� �� 
��������� �� ����
� ;.  G��	��� ���
���� ����� 

����� ���     )()222
2 r�rr(mL ��� 
��  ,  

��������� �� � �
������� ��������, �� 	��
����� q1=r � q2=
 ������ ��� �
������� �������� : 

rFrrm( �� )2
���

0)2( �
�r
dt
dm  

9� ���
��� �
������� ������ ���
������ ������� ,  <
&
����
� ����� ����� &��������� � ��	�����

 

������� 
������� , �������   �������� ��	�� ������
������ ���������, ���	��	� ��� 
���� ������ 
���������� 
�����-��	��
�� �� ������� �
�����.  #�
��� �
������� ����� �
���
������� 	 ��((�
���������� 

�
������� ���� ��
������� 
, r. 0� %���� ��	���� �
���, �������� 	��������  , ��	���  

Cr �
�2


�2mrM � 
�2r


�2rC � 2r
C�
�  ,  ����� 

��
��� �
���������    )1(
2 rd

dC
d
dr

r
C

d
drr









���� ��  ,  

���
�� �
���������      )1()1( 2

2

2

2

22

2

rd
d

r
C

r
C

rd
dC

d
rdr









����� �

�
��  

���� ���������	� �
��������� � ��
��� �
������� �������� ������  

rF
r
C

rd
d

r
Cm( ��� ))1( 3

2

2

2

2

2



	���
�� ���� �
���
�������� ����� ����� ���  

2

2

2

2 1)1(
mC

rFr
rrd

d
���





�$���� ������� ��((�
���������� �
������� ������� �� ���� ����
����� ��� rF
�

. 1������
��  �������  ����� – 
�������� ��� ��������� ��� �
�������� ����
� ;, 	���
�� �
��������� ����� ����
������ ���	�  ����� mo. !���� 

����������� �� ����
������ ���	� ��� 
����      
rr

mom r
rF

��

2
�

��



8
������� ��������  �
���� ��� 
2

1)1(
2

2

C
om

rrd

d �



��   ��, ��������� 

om
Cp
�

2
�  ,

prrd

d 11)1(2

2
��



1�$�����  ������� �
������� 	������	��� ������� � 	��������	�� ���� 

)cos(1 �
 ��� e
r
p

��� � � � - 	��������, ��������� �� �������� ������ (
��������� �� ����
� � �	�
����),  �
���� 
��� e<1 - %�� �
������� %����,  
��� e=1 - %�� �
������� ��
����,  
��� e>1 - %�� �
������� ����
���,  
�� �������  �
� ��������� �
��	��
�� �������� ����
������ ���	�. 
 
1�$���� ������ � �������� ������� � ����
����� ��� ����� ������� �
���� ��������, � ������ � ������� 
��	���� ���
������ – %��
��� � ������� �������. #��	��	� � ������ ������ ������ ������� ����
������ ���	� 
����������� ����
� ; ���
�������, ���������  ��
������ �� ������� ������� 

constmrM �� 
�2

�� ���������	� � ��
������ �� %��
��� ����
������ ���	�  

)(
22

22
2

)()222
2

r�
mr

Mrmr�rr(mE ������ ��� 


��
����  �� �
������� %��
��� 
�������� �	�
����, ��� 
���� 

      22

2
))((2

rm

Mr�E
mdt

drr ����� ,

���� ��
����  �� �
������� ������� ������� ������ �	�
���� �������� ����
������ ���	�

  2mr
M

dt
d

��


� ,  


�$�� �� ���������, ��	����� �
��� � ������� ��((�
��������� �
������� ���� ��
������� 
, r:

2

2
))((2

2

r

Mr�Em

r

M

dr
d

��

�



���
��������� ����������� �������
 ����� ��������
� ������ ���
&������ � �
<<����!
������ �������

. 
 
' �����, ��� ����
������ ���	� �������� � �
������������ ��� ����
� ;, �������� ����� mo, �� ������������ 

%��
��� 
���� 
r

mm�(r) o�
��  , (�������������� ��� 

2
)()(

r

mm
r
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15. ���	� ���+���� ���
�� ����. 
#
� 
������
���� �������� ��� ����� ������� ��� �������� ���
���. 
2%������� ������� ����� �� �
���� ������� ����� � ������	� �������� �������
������� ������� ����
������ 
����	, ��� 
��������� ����� 	���
��� �������� ����������� �
� �������� %��� ������� 	�	 ����� � �
���
������ � 
�
�����. 
0������� ���
���� ��� ����� �
��������� 	�	 ����� �������������� � �
���������� ����������� ��������. 
#
� �������������� ��
���

 �	�
���� ���� ����	 ��� �����	���, ��%���� ��	�� �������� �������� ����������� 
��������� ����� �� ��� ����	. ' 	������� ��	�� ���	� ������ ����
��� ����
 ���� ���. 
#
� ������������ ��
���

 ��� ��� ��� ���	� �������� �� �	
��������, ����
� 	���
�� ���� �� ����� �
����, 
���������� ���� �
������. !�	�� �������� �������� ����������� ��������� � �
���
������ ��� �
������ � 
������ �	�
���� � 	����� ������ �
�����. 
'
��������� �������� ������� ���	��. 
�����
� ���������� �������� ���, �
� 	���
�� �
��	��
�� ���� ��� ����	 ���� � ��
������ ���	����� (���
���
, 
	������ 	����). 
0� �������� �������� ���
���� ��� ������ ��� ������� �������: ����������� (���
�������) ������� ������� �xyz 
� ���������� ������� ������� �'x'y'z', 	���
�� ����	� ��������� � ���
��� ����. F���
 �' ������ ���������� � 
����
�� ���� ���. #������� ��� � �
���
������ ����������� ������� �xyz ��
�������� ��������� ���������� 
������� �'x'y'z'. 
#���� �������� �
��������� ���	� � ��� � ������� �xyz �������� 
�������-��	��
�� r, � � ������� �'x'y'z' - 

�������-��	��
�� r', 
����� ��	��
 Rc �	������� �������� ����
� ���� O' ���������� ������� �'x'y'z'.  
           z’  

z 
 

�  y’ 
     r’ �’ 

              r 
 

R x’
  O 

  y 
           x 

     
!���� �������� ���	� ���
���� ��� ����������� ����������� ������� �xyz ����� ��
�������� ������ ��	��
��,  
Rc - �	���������� �������� ����
� ���� ����������� ����������� ������� ������� � r' - �	���������� �������� 
���	� ��� ����������� ����
� ���� O': 

'rcRr
���

��  
������� ��
���
� �������� ���� ��� ����� ��������������� ��
���
 ���� 
 ������
 ������ ��� ������
���� ��
.  
!���� �	�
���� ���	� ��� ����� �	��������� �� �	�
���� ����
� ���� ����������� ����������� ������� ������� � 
������� �	�
���� ���	� ����������� ��������� ������� ������� 

   )'( rv'vvv
������

����� �cc  ,         ��� �
�  - ������ �	�
���� �
������ ���. 

$������
 ��
���
 �������� ����, 
������
�������� 	�	 ������� ����
������ ����	, ������� �� ���� ������: 

�
������� �������� ����
� ����  Fv
��

�� cdt
dM , ��� & –����� ���, F

�
 - ��	��
��� ����� ���$��� ��; 

� �
������� ������� ������� ��� NL �
�

�
dt
d , ��� L

�
 –������ ������� ���, N

�
 - ������ ���$��� ��.  

<�� ��
������ ������� ������� ���
��� ��� I�, ����������� ����
� ���
��� ���  �  ��
����, ��� ������ 

������� ����������� ����, ����������� ������ �����  ��
 �
�����

 ��&�� � �������� 
���!

 
 ������� 

��������� ������� <�������   �L
��

�� cI , ������ �
������� N� ��

��
dt

d
cI  

7
���
����� �����
 �������� ���� ��
 ������� ��
���

 �������� ���� ����������� 
& �����

 ������
 � !- 

�
�����  
 �����

, ��&�����  � ��
���
�� !����� 
���!

:  22

22
cc MvIT ��

�  

0�	��������� �����
���������� ����������. !.	. 	��������	�� %��
��� ���
���� ��� ������� �� ����� 	��������	�� 
%��
��� ����
������ ����	, ����$�� �� ��
������ � ��������� �������� �	�
����, ���� �����, ��� ������ ������ � 
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�- ������� 
���� ���. 0��� ��������, ��� ����� 	��������	�� %��
��� �
������ ����	 %�� �
���������� ������� 
���
��� �� 	���
�� ������ �	�
����, ������� ������, ������ 	������� ��
������. 8���
������ ��	�����. 



19. ������� �	 �
�����. ������ �
	�	��. ��	������� �		�������. 
� �������	��
� �	����	 
������ ����	��	 ����	��, �
��
��	� �� N ���	������� �
�	�, 
�����	� ����� �

������� � 
��
�
��� ��	 N ������ � �������� �
�	�� ��	�	�� t. �
�
�	��	 � ��
��������	 ����	�� �� N ���	������� �
�	� 

��	�	��	��� 3N  �

���������. ��
 �	 
�����	���
 �	����
�� �

�������.  
����� ��	�
������ ���������	 q1, q2, ..., qr, ���������� ��� ���������� �������� ������� 	 ���������	�, 
���	����� ��������� 
���������� �������, � �� �����	���� - ��������� �
��������. � ����
 r � 
��	� 
�����	 �	 �
�����	� � ����
� �

������ ���	������� �
�	� ����	��. �
��
���� �
�
����
��� �	����
�� �

������ 

������	� �
�
�	��	 ����	�� � �
�
����
��� 
�
��	��� �

������ 
������	� �
�
�	��	 ����	��, �
 �	��� 
�
�
����
����� �
���� ���	���
���� �

��
!	��� ���� 
   xi = xi(t; q1, q2, ..., qr) 
   yi = yi(t; q1, q2, ..., qr) 
   zi =  zi(t; q1, q2, ..., qr) 
"���	��	 ����	�� �
�	� ���� 
#�����	�
 ���, ��
 �	�	�	�	��	 ������ ��� ������� ���
��� �	 �
�	� ���� ����� 
�#
��
. � ���
� �����	 #
�
���, ��
 �� ����	��	 ����	�� ���
�	�� �	���. $�������	��� ����� ������%��� 
���	�������, ����%��%���� ��	��, �

������� � � ��
���
���	. 
&���� ������	��	 ��������	��� �����	����� ���� 
     .     .          .      
  F(t; q1, q2, ..., qr; q1, q2, ..., qr) = 0,      
#�	 q1, q2, ..., qr - 
�
��	���	 �

�������, �
��� �������	 ���	�����	���.  
'��� ��	�� �	 �
��� ���
 � �����	��� ����	�, �
 ����	 ����� ������%��� �
��������� (�����������), � 
��
����
� �����	 - �	
�
����� (������������).  
*��	�����	���	 �����, �����	��� �
�
�� �	 �
�	���� 
�
��	��� ��
�
��	� ��� ���	� ���	#���
����� �
#�� ���� � 
���
�� ���� ����	�	�� ������%� ��������� ��� �������������, � ��
����
� �����	 - ���������� ��� 
��������������. 
� �����	 #
�
�
��� ����	� �	 ��	 3N �

������ ������ ����%��� �	����������. '��� � ��� k �����	��� �����, �
 
��		��� s=3N-k �	�������� �

������. ��
 ����
 �
�����
 �������	 ����� ������� �	�����. 
+�����	� ��� 
��
�����
#
 
��	�	�	��� �
�
�	��� ��	��
#
 �	�� � ��
��������	 �
����
��
 ������ �
�
�	��	 ����-
���
 ��	 	#
 �
�	�, �	 �	���� �� 
��
� ����
�. /.�. � ��	��
#
 �	�� �����
���� �	��� 4���� �
����� �	 ���	��%��� 
��� ����	��� �	��, �
 �� 9 �

������, �����	����%�� ��������	 ��� �
���, �	���������� ����%��� �
���
 !	���. 
&�	�
���	���
, ��	��
	 �	�
, �� ����	��	 �
�
�
#
 �	 ���
�	�� ������	 
#�����	��� (�����), ����	��� �	����	��
� 
����	�
�, ��	%�	� !	��� ��	�	�	� ��
�
�� (s=6).  
+�����	 ����	� ��	��!�	� � ����
.  
'��� �	�
 ��		� 
��� ����	��	���% �
���, �
���# �
�
�
� �
�	� ���������, �
 � �	#
 ��� ��	�	�� ��
�
�� (s=3). 
'��� �	�
 �
�	� ��������� �
���# ����	��	��
� 
��, �
 � �	#
 
��� ��	�	�� ��
�
�� (s=1). 
'��� �	�
 �
�	� ��������� �
���# ����	��	��
� 
�� � ��� 4�
� ���#����� ��
�� 
��, ��		� ��	 ��	�	�� ��
�
�� (s=2). 
&�	�	�� ��
�
�� �
��
 
��	�	���� ��� ����
 �
��
��� �	�������� ����	���, �.	. �
��
��� �	�������� 
���	�	��� �

������ ����	��

              3 �
��
��� ����	��� �
 ��	�     5���	��	���� �
��� 
              �	��������� �������	����     3 �
��
��� ����	��� �
 ��	� 
              3 �
��
��� ����	��� �
 ��	�     �	��������� �������	����  

�	��������� �������	����      
��
#
 6 ��	�	�	� ��
�
��     ��
#
 3 ��	�	�� ��
�
��  

 

 
 
/	�
 ����	��	�
 �� 
�� ����	���    /	�
 �
�	� ���#����� ��
��  
��  
�
��
��
	 �
���
 ����	��� �
���#    ����	��� 

��
� 
��      �
��
��
 �
���
 ����	��	 �
���# 
��
#
 1 ��	�	�� ��
�
��      
��
� 
�� 

�
��
��
 ����	��	 ��
�� 
�� 
��
#
 2 ��	�	�� ��
�
��



20. ���������	� ����������. ����������� ���	��. ��������� �
���.  
7����
���� �	��
�	��
 ����	 �	�	�	�	��� �
�	� ����	��, �
��	�����	 �
 �������, ���
�	����� �� ����	��. '��� 
����� �	 �����
�����, �
 �	��
�	��
 ����	 �	�	�	�	��� �
�	� ����	�� �
��
 ��	�������� �
��
����� �� ��� ����	�: 
1) �
��	������� �
 ������� �	��
�	��
 ����	 �	�	�	�	���, �
�
��	 ��	�� �� �	��
, 	��� �� ����� �	�	����� 
���	������; 2) �	�	�	�	���, 
����
��	���	 ���	�	����� ���� ����	�. 
�	���� ����� �
��� �������	 	��������� ���������� � ������������ 
�
 ���
���� ����� ���������� ����
 
�������, ��	�������� �� �	�����, ����
����	���� 	 ���� ����� 	�����. 
8#��������� ��
�
�� ����	��� ����	��, ����� �	�����%� �� �
��� ����	�� �
��	����
� ���, ������	�� �	������� 
�����. 8�������	 ����  �
��� �������	 �������, 4�
 �	 ����, �
�
��	 �
����%���, 	��� ����� �#�
�	��
 ���	����. 
/.
. �����	��	 ����	��� �
�	� ����	�� ���	� 
���������� �����	�����    
                          
    miai = Fi + Ri 
#�	 mi - ����� i-� �
���, ai - 		 ���
�	��	, Fi - ����
�	�����%��� ������� ���, Ri - ����
�	�����%��� �	����� ����	�. 
 
��� �����	��� �
������%�, ��
 � ��������
�� ���
� ����� ��	������ ������� ���� ���������	��� 
�
 
�	������, �	�������� ��� �����	��� �
��	�� ��� � ���
��� �	����. ���
���
����	 4�
#
 �
�
�	���, ������	�
#
 
�������� ��	������������, 
������	��� �
 ��
#� ������ 
�	�� �
�	����. +�����	�, �����, �	����� �� ��� 

�
��, �	 ��		� ��
�
�� �	�	�	�	���. 8��������� 
��� �� 
�
� � ����������� � ����	 �

��	�����%��% 
�
���% 
�	����%, �	 ����!�	� ����
�	��� �����, �
 ����� �
����	� ��
�
�� �	�	�	�	���, ����	��� �
���# �
��� 
�
��.  
 
!����� ���
��� �	���� � 	��������� ���������� ���� ��	��� 	��������� ������.  
 
    �W = ��Ri�ri 
 
��	��������  �	�����%�� � ����	�	 ����	� ����
��� � ����
� ���������� �������� �	����. 
 
"�������� �	����� ���	��� ��
�� �	���, ����� #��������� ����� ���
��� 
������ � ����� 	��������� 
���������� ��	� ���.  

�

�W = ��Ri�ri = 0 
 
+�����	�, �
���	� ��	 �
��� >1 � >2, �
	���	��� �	����� ��	���	�. 8��� �� �
�	�, ������	�  >1 �
�	� ��	�� 
�
�	�!	��
 ��
���
���
	 �	��
�	��
 ���
	 �	�	�	�	��	, �������	��
	 ��� �#
��
 � ��
��������	. ��
��� �
�	� ��� 
4�
� ��	�� �
���
 ���
	 �	�	�	�	��	, ��
	���� �
�
�
#
 �� �������	��	 ��	���� , ����� ��
	���� �	�	�	�	��� �	��
� 
�
��� �� �
 �	 �������	��	. ��� 4�
� ����� ���
� ����	� R1 � R2 �� �%�
� �
��
��
� �	�	�	�	��� ����� ���%, �.�. 
�	����� 
�����
�� �
 �	�����	 � ��
���
�
�
��� �
 �������	��%, � ��
	���� �
��
��� �	�	�	�	��� �� 
�������	��	 ��	���� ����� �	��� �
�
�.  
 

�r1 
 
                        �1 
 
           R1 
           R2 
 
           �2      �r2 
 
� �	����
��� �	� ��	����� �	�	?
�����	�� ��	���	� � ���
�� �	����� ����	� �	 ����� ���%,  
�
 �� �������	 ����� ���
� � �
������
� �������	��� �
�	� ���� ������� ����
� ���%.  
� 4�
� � ����%��	��� ��	�������� . 



21. ���
����� ��������. ��	������� ����.  
@����	��	 ����	��� n �
�	�  ����	�� ���	� 
���������� �����	�����       
    miai = Fi + Ri ,  i=1..n                       
#�	 mi - ����� i-� �
���, ai - 		 ���
�	��	, Fi - ����
�	�����%��� ������� ���, Ri - ����
�	�����%��� �	����� ����	�. 
*�� ����� ��#���	�� �����	��� ����	��� � 
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22. ����!�� ��������. ��	������� �������.  
%�
���� ������� ��� ��#�������
� ������	��� ?������ 
   ),...,),...,;,...,),...,;,..., 2121212121 nqq$(t,qqqqqqT(t,qqqqqqL(t,q nnnn �� ������  
#�	 / – ���	���	���� 4�	�#�� ����	��, � � – �
�	��������� 4�	�#�� ����	��.  
*����� �	����	���� ����	�� �����	����	��� 
��	�	�	���� ��#�������
�. "���	��	 ����	��  
������	���  
���	����� �������         
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  ,    (j=1..k) , k – ����
 �	�������� 
�
��	��� �

������  

�
�
��	 �����������%� ����� �	��� �

���������, ��
�
����� � ���
�	����� ����	��.  
G������ H�#����� 
��	�	�	�� � �
��
���% �
 �������	��� � �	� �
��
� ��
���
��
� 
� �%�
� ?������ �

������ � 

��	�	��  f(q1,q2 …. qk,t). /
#�� �
��� ?������ H�#����� L�  ���	� �����: fLf
dt
dLL �����' . �
������� 		 � 

�����	��� H�#�����, ����� � ��
��
� ?�����	� H�#����� ����� ���%, �
���	�, ��
 ��
��� �����  ����� ���% 
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� ?������ �
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��
  �
��
 �
������ ���#�� ��
�
�
�, 	��� �
��
���
������ �������� �����*��� �����	��. &
#����
 4�
�� 

�������� ���	#��� ,  ������	��� �	�����	�, ��		� ����	��!		 ����	��	. >��	�����	��� 4�
 

��	�
����	 
�����	�, ��
 �������� �	������ �
���� ��������� ���% 
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2
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t

t
LdtS

0�S� , 
����� � �
�
��% ���	�����	��� 
��	
����
����� 
��
�����
 �
����	� �����	��� H�#�����. �
�������� � �	�����	 ?�����% L�, �
�����: 
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@�������, ��
 �������� 
� �
������ ����� ���% SS �� �'  �.	. ��������, � � �	� � ��� �����	��� H�#����� �	 �	��%���. 
 
'��� �	����	���� ����	�� �
��
�� �� ��� ����	� $ � �, ������ �� �
�
�� ������ �������
�, �����	���
������ �� 
?�������� H�#����� LA � LB, �
 � ��	�	�	 ��� ����	�	��� 4�� ����	� ����
���
 ���	�
, ��
 � �����
�	�����	� �
��
 
��	�	��	��, ��#������� ��	� ����	�� ���	� ����	 L = LA + LB.  
��
 ��
����
 ��������
��� ��#�������� �������	� �	
��	�	�	��
���, ��������% � �
��
��
���% ���
�	��� 	#
 �� 
��
���
����% �
��
����% � ��
��� 		 � 	��	���	��
�� ��
���
�� � ���
�	 	�����. 
��� ����	��� ����	�� 		 
�
��	���	 �

������� � ��
�
��� � 
��	� �����	 �	��%��� �
 ��	�	�	�. +
 ���	����%� 
?������ 4�� �	�	�	��� � ��	�	��, ������	��	 ���������� �	�����, �
�
��	 
���%��� �
��
������. & 
���	#������ ����	��� ������� ���
�� �
���	���. "�� �������
� ����	�� ���	������� �
�	� ���	#������ ����	��� 
����%���: �
���� 4�	�#�� ����	��, �
���� ������� � �
���� �
�	�� ��������. 
��
���
���	 
� ?������ H�#����� �
 
�
��	���� ��
�
���� ��	 ����
, ��
 ��
���
���	 
� ���	���	��
� 4�	�#�� �
 
�	� �	 �	�	�	���� , �.�. �
�	��������� 4�	�#�� ������� 
� �

������, �
 �	 ������� 
�  ��
�
��	�.  
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23. ���
����� "������	��. #��	��$����� ��������� . 
G
������
��� ���
�
� �	����� ����	�� ���	������� �
�	� � �
�
��% ?������ H�#����� ��	��
��#�	� 
������	 
4�
� ����	�� ���	� ������� 		 
�
��	��� �

������ � ��
�
��	�. /��
	 
������	 �	 ����	��� 	������	����. &���	�� 
�
�	� ���� 
������ � � �
�
��% 
�
��	��� �

������ � �������
�. @����	��� ����	��� � �	�������� �	�	�	��� 
– 
�
��	��� �

������� � �������� ��	%� ��� 
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�             - 
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� ������%��� � ���� � ����	���� � ��
��
�� 
������
��� ���	����� +��������, � �	�	�	���	 qi , pi , �
�
���� 

������	��� ����	�� 
������
��� ���������. 
G������ + = H(p, q, t) ������	��� ?�����	� O������
�� ��� #������
����
� � ����� 
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�� �	�������� �	�	�	���   � ���#
�� ���
�� �	�������� �	�	�	��� �
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24. %�
�	
���� ������� � �� ���	&$�
	���.          
/���������� � ���������� ����	�� ��	�	���� �������, �������� ���������� �������� �	����, ��
�������� 	 
��	���	� ��� ����� 	��������� ����� �
��	�� ��� � ����� 	������� ���������� ������� �� 
���������	������ �������� ��	�	����. 
B�
�� �
������ �	
�
���
���, ��	��
�
���, ��
 ����	�� ��
����� � �
�
�	��� ����
�	���. /
#�� ������ 		 �
��� 
��
����� � ����
�	��� � �
���� ���� ����� ���% ����
�	�����%��� ������� ��� Fi � �	����� ����� Ni. 7���� ���% 
���	� � ���
�� 4�
� ����
�	�����%�	�, ��� ��
 

0)( ���
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iii rNF
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ii rNrF
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��   

�
 ��
��� ����� ����� ���% �
 ���
��% ��	����
��� ����	�, ��	�
���	���
 �	
�
���
��� �
������. 
"�� �
�����	������ �
����
��
��� �������	��� �	����� 
� 
�����
#
. ��	��
�
��� ���
��	 ���
��	�
, �
 ����	�� ��	 
�	 �	 ��
����� � ����
�	���. /
#�� ����	�� �
� �	�����	� ������� ��� � �	����� ����� ����	� � ����	��	 � �� ����� 
��
�	���
� ��	�	�� �
�	�!�� �	�
�
�
	 �����	������� �	�	�	�	��	. /.�. �	�	�	�	��� 
��	���� �
�	� ����	�� �� 
�
��
���� �
�
� ����� �������	�� �
 ����
�	�����%�	� ��� Fi �  Ni �
 ��� 4�
� ���	� �
�	�!	�� �
�
���	����� 
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��  �
 ��
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 ���
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���	���
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�	��������� 4�	�#�� � = �(x1,y1,z1, … xn,yn,zn) ����� ��
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>� �
����	� ���������� ����	�� #
������������ ����������� #����� 	 �������� ��	�	���� �������. 
 
'��� � 
��	�	�	��� ���
��� ����
�	��� �	�	��� � ���
���
����% 
�
��	��� �

������, �
����� 

0�� �
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i
jj qQW ��  ,  #�	 j= 1..k,   Qj – 
�
��	���� ����, ������ 

��
	
	

�
	
	

�
	
	

�
	
	

�
n

i

n

i
j

jq
i

jq
iz

iyF
jq
iy

iyF
jq
ix

ixFQ r
�

�
i)( F  

'��� �������	 ���� �
��	��������, �
 

j

n

i jjj
j q

$
q
iz

iz
$

q
iy

iy
$

q
ix

ix
$Q

	
	

��
	
	

	
	

�
	
	

	
	

�
	
	

	
	

�� � )(   

'��� 
�
��	���	 �

������� ������� �	����������, �
 
�
��	���	 ����������	 �	�	�	�	��� �qj  ( j = 1...k, k ����
 
� ����
� �����	 ����� ��	�	�	� ��
�
��) ����� ��
���
������. /
#�� ��	 �
4??���	��� ��� Qj � �����	��� ��� 
���������
� ���
�� �W ��� ��
���
���� �	������ �
���� �
 
��	���
��� ���� ����� ���% 

Qj   = 0,  (j = 1…k) 
/.	. �	
�
����� � �
����
���� ���
��	� ����
�	��� ����	�� � ��	������� ������� ����	��� ���	����
 ���% ��	 
�

��	�����%�� �	��������� 
�
��	���� �

�������� 
�
��	��� ���. /
#�� ��� �
�	�������
� 4�	�#�� ���
��	 
����
�	��� ���	� ��	�� ��� 

0�
	
	

jq
$ ,  (j = 1..k) 

 
8��	�	�	��	 �
����� ���
����
��� ����
�	��� ������
 � �����
��	��	� �	 ����	���, �
�
��	 ����	�� ����	� 
�
�	�!���, ������ ���	�	�� �� �
�
�	��� ����
�	��� ���	� �

��	��� 		 �
���� ���� �������� 
���
�	��� 
� 
�
�
�	��� ����
�	��� � ���� �������� ��
�
��	�. 0��� ����� ���*��� ��	�	���� ������� 	 �	��� ����������� 
�	����� ����� ���� ��
������� �� ��	�	����� ��������, �� ��
�� �������� ��	�	���� ���	����� 
�������	��. 
H�#���� �����
��� �
����
��
	 ���
��	 ���
����
��� ����
�	��� #
�
�
��
� ����	�� � ��	������� ������� � 
�
��	�������
� �
�	: 
0��� 	 �
������ �������� �������, �������� �������� �������� �	���� � ���������� ��� �����	��� 

����	���	�� ���, ����������� #����� ����� ������, �� #�� �������� ��	�	���� �������	�. 
@��
��	 �������� � ��������� ��
����� �
 ��	�	�� ��	�
� ����
�	��� � ��� ?������ �
�	�������
� 4�	�#�� � �
��	 
����
�	���.  



26. #	������� 
 �������' � 	��	& ������( �
	�	��. 
3�������
�� �������� � ���� ������� �	����� ������	��� ����	��, �
�
�	��	 �
�
�
� � ��
��������	 
��
�����
 

��	�	��	��� ������	� 
��
� �	������ q, � 		 ����	��	 �
� �	�����	� ����
�	��� � �	� ��� – ���	�	��	� 4�
� 
��
� 
�	������ � �	�	��	� ��	�	��. �	������ q – �
��� �������	 
�
��	��
� �

�������. '	 ?����	���� ����
�� � 
����	��
��� �
#�� ���� �	���� ����

�������� � ���
� 		, � 
��	� �����	, ��
���
�	�. 
����	���� ����	� � 
��
� ��	�	��% ��
�
�� ����%���: ���	�����	���� �������, ���������� �������, ���	���	 
�
�	����� #���� �� ������	. 
��
��	�!�� �
�	���	����� ����	��	� ����	�� � 
��
� ��	�	��% ��
�
�� ����	��� #���
���	��
	 �
�	����	, ��� 
�
�
�
� 
�
��	���� �

������� ���	��	��� � �	�	��	� ��	�	�� �
 ���
�� ������ ��� �
������, ������	� 

q= A sin(�t+
)  
"�??	�	�������
	 �����	��	 �
�	����� �	����	��
� ����	�� �
��
 �
������� ���������� ��
�
����. >
��
 
���
���
���� ����	-���
 
���	 ���
�� ��������: 2-� ���
� +�%�
��, �
���	��� 4�	�#�� ��� �
�	��� �
���	���� 
����	���. ����	�	��	 � �������
 � ����
� �����	 � ��	��	� �����!�	��� �
 ���
�� ����
�		 �
�
���� ��� 4�
#
 
�����	 ���
�
�. '������
 �
�
�� ��� �	!	��� �������� �������	��� ����� 
�	��	����	� ���
���
����	 �����	���  
H�#�����. 
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"�� �
��	�������� ����	� 
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� �����	��	 H�#����� �������	� ���  
q
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q
T

q
T

dt
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� �����	 ���� �
�	����� ������ �
�
�	��� ���
����
#
 ����
�	��� �
 ����	��	� �����	��� q=qo,  		 �
�	��������� 
4�	�#��  � ��� ?������ q �
�	� ���� ����
�	�� � ��� /	��
�� ������ �
��� ���
����
#
 ����
�	��� qo: 

...
3
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)(22)(
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1)()()()( �
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ooo qqq

q$
oqq

qqq

q$
oqq

qqq
q$

oqqoq$q$  

� �
��
���� ���
����
#
 ����
�	��� �
�	��������� 4�	�#��  �(q) ��		�  �������. ��
 
�����	�, ��
 

0)(
�

�
�
�

�
�
�

�
	

	

oqqq
q$

, 02
)(2

��

�
�
�
�

�

�
�
�

�

	

	 c
qqq

q$

o

 , #�	 � – �
�
���	�����  �
������� 

� ������ ����� 
�������  ���#�	���� �
�		 2-� ��	�	�� �
��
 ��	�	��	��. � 4�
� �����	, 
��������� �
�	��������% 
4�	�#�% � 
� 		 ���������
#
 ����	��� � �
�
�	��� ����
�	���, ��		� 

2)(
2
1)( oqqcq$ �� ,  )()(

oqqcq
q$Q ���

	
	�� ,  #�	 (q-qo)- ��	�	��	, Q – �
�����������%��� ����. 

"�� �
���	��� �����	��� ����	��� �
���	� qo �� �
��. /
#�� �
�	��������� 4�	�#�� ���	� ��	�� ��� 

2
2
1)( cqq$ � , 

���	���	���� 4�	�#�� � 
�
��	��� �

������� � �����	 
��
� �	�	�	��
� ���	� ��	��  ��	��%��� ���  
2)(

2
1 qqAT ��  

����������� $(q) � ��� ������ �
�
�	��� ����
�	���  qo =0 �
����	� �����	��	 ��� ���	���	��
� 4�	�#�� 

� � 2...)0('
2
12)0(

2
1 qqAqAT �� �����  


������� ��	�� �	 �
�		 2-#
 �
����� ���
��� � 
�
������ A(0)=�>0 �
 ���
��% �
�
���	���
��� 4�	�#�� �
����� 
2

2
1 qaT ��  

�
�������� �����	��� ��� �
�	�������
� � ���	���	��
� 4�	�#�� � �����	��	 H�#����� � ���
�����  

 0�
	
	

q
T  , �q

q
$

�
	
	  � qa

q
T

�
�
�

	
	

   �
�����   0�� cqqa ��  

��� ��
�� 
�
����	��	 k2=c/a    02 �� qkq��
�	!	��	� 4�
#
 �����	��� ����	��� #���
���	��
	 �
�	����	 q= A sin(kt+
)  ����
�� k   

#�	
2

2
2

k

q
oqA o��� ,    

o

o
q
kq

tg
�

�
    

$�������� �
�	����� $ ��
�
���
������ �
��% ��������
�� �� �
��
� 4�	�#�� ����	�� '=/+�. 



28. ����$����� *++���� 
 �	����������' �������'. 
� �	����� ?����	��� ����	��, �������%�� � �
�	���	���
� ����	��� ��	#�� ����������%� ���� �
��
����	���, 
�	�����	 �
�
�� ��	��!�	� 4�	�#�% ����	��. @�	��!	��	 4�	�#�� ��
����	��� � �
�, ��
 �
�	����� ����� �������, 
�.�. E ~ A2 ��� ��	��!	��� 4�	�#�� �
 ���� ��������� �
�	����� $ ����	 ��	��!�	��� �
 ����. +���
�		 ����
 
����	��%����� � �	����	 ������ �

��	�����	�  ���	 �
��
����	��� ��
�
���
�����
� ��
�
��� ����	��� �	�� 

rF ���� . 7����
����  ����	�� � 
��
� ��	�	��% ��
�
��. ��	��
�
��� �� 
��	����	 �
��� >i ����	�� �	�����%� 
���� �
��
����	���    iii rF ���� . 8�
��	���� ���� �
��
����	��� ���	� �����  

�� 	
	

��
	
	

��
i qii

i qiQ ii rrrF ��   

� ��	�
� ��	
����
����� qq
ii
�
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	 rr
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��
iqi qiiQ iii

2

2rrr
�

��

�
� ��  

&�����, ��
 ����� ����	�� �����
�����, ��		� qqi i �
�

�
	
	

�
rr � ��
�� 

2

qi
i(q) i
	
	

� �
r��� �
����� qqQ �)(���

&
������ �����	��	 H�#����� � ��	�
� ���� �
��
����	��� 

Q
q
$

q
T

q
T

dt
d
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�
	
	
�

 

�
�������� ���	���	���% � �
�	��������	 4�	�#��   2
2
1 qaT ��  � 2

2
1 cq$ �     �
����	� �����	��	 

0��� cqqqa ��� �  
�
�
�
	, �	�	��	� �� �
4??���	�� �, �
�	� ���� ����	�	�
 � ���� 

022 ��� qoqq �� ���  ,  #�	 
a
�� �2 , 

a
c

o �2�  

��
 ��??	�	�������
	 �����	��	 ���������� 
�������, 	#
 �	!	��	 ��		� ��� 

)sin( otteoqq 
�� ���� , #�	  222 ��� �� o  
�����, ��
 ���	� ��
�������� 4??	�� �������� �
�	�����, � �	�	��	� ��	�	�� ��������� ���	� ��	��!����� �
 ����.  
 
"��#
� ������ – 4�
 ������	���	 �
�	�����. ������	���	 �
�	����� �
�����%� ��� �	������ �
�����%�� ���, 
����%���� ��������� ?�������� ��	�	��. ����� �
�����%��� 
�
��	���� ���� Q� = Q�(t) ����	��� ������
� 
?�����	� ��	�	��. /
#�� �����	��	 H�#�����, � ��	�
� 
�
��	��
� ���� �
��
����	���  Q� , ���	� ��	�� ���: 

)(t	QcQ
q
$

q
T

q
T

dt
d

��
	
	

��
	
	

�
	
	
�  

�
�������� �����	��� ��� ���	���	��
� � �
�	�������
� 4�	�#��, � ����	 
�
��	���% ���� �
��
����	��� �
����� 

�����	��	 ������	��� �
�	����� 
a

t	Qqoqq )(22 ��� �� ���  

7����
���� ������, ������%��� ���	�	���� 4??	�� – ���	��	 �	�
�����. ����� �
�����%��� 
�
��	���� ����  
Q� = Q�(t) ���	��	��� �
 ��	�	�� �
 #���
���	��
�� ���
�� � ����
�
� ��  

)cos()( t	ofa
t	Q

�� �  

/
#�� �	!	��	 �����	��� ������	��� �
�	����� ���	� ��	�� ��� 
 

)sin()cos(1 otteoqt	qq 
��
� ��������  
 

#�	  
2242)22(

1
		o

ofq
���� ��

�  ,    22
2

	o

	arctg
��

��

�

�  

'��� ����
�� �
�����%�	� 
�
��	��
� ���� �� ����
����� ������ �	�
�
�
� �����	��
� ��� ����	�� ����
�	 
�
�	����� ��	� , ��������� ������	��� �
�	����� q1 �
���#�	� ����������
#
 ����	���. U��	��	 �	��
#
 �
��������� 
��������� ������	��� �
�	����� �
��� �������	 �	�
�����. �	������ ��	� �
��� �������	 �	�
�����
� ������	��
� 
����
�� � �� ���
��� ��������� ?������ q1 ����� 

222 ��� �� o���  
� �������	 � ����
�	���	 ���	��	 �	�
����� �
�	��
, � � �
��!�����	 �	����	��� ����	� �#��	� 
������	����% �
�� 
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§15. �����������	�
 �����	� 
 

������� ��	����
����� ������� 
 

 ������ ��	�
�� ��� �������� ��
��� �������  ������� ��-
������. � ��
� ����� ������
����� ������ �������� ���	�������� 
����� ������������ �������� 
��� 	�������  �����	��������� 

���! – ������ � �������. "	���#� ������ ������ ���� ����� ��-
����� �� ������� �����������#� ���	��������. ����������� ������ 
������#� ������ ���� ������������. 
 

15.1 �������� ������� � ����
����� 
 

 ���
����� ���#�� – $�� ���#��, �����	��� �������� ����� 
����������� �������� (�������, ������� �����# � ��������� ���-
��), �� ���	 �������� ������ ���	������� �������. 
 ����������� ���
������ ���#�� P(A) – $�� �������� 
��� NA 
�������� ���#�� A � ��� ��#���� � ������� 
��� ��#���� N � 
���	���, ���	� 
��� ��#���� �������� � �������
����: 
 

 
N

NAP A
N ��

� lim)( .     (15.1) 

 
%�� �	�� � ����	�����, 10 �� P . 
 &����� ������� ������������. ����������� ���������� �	���� 
� ���
���#� ���������
���� ���#�� ����� ����� � ������������: 
 
 .     (15.2) )()()( BPAPBAP ���

 
 &����� �������� ������������. ����������� ����������� ��-
�������� ��������� �������#� ���
���#� ���#�� ����� ������	�-
�� � ������������: 
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 .     (15.3) )()()( BPAPBAP ���

 
 ���
����� ���
�� – $�� ���
��, ������� ������� ����� 
����������� ��������, �� ���
��� ������� ������ ���	������� �������. 
 '���
��� 	������#�  ������#��#� ���
���#� ���
�#. 
*�������� ���
����� ���
�� – $�� ���
��, ��������� ����
��� 
� �������
���, �� �
����� ��������� ���
���. ��� $� ���
��� ����� 
��������������: 
 
       (15.4) ...,...,,, 21 nxxx

 
+�����
� 
���� )( nn xxPp ��  ����������� ����, 
�� nxx � . /���� 
��� 

 
       (15.5) ...,...,,, 21 nppp

 
������ ������������ 	����� 	�������� ���
����� ���
��  ���#����-
�� ������	������ ����������. '�����	����� ���������� ��	
������ 
������ ��������
 

 ,      (15.6) 1
1

��
�

�n
np

 
������� �������� ���	����� �����# ������� ������������. 
 7�� ������	����� ���������� �������, �� ���	��� ���
��� 

 ����������� ����!  ���
����� ���
�# x ����� �#-


���� �� ������� 

	
 )(xf )(xf

 

 .     (15.7) �
�

�

�	

1

)()(
n

nn pxfxf
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/������ ����#� ������������� ���
����� ���
�# �������� ���	-
��� ���
��� (�������
����� ��	���)  
 

       (15.8) �
�

�

�	

1n

nn pxx

 
 	������, ����	������� ��� ���	�� ���	��� ��������� ���
����� ��-
�
�# �� �� ���	���� ���
���: 
 

 .     (15.9) 		
�
�� 22 )( xxx

 
*������ 	�������� ���
����� ���
�# �#
������� �� ������� 
 

 .     (15.10) �
�

�

	
���
1

22 )(
n

nnx pxx

 
/����	�� ��������, 
�� � ����� ���
�� 
 

 ,     (15.11) 222 	
�	
�� xxx
 

�	� 
 

      (15.12) �
�

�

�	

1

22

n
nn pxx

 
– ���	��� ���
��� ���	���� ���
����� ���
�#. 
 <���� ��������� ���
����� ���
�# �� �� ���	���� ���
��� 
�������� ���
��, ������ ���	������� ����� � 	����� 
 

 2
xx ���       (15.13) 
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 ���#������ ���	�����	���
�#� (����	����#�) ����������. =��������-
��� ���
�� 
 

 
	


�
�

x
x x       (15.14) 

 
���#������ ������������ �������!�� ���
����� ���
�# x. 
 '�����	����� >�������. <���� 	������#� ���
���#� ���
�# 
��	
������ ���	������ ������	����� ����������, ���#������� ���-
���	������ >�������: 
 

 
!n

ep
n

n
�

� �� .      (15.15) 

 
@	��� n – ���
����� ���
��, ������� ����� ������� !���
�����#� 
���
��� ,  – ����������� ����, 
�� ���
��� ���
����� ���
-

�# ����� n, ���
��  – �������� ������	�����. ���	��� ���
�-
�� ������������� ���
����� ���
�# 

...,2,1,0 np

const��

 

 .     (15.16) ���	
 �
�

�0n
nnpn

 

A��� �������, �	�������#� �������� ������	����� >������� � ���� 
��#�� ���	���� ���
��� ����� ���
����� ���
�#. /����	�� ��������, 


�� 	������ ������������� ���
����� ���
�#  ����� ����� �, � ��-

���������� �������!� 

2
n�

�� /1n  � 
 

 
	


�
n

n 1 .      (15.17) 

 

 /�����#���� ���
����� ���
�� – $�� ���
��, ��������� 
�������
���  ���
����� ��������� ���
��� � ���������� ��������. 
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"	����� 	�� ��� ������������� ������#���� ���
����� ���
�# 
�������� ��������� ����������. 
 >�������� ���������� – $�� �������� ���������� ����	��� 
���
����� ���
�# � ���#� ������� ���� ��	������ ���
��� � ���-

�� �������� � ���	���, ���	� ������� �������� � ����: 
 

 
x

xxxxPxw
x �

����
�

��

)(lim)( 00
00 .    (15.18) 

 

C���!�  ���� �����������, �������� ���������� ���
����� ���-


�# x, ��	
������ ������ �������� 

)(xw

 

       (15.19) 1)( ��
�

��

dxxw

 
 ��������� �#
���� ���	��� ���
��� ����������� ����! ���
����� 
���
�#: 
 

 .    (15.20) �
�

��

�	
 dxxwxfxf )()()(

 

� 
�������, ���	��� ���
��� (�������
����� ��	���) ����� ���
��-
��� ���
�# 
 

 .     (15.21) �
�

��

�	
 dxxxwx )(

 

*������ ���
����� ���
�# 
 

 .  (15.22) 2222 )()( 	
�	
�	
��� �
�

��

xxdxxwxxx
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���	�����	���
��� ���������  ������������ �������!� ������#���� 
���
����� ���
�# ����� �#�� �#
����# �� �������� (15.13), (15.14). 
 '�����	����� D�����. <���� ������#��#� ���
���#� ���
�# 
���� ���	����� ������	����� �������� ����������, ���#������ ���-
�����#� ������	������, � ������	������ D�����: 
 

 � �
��

�
�
�

��

�
�
�

�
	
�

�
��

� 2

2

2
exp

2
1)( xxxw .    (15.23) 

 
@	��� ���
����� ���
�� x ����� ������� ���#� ����������#� ���
�-
�� ( �

�� x ). '�����	����� (15.23) ��	
������ ������ �������� 
(15.19). 
 ����#� ��������� �������#� ���
���#� ���
� �������� �����-
���� ������� �� �����#� ��������������. A��, ����� � �������� 
�������#� �������#� ���
���#� ���
� �������� �������#� ���
-
���. 
 <���������� ������	����� �������� ���������� – $�� ������-
�� ���������� ����	��� ��������� ���
���#� ���
� � ���#� ����-
���# ���� ��	���#� ���
��� � ������	��� ���
� ��������� � ���-
	���, ���	� �������# ��������� � ����. /������, � ���
�� 	��� ���
��-
�#� ���
� x, y 
 

 
yx

yyyyxxxxPyxw
yx ��

��������
�

���

),(lim),( 0000
0,00 . (15.24) 

 
'���������� $��� ����! ������� ���������� ������	��� ���
���#� 
���
� x  y. "����� �������� ���� �	: 
 

 .     (15.25) � �
�

��

�

��

�1),( dxdyyxw

 
>����� �#
����� ���	�� ����#������ ���	���� �������: 
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 .   (15.26) � �
�

��

�

��

�	
 dxdyyxwyxfyxf ),(),(),(

 
*�� ���������#� ���������� ���������� ������	��# ������ �����-
�� ����	�� ������	�����: 
 

 , .   (15.27) �
�

��

� dyyxwxw ),()(1 �
�

��

� dxyxwyw ),()(2

 
<���������� (� 
������ ���
�� 	��������) ������	����� �������� ����-
������ �������#� ���
���#� ���
� �����	����� �� ������	��� �	-
������#� ������	�����: 
 
 .     (15.28) )()(),( 21 ywxwyxw ��

 
E� ������ (15.26), (15.28) ���	���, 
�� ���	��� ���
��� ������	��� ��-
�����#� ���
���#� ���
� ����� ������	��� � ���	�� ���
���: 
 
 	
�	
�	�
 yxyx . 

 
 @����� ���������� � ������	���� �������� ����������. >���� 
���� ���
����� ���
�� x � ������#� ������	������ �������� ������-
����   	����� ���
����� ���
�� y, ��������� � ���
��� x �-

�����#� ����!������#� �����������: 

)(1 xw

)(xyy � . A��	� ������	����� 

�������� ���������� 	�� ���
�# y ����� �#
���� �� ������� 
 

 
dy

ydxyxwyw )())(()( 12 �� .     (15.29) 

 
@	���  – ����!�, �������� ����! )(yxx � )(xyy � . � ���
�� 	�������-
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�� ������	����� 
 

 
),(

)),(),,(()),(),,((),( 12 v

vv
vvv

uD
uyuxDuyuxwuw �� .  (15. 30) 

 
@	��� yx,  ���	�#� ���
���#� ��������#�, 	�� �����#� ������� ������-

	����� �������� ���������� . ���
�#  – ���#� ���
���#� 

��������#�, �������#� � ���
��� 

),(1 yxw v,u

yx,  ������#� ����!������#� 

����������� ),(),,( yxyxuu vv �� . C���!�  ���	�������� ��-

��� ������	����� �������� ���������� 	�� ���
� . ������ ���-

����� � ������ 
��� ������# (15.30) – $�� ������ ������������� �� 
��������#� 

),(2 vuw

v,u

yx,  � ��������#� : v,u

 

 
u
yxy

u
x

uD
yxD

�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
vvv),(

),( . 

 
&�����
�#� ������� �#��������� ������  	�� �������� 
��� �������-
�#�. 
 

15.2. ������������ ������ 
 
 '�������� ��������� ������, ����	������ � ������� �����-
	���
������ ���������. A�� ���#������ ��������, � ������� �������-
������� ������	� ������, ���	����������� ����� ���� � ������� ��-
��! �� ���������� ���	#. � ������� �����	���
������ ��������� 
������ ����� ����	���� ����� ���	�� 	����, ��
�� �� ��������# �� 
��������� �� ��������.  
 +������� ����� ������
����� ������ ���������#� ����� ��-
����	���, 
�� �� �����	���
����� �������� ������	����� ������-
�� ���������� 	�� ����
�#� �������� �����# ����	������� ���	��-
��� ��������, ���#������ ������	������ D����: 
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�
�
�

�
�
����

kT
zHCzw )(exp)( .     (15.31) 

 

@	��� C – ��������
��� ����������; 
���� z ������
��� ������������ ��-
���
���� ��������#�, �.�. ����� ��������#� ����	���  �������� 
�����#:  
 

 � �ss pppqqqpqz ,...,,;,...,,},{ 2121�� , 
 

�	� s - 
��� �������� �����	# �����#, 
 

  ����)(zH
 

– ���������� �����#, �  � – ����
�����  �����!������ $���� 
�����#, T – ���������� �����������,  
 

  *�/% 231038,1 ���k
 

– ���������� =���!����. 
 � ������� ������	����� D���� ����� �#
����, �������, 
���������� $����� u ��� � ��� �����#, ������� � ������
����� 
������� ����	������� ��� ���	��� ���
��� �����������: 
 
 	
� Hu . 

 
 +����� ������� ����#� ���	���� ������	����� D����. 
'�����	����� ������� �� ���������. '�����	����� �������� ��������-
�� 	�� 	�������#� ��������� ������� �������# ���� �	 
 

 w C
m

kTx y z
x y z( , , ) exp

( )
v v v

v v v
� � �

� ��
�
�

��

�
�
�

��

2 2 2

2
.  (15.32) 
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@	��� C – ��������
��� ����������, m – ����� �������#,  – 	�-

������# ���������# ������� �������#, ������� �������������� ��� ��-
��������� ��
��. ���
�#  ����� ������� ���#� ������-

����#� ���
���. '�����	����� (15.32) ���#������ 

zyx vvv ,,

zyx vvv ,,

������	������ 
<��������.  
 E� ������# (15.32) �	��, 
�� ���������� ������	����� ������-
�� ���������� 	�� 	�������#� ��������� ������� �������# �����	����� 
�� ������	��� �	������#� ������	�����: 
 
 )()()(),,( 111 zyxzyx wwww vvvvvv ��� , 
 

�	� 
 

  
 
!

"
#
#
$

%
���

kT
mCw x

x 2
exp)(

2

11
v

v     (15.33) 

 
– ������	����� �������� ���������� 	�� ���
�# . �#������ 	�� 

   ���� ������
�#� �	. G�� ����
���, 
�� 	�������# 

���������# ������� �������# ���	�������� ����� ������
��� �����-
��#� ���
���#� ���
�#. �������� ������# (15.23)  (15.33), �	�, 

�� ���	�� � 	�������#� ��������� ������� �������# ���� �������� ���-

����� ���
�� � �����#� ���	�� ���
����  	������� 

xv

)(1 yw v )(1 zw v

 

 
m
kT

x �	
 2v .      (15.34) 

 

 E�������� ������� >������� 
 

 exp( )� �
��

�

� x dx2 � , 
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 ������ �������� (15.19), �����	�� �#
���� ����������  � ���-

���� (15.33): 
1C

 

 kTmC �� 2/1 .      (15.35) 

 
/�������
��� ���������� C � ������� (15.32) ������� �  ���������-

�� . ���	���������, 

1C
3
1CC �

 

 .     (15.36) 2/3)2/( kTmC ��

 
 '�����	����� ������� �� ������� ������ ����. '�����	����� 
�������� ���������� 	�� 	�������#� ����	��� �������#  ���� �	 
 

 
�
�
�

�
�
� �
���

kT
zyxCzyxw ),,(exp),,( .    (15.37) 

 
@	��� C – ��������
��� ����������, ),,( zyx�  – �����!������ $����� 

�������#. '�����	����� (15.37) ���#������ ������	������ =���!����.  

 '�����	����� $���� �� �������� �����	#. � ������� �����-
	���
������ ��������� �� ���	�� ���	���
��� ������� �����	# ��-
���# ����	��� � ���	��� �	������� $�����, ������ . G�� �����-
�	��� ���#���� �������� � �����������	���� $���� �� �������� ���-
��	#. %��	���
��� �������� �����	# � ���	���
��� �����
����� 
���������� ���#���� ����������, ����	 ������� � ���������� ������-
!������ ���	���� $��� ����������. /������, 	�� �����	��� 
���!# 
������ m 

2/kT

 

 � 222

2
1

zyx ppp
m

H ��� �.     (15.38) 

 
@	��� ��������#� ������#  �������� ���	���
�#� �������-zyx ppp ,,



§15. �����������	�
 �����	� 
 
220 

�#�. 
 

15.3. �������
 � ��������������� 
 
 *������ ���#���� ���!��� ����������� �	���� �������� � 
	�����. /������, ������ � ��	� ����� 
���� � ���, �# ����� ��-
���	��� ���!��� ������������ ��������� ��	# – 	�����. E��
��� 
������ 	���� �������� ������������� ����� 	����, �������� 
�������� ����� 
���! ������!������ ���	���� � ���!�����!. � ���-
������� ���
��, ���	� ���!�����!� 
���! n ����� ������ �� �	��� 	�-
�������� ����	���# (������� x), ����� 	���� ����#������ � �	� 
 

 
x
nDjx �

�
�� .      (15.39) 

 

@	���  
 

 
t

N
S

j x
x �

�
��

1       (15.40) 

 
– ���
��, ���#������ ������� 
���!, xN�  – 
��� 
���!, ���������-

�� �����	�� �����	�� S � ��������� �� OX �� ����� t� . >� $��� 
���	����������, 
�� �����	�� ������	������� �� OX. @��� “����” � 
������ 
��� ������# (15.39) ����#���� �� ��, 
�� ����� 
���! 	�� � ��-
������� ��#���� � ���!�����!. >���������  ���
�� D � ������� 
(15.39) ���#������ ��$��!����� 	����. 
 E������� ���!�����! 
���! �� ������  � ������������ ��-
�#������ ��������� 	����, ������� ���� �	 
 

 2

2

x
nD

t
n

�
�

��
�
� .      (15.41) 

 
G�� �������� ���� ���	���� ������ 	����  �������� ������#���-
��, �#��������� ��������� 
��� 
���!: 
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x
j

t
n x

�
�

��
�
� .      (15.42) 

 
 A���������	������ ���#���� ���!��� �������� ����� � ���	��-
��	�� �������� ����. E��
��� $���� ������ �������� ������������� 
����� ����������	����, �������� �������� ����� ����� ������!������ 
���	���� ����������#. � ���������� ���
��, ���	� ����������� T ����� 
������ �� �	��� 	��������� ����	���# (������� x), ����� ����������	-
���� ����#������ � �	� 
 

 
x
Tjx �

�
�&�� .      (15.43) 

 

@	��� 
 

 
t

Q
S

j x
x �

�
��

1       (15.44) 

 
– ���
��, ���#������ ������� �����, xQ�  – $�����, �����	���� 
���� 

�����	�� �����	�� S � ��������� �� OX �� ����� t� . >� $��� ���	-
����������, 
�� �����	��  ������	������� �� OX. @��� “����” � ������ 

��� ������# (15.43) ����#���� �� ��, 
�� ����� ����� 	�� � ��������� 
��#���� ����������#. >��������� ���
�� &  � ������� (15.43) ���#��-
���� ��$��!����� ����������	����. 
 E������� ����������# �� ������  � ������������ ���#������ 
��������� ����������	����, ������� ���� �	 
 

 2

2

x
T

ct
T

�
�

�
'
&

�
�
� .      (15.45) 

 
@	��� c – �	������ ������������, ' – ��������� ��������. "������� 
(15.45) ���� ���	���� ������ ����������	����  ��������, �#��������� 
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��������� $����: 
 

 
x
j

t
Tc x

�
�

��
�
�

' .      (15.46) 

 

������� ������� ���
 
 
������ 15.1. � ����	� ��H���� V ����	��� N ������� ����. %����� ����-
������� P ����, 
�� � 
��� ����	� ��H���� v �������� n ������� ����? 
 
�������. '������� ����	 �� ���#� $������# �	�������� ��H���  ��	�� 
�
����, 
�� ����	��� �������# � ����� � $�� $�������� ���	�������� 
����� ������������#� ���
���#� ���#��. 
 '�������� ��������� �#	������� �������� ����. ����������� 
����	��� $��� �������# � 
���� ����	� ��H���� v ����� . ������-
����� ����	��� n �#	�����#� ������� � ��������� 
���� ����	� ���� 

. G�� �#������ ����
��� � ������������ �����# �������� 

������������ � ���	�������, 
�� ����	��� ��������� ������� � �#	�-
������ 
���� ����	� – �������#� ���
���#� ���#��. &�����
�#� ��-
����� �#
����� ����������� ����, 
�� ��������� 

V/v

nV )/(v

nN �  ������� ���� ��-
��	�� � 
���� ����	� ��H���� v�V , �.�. ��������� �� ���	���� �#	����-

��� ��� 
��� ����	�. G�� ����������� ����� . ����������� 

����, 
�� ��� �������#� ���
���#� ���#�� ������	�� �	����������, 

����� . @	��� ����� ����������� ������ �������� 

������������. 

nNV �� )/1( v

nNn VV ��� )/1()/( vv

 /��	�� ������ ����������� ����, 
�� ���#� n ������� ���� ����	�� 
� �#	������� 
���� ����	�, � �������#� ��������� �� �� ���	����. ������-
�� ������ ������� ������������ 
 

 ,    (15.47) nNnn
N VVCP ����� )/1()/( vv

 

�	� 
 



16. ������ ����	�� 
������ 
���. ������� ��� ����	��. 
�������� ���	
�� ���	��� ���� ������������ ������ ��� �	������ �������� �������� I, 	����� ����� �	���������� 
���� ����	������� ����� mi, ������������ ����, �� ����	�� 	��������� �� �� ��� 	������ ri. 

  I = �miri2 ���  ��� ���	�	����� 	���	��������         I = � ri2dm 

� �������� �	���������� �������� ������ ���	
�� I �	��� 	���, ���������� 	��� ����� � �������� 
�������������� ��������. ���	���	, �	����� 2-� ����� ������� � �������� �	������� �������� �	���������� 
�������� ���	��� ���� ���	� ����������� ��� � ������, ���� ���� ����	���� � �	������� ���	� ����� ��� ������	�� 

 Fv ��
�dt

dm �       N� ��

�
dt

dI

���  ������� ���� �	� �������������� �������� 
vp
��

m� � ������ ��������  �L
��

I�      
� ��� �� ������ ����	����� ����, �	��������� � ������ ���	����� �

�
���	� ����� ��� ������	��. 

� �!��� ������ ���	��� ���� ��!�� "�	�� � � �	���������� 	���	��������� �����, �	��������� ���	� �������� 
��� z: Lz = Iz����� Lz - �	���
�� ������� �������� �� #�� ��� , Iz - ������ ���	
�� ������������ #��� ���.  

� ������ ����	����� ����, �	��������� ���	� ����� ��� ������	��, ���	������� �����	��  � L
�

�
�

���������, � 
�!��� �� ������ ���	������� �����	�� �� ���������, �.�. ������ �������� ��	��������� ��	�������   

   ))dm( r�rL
����

��� � (

��, ���� 	���	��� �����	��-�����	��� �	����������, ������� rr� �r�rrr�r�r
�������������

)-(r)()())( 2( �	���  , � ��������� � 

�������� �	�������   dmdmr �	�� rr��L
�����

)(2

�����, ��� � �!��� ������ ���	������� �����	�� L
�

 � �
�

�� ���������, � ����� ����� ���� �������� ������$������ 
    Lx = Ixx�x + Ixy�y + Ixz�z 
    Ly = Iyx�x + Iyy�y + Iyz�z 

   Lz = Izx�x + Izy�y + Izz�z 
�� Lx, Ly, Lz , �x, �y , �z  - �	���
�� �����	�� L

�
 � �

�
�� ��� ���	����� x, y, z ��������������. %�#""�
����� 

�	���	
����������� ����� ���� - ���������	 ���
��� ���� ���� I, ����	�� �	����� ���������� � ����

I = 

Ixx

Iyx

Izx

Ixy

Iyy

Izy

Ixz

Iyz

Izz


�
�
�
��

�
�
�
��

&����	 ��	����	����� ���	���� �������� ���� �	� �� �	������. %��������� �����	� ���	
�� � ������  ���	�	����� 
	���	�������� ����� ��	��������� ��	��������

   Ixx =  � (y2+z2)dm Ixy 
 = Iyx 

 = - �xydm 

 Iyy =  � (z2+x2)dm
   

Iyz 
 = Izy 

 = -  �yzdm
 
 

 Izz 
 =  � (x2+y2)dm Izx 

 = Ixz 
  = -  �yzdm  

    '���������� ���������� Ixx, Iyy, Izz �������� ����	� �������� ����, � ������������� Ix�, Iyx, Izx,Ixz, Izy, Iyz- 
����������	� �������� ����. '�� ��!�� ����� ���	��� ���� ���������� ����	���� ������� ���	�����, � 
����	�� �����	 ���	
�� �������� �����������. *�� ����� ������� ���	����� �������� �����	� ���� ����, � Ix, 
Iy, Iz �������� �����	� �������� ����. � �!��� ������ ������ ��� ��� 	�������� ����� ���	��� ���� ����� 
	�������� ���	�������, � ������ ������� - 	�������� ��������. ���������� ������ �������� �������� � 	�$���� 
��� ���������� ������� �	�������  

Ixx I	

Iyx

Izx

Ixy

Iyy I	

Izy

Ixz

Iyz

Izz I	


�
�
�
��

�
�
�
��

= 0 � I = 

Ix

0

0

0

Iy

0

0

0

Iz


�
�
�
��

�
�
�
��



17. �������� 
������ 
���. ��������� ������. 
/	� 	������	���� �������� ���� !���� ������� �� �!������� ���	���. 
��������� �����	� ����� ��� �	���� �����	� ����� � �������� �������� ��������	������� ������� ����	������� 
�����, ��� 	��������� ����� ����	��� �������� ����������� �	� �������� #��� ������� ��� 
���� � �	���	������ � 
�	�����. 
������ �������� ���� ����� ���������� ��� ����� ���������������  ������������� ��
����	� ������. 
/	� �������������� ����� ���	���� � ����	���� ���� ����� ���� ���������, ��#���� ����� �������� ��������� 
����������� ��������� ����� �� �� �����. � �������� ����� ����� ���!�� ��!�	��� 
���	 ���� ����. 
/	� ������������ ����� ���� ��� �� ����� �������� �� ��	��������, 
���	� ����	�� ����� �� ����� �	����, 
���������� ���� �	������. &���� �������� ��������� ����������� ���������� � �	���	������ ��� �	������ � 
������ ���	���� � ������ ������ �	�����.        �  
'�� �������� �������� ���	��� ���� ������ ��� ������� ���	�����:    z         z’ 
����������� (���	
�������) ������� �xyz � ���������� �������                y’ 
���	����� �'x'y'z', ����	�� ������ ��������� � ���	��� �����.          �’   Vc 
1���	 �' ���!�� ���������� � 
���	�� ���� ����, ���� ���	� ���          x’ 
�	�������� �	������. /�������� ���� � �	���	������ ������������           O        y 
������� �xyz ��	��������� ���������� ���������� ������� �'x'y'z'.       x 
/����   - ���	���� 
���	� ���� ����, �  � - ����� ����, cv

�
F
�

 - 	�������	����� �������� ���$��� ���, L
�

 - ������  

�������� ����,  - �����	��� ������ ���$��� ���. &��� �	������� �������� ���	��� ���� ����� ��������� ���:  N
�

Fcv ��

�
dt

d
M              NL �

�

�
dt
d   

�� ��	��� �	������� ��������� �������������� �������� 
���	� ���� ���	��� ����, � ���	�� ��������� ������� 
�������� ����.  
� �	������� �������� ������ ������ ���$��� ����. ����	����� ���� �� ������ �� �������� �!������� ���	��� ����.  
�������� !����� �������� ���	��� ���� #�� ����	������ – ��� ��������� ������� ���$��� ��� �	�������� 
��������� ������� �������� �� �������� � ���	�������. '�� ���������� �	������� 3���	� ���������� �	������� 

������� ��������   NL �
�

�
dt
d . 

/	� ��""�	��
�	������ �����	� ������� �������� L ������������� ������ �!�������� � ������������� �	��������� 

�����	�:     L�LL ��
��

���
dt

d'
dt
d

 

��	������ d�L ��������, ��� ��������� �	�������� � �������, ��������� �  �����. 
/���� ����	� ������� xyz (������ ���!� �� ������ $�	��� � ������ x, y, z) ������� � ���	��� ����� � ����� �� �� 
������ ���	����, ��� � ����. 5�	�����	���� �	������� �� ��� ox, oy, oz �������: 

yLzzLydt
d

xdt
d �� 	��

LL
��

')(  

zLxxLzdt
d

ydt
d �� 	��

LL
��

')(  

xLyyLxdt
d

zdt
d �� 	��

LL
��

')(  

&.�. NL �
�

�
dt
d   � ��������������  xNxdt

d
�)( L

�

, yNydt
d

�)( L
�

, zNzdt
d

�)( L
�

  , � 

����� 
� �� �������� - �����	� �� ���� ����, ���� xxIxL �� , , yyIyL �� zzIzL ��   �� �������: 

xNyzyIzIxxI �	� ��� )(�  

�NzxzIxIyyI �	� ��� )(�  

zNxyxIyIzzI �	� ��� )(�  
�� Ix, Iy, Iz -  ������ ������� ���	
��, � Nx ,Ny ,Nz - ������ ������� ���$��� ���. 
/��������� �	������� ��
	������ ��������� !�����.  

�
6��� ���$��� ���� �� ���������  , ���� �	������� 3���	� �	������� ���: 0�N

0)( �	� yzyIzIxxI ����  

0)( �	� zxzIxIyyI ����  

0)( �	� xyxIyIzzI ����  


	NEW
	binder1.pdf
	binder2.pdf

	mehanika
	binder1

