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dU f fU
dt y
U t

                                                       (9.8) 

U  (9.8)  ! . y U .

.

.
 9.3. 

0 0 0: ( , ,| | )D t t t T y y a ( , , )f t y
y

(n+1) . 0 0; ,t t T
( , )y t m  (9.6) c

1 ( ,0)  ( ,0)( , ) ( ,0) ... (  )   
 !  

n n
n

n
y t y ty t y t O

n
               (9.9) 

.

1

0 0

( , ),

( )  ,    

dy f t y
dt
y t y

                     2

0 0

( , ),

( )  ,    

dz f t z
dt
z t z

D
1 2( , ) ( , )f t y f t y 0 0y z , 0 0t t t T    ( ) ( )y t z t .

0,     

( , , ),    0,  ,

( 0)       | |

dy f y t t T
dt
y t y

, ( , , )f y t 0 , . .
( ) . , ,

      1) ( , , 0)f y t  ! 
     2) f 0   . .

 – 

( ) ( 1)
( ) ( , , ,... )n n
ty F t y y y                                              (9.10) 

, ,

1 1
1 1 1

2
2

1( , )    ( , ) ( , , )        0;

( , );

...................

( , ).n
n

dy dyF t y F t y f t y
dt dt

dy f t y
dt

dy f t y
dt

    (9.11)  

.10. n-
. .

.

( )
0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ,   ( ) 0,   ,
n

n k
n k

k
L y a t y t f t a t t t t T  .                (10.1) 

( ) 0f t      ,
( ) 0f t      .

 10.1.
,( ),  0nt C

( ) ( ) ( ) ( ),   , ,  0.ny t t z t t C      
.

1.
2

2

1 1 1 (   )   ;  
 (   )  (   )  (   )

dy dy d dy d y d dyt
dt dt dt d dt d d

. . ( )ky .
k

k
d y
d

, .
2.   2   y z y z z y z z z

. . . , .
 10.2. 

1 1

( )
m m

n k k k n k
k k

L c y C L y                                     (10.2) 

:

1) 
1

M

m
m

f f

1

( )    .
M

n m m m
m

L y f y y

.
2) 

.

( 1) ( 1)
0 0 0 0 0 0

( )
( ) ,  ( ) ,  ...,  ( )
n

n n

L y f
y t y y t y y t y

( ) ( )y U t V t

( 1)
0 0

( ) ,
( ) 0,  ..., ( ) 0.n

L U f
U t U t

              ( 1) ( 1)
0 0 0 0

( ) 0,
( ) , ..., ( )=  .n n

L V
V t y V t y

3) .

( 1) ( 1)
0 0 0

( ) 0
( ) ,  ..., 
n

n n

L y
y t y y y

      ( 1)
0

1

  ( )
n

m
m

m
y U t y

( )
0

( )
0

( ) 0

( ) 0  0, 1 ,  

( ) 1

m
k

m

m
m

L U
U t k n k m

U t

4) 
.

 10.3. (  ! ).
( )k t ( )f t

0 0, ,t t t T  ! 0 0, .t t T  ( . .
 ! ).

 (10.1) 
. -

( 1)
1 2( ) ( ),  ( ),  ..., ( )n

nu t u y t u y t u y t ,

10

1

1
1 0

( )              [1, 1]
( ) ( )( ) ( ) ( )    ,  . 

( )

m
n

m k
k n k k

k

u t m n
u t a tb t u t f t m n b -

a t
         (10.3) 

:
ˆ( )u t Au F ,                                                             (10.4) 

ˆ ( )mkA t , [1, ]m k n .
, . . n-

.

.11.  2- .
. .

 2-
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) y t a t y t a t y t f t .                                  (11.1) 

-
1 2( ) ( ) ( ), ( ) ( ) u t u t y t u t y t ,

1 2

2 2 1 1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

u t u t
u t a t u t a t u t f t

2 1

0 1 0ˆ ˆ( ) ,   ,   u t Au f A f
a a f

.                        (11.2) 

 ( 0f ) ,

( )( )
( )

y tZ t
y t

.                                                       (11.3) 

2( ) ( ) ( ),    y t Z t y t y Z y Zy Z y Z y .                     (11.4) 

 (11.4)  (11.1) 0f ,
2

1 2( ) ( ) ( ) 0Z t Z a t Z a t .                                (11.5) 

.
:

2( ) ( ) ( ) ( )y t p t y q t y r t ,
( )
( )

Z ty
p t

 (11.5). 

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0pZ t Z t q t Z r t p t
p

.

 (11.5) , Z ,
2Z

1( )( ) ( )
2

a tZ t u t .                                             (11.6) 

 (11.5) 
2

2 1 1
2

2( ) ( ) ( );    ( )
4

a au t u t R t R t a .                       (11.7) 

0( )R t const R ,

2
0

du dt
R u

0

0

2

0 2

1( )
1

R t

R t

eu t R
e

                                               (11.8) 

,  (11.3)   (11.6), 

0

0

2
1

0 2

( ) 1 ( ) ( )
( ) 21

R t

R t

y t e a tR q t
y t e

.                         (11.9) 

0

( )

0( ) ( )

t

t

q d

y t y t e .                                            (11.10) 

.12.
.

/
0 0

1
0

0

( ) ( ) ( ),   1, ,   , ,

( ) .

n

i ik i
k

i i

y t a t y t i n t t t T

y t y
                     (12.1) 

         ˆ ( ) ,ikA a t
1

( ) ... ,

n

y
y t

y

0 0

0
0

ˆ( ) ( ),    ,

( )

y t Ay t t t t T

y t y
,                                        (12.2) 

( )L y y Ay  – , ,
    

( ) ( )

1 1

( )
M M

m m
m m

m m
L C y C L y .                                        (12.3) 

( )m y  – m- ,  m-
( )my .

( )

1

( )
M

m
m

m
f t a f ,     ( )

1

( ) ,
M

m
m

m
y t a y     ( ) ( ).m mL y f

12.1. (1) ( )( ),..., ( )ny t y t  - "n"
ˆ 0y Ay .                                                           (12.4) 

(1) ( )
1 1

(1) ( )

,...,
ˆ ( ) ..............

,...,

n

n
n n

y y
W t

y y

ˆˆ ˆ( ) ( ) 0W t AW t                                                   (12.5)
, , ˆ ( )W t  (12.5), 

,  (12.4). 
.

12.2. ˆ ( )W t  -  (12.5), ˆ   (y WC C  - 
)  (12.4), ˆ ˆˆ ˆ   (Z WC C  - )

 (12.5).  
.

 . (1) ( )( ),... ( )ny t y t  – 

0 0 , ,t t T C ,

ˆ 0WC           t .                                            (12.6) 
 (12.6) 0C , (1) ( )( ),..., ( )ny t y t

.

 . -
( ) ( ) ,   1,i y t i n

ˆ( )  ( )t Det W t .                                                  (12.7) 

 12.3. ( )  1,k y k n
ˆ 0y Ay t , ( ) 0t

t .
.
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       0C , ˆ 0WC .
C , , ˆ ( ) 0.Det W t

      12.4. ( ) 0t t , ( ) 0t
t ,  , , ( )k y .

.
0t t 0( ) 0.t 0C ,

0
ˆ ( ) 0.W t C ˆ( ) ( ) .y t W t C  12.2 y

0

ˆ 0   
( ) 0.

y Ay t
y t

, 0   y t
. ˆ 0WC ˆ ( ) 0t DetW t .t

12.5 ( ). ( )t
( )   1,k y k n

( ) 0t t , ( ) ,k y ( ) 0t

,t ( ) .k y

.13.
.

.  ( . . .)
 "n"

( ) ,   1,k y k n , (1) (2) ( )ˆ , ,..., nW y y y
.

ˆˆ ˆ( ) ( )W t AW t ,
ˆ 0.DetW

 13.1. .
.

0

ˆˆ ˆ( )       
ˆ ˆ( )

W t AW t

W t E

, . .
0 0

ˆ ˆ( ) ( ) 0,t DetW t DetE
, .12.2  ( ) 0t t ( )k y  - 

.

 13.2. ˆ ( )W t  –
, : ˆ( )y t WC , C  - 

.
.

.12.2. ˆ( )y t WC ˆ .y Ay
,

0
0 0

ˆ( ) ( )y t W t C y , . . 0
ˆ ( ) 0DetW t C 0.y

.
0y

0
0

ˆ( ) ( , ) ,y t Z t t y

0
ˆ ( , )Z t t

0

ˆˆ ( ) ( ),      ,
ˆ ˆ( ) .

Z t AZ t t

Z t E
.                                                 (13.1) 

.
 12.2. ˆ( ) ( ) ,y t W t C

0 1 0 0
0 0 0

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( , ) ,W t C y C W t y y t Z t t y
1

0 0
ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( )Z t t W t W t .                                                     (13.2) 

, 0 0
ˆ ˆ( , )Z t t E ˆ ( )Z t  (13.1). 

.14. .
 14.1. ˆ ( )W t  – , (0) ( )y t  – 

ˆy Ay f ,
:

(0)ˆ( ) ( ) ( )y t W t C y t .                                             (14.1) 
  14.2. 

:

0

(0) ˆ( ) ( , ) ( )
t

t

y t Z t f d ,                                      (14.2) 

0( )y t y

0

0
0

ˆ ˆ( ) ( , ) ( , ) ( )
t

t

y t Z t t y Z t f d .                          (14.3) 

.
1) (14.3)  (14.1)  (14.2),  (14.2). 

2)  (14.2) 
ˆ( ) ( ) ( )y t W t C t

ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t W t C t W t C t AW t C t f ,

. . Ŵ AW , 1ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).W t C t f t C t W t f t
. . 0 0 0 0

ˆ( ) 0 ( ) ( ) ( ) 0y t W t C t C t

0 0

1 1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

t t

C t W f d y t W t W f d ,

, . . 1ˆ ˆ ˆ( ) ( )=Z( , )W t W t  . 

. 15. . . .

.

ˆy Ay
:

( )   ;    ty t e – .                       (15.1) 
ˆ ˆ   0.A E

,  0 , 
ˆ ˆ(  )  0M Det A E ,                                        (15.2) 

(  )M  – .
15.1. ,  1,k k n  – 

 (15.2), ( ) ( )( )   ,ktk ky t e ( )k  - 

( )ˆ ˆ 0.k
kA E                                               (15.3) 

( ) ( ),   1,k y t k n . . . ˆ .y Ay

.
( ) ( ) ( )  1,ktk ke y t k n

,
. . , . .

( ) 2

1 1

 0   0k

n n
tk

k k
k k

C e C                                     (15.4). 

1 0C  ( ),  (15.4) 
1 2(1) ( ) ( )(2) ( )

1 2 +...+ 0 n nt t n
nC e C e C .

1( )n n te ,
1 1( )(1) ( 1)

 1 1 1( ) ... 0n t n
n nC e C .

2 1( )n n te ,
1 2(   )(1) ( 2)

1 1 1 1 2( )( )  ... 0n t n
n n nC e C

. . ,
1 2(   )(1)

1 1  1 1 2 1(   )(   )...(   )  0t
n n C e .              (15.5) 

. . k  – (1) 0 , 1 0C . kC
,  (15.4). .

12

.16. . . .
.

k  – ˆ ˆ(  ) 0Det A E
km . ,

k
( ) , [1, ]j

ke j m
(1) (1)

(2) (2) (1)

( ) ( ) ( 1)

ˆ

ˆ

.............................
ˆ k k k

k

k

m m m
k

A e e

A e e e

A e e e

         (16.1) 

(1)e  – , ( )(2) (3), ,..., kme e e  – .
, ,

, .
(1) (1) kty ee , (1)e –  ( ) (1) (1)ˆ

kA e e .
k :

k(2) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (1)ˆ( ) ( ) ( )k kt t t
ky e et e A e et e e et et e

(2) (1) (2) (1) (1)ˆ ˆ ( )k kA e tA e e e t e  ( . . (1) (1)ˆ
kA e e ),

(2)e
(2) (2) (1)ˆ

kA e e e .                                                (16.2) 
 j - k :

2 1
( ) ( ) ( 1) ( 2) (1)( ... ) ; 1,

2! ( 1)!
k

j
tj j j j

k
t ty e t e e e e j m

j
,           (16.3) 

(1)    1, ke j m  (16.1). ,

k
ˆ

km ,  (16.1)  km
( ) ,   1,j

ke j m . ,

16.1. 
k  ( km ) km ,  (16.3), 

( )   1,j
ke j m  (16.1). 

 16.2. , 16.1,

1

1,...    
l

k
k

k l m n . . .

.
( )

( )    1, ,   1,j
k ky k l j m

1 2 ( )( ) ( )(1) (1) (1)
1 1 2 2

ˆ ( ) ( ),..., , ,..., ,..., ,..., lmm m
l lW t y t y y y y y .

, ( ) ( )
( ) ( )( 0)j j
k ky t e ,

( )
( )

ˆ( 0) ( 0) 0J
kt DetW t Det e  ( . . ( )

( )
j

ke  - )

( ) 0t ( )
( ) ( )j
kt y t . . .

.17. .
 2- . -

.

( ) ( 1)
1( ) ... ( )n n

n nL y y p y p y f t                           (17.1) 

1 2, ,..., .np p p const

 2-
( )   ( ) ( ) ( ) y t y t ky t f t .                               (17.2) 

 (12.2) 
1 2( ) ( )  , ( ) ( ) u t y t u t y t .

1 2

2 1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

u t u t
u t ku t u t

,

ˆ( ) ( )u t Au t ,                                                      (17.3) 

0 1
Â

k
.                                                    (17.4) 

1ˆ ˆ( ) 0M Det A E
k

2 0k .

2 2

1 2
4 4;    

2 2
k k .                        (17.5) 

.

1. 2
1 24 ;    ,  k  – , .

1 2
1 2( ) t ty t C e C e . . 1 2

1 2( );   ( )t te y t y t e –
.

1 2

1 2

1 2

1 2 (   )
2 1

1 2 1  2

     
(   ) 0

t t
t

t t

y y e e
t e

y y e e
.

0y 0y :

1 22 0 0 1 0 0

2 1 2 1

( )
    

t ty y y yy t e e  . 

,  ( ).

2. 2 4k ,
2

1 2
4 ;    ;   ;   

2 2
ka ib a ib a b

1 2( ) cos ;   ( ) sinat aty t e bt y t e bt ,
1( )y t 2 ( )y t – , . .

 0: 

2cos                                      sin
2 0.

cos sin   sin cos

at at
at

at at at at

e bt e bt
t be

ae bt be bt ae bt be bt

1 2( ) ( cos sin ) .aty t C bt C bt e
. 0 , 0a   ( )

1 2( ) cos sin )y t C kt C kt  – .

3. 2 4 0k ,

1 2 2
.

2
1( )

t

y t e .

1y 2
2( )

t

y t te .
:

    
2 2

      
2 2 2

               
0

   
2 2

t t

t
t t t

e te
t e

e e te
.

    1 2( ) ( ) ty t C C t e .

- .
 (17.2) 1( )y t 2 ( )y t
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0y t p t y t p t y t                                      (17.6) 

1 2
1 2 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
y y

t y t y t y t y t
y y

.

,

1 2 1 2
( )d t y y y y

dt
.

 (17.6) 
1 2( ) ( ) ,    [1,2]m m my p t y p t y m .

1 2 2 2 1 1 1 2 1 2

1 1 2 1 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

          ( )( ) ( ) ( )

d t p t y p t y y p t y p t y y
dt

p t y y y y p t t

,

1
( ) ( ) ( )d t p t t

dt
.                                                  (17.7) 

1( )p t :

1

0

( )

0( ) ( )
P d

t

tt t e                                                   (17.8) 
 - . 0( )t

,  (17.8)  ( )t 0 0, .t t t T  (17.8) 
 2- ,

 (17.6). 1( )y t  – ( )y t  – .
(17.8) 

1( )

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )
P t dt

y t y t y t y t C e ,

1 ( )
1

2
1 1

( ) .
( ) ( )

P t dtd y t C e
dt y t y t

,
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1

0

( )

1 1 22
1

( ) ( )
( )

P t dtt

t

ey t y t C dt C
y t

 .                                     (17.9) 

 (17.9) 
 2- 1( )y t

1( )y t .

.18. .
.

,
0 0,t t t T . ,

t .
.

0

( ) 1
1  ( )  1( 0)

y t ay
y t

ay t
a

 – .

0

1
1   ( )   1( )

at
y at

y t e
ay t

a
.

, 0( )   aty t y e , t

0 0
( ) ( ) 0y t y t   , 

t 0 0( ( ) ) 0
0

y t y
a

   0( ( ) )
0

y t y
a

.

, 0t .
0 t . , ( ) ( ) ( 0)x t y t y t , . .

( )x t

( , ( )),   0

( 0) 0,     ( ( , 0) 0)

dx f t x t t
dt
x t f t x

                                      (18.1) 

. . x =0  (18.1). 
 (18.1) t ,

(18.1) 0( 0)x t x . ,
:

 ( x =0) .
.

 (18.1) 0x ,
0  ( ) 0 , 0 ( )x 0t  c

0( , )x t x                                                      (18.2) 
, :

0 0 , 0 0 ( )x

0lim ( , ) 0
t

x t x .                                                    (18.3) 

.
,

18.1.

 18.1.
:

1.
1

ˆ( ) ( ) ( )
n

i ik k
k

y t y t a x t Ax .

( ) ( )ika t a t ,
|| || ( ) || ||y Ca t x                                                   (18.4) 

2.
1 1

( ) ,   ( )
n n

i ijl j l ijl
j l

y y a t x x a a t ,             

2|| || ( ) || ||y Ca t x .                                              (18.5) 

3. || || || || || ||x y C x y .                  (18.6) 

4.
0 0

( ) || ( ) || ,   0 . 
t t

y d C y d t T                    (18.7) 

5. 1
0 0

ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( )Z t t W t W t  (13.2) 

0)( )(
0 0( , ) ( ,0)  p t t

ij ijZ t t Z t t Ce ,                          (18.8) 

1,
max(Re  ),   kk n

p  – .

.

2 2
22 2 2

1 1

2 22 2

. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

n n

i ik k k
k k

y a t x t a t x t na t x

y n a t x y na t x

1

2.

2 2

2 2

1 1 1 1

2 2
42 2

1 1

 ( ) ( )

( ) ( )

n n n n

k ijk j l j l
j l j l

n n

j l
j l

y a t x x a t x x

a t x x a t x

2 2 2 2 4 2|| ||   || || ( ) || ||   || || ( ) || ||ky ny y na t x y na t x .

2 2 2 22. ( ) 2 2( )i i i i i i i ix y x y x y x y3
2 2|| || 2 || || || || 2(|| || || ||)x y x y x y

0 0 0 0

. (   ) (   )
t t t t

iy d y d y d n y d4

5. 0t t
0

ˆ ˆ

ˆ ˆ( )

Z AZ

Z t E
,

0 0( , ) ( ,0)ij ijZ t t Z t t .
0( )( )0

0 0 0
ˆ ˆ ˆ( ,0) ( ) (0) ( ,0) p t t

ijZ t t W t t W Z t t Ce

. . 0( )
0( ) k t tj

ij kW t t c t e ,    jt 0( ) , max Re  t t
kk

e p .            

 18.1. 

ˆ ˆ,   0;   ,   

( 0) 0

ij ij
dx Ax t A a a const
dt
x t

                                 (18.9) 

,

Re  0k k ,                                                   (18.10) 
, Re  0k .

 .  
.15  .16 , k .

1) k(( )
( ) 1 2( ) ( ... )k

k

m tm
k mx t c c t c t e

( )( ) kp tm x Ce , Re  k kp .

ˆ ( )W t
ˆˆ ˆ

ˆ ˆ( 0)

W AW

W t E

(  )ˆ p tW Ce , max Re  kk
p .

 (18.9) 0( 0)x t ,  (18.9) 

0
ˆ( ) ( )x t W t ( )

0 0
ˆ( ) p tx t W C e .

14

Re  0k ,   || ( ) || 0.t x t

 0Re  0k , 0(  )
0|| || || || tx C e t .

Re  0k , Re  0k , .
.

.19.
.

( ),   0,   (0) 0

(0) 0

dx f x t f
dt
x

                                 (19.1) 

, t .

:
1) ( )f x , , (0) 0f .

ˆ( )f x Ax R                                                 (19.2) 

0

ˆ |i
ij

xj

fA a
x

, R  – ,

;
2

1 1

 |
    

n n
i

i l j
x xj l j l

fR R x x
x x

  ( ).          (19.3) 

2) ˆdx Ax
dt

.

Re k
ˆ , .

3) ( ).R x

0

( ),    0

( 0)

dx Ax R x t
dt
x t x

                                             (19.4) 

1ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( )Z t W t W  – 

ˆdx Ax
dt

.

 (19.4) 

0
0

ˆ ˆ( ) ( ,0) ( , ) ( ( ))
t

x t Z t x Z t R x d .                                 (19.5) 

 18.1, 
2|| || || ||R C x ,

  ( ) 2
0

0

|| || || || || ||
t

t tx Ce x C e x d ,                                    (19.6) 

( );   max Re 0kk
p p ,  – , 0.p

 (19.6) || ||x t ,
:

2

0 0

,   0

(0) ,   0

dz z cz t
dt
z z c x c

                                               (19.7) 

, 2f cz ,

  ( ) 2
0

0

( ) ( )
t

t tz t z e c e z d .                                          (19.8) 

 (19.6)  (19.8), 
( ) || ||z t x 0t .                                             (19.9) 

( )z t || ( ) ||x t 00   (0) || || || (0) ||t z c x x . ,
( ) || ( ) ||z t x t 10 t t . 1 1( ) || ( ) ||z t x t .

1

1 1  ( ) 2
1 0

0

( ) ( )
t

t tz t z e c e z d

1

1 1  ( )
0 1

0

|| || || ( ) || || ( ) ||
t

t tc x e c e x d x t . , 1 1( ) ( )z t x t .

. ( ) || ( ) ||z t x t t .
|| ( ) ||x t ( )z t ,

0

0 0

( )
( )  t

zz t
cz cz e

                                             (19.10) 

0z
c

( ) 0z t

0

0

0 ( )
( )

tzz t e
cz

0

0

|| ( ) || 0.
( )

t

t

zx t e
cz

.

 19.1. 0x
( )f x

 2- . , k

0

ˆ |i
ij

xj

fA a
x

Re  0k ,  (19.1) 
. k Re  0k ,

.     
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.20. .

1 2( ), ( )x x t x t
:

11 12

21 22

ˆ ˆ;
a adx Ax A
a adt

                                              (20.1) 

1
11 1 12 2

1 11 1 12 2
2

21 1 22 2 2 21 1 22 2

    

dx a x a x
dt dx a x a x
dx a x a x dx a x a x
dt

              (20.2) 

0x  (20.1). ,
 (20.1)  0

1 2 .  (20.1) :
1 2(1) (2)

1 2
t tx C e C e ,                                 (20.3)  

(1) (2) , – ˆ , 1 2 .

1 2

1 2

(1) (2)
2 2 1 1 2 2 2 2

(1) (2)
1 1 1 1 1 2 2 1

( )     
( )     

t t

t t
dx x t C e C e
dx x t C e C e

 .                        (20.4) 

1 2 .

1. .

1 . 1 2 1 2Im  Im  0,   0    ( ). 
,  19.1, . 1 0C ,

(1)
2 2

1(1)
1 1

dxt
dx

t 2 1 1x x

( ). 1 0C ,
(2)

2 2
2(2)

1 1

dx
dx

  (

2 2 1x x )

 " ". 

1 . 1 2 2 1Im  Im  0,     0   ( ).
,  " "

( ).

2. .    
1 2 1 2 0,    0  (Im  0,   Im  0). ,

19.1, . 1 0C , 2 1 1x x , , 1 0C , 2 2 1.x x

 " ".   

 " ". ,
.

3.

*
1 2;     .p iq p iq

:

1

2

( ) (  cos sin )
( ) (  cos sin )

pt

pt

x t e qt qt
x t e qt qt

                                            (*) 

, ,

   
0

   
                                          (**) 

3 .       ( 0).p

 (*) :

       1 2( )  ( )sin x t x tqt

      1 2( )  ( )cos
 -  

x t x tqt .

2 2sin cos 1,qt qt

2 2

1 2 1 2 1x x x x .

. , .
" ".

 (
), .

3 . 0.p cosqt sin qt ,
2 2

2
1 2 1 2

ptx x x x e .

. 0p ,
0p  – .  " ".

.21.
. .

1. 0t t , . .
.  2- 0t t

0t t T .

2. :
– 0 0,t t T , ,

0t ,
0t T .

– 0 x l  ( )
 ( ). .

3. n-

( ) ( 1)
1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ),    0,n n

n nL y y x p y x p y x f x x l ,
1

( )

0

0   ( ) ( 0) ,   1,
n

j
i ij i

j
x y a y x i m ,

x l
1

( )

0

( ) ( ) ,   1,
n

j
i ij i

j
y b y x l i s ,    

.m s n

4.
ˆ ( ),    0 ,dy Ay f x x l

dx

1

( ) ( 0) ,   1,
n

ij j i
j

y b y x i m ,

1

( ) ( ) ,   1,
n

ij j i
j

y c y x l i s ,

.m s n
5.  2-

1 1 0

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   0, ,  ( ) 0

 ( ) (0) (0)
( ) ( ) ( ) .l

d dyL y p x q x y x f x x l p x
dx dx

y y y u
y y l y l u

      (21.1) 

. ( )x  – , ,
0(  ) ,  (  ) .lu u    ( ) ( )  ( )u x y x x

( ) ,   (  ),
 ( ) 0,
( ) 0.

L u f f f L
u

u
                                           (21.2) 

6.  ( ,
. . ( , )   ( ) ( )f x y x y x )

( )   ( ) ( ),
( ) 0;   ( ) 0.

L y x y x
y y

                                                  (21.3) 

k  ( ), 
 (21.3)  ( )ky x  (

). 
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( )y x , 0,l , ,
, . . 2( )y x C .

 (21.2) 2( )y x C ,
( ) ( ),  0,L y f x x l  ( ) 0y 0x ( ) 0y

.x l
2( ), ( )   y x z x C

( ) ( ) ( )d dy dzzL y yL z p x z y
dx dx dx

,                              (21.4) 

 21.1. 1( )y x 2 ( )y x  – 
( ) 0L y ,

1 2,
( )
Cy y

p x
,                                                         (21.5) 

1( ) 0y x , :

1 1 1 2
10

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x dy x C y x Cy x
p y

.                                  (21.6) 

.
 (21.4)  1 2( ) ( ) 0L y L y

1 2
2 1( ) ( ) ( )dy dyp x y x y x C

dx dx
,                                      (21.7) 

,  (21.5). 
1( ) 0y x ,  (21.7) 2

1 ( )y x ,  ( 2 ( ) ( )y x y x ), ( ( )y x
– 1y )

1 1
2 2
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

y x y x y x y x C
y x p x y x

2
1 1

( )
( ) ( ) ( )

d y x C
dx y x p x y x

.

,

1 1 2
10

( ) ( )
( ) ( )

x dy x y x C C
p y

,

. .  (21.6). .

.22. .
          .

 (21.4) 

00

( ) ( ) ( )  |
l ldy dzzL y yL z dx p x z y

dx dx
 .                       (22.1) 

. ( )y x ( )z x

, 0dy dzz y
dx dx

0x

x l .

0

( ) ( ) 0
l

zL y yL z dx                                               (22.2) 

( )  ( ) 0;   ( ) ( ) 0z y z y .
, .
( ) 0,   ( ) 0,   ( ) 0L y y y

, ( ) 0p x   ( 0 ) 0,x l   ( . . ( ) 0p x
0,x l ).

( ,  )G x ,
:

1.   ( ) 0x L G 0,x ,x l .
2. 0,  x x l

( ) 0,  ( ) 0G G .                                                 (22.6) 
3. 2G C (0,  )x ( , )x l , x

      

                 10,   (  )x
x

dGG pdx
 . 

. ( ,  ) ( , )G x G x .
 22.1.
,

0,l ( )f x
:

0

( ) ( ,  ) (  )  
l

y x G x f d .                                         (22.7) 

.

0

( ) ,    ,     
x l

x

y x G x f d G x f d ,

0

,  ,  
( )     

x l

x

dG x dG x
y x f d f d

dx dx
,

0

( ) ( )     
x l

x

d dG d dGp x y x p f d p f d
dx dx dx dx

 0   0

,  ,  
( ) ( ) | ( ) ( ) |

x x

dG x dG x
p x f x f x p x

dx dx
.

, 1
( )x x

dG dG
dx dx p x

,

0

 ( )
l d dGpy p f d f x

dx dx
.

,

0

( ) ,    ( )
l

L y L G x f d f x

( ) ( ).L y f x
, ( ) ( ) 0y y , . . ( ) ( ) 0G G .

.

.23. .
.

,
 (22.7) .

.
 2 :

. 0 x                            . x l
1( ) 0L y ,                                           2( ) 0L y ,

1 1(0)y ,                                        2 2( )  y l ,
1 1(0)y .                                           2 2( )y l .

,
1( ) 0y ,                                           2( ) 0y ,

2 2
1 1 0 .                                  2 2

2 2 0 .
1( ,  )y x 2 ( ,  )  y x , . . .

:
1 1

2 2

( ) ,   0 ,
( , )

( ) ,  .
C y x x

G x
C y x x l

,
1. ( ) 0L G 0, ,   ,x x l .
2. 0,  x x l ( ) ( ) 0G G .
3. , 1C 2C ,

:x

2 2 1 1(  ) (  ) 0
x

G C y C y ,

2 2 1 1(  ) (  ) 1 (  )
x

dG C y C y p
dx

 . 

1 2( ),  ( )y x y x  – , . . 1y
1( ) 0y x l ,

. 1 2( , ) 0y y , ,  21.1,  
1 2( , ) (  )y y p C const .                                     (23.1) 

, :
2 1

1 2
(  ) (  );y yC C
C C

.

, :

1 2

1 2

( ) (  )  , 0 ,
( ,  )

(  ) ( ) ,  ,

y x y x
CG x

y y x x l
C

                                 (23.2) 

C  (23.1). , ( ,  ) (  , )G x G x .
,

.   G , . .
.

II. ,
, .

 I 
0 ( )x , . .

0

0 0 0 0

(  ) 0 ,  0, ,
(0) 0,    ( ) 0  (  ( ) 0,  (  ) 0).

L x l
l

            (23.3) 

. . 0( ) ( )x C x  (23.3), 
:

2
0

0

( ) 1
l

x dx .                                                     (23.4) 

 23.1.
( )f x

 (23.3)  0 .
.
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( )
 ( ) ( ) 0

L y f
y y

               
0

0 0

2
0

0

(  ) 0
 (  ) (  ) 0

 ( ) 1
l

L

x dx

, ( )y x 0 ( )x
, :

0 0
0

( ) ( ( )) ( ) ( ) 0.
l

x L y x y x L dx

0
0

( ) ( ) 0
l

f x x dx .                                             (23.5) 

 23.2.
0 ( )x , . .

0
0

( ) 0,
 ( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0,
l

L y
y y

x y x dx

                                           (23.6) 

0y .
.

. .
0 ( )x , 0( )  ( )y x C x .

2
0 0

0 0

0 ( )  ( ) =  ( )  
l l

y x x dx C x dx C ,

0 ( ) 0C y x .

,
0 ( )x

0

2
0 0 0

0

(  ) 0,    0, ,

 (0)  ( ) 0,    ( ) 1,
l

L x l

l x dx

0 0
0 0

( ) ( ),   (0, ),
(0) ( ) 0  (  ( ) 0,  ( ) 0),

( )  ( ) 0,   ( )  ( ) 0,
l l

L y f x x l
y y l y y

f x x dx y x x dx

                         (23.7) 

. . 0 ( )x .
 23.1,  23.2. 

.

.24.
.

,
0 ( )x ,

0 ( ,  )G x , :
1. x 0 0 0( )  (  )  ( )L G x , (0,  )x (  , )x l .
2. x (0,  ) ( ,  ) 0G G l .
3. . x    

0
0 0,  1 (  )

x
x

dGG p
dx

.

4. 0 ( ) :x

0 0
0

( ,  )  ( ) 0
l

G x x dx .

 24.1. .
.

,
0 .  23.2 

0 .
0 ( ,  )G x .

:
1. 0 0 0 0( );    0;    (0)  ( ) 0,x L l
2. 1( )x   – 0 ( )x 1(  ) 0L ,

1 0 1 0 1 0(  ,  )   -   =1 ( )  p x ,
3. ( )x  – 

0 0(  )  (  )  ( ),   0, ,
 (0) 0,
 (0) 0.

L x x l
                             (24.1) 

, 1(0) 0 1( ) 0,l 1 0(  ,  ) 0 ,
1 0 .

,

0
1

 ( ) (  )
 ( )

l
l

 .                                                 (24.2) 

0                      

0 0 0 0
00

(  (  )  (  )) = ( )      |
l l

L L dx p x .

0 ,

2
0 0 0

0

(  )  ( ) ( )  ( )  ( )
l

x dx p l l l

0 0 0 1
1

 ( )(  ) ( )  ( )  ( ) ( )  ( )  ( )
 ( )

lp l l l p l l l
l

 . 

1 0 1 0(  ,  )=1 ( )  ( )  ( )=1 ( )  p x l l p l .

 (24.2) 

0
1

( ) (  )
( )
l
l

.

:
1 1 3 0

0
2 1 4 0

 ( )  ( );   0
( ,  )  ( )+

 ( )  ( );    
C x C x x

G x x
C x C x x l

.

0 0 0 (  )  ( )LG x ,
0G 1 2 3 4,  ,  ,  .C C C C

:

1 1 3 0

2 1 4 0

2 1 4 0 1 1 3 0

2 1 4 0 1 1 3 0

 (0)  (0)  (0) 0
 ( )  ( )  ( ) 0

 (  )  (  )  (  )  (  ) 0
(  )  (  )  (  )  (  ) 1 (  )

C C
l C l C l

C C C C
C C C C p

          (24.3) 

, 0 0(0) 0,   ( ) 0,   (0) 0,   (0) 0l    

0
1

 ( ) (  )
 ( )

l
l

 , :

1 1(0) 0C
0 1 2 1(  )  ( )  ( ) 0.l C l

1 2 00;   (  )C C . :

0 1 4 3 0

0 1 4 3 0 1 0 1 0

 (  )  (  ) ( )  (  ) 0
1(  )  (  ) ( )  (  )  (  )  (  ) (  )  (  ) 
(  )

C C

C C
p

:
4 3 1(  )C C .

,

1 2 0 4 3 10,   (  ),   (  )C C C C .                 (24.4) 

, . .  3-  4-
-  (24.2). 

 (24.4), 0 ( ,  )G x :

      3 0
0

1 0 1 0 3 0

 ( )    0  
( ,  )  ( )

(  )  ( )  ( )  (  )  ( )   .
C x x

G x x
x x C x x l

0 ( ,  )G x 0 ( )x ,
:

2
0 3 0

0 0

 ( )  ( )  ( )
l l

x x dx C x dx

1 0 1 0 0(  )  ( )  ( )  (  )  ( ) 0.
l

x x x dx

3 0 0 1 (  )  ( )  ( )
l

C x x dx 2
1 0 0

 0

(  )  ( )  ( )  ( )
l l

x dx x x dx

0 ( ,  )G x
. 0 ( ,  )G x .

 24.2.

   0 ( )x .
:

0
0

( ) ( ,  ) (  )  
l

y x G x f d

0 ( )x .
( )y x

,  (22.1). 
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.25. - .

-

( )L y py qy ,
( ) 0p x  – ,
( )q x  – 0,l .

.

k ,
( )   ( ) ( ) 0,   0,
 ( (0)) 0,   ( ( )) 0,    ( ) 0

L y x y x x l
y y l x

, ( )ky x  – c . ,
 0 .

 25.1. k -
, ( )ky x .

.
, ( )ky x ( )kz x .

. 0x

1 1

1 1

 (0)  (0) 0
 (0)  (0) 0.

k k

k k

y y
z z

. . 1 1(  ,  ) ,
, . ,

( , ) 0k ky z 0x
( , ) 0k ky z (0, )x l
( ),   ( )k ky x z x  – 

k .
 25.2. ( )ky x ( )my x

k m  ( )x , . .

0

 ( ) ( ) ( ) 0    
l

k mx y x y x dx k m .

.
. . ( )ky x ( )my x ,

0

( ) ( ) ( ) ( ) 0.
l

k m m ky x L y x y x L y x dx

( )   ( ) ( )s sL y x y x ,

0

   ( ) ( ) ( ) 0,
l

k m k mx y x y x dx

.   

 25.3.  I  II (0) 0y  (
(0) 0y ); ( ) 0y l  ( ( ) 0y l ) ( ) 0q x

 - , 0n .
.

 - n ( )ny x
x .

0

( ) ( ) ( )   ( ) ( ) 0
l

n
n n n n

d dyy x p q x y x x y x dx
dx dx

 . 

:

2

0 0

2

0

( ) ( ) ( )

 ( ) ( )

l l
n

n n

n l

n

d dyq x y x dx p y x dx
dx dx

x y x dx
 . 

, ;
2

00 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )|
l ll

n n
n n n

d dy dyp y x p x y x y x p x dx
dx dx dx

 . 

:
2 2

0 0

2

0

( ) ( ) ( ) ( )

 ( ) ( )

l l

n n

n l

n

p x y x dx q x y x dx

x y x dx
 , 

. . ( ) 0,   ( ) 0,  ( ) 0p x x q x , 0k .

.  25.3  0k

1 1( ) (0)  (0) 0y y y , 2 2
1 1 1 1 0,    0

2 2( )  ( )  ( ) 0y y l y l , 2 2
2 2 2 2 0,    0 .

.26. -
          .

 - :
( ) ,    
 ( ) 0
( )=0.

L y f f y
y

y
                                       (26.1) 

. . 0 , ,
( ,  )G x   (22.7) :

0

( )  ( ,  )  (  ) (  )  0.
l

y x G x y d

( )( ) ,     ( ) 0
 ( )

u xy x x
x

,

:

0

( )  ( ,  ) (  )  0
l

u x K x u d                                 (26.2) 

( ,  )  ( )  (  ) ( ,  )K x x G x .

. . ( ,  )= (  , )G x G x , ( ,  ) (  , )K x K x , . . (26.2) – 
, .

 (26.2) 
.  (26.2) 

 (26.1), . .  (26.2) 

( ),  m mu x  (26.1)      ( )( ) ,  
 ( )

m
m m

u xy x
x

.

:
1.  (26.2) ,

:

1

( ) (  )( ,  )
n

m m

m m

u x uK x  .                                (26.3) 

2.  - :

0

( )  ( ,  ) (  ) ( )
l

u x K x u d f x ,                      (26.4) 

( )f x , . . ( )h x C ,

0

( ) ( ,  ) (  )  
l

f x K x h d  ,                              (26.5) 

( )f x 0,l

1 0

( ) ( );  ( )  ( ,  ) (  ) 0
l

m m m m m
m

f x f u x u x K x u d .             (26.6)

 26.1. ( ,  )K x  (26.2) 
, , ,  - 

 ( ) k

( )ny x
.

.
, ( ,  )K x

1

1 ( ) (  )( ,  )
 ( )  (  )

n
m m

m m

u x uG x
x

 .                             (26.7) 

 (26.2) ,
(0, )l .
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( ,  )G x  (26.4) ,
( ,  )G x x . , ( ,  )K x  – 

k ku  – 
. ku –

2

0

 ( ) 1
l

kx y dx

0

0   
 ( ) ( ) ( )

1   

l

m k

m k
x y x y x dx

m k

 ( )x .

.27.
. .

- ,
 (26.4) 

( )mu x .  (26.4) ( )mu x ,

0 0

( ) ( , ) ( )
l l

m m mc u x dx K x u dx f  ,                      (27.1) 

      ( , ) ; ( , )m m m mc u u f f u .
. . , ,

(26.6), :

0 0

( )( , ) ( ) ( , ) ( )
l l

m
m m

m

uK x u x dx K x u x dx .                 (27.2) 

 (27.2)  (27.1),  

0

( ) ( )
l

m m m
m

c u u d f

(1 )m m
m

c f  . 

m
m m m m

m m

c f f f .

mc , :

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )m m m m m m

m m m m

u x c u x f u x f u x .               (27.3) 

( )f x .
( )mu x

. .

 27.1. .
0,l ( )z x

 ( ) 0z ( ) 0z ,
0,l

 - .
.

. . ( )z x  – , Lz f ,
f – . . . ' 'z ,

:

0

( ) ( ,  ) (  )  
l

z x G x f d ,

. . ( )z x  – -

1

( ) ( )n n
n

z x z y x ,

0

( ) ( )  ( )
l

n nz z x y x x dx ,

2

0

( ) ( ) 1
l

nx y x dx .

,
.

( ) ,
( ) ( ) 0

L y f
y y

0 .
( )y x ( )my x :

1

( ).m m
m

y d y x

,
( ) ( ) ,m m mL y x y

1

( )  m m m
m

L y d y f .

0

1 ( ) ( )
l

m m
m

d f x y x dx

1 0

( )( ) ( ) ( )
l

m
m

m m

y xy x f x y x dx .

( )f x
, - .
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.28. - 0x ,
( 0) 0p x .

( )  ( )p x x x 0,   (0) 0x ( ) 0p x (0,x l .

1( )y x 2 ( )y x  – 
 - . .

 28.1.
( )  ( )p x x x 0x ( )x  – ,  (0) 0, ( ) 0p x

0 x l , ( ) ( )   ( )g x q x x  ( 0x ),
0x  - 1( )y x

10
lim ( ) ( ) 0
x

p x y x .

.   

1. ( )g x  – .

1 1
1

1 1( ) ( ) ( ) ,   0
x x

x x

d dyp x dx g x y x dx x x l
dx dx

 . 

1

1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) (  ) y (  )  ( )
x

x

p x y x p x y x g d Q x ,

10 0
lim ( ) ( ) lim ( )
x x

p x y x Q x C .

, 0. ( )C Q x  – 10 x x ,
1

1 1 1
(  )  ( ) ( )

(  )

x

x

Q dy x y x
p

.   

. . (  )   (  )p  , 
1

1 1 10
0

(  )  lim ( ) ;  ( )
 (  )

x

x

Q dy x A A y x  . 

,
0

 (  ) 0Q .

2. ( )g x 0x , ( )p x  – .
, 1( )y x 10 x x , ( ) 0g x , ( . .

0
lim ( )
x

g x , 1x , ( ) 0g x 10 x x ), 1( )y x

10 x x , min max .
0y

( )( ) ( ) 0
( ) ( )
y g xpy p y g x y x

y x p x
, ( ) 0

( )
g x
p x

,

0,  0
0

0,  0.
y yy
y yy

1( )y x 10 x x
1

1 1 1 1( ) ( ) ( ) (  ) (  )  
x

x

Q x p x y x g y d  –  ( 10,  g y  – )

. ,  1 
0!

10
lim ( ) ( ) 0
x

p x y x .

 28.2.

1( )y x 2 ( )y x  – 
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