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ГЛАВА 9. РЯДЫ ФУРЬЕ

3 Замкнутость тригонометрической системы функций
п 4 ЛОКАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ФЕЙЕРА

ТЕОРЕМА 13. Пусть f(x) — интегрируема на [−π, π], 2π ∼ R. Фиксируем произвольную точку x0 из R,
Пусть существует f(x0+0) и f(x0−0). Тогда σn(x0, f) сходится при n →∞ к (f(x0+0)+f(x0−0))/2 = F (x0)
(обозначение).

Доказательство: f(x) - интегрируема ⇒ ограничена на R ⇒ существует M > 0: |f(x)| 6 M , ∀x ∈ R.
Существует f(x0 + 0) и f(x0 − 0), т.е. ∀ε > 0 существует d > 0:

|f(x0 + t)− f(x0 + 0)| < ε

4
, ∀t : 0 6 t < d; (0.1)

|f(x0 + t)− f(x0 − 0)| < ε

4
,∀t : − d 6 t < 0. (0.2)

Рассмотрим

σn(x0, f)− F (x0) =

= {лемма о переставлении членов Чезаро, 2-ое свойство ядра Фейера (что его интеграл от −π до π = 0)} =

=

π∫

−π

f(x0 + t)Φn(t)dt−
π∫

−π

F (x0)Φn(t)dt = {пусть d < π} =

=
∫

d6|t|<π

[f(x0 + t)− F (x0)] Φn(t)dt +

d∫

−d

f(x0 + t)Φn(t)dt− f(x0 + 0)− f(x0 − 0)
2

d∫

−d

Φn(t)dt =

=



 свойство 1: Φn — четная⇒

d∫

−d

Φn(t)dt = 2

d∫

0

Φn(t)dt = 2

0∫

−d

Φn(t)dt



 =

=
∫

d6|t|<π

[f(x0+t)−F (x0)]Φn(t)dt+

d∫

0

(f(x0+t)−f(x0+0))Φn(t)dt+

0∫

−d

(f(x0+t)−f(x0−0))Φn(t)dt = I1+I2+I3.

Имеем ограничение |F (x0)| < M. Тогда оценим интегралы

I1 < 2M

∫

d6|t|<π

Φn(t)dt = 2M




−d∫

−π

Φn(t)dt +

π∫

d

Φn(t)dt


 = {св-со 3} =

= 2M(ηn(d) + ηn(d)) = 4Mηn(d) → 0 при n →∞⇒
∀ фиксированного ε > 0 ∃N : ∀n > N : |I1| < ε

2
.

Далее

|I2 + I3| 6
d∫

0

|f(x0 + t)− f(x0 + 0)|Φn(t)dt +

0∫

−d

|f(x0 + t)− f(x0 − 0)|Φn(t)dt < {вспомним (1)} <

<
ε

4

d∫

0

Φn(t)dt +
ε

4

0∫

−d

Φn(t)dt =
ε

4

d∫

−d

Φn(t)dt < {Φn(t) > 0} 6 ε

4

π∫

−π

Φn(t)dt = {св-во 2} =
ε

4

⇒ ∀ε > 0 ∃N : ∀n > N |I2 + I3| < ε

4
Поэтому |σn − F (x0)| < ε

2 + ε
4 < ε => σn(x0, f) → F (x0) при n →∞ ч.т.д.

1


