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Часть I

Теория вероятности.
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Лекция 1

1.1 Введение. Понятие вероятности

Пример 1.1. Бросание идеальной монеты
Бюффон - 4040 бросаний - 2048 выпадений Герба
Морган - 4092 бросаний - 2048 выпадений Герба
Пирсон - 24000 бросаний - 12012 выпадений Герба
Романовский - 80640 бросаний - 39699 выпадений Герба
Отцами теории вероятности классически считаются Паскаль и Ферма.

Определение 1.1. Классическая вероятность:

P (A) =
|A|
|Ω| . . . (1)

где |A| - число благоприятствующих событию А исходов
|Ω| - совокупность всех элементарных исходов.

Замечание 1.1. Формула (1) применима только тогда, когда исходы рав-
новозможны.

1.1.1 Петербургский парадокс

Боря бросает монету, если герб впервые появляется при i-ом бросании,
то Боря платит Ане 2i рублей. ( В справедливой азартной игре плата за
участие в игре в среднем равна выигрышу.)
1-е бросание: { Р,Г,РР,РГ,... }
А = {"Г"

⋃
"РГ"

⋃
...} - счетное объединение событий.

Определение 1.2. Вероятность - это функция на событиях, кото-
рая принимает значения из [0, 1].

P : F → [0, 1]
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Определение 1.3. Достоверное событие - это событие, которое
происходит всегда.

Замечание 1.2. P (Ω) = 1

Определение 1.4. (Ω, F, P ) - вероятностное пространство, если вы-
полняются условия:
1) Ω ∈ F ;
2) если A ∈ F , то A ∈ F (если A-событие, то A - событие);
3) если A1, A2, .. ∈ F ,то

⋃
i=1 Ai ∈ F .

Определение 1.5. Вероятность - функция на событиях, ее область
определения - F .P удовлетворяет следующим аксиомам:
1)P (A) ≥ 0, ∀A ∈ F ;
2)P (Ω) = 1;
3)если A1, A2, .. ∈ F и AiAj = O при i 6= j , то P (

⋃∞
i=1 Ai) =

∑∞
i=1 P (Ai).

Определение 1.6. Пересечение событий - это событие, которое про-
исходит тогда, когда происходит каждое из событий.
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Лекция 2

2.0.2 Свойства вероятности

1) P (O) = 0, где O - невозможное событие.

Доказательство. Очевидно, O ∪O ∪O ∪ ... = O и OO = O;
отсюда следует, что P (O ∪O ∪O ∪ ..) = P (O) + P (O) + .. = P (O)

2) Вероятность - конечно-аддитивная функция.

Доказательство. A1, A2, .. ∈ F ; AiAj = O при i 6= j
Следовательно, P (

⋃n
i=1 Ai) =

∑n
i=1 P (Ai).

3) P (A) = 1− P (A)

Доказательство. Доказательство состоит в том, что достоверное событие
можно представить как объединение события и ему обратного.
Ω = A + A.
Следовательно,P (Ω) = P (A) + P (A).

4) P (A
⋃

B) 6= P (A) + P (B)
P (A

⋃
B) = P (A) + P (B)− P (AB)

Равенство P (A
⋃

B) = P (A)+P (B) , вытекающее из свойства аддитивно-
сти, не всегда остается верным. Например, если P (A) = 0, 7 и P (B) = 0, 8.

Доказательство. Представим два события в виде: A = AB
⋃

AB и B =
AB

⋃
AB. В правых частях находятся объединения попарно несовме-

стимых событий. Отсюда соответствующие вероятности для события А
P (A) = P (AB) + P (AB) и для события В P (B) = P (AB) + P (AB).
P (A

⋃
B) = P (A) + P (B) + P (AB).

Следовательно, P (A
⋃

B) = P (A) + P (B)− P (AB).

5) Свойство счетной полуаддитивности (или σ -аддитивности)
Пусть A1, A2, ... ∈ F . Тогда P (

⋃∞
i=1 Ai) ≤

∑∞
i=1 P (Ai). Из свойства 4 вы-

текает такое неравенство: P (A
⋃

B) ≤ P (A) + P (B).
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Доказательство. Пусть
⋃∞

i=1 Ai =
⋃∞

i=1 Di, где D1 = A1,а последую-
щие находятся из равенства Di = Ai|(

⋃i−1
1 Aj) События Di становятся

попарно несовместимыми. Таким образом, P (
⋃∞

i=1 Ai) = P (
⋃∞

i=1 Di) ≤∑∞
i=1 P (Di) =

∑∞
i=1 P (Ai). Наступления Di влечет наступления Ai.

6) Монотонность.
Если A ⊂ B, то P (A) ≤ P (B)(т.е если событие A наступит раньше события
B, то вероятность события A не больше вероятности события B.

Доказательство. Действительно, B = A
⋃

(B\A). Следовательно, P (B) =
P (A) + P (B\A) ≥ P (A). Тем самым доказывается монотонность вероят-
ности.

7) Непрерывность вероятности по монотонным последовательностям.
a) A1 ⊂ A2 ⊂ ... - монотонность по неубыванию;
б) A1 ⊃ A2 ⊃ ... - монотонность по невозрастанию.
Отсюда, P (lim Ai) = lim P (Ai).
Вероятность предела есть предел вероятности, где limAi =

⋃∞
i=1 Ai для

случая а), lim Ai =
⋂∞

i=1 Ai для случая б).

Доказательство (Для случая а).
⋃∞

i=1 Ai={представим в виде непересек}
⋃∞

i=1 Di,
где D1 = A1, Di = Ai\Ai−1. Заметим, что Ai =

⋃i
j=1 Dj ... ,свойство

конечной аддитивности. P (
⋃∞

i=1 Ai) =
∑∞

i=1 P (Di) = lim
∑n

i=1 P (Di =
limP (

⋃n
i=1 Di) = lim P (A)

Замечание 2.1. Требование счетной аддитивности вероятности P экви-
валентно конечной аддитивности вероятности P с непрерывностью ве-
роятности P по последовательностям, монотонно стремящимся к пусто-
му множеству O, то есть для любых событий A1, A2, ... ∈ F таких, что
A1 ⊃ A2 ⊃, ... и

⋂
Ai = O имеем, что P (Ai) → 0.

2.1 Конечное вероятностное пространство

Рассмотрим (Ω,F, P ), где
Ω - конечное или счетное пространство элементарных событий, т.е Ω={ω1, ω2, ...};
F - множество всех подмножеств Ω;
A ={ωi1 , ωi2 , ...};
P - функция на F ;
Вероятность любого события полностью определяется тем, как оно зада-
но. В этом случае достаточно ∀ i задать P (ωi) = pi вероятности элементар-
ных исходов, где pi ≥ 0 и

∑∞
i=1 pi = 1. Тогда P (A) =

∑
k pik

удовлетворяет
всем аксиомам: нормировка, счетная аддитивность, неотрицательность.
A1, A2, ...
lim inf Ai =

⋃∞
i=1

⋂
i≥n Ai (состоит из точек, входящих во все множества

Ai, начиная с некоторого i)
lim sup Ai =

⋂∞
i=1

⋃
i≥n Ai (состоит из точек, которые входят в бесконечное

множество Ai)
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2.1.1 Классическая вероятность

В случае классической вероятности выполнены следующие предположе-
ния
1) Ω - конечно, Ω = {ω1, ω2, ..., ωn};
2) равновозможность всех ωi

При выполнении этих двух требований P (ωi) = 1/n и P (A) = |A|/|Ω|,
где |A|- число элементарных исходов, составляющих A, и |Ω|-число всех
элементарных исходов.

Пример 2.1. Задача Даламбера: Монета бросается дважды. Какова веро-
ятность выпадения герба?

Solution 2.1. ΩD={Г,РГ,РР}, PD = 2/3- вероятность по Даламберу. Учи-
тывая Ω ={ГГ,ГР,РГ,РР}, получаем P = 3/4.

2.1.2 Урновая схема

В урне находятся шары черного и белого цветов. Пусть всего m = m1+m2

шаров , из них m1 белых и m2 черных. Производится n-кратная выборка с
возвращением. И Ak пусть состоит в том, что наблюдается вытаскивание
белого шара. Пусть εi - результат i-го вытаскивания. Найти вероятность
этого события: P (Ak)−?

Solution 2.2. Занумеруем все шары. Тогда все последовательности ω =
{ε1, ..., εn}- последовательности равноправных событий. Ω = {ω, ...}, |Ω| =
mn - число элементарных исходов в Ω. ωi- любое число из m. Рассматри-
вается следующая последовательность ε1, ..., εk, εk+1, ..., εn, где ε1, ..., εk -
белые, εk+1, ..., εn - черные. Ck

nmk
1 ·mn−k

2 = |Ak|. Следовательно, P (Ak) =

Ck
n

mk
1 ·mn−k

2
mn = Ck

n(m1
m )k · ( 1−m1

m )n−k = Ck
npk · (1− p)n−k, где p = m1

m - доля
белых шаров. Набор (p0, p1, ..., pn) называется биномиальным распределе-
нием с параметром n и p.

2.1.3 Вторая урновая схема (выборка без возвращения)

Задача - найти P (Ak). Условия те же, что и в предыдущей задаче.
ω = (ε1, ε2, ..., εn). Пусть 0 ≤ k ≤ min(m1,m2), Ω = {ω, ...}, а число эле-
ментарных исходов |Ω| = m · (m−1) · ... · (m−n+1) = m!

(m−n)! . Как и выше
ε1, ..., εk - белые шары, а εk+1, ..., εn- черные. m1!

(m1−k)! - число элементарных
исходов в случае белых шаров, m2!

(m2−(n−k))! - соответственно черных. Итого
для ε1, ..., εk, εk+1, ..., εn число элементарных исходов представимо в виде

m1!
(m1−k)! · m2!

(m2−(n−k))! . Тогда P (Ak) = Ck
n

m1!
(m1−k)! · m2!

(m2−(n−k))! =
Ck

m1
·Cn−k

m2
Cn

m
.
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Набор вероятностей
Ck

m1
·Cn−k

m2
Cn

m
называется гипергеометрическим распре-

делением.
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Лекция 3

Пример 3.1. A - гебр, B - решка.
Монету бросают 2 раза. Произошло событие В. Какова вероятность со-
бытия А?
A - {Г}
B - {Р}
Ω = {РР, РГ, ГР, ГГ}

{
B︷ ︸︸ ︷

РР, РГ, ГР , ГГ}
{РР, РГ, ГР, ГГ︸ ︷︷ ︸

A

}

B произошло → 1 из 3 возможных случаев.
PB(A) = 2

3 = 2/4
3/4 = P (AB)

P (B) .

Определение 3.1. Условной вероятностью события A при условии,
что произошло B: P(B)>0, называется

PB(A) = P (A|B) =
P (AB)
P (B)

⇒ P (AB) = P (B) · P (A|B) = P (A) · P (B|A), если P (A) > 0 и P (B) > 0

Определение 3.2. События A и B независимы, если P (AB) = P (A) ·
P (B), т.е. P (A|B) = P (A)

Пусть произошло событие B, P (B) > 0. Фиксируем B и рассмотрим
на F {Ω, F, P} для ∀A ∈ F, P1(A) = P (A|B)
Является ли P1 вероятностью?
3 свойства:
1. P1(A) ≥ 0
2. P1(Ω) = P (ΩB)

P (B) = 1 ⇒ нормировка
3. ∀A1, A2, A3 . . . ∈ F : AiAj = 0, i 6= j
Необходимо проверить:
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P1(∪∞i=1Ai) =
P (∪∞i=1AiB)

P (B)
=

∑∞
i=1 P (AiB)

P (B)
=

∞∑

i=1

P1(Ai)

⇒ {Ω, F, P1} - вероятностное пространство
{Ω ∩B, F ∩B, P1} - вероятностное пространство
F ∩B = {C ∩B, C ∈ F}
События не совместны, значит, либо зависимы, либо не зависимы.
A несовместно с B
0 = P (AB) = P (A) · P (B) т. и т.т.когда P (A) = 0 ∨ P (B) = 0

Пример 3.2. Играют два человека: Аня и Боря. В урне находятся N зану-
мерованных шаров. Аня и Боря делают ставки на некоторые множества
номеров :

A ⊂ {1, 2 . . . N}B ⊂ {1, 2 . . . N}

Случайным образом вытягивают шары. Если вытянутый номер в A, Aня
выигрывает, в B - Боря. Всегда ли существуют нетривиальные A и B, при
которых выигрыши A и B независимые события?

Определение 3.3. События {Ai}, где i ∈ I (пробегает множество I),
где I - конечное или счетное множество, называются независимыми
(в совокупности, если для любого конечного множества индексов J ∈
IP (∩j∈JAj) = uj∈JP (Aj) )

Если A, B, C - независимые, то
1.P (ABC) = P (A)P (B)P (C)
2.P (AB) = P (A)P (B)
. . .

Пример 3.3. Пример Бернштейна:
Рассмотрим правильную пирамиду,раскрашенную в белый(А), красный(С),
синий(В) цвета. Бросают пирамиду и происходят события А, В, С - по-
парно независимые.
P (AB) = P (A) · P (B) , где P (A) = P (B) = 1/2 P (AB) = 1/2 ⇒А и В
независимы из определения. Аналогично АС и ВС.
Рассмотрим 3: P (ABC)︸ ︷︷ ︸

1/4

= P (A)︸ ︷︷ ︸
1/4

·P (B)︸ ︷︷ ︸
1/4

·P (C)︸ ︷︷ ︸
1/4

⇒ они зависимы.

3.0.4 Формула полной вероятности

E1, E2, . . . En : EiEj = 0 i 6= j⋃n
1 Ei = Ω, P (Ei) > 0∀ i ⇒ P (A) =

∑n
i=1 P (Ei) · P (A|Ei)
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Доказательство. P (A) =
∑n

i=1 P (Ei) · P (A|Ei) =
∑n

i=1 P (Ei) · P (AEi)
P (Ei)

=∑n
i=1 P (AEi) = P (

⋃n
i=1 AEi) = P (A)

3.0.5 Формула Байеса

Пусть произошло A: P (A) > 0,тогда PA(Ej) = P (AEj)
P (A) ={по определению}=

=
P (Ej) · P (A|Ej)∑n
i=1 P (Ei) · P (A|Ej)

= P (Ej |A)
︸ ︷︷ ︸

Формула Байеса
позволяет находить апостериорные вероятности по априорным вероятно-
стям (без экспериментов)
априорно - {P (Ei)}n

i=1, апостериорн - {P (Ei|A)}n
i=1

Определение 3.4. Случайная величина - числовая функция, заданная
на Ω. Случайной (действительной) величиной называется измеримое
отображение из Ω в R

Если F - множество всех подмножеств Ω , то любое отображение из Ω в
R - случайная величина.

Определение 3.5. Дискретная случайная величина - случайная вели-
чина, множество значений которой не более, чем счетно.

Самая простая случайная величина - константа (она принимает одно зна-
чение).

Определение 3.6. Случайная величина называется индикатором собы-
тия A, если

IA(ω) =

{
1 , ω ∈ A;
0 , ω ∈ Ā;

Не все индикаторы являются случайными величинами.

Определение 3.7. Законом распределения дискретной случайной вели-
чины называется совокупность значений случайной дискретной величи-
ны и их вероятностей.

{x1, x2, . . .} - значения, {p1, p2, . . .} - вероятности
pi = P (X = xi)
Пусть есть (Ω, F, P ) X : Ω → R Но на практике часто имеют дело с
дискретными случайными величинами и указывают только их распреде-
ление, без вероятностного пространства.
Пусть с. д. в. X {x1, x2, . . .} {p1, p2, . . .}. Построим вероятностное про-
странство.
Возьмем Ω = {x1, x2, . . .}, F - все подмножества X. P (xi) = pi. В качестве
сл. в. X берем отображение X : X(xi) = Xi
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Замечание 3.1. Две случайные величины, имеющие одинаковые распре-
деления могут быть различными функциями.

Пример 3.4. Бросают монету один раз. Индикаторы появления герба и
решки

I =

{
1, Г,1/2;
0, Р,1,2;

I =

{
1, Р,1/2;
0, Г,1/2;

Функции различные, хотя распределения одинаковые.

3.0.6 Схема Бернулли

Схема Бернулли возникает, когда проводится эксперимент. Проводится n
экспериментов, в результате которых может произойти или нет событие
A. P () = const = p
Вводим X - число наблюдавшихся успехов в n экспериментах. Возможные
значения: X = {0, 1, . . . , n}
P (X = 0) = {НН. . . } = (1− p)n

вероятность отдельного события 1/n
P (X = n) = pn P (X = k) = pk · 1− pn−k · Ck

n

УУ. . . У︸ ︷︷ ︸
k

НН. . .Н︸ ︷︷ ︸
n−k

, но их можно пересортировать ⇒ Ck
n · (1− p)n−kpk

- биномиальное распределение с параметрами n и k.
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4.1 Математическое ожидание

Ω = {ω1, ω2, . . .}
X : Ω → R

Определение 4.1. Математическим ожиданием называется величина
EX = MX =

∑
ω∈ Ω X(ω)P (ω) - при условии, что ряд сходится абсо-

лютно.

Свойства математического ожидания:
1. Математическое ожидание константы есть константа - Ec = c.
(Так как X(ω) = c и

∑
P (ω) = 1.)

2. Если ∃ EX,EY , то E(X + Y ) = EX + EY .
(Это следует из свойств абсолютной сходимости рядов.)

3. E(cX) = cEX

4. Пусть значение дискретной случайной величины X : x1, x2, . . .. Тогда
EX =

∑∞
k=1 xkP (X = xk). Причем, если математическое ожидание суще-

ствует, то ряд сходится; иначе - ряд расходится.

Доказательство. EX =
∑

ω∈ Ω X(ω)P (ω)
Пусть Ak = {ω : X(ω) = xk}. Перегруппируем ряд: EX =

∑
k

∑
ω∈ Ak

X(ω)·
P (ω) =

∑
k P (Ak)

5. Предположим, g - измеримое отображение R→ R. Если ∃ Eg(X), тогда
Eg(X) =

∑
k g(xk)P (X = xk)

(Доказывается аналогично свойству 4.)

Пример 4.1. Рассмотрим 60 человек, возраста которых a1, a2, . . . , a60. Най-
дем их средний возраст -
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a =
a1 + . . . + a60

60

Пусть всего k различных возрастов: x1, x2, . . . , xk; и количество человек
данного возраста - n1, n2, . . . , xk - соответственно. Тогда

a =
x1n1 + . . . + xknk

60
= x1

n1

60
+ . . . + xk

nk

60

- математическое ожидание. То есть, математическое ожидание есть суть
понятие среднего в смысле среднего арифметического.

6. Если ∃ EXi, i = 1, n, то E(
∑n

i=1 Xi) =
∑n

i=1 EXi.
(Следует из свойства 2 по индукции.)

Но важно понимать, что математическое ожидание существует не
всегда. Примером может послужить, так называемый "Петербургский
парадокс". Суть задачи в том, что два игрока бросают монетку. Если
"герб"появляется на i-ом броске, то первый игрок выплачивает второму
выигрыш в размере 2i. Игра будет считаться справедливой, если второй
игрок платит за участие в игре среднее значение своего выигрыша.

Итак, "герб"появляется на i-ом броске с вероятностью 2−i. Выигрыш
будет составлять 2i. Тогда EX =

∑∞
k 2k·2−k =

∑∞
k 1, что, соответственно,

равно бесконечности. Следовательно, такая игра не может быть справед-
ливой.

Рассмотрим эксперимент Бернулли.
Х - число наступлений события А в n испытаниях.
P (X = k) = Ck

npk(1− p)n−k

Пусть с каждым i-ым испытанием связана случайная величина Yi.

Yi =

{
1 если на i-ом испытание - А
0 иначе

P (Yi = 1) =?

P (Yi = 1) = p(A) = p
X = Y1 + . . . + Yn

⇒ EX =
∑n

i EYi = np

Определение 4.2. Моментом к-ого порядка случайной величины Х на-
зывается математическое ожидание EXk (если оно существует).

Определение 4.3. Центральным моментом порядка к называется E(X−
EX)k.
X − EX - центрирование математического ожидания EX, или откло-
нение.

E(X − EX) = EX + E(−EX) = EX − EX = 0, так как EX - константа.
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Определение 4.4. Абсолютным моментом к-ого порядка называется
математическое ожидание E|X|k.
EXk существует ⇔ существует E|X|k.

Пусть k>n и существует EXk. Следует ли из этого, что существует
EXn? Да, так как для любого x ∈ R и любых натуральных k и n (k>n)
справедливо: |x|n ≤ |x|k + 1,E|x|n ≤ E(1 + |x|k) ⇒ E|x|n ≤ E|x|k
Определение 4.5. Дисперсией случайной величины Х называется цен-
тральный момент второго порядка DX = E(X − EX)2.

E(X−EX)2 - характеристика разброса случайной величины относительно
математического ожидания.
Стандартное (средне-квадратическое) отклонение: σ =

√
DX.

Свойства дисперсии:
1. Dc = 0
2. DX ≥ 0
3. D(X + c) = DX
4. D(cX) = c2DX

Пусть случайные величины X и Y дискретны с набором x1, x2, . . . и
y1, y2, . . .. X и Y называются независимыми, если для любых i и j события
{X = xi} и {Y = yj} независимы.

Определение 4.6. Случайные величины {Xi}i∈ I , где I - конечно или
счетно, называются независимыми, если независимы случайные собы-
тия {{Xi = xij}i∈ I}, где {xij} - произвольный набор значений случайной
величины {Xi}.
Theorem 4.1. Пусть X1, . . . , Xk, Y1, . . . , Yn - независимые случайные ве-
личины и g, f - измеримые функции; g : Rk → R, f : Rn → R. Тогда
случайные величины g(X1, . . . , Xk), f(Y1, . . . , Yn) независимы.

Доказательство. Пусть A = {ω : g(X1(ω), . . . , Xk(ω)) = a}, B = {ω :
f(Y1(ω), . . . , Yn(ω)) = b}; докажем, что P (ab) = P (a)P (b).
A = {ω : (X1, . . . , Xk) ∈ g−1(a)}
B = {ω : (Y1, . . . , Yn) ∈ f−1(b)}
Предположим, что D и T - некоторые счетные множества в Rk и Rn со-
ответственно.
P (X ∈ D, Y ∈ T ) = P (

⋃
d∈D,t∈T (X = d, Y = t)) =

∑
d∈D,t∈T P (X = d, Y =

t) =
∑

d∈D,t∈T P (X = d)P (Y = t) =
∑

d∈D P (X = d)
∑

t∈T P (Y = t) =
P (X ∈ D)P (Y ∈ T )
⇒ A и B независимы.
Теорема доказана.

7. (свойство математического ожидания)
Если случайные величины X и Y независимы и существует математиче-
ское ожидание каждой из этих величин, тогда E(XY ) = EXEY .
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Доказательство. Пусть x1, x2, . . . , y1, y2, . . . - значения случайных вели-
чин X и Y соответственно.
Ai = {ω : X(ω) = xi}, Bj = {ω : Y (ω) = yj} E(XY ) =

∑
ω∈Ω X(ω)Y (ω)P (ω) =∑

i,j

∑
ω∈AiBj

X(ω)Y (ω)P (ω) =
∑

i,j xiyjP (AiBj) =
∑

i,j xiyjP (Ai)P (Bj) =∑
i xiP (Ai)

∑
j yjP (Bj) = EXEY

Remark 4.1. Если существует n независимых случайных величин и для
каждой из них существует математическое ожидание, тогда E(

⋂n
i=1 Xi) =∏n

i=1 EXi.

5. (свойство дисперсии)
Пусть существует дисперсия двух независимых случайных величин X и
Y. Тогда D(X + Y ) = DX + DY

Доказательство. D(X + Y ) = E(X − EX + Y − EY )2 = E((X − EX)2 +
2(X−EX)(Y −EY )+(Y −EY )2) = E(X−EX)2 +2E[(X−EX)(Y −EY )]+
E(Y − EY )2 = E(X − EX)2 + E(Y − EY )2 = DX + DY
так как (X−EX) и (Y −EY ) независимые случайные величины⇒ E[(X−
EX)(Y − EY )] = E(X − EX)E(Y − EY ) = 0.

Remark 4.2. Если X1, . . . , Xn - независимы и ∃DXi ⇒ D(X1 + . . . + Xn) =∑n
i=1 DXi.

Найдем дисперсию биномиального распределения. Х - число успехов в n
испытаниях Бернулли.
X ∼ Bi(n, p);EX = np; X = Y1 + . . .+Yn; {Yi}n

i=1 являются независимыми.
DX =

∑n
i=1 DYi = nDY1

Предлагается самостоятельно доказать несложное равенство - DX =
E(X2)− (EX)2

DY1 = {EX = E(X2) = p} = p− p2 = p(1− p) ⇒ DX = np(1− p)

Определение 4.7. Ковариацией случайных величин Х и Y называется
математическое ожидание от [(X − EX)(Y − EY )]

cov(X, Y ) = E[(X − EX)(Y − EY )]

Если Х и Y независимы, то ковариация равна нулю; если же X=Y, то
ковариация равна дисперсии.
cov(cX, Y ) = c · cov(X, Y )

Определение 4.8. Коэффициентом корреляции случайных величин X и
Y называется

ρ(X, Y ) =
cov(X,Y )√
DX

√
DY

ρ(X, Y ) - характеристика зависимости, устойчивая к масштабным изме-
нениям.
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Свойства коэффициента корреляции:
1. Если Х и Y независимы, то ρ(X, Y ) = 0.
Но в общем случае из ρ(X,Y ) = 0 не следует независимость случайных
величин.

2. |ρ(X, Y )| ≤ 1

Доказательство. Рассмотрим сначала частный случай, когда EX = EY =
0 ⇒ cov(X, Y ) = E(XY ). Для ∀ a ∈ R имеем:
0 ≤ E(X − aY )2 = E(X2)− 2aE(XY ) + a2E(Y 2)
(E(XY ))2−E(X2)E(Y 2) ≤ 0 - условие положительности для ∀ a; |E(XY )| ≤√

DXDY
⇒ |ρ| ≤ 1
В общем случае: X, Y → X ′ = X−EX, Y ′ = Y −EY . Для X ′, Y ′ проводим
аналогичные выкладки.

3. Если |ρ| = 1, то Х и Y линейно зависимы (почти наверно).

Доказательство. Рассмотрим частный случай: EX = EY = 0, |ρ| = 1.
Из доказательства свойства 2 следует, что существует a0 такая, что
E(X − a0Y )2 = 0 ⇒ X − a0Y = 0 ⇒ X = a0Y почти наверно.
Общий случай сводится к частному путем перехода к X ′ = X−EX, Y ′ =
Y − EY.
Зависимость, определяемая коэффициентом, статистическая, а не при-
чинная.

Определение 4.9. Случайные величины называются некоррелирован-
ными, если ρ = 0.

Аддитивность дисперсии имеет место при некоррелированности слагае-
мых.

4.1.1 Неравенство Маркова

Пусть ∃ EX, тогда для ∀ a > 0 P (|X| ≥ a) ≤ E|X|
a .

Данное неравенство грубое, но точное, то есть существует случайная ве-
личина, для которой будет выполнено равенство.

Доказательство. |X| = |X|· 1 = |X|(I{|X|≥a}+I{|X|<a}) ≥ |X|· I{|X|≥a} ≥
a · I{|X|≥a}
E|X| ≥ a · EI{|X|≥a} = a · P (|X| ≥ a) ⇒ P (|X| ≥ a) ≤ E|X|

a
Что и требовалось доказать.
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4.1.2 Неравенство Чебышева

Пусть ∃ DX, тогда для ∀ a > 0
1)P (|X − EX| ≥ a) ≤ DX

a2

2)P (|X − EX| < a) ≥ 1− DX
a2

Доказательство. P (|X − EX| ≥ a) = P (|X − EX|2 ≥ a2) ≤ E|X−EX|2
a2 =

DX
a2 (по неравенству Маркова).
Что и требовалось доказать.

Рассмотрим множество, определенное неравенством 2)
Пусть a = 3σ, тогда действует правило трех сигм: для любой случайной
величины Х ее значение находится на интервале ± 3σ с вероятностью
более 8/9.

Theorem 4.2 (Теорема Чебышева). Пусть X1, X2, . . . независимы и
DXi ≤ c < ∞. Тогда для ∀ ε > 0

lim
n→∞

P (|X1 + . . . + Xn

n
− EX1 + . . . + EXn

n
| ≤ ε) = 1

Доказательство. Пусть Y = X1+...+Xn

n , DY = DX1+...+DXn

n2 ≤ nc
n2 = c

n .
Используем второе неравенство Чебышева: P (|Y − EY | < a) ≥ 1 − DY

a2 .
Таким образом, a = ε, дисперсия ограничена величиной, стремящейся к
нулю при n →∞, следовательно вероятность данного события стремится
к единице. Теорема доказана.

Theorem 4.3 (Теорема Бернулли - закон больших чисел). Пусть
Sn - число успехов в n испытаниях Бернулли с вероятностью успеха p
в одном испытании. Тогда для ∀ ε > 0

lim
n→∞

P (|Sn

n
− p| < ε) = 1

Для доказательства достаточно использовать теорему Чебышева Sn =
Y1 + . . . + Yn.
Теорема позволяет находить вероятность p, зная Sn по числу эксперимен-
тов. Фактически, Sn/n - относительная частота событий, основанная на
статистических данных.

Theorem 4.4 (Теорема Пуассон). Пусть Sn - число успехов в n ис-
пытаниях Бернулли с вероятностью успеха pn и npn → a при n → ∞.

Тогда для любого фиксированного k = {0, 1, 2, . . .} P (Sn = k) → ak

k! e−a

Доказательство. Для удобства записи опустим индекс n у pn, тогда
P (Sn = k) = Ck

npk(1− p)n−k = n!
k!(n−k)! pk(1− p)n−k = pk

k! n(n− 1) . . . (n−
k + 1)(1 − p)n−k = (np)k

k! 1(1 − 1
n ) . . . (1 − k−1

n )(1 − p)n(1 − p)−k → ak

k! e−a,
так как (1− p)n → e−a, (1− p)−k → 1. Что и требовалось доказать.
Данная теорема позволяет получить приближение биномиального распре-
деления.
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Лемма 4.1. Пусть величина Sn определена как и выше, при этом зави-
симость p от n не важна и np = a. Для любого k = 0, 1, 2, . . .

|P (Sn = k)− ak

k!
e−a| ≤ a2

n

Определение 4.10. Будем говорить, что случайная величина X имеет
распределение Пуассона с параметром λ > 0, если значениями X явля-
ются 0, 1, . . . и P (X = k) = λk

k! e−λ (k = 0, 1, . . .).

Пример: Из А в В ежедневно отправляются 1000 человек. Есть два иден-
тичных поезда разных компаний. Компания удовлетворяет клиента с ве-
роятностью 0,9. Сколько должно быть мест в поезде?
m - число мест в поезде, n = 1000

Xi =

{
1 1/2 - вероятность попадания в данную электричку
0 1/2 - вероятность попадания в данную электричку

Sn = X1 + . . . + Xn

P (Sn ≤ m) ≥ 0, 9
P (Sn ≤ m) =

∑m
k=0 P (Sn = k) =

∑m
k=0 Ck

n · 1
2n ≥ 0, 9 ⇒ ∑m

k=0 Ck
n ≥

21000 · 0, 9
Откуда при некотором желании можно найти число m.

Theorem 4.5 (Локальная предельная теорема Муавра-Лаплас).
Пусть Sn - как и выше, при этом np(1 − p) → ∞. Тогда для любого
целого n ≥ 0

P (Sn = m) =
1√

2π · σ exp
(
−x2

2

)
·
(

1 + O

(
1
σ

))

где x = m−np
σ σ =

√
np(1− p) - стандартное отклонение Sn.

Theorem 4.6 (Интегральная предельная теоремаМуавра-Лапласа).
Пусть выполнены условия локальной предельной теоремы, пусть c - про-
извольное положительное число. Тогда равномерно по a, b : a ≤ b, |a| ≤
c, |b| ≤ c

P (a ≤ Sn − np√
npq

≤ b) → 1√
2π

∫ b

a

exp
(
−x2

2

)
dx

где q = 1− p.

Замечание 4.1. Теорема справедлива для ∀ −∞ < a ≤ b < +∞.

Доказательство. P (a ≤ Sn−np√
npq ≤ b) = P (np + a

√
npq ≤ Sn ≤ np +

b
√

npq) =
∑

m∈M P (Sn = m) =
{
M = {k : np + a

√
npq ≤ k ≤ np + b

√
npq}; xm = m−np

σ ; xm−1 − xm = 1
σ = 4xm;

}
=

∑
m∈M

1√
2π

exp
(
−x2

m

2

)
· 4xm

(
1 + O

(
1
σ

)) → 1√
2π

∫ b

a
exp

(
−x2

m

2

)
dx
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Что и требовалось доказать.

Вернемся к примеру про электричку:
P (Sn ≤ m) ≥ 0, 9
P

(
Sn−np√

npq ≤ m−np√
npq

)
∼ {m−np√

npq = b} ∼ Φ(b) = 1√
2π

∫ b

−∞ exp
(
−x2

m

2

)
dx

Следовательно, используя таблицу можно получить, что b 1,3. Тогда из
m = np + b

√
npq ⇒ m = 521.

4.2 Различие двух гипотез

В урне белые и черные шары; p - доля белых шаров; гипотезы - H0 : p =
p0,H1 : p = p1. Будем делать выборку с возвращением. Пусть в ходе n
экспериментов m раз наблюдался белый шар.
Пусть p0 < p1; Б...Б - H1; Ч...Ч - H0; mkp - критическое число шаров.

В проверке гипотезы возможны ошибки двух видов:
ошибка 1-го рода: отвержение H0, когда она верна, то есть H1 \ H0;
α = P (Sn ≥ mkp|H0) - вероятность ошибки 1-го рода, где Sn - число
наблюдаемых Б;
ошибка 2-го рода: отвержение H1, когда она верна, то есть H0 \ H1;
β = P (Sn < m|H1) - вероятность ошибки 2-го рода.
При фиксированной выборе невозможно сделать α и β меньше заданного
ε.
Рассмотрим такую задачу: пусть заданы α и β; выборка не ограничена.
Найти mkp, n.
Φ(b) = 1

2π

∫ b

−∞ exp
(
−x2

m

2

)
dx; пусть tα : 1 − Φ(tα) = α. Из свойств функ-

ции Φ(b) вытекает, что Φ(−tα) = α.
α ≥ P (Sn ≥ m|H0) = P (Sn−np0√

np0q0
≥ m−np0√

np0q0
|H0) ∼ 1 − Φ( m−np0√

np0q0
) m−np0√

np0q0
=

tα ⇒ mkp = np0 + tα
√

np0q0

Таким образом, если известно α, то tα можно найти по таблицам, p0 - по
гипотезе, следовательно найдем mkp.
β ≥ P (Sn < m|H1) = P1(Sn < m) = P1(Sn−np1√

np1q1
< m−np1√

np1q1
) ∼ Φ( m−np1√

np1q1
), m−np1√

np1q1
=

−tβ - находим по таблицам по заданному значению β ⇒ m − np1 =
−tβ

√
np1q1; np0 + tα

√
np0q0 ≤ np1 − tβ

√
np1q1

⇒ n ≥
(

tα
√

np0q0+tβ
√

np1q1

p1−p0

)2

.
То есть алгоритм выглядит так: на первом этапе n было фиксированным,
получили mkp; на втором этапе n уже не фиксированное, но внесли усло-
вие ошибки 2-го рода, получили минимальное n.

Пример 4.2. Предположим, что p0 = 0, 5, p1 = 0, 6, α = 0, 05, β = 0, 25 ⇒
n ≥ 132. Если n = 144 ⇒ mkp = 82, Sn ≥ 82 ⇒ H0 отвергаем.
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Определение 5.1. Пусть K - некоторый класс подмножества Ω.
σ-алгеброй, порожденной классом K, называется наименьшая алгебра,
содержащая этот класс.

Замечание 5.1. σ-алгебра, порожденной классом K существует и един-
ственна.

Доказательство. Существование: надо взять все σ-алгебры, содержа-
щие класс K и пересечь их. (Множество всех подмножеств является σ-
алгеброй.)

Определение 5.2. Класс F0 подмножеств Ω называется алгеброй, ес-
ли выполняются условия:
1) Ω ∈ F0;
2) если A ∈ F0, то Ac ∈ F0;
3)A1, A2 ∈ F0, то A1 ∪A2 ∈ F0.

Пусть B0 - класс множеств вида (−∞, a), [b,+∞), [b, a) и всевозможные
конечные объединения попарно непересекающихся множеств такого вида.
Из определения вытекает, что B0 - алгебра.

Определение 5.3. Борелевской σ-алгеброй B называется σ-алгебра,
порожденная всеми открытыми множествами.

(a, b) =
∞⋃

n=1

[a +
1
n

, b)

Замечание 5.2. Любое открытое множество представимо в виде счетно-
го объединения интервалов. Следовательно, любое открытое множество
принадлежит B(B0).
[b, a) =

⋂∞
n=1(b− 1

n ), a) ⇒ B0 ⊂ B() ⇒ B(B0) ⊂ B(открытыми множества-
ми)
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Определение 5.4. Случайной величиной X называется измеримое
отображение из Ω → R, т.е. ∀B ∈ B( борел. σ-алгебра) имеем :

{ω : X(ω) ∈ B} = X−1(B) ∈ FX−1(B) ⊂ F

- прообраз борелевской σ-алгебры - подкласс F .

Замечание 5.3. Любая константа, т.е. функция X(ω) ≡ C∀ω ∈ Ω(∀ эле-
ментарного исхода) является случайной величиной, так как ∀B ∈ B:
X−1(B) = {Ω,C∈B

O
Любая константа - случайная величина, но не любая функция, принима-
ющая два значения на Ω является случайной величиной.
(O, Ω) - наименьшая σ-алгебра
(O, A,Ac, Ω) - следующая по величине σ-алгебра

Лемма 5.1. X : Ω → R является случайной величиной

⇔ ∀a ∈ R ⇒ {ω : X(ω) < a} ∈ F

5.1 Функция распределения

Определение 5.5. Функцией распределения случайной величины X на-
зывается

Fx(y) = P (X < y)

Свойства: 1. F (y) не убывает

Доказательство. Пусть y1, y2

⇒ F (y2)− F (y1) = P (y1 ≤ X ≤ y2).

2. F (y) непрерывна слева ∀y ∈ R

Доказательство. Пусть An = [y − 1
n , y)An ⊃ An+1 ⇒

⋂
An = O

(по свойству непрерывности)

0 ←n→∞ P (An) = F (y)− F (y − 1
n

)

3. F (y) → 1 приy →∞

4. F (y) → 0 при y → −∞
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Определение 5.6. Распределением случайной величины X называет-
ся вероятность Px на B(борелевская σ - алгебры):

Px(B) = P (ω : X(ω) ∈ B), ∀B ∈ B

B1, B2, B3, .. ∈ B; BiBj = O,∀i 6= j
Px(∪∞i=1Bi) = P (X−1(∪∞i=1Bi)) = P (∪∞i=1X

−1(Bi)) =
∑∞

i=1 P (X−1(Bi)) =∑∞
i=1 Px(Bi)

⇒ (R, B, Px) - вероятностное пространство

⇒ Fx(y) = P (X < y) = Px((−∞, y))

Theorem 5.1. Если на алгебре F0 подмножеств Ω задана функция P ,
удовлетворяющая условиям:
1) ∀A ∈ F0 ⇒ P (A) ≥ 0;
2) P (Ω) = 1;
3) ∀A1, A2, .. ∈ F0; AiAj = O, ∀i 6= j;
4) P (∪∞i=1) =

∑∞
i=1 P (Ai).

Тогда P однозначно продолжается до вероятности P на σ - алгебре F ,
порожденной алгеброй F0. (Без доказательства)

Замечание 5.4. Если на σ-алгебре F0 подмножеств Ω задана функция µ,
удовлетворяющая следующим условиям:
1) ∀A ∈ F0 ⇒ µ(A) ≥ 0;
2)∃{Ai} ∈ Ω,Ω ⊂ ∪∞i=1Ai;µ(Ai) < ∞;
3)если ∀A1, A2, .. ∈ F0; AiAj = O, ∀i 6= j справедливо ∪∞i=1Ai ∈ F0P (∪∞i=1Ai) =∑∞

i=1 P (Ai), то µ однозначно продолжается до меры µ, т.е. выполнены
свойства 1-3.

Theorem 5.2. Функция распределения Fx случайной величины X одно-
значно определяет Px.

Доказательство. Определим на B0 функцию P следующим образом
P ((−∞; a)) = F (a) = Fx(a)
P ([b; +∞)) = 1− F (b)
P ([b; a)) = F (a)− F (b)
Если Ki - множества вида (−∞; a), [b; +∞), [b; a) и KiKj = O ∀i 6= j

P (∪n
i=1) =

∑
P (Ki).

Докажем, что З удовлетворяет условиям (свойствам) 1-3 в условии Тео-
ремы (1). Фактически следует проверить σ - аддитивность P . Достаточно
проверить счетную аддитивность в случае, когда K1,K2, ... ∈ B0.
Ki = (−∞; a), [b; +∞), [b; a) KiKj = O ∀i 6= j;K = ∪∞i=1Ki ∈ B0

K? =
∑∞

i=1 P (Ki) . . . (1)
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1) Докажем сначала: P (K) ≥ ∑∞
i=1 P (Ki).

Фиксируем произвольную n и докажем для случая Ki = [bi; ai). Не огра-
ничивая общности, можем считать, что

b1 < a1 ≤ b2 < a2 ≤ ... < an

∑n
i=1 P (Ki) = F (a1) − F (b1) + F (a2) − F (b2) + ... ≤ F (a) − F (b) ⇒ ∀n

получено P (K) ≥ ∑n
i=1 P (Ki)

устремляем n →∞
2)Докажем теперь P (K) ≤ ∑n

i=1 P (Ki) . . . (2)
Фиксируем произвольную ε > 0(доказываем обратное неравенство). Из
непрерывности слева функции F вытекает, что ∃a′ : b < a′ < a ⇒ F (a′) ≥
F (a− ε

2
∃b′i такие, что b′i < bi ⇒ F (b′i) ≥ F (bi)− ε

2i+1

K = [b; a) → [b; a′)
Ki = [bi; ai) → (b′i; ai)
Поскольку K = ∪∞i=1Ki, мы имеем, что
[b; a′] ⊂ ∪∞i=1(b

′
i; ai)

Докажем, что отсюда вытекает, что

F (a′)− F (b) ≤
∞∑

i=1

(F (ai)− F (b′i)) . . . (3)

При n = 1 очевидно, что вытекает из свойств функции распределения.
В общем случае доказывается по индукции. Из (3) следует, что если
{P (K) = F (a)− F (b)}, то

F (a)− F (b)− ε

2
≤

∞∑

i=1

(F (ai)− F (b′i)) ≤
n∑

i=1

(F (ai)− F (bi)) +
ε

2

в силу произвольности ε получаем, что P (K) ≤ ∑∞
i=1 P (Ki)

Из (2) и (4) вытекает счетная аддитивность P . Следовательно, в силу
Теоремы 1 Теорема 2 доказана.

Remark 5.1. Пусть P - класс всех вероятностных распределений на B и
Fr - класс всех функций распределения, т.е. :
1)не убывает;
2)непрерывна слева;
3)на +∞ равна 1;
4)на −∞ равна 0.
Тогда между P и Fr существует взаимнооднозначное соответствие.

Доказательство. F (a) = P ((−∞; a))
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Remark 5.2. ∀F ∈ Fr∃ вероятностное пространство (R,B,P) и случайная
величина X такая, что ∀y ∈ R : F (y) = P (X < y)

Доказательство. P ((−∞; a)) = F (a); X(y) : R → R ⇒ X(y) = y
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(Ω,F, P )
X : Ω → R
Px(B) = P (X ∈ B) ,где Bx - произвольное борелевское мн-во
Px((−∞, a)) = Fx(a)

X =

{
1, 1/4;
0, 3/4;

F(y) - функция распределения.

Замечание 6.1. Можно показать, что, если сл. величина X дискретна, то
еҷ функция распределения кусочнопостоянна. Верно и обратное.
Можно показать, что число скачков функции распределения не более, чем
счетно, где скачок – точка разрыва.
Число скачков, в которых величина скачка больше 1/k :
F (y+)− F (y−) > 1

k – таких скачков ≤ k (иначе размах между min и max
значениями > 1 ,что не возможно)

Определение 6.1. Случайная величина X имеет абсолютно непрерыв-
ное распределение, если существует функция fx(z) такая, что при лю-
бом действительном a ∈ R

Fx(a) = P (x < a) =
∫ a

−∞
fx(z)dz

Замечание 6.2. Функция f(z) – плотность распределения случайной ве-
личины.
Из определения плотности следует, что
∀b, a; b ≤ a P (b ≤ x < a) =

∫ a

b
fx(z)dz

∀B- борелевск.Px(B) = P (x ∈ B) =
∫

B

fx(z)dz (6.1)



34 6 Лекция 6

(Все интегралы взяты по мере Лебега)
F ‘

x(a) = fx(a)︸ ︷︷ ︸
свойство плотности

∀ т. непрерывности a функции f

Свойства плотности:
1.

∫ +∞
−∞ fx(z)dz = 1

2. fx(z) ≥ 0 (из (1))

Определение 6.2. Говорят, что случайная величина X имеет нормаль-
ное распределение с параметрами a и σ2, если

fx(z) =
1√
2πσ

· e−(z−a)2

2·σ2

Вероятностный смысл параметров распределения:
a = E ·X - математическое ожидание в X
σ2 = D ·X - дисперсный квадрат

Определение 6.3. Случайная величина X имеет стандартное нормаль-
ное распределение, если она имеет нормальное распределение с парамет-
рами a = 0 и σ2 = 1

X ∼ N(a, σ2)
Стандартное нормальное распределение f(z) = 1√

2·π · e−z2/2

Пусть случайная величина X имеет нормальное распределение с a, σ2.
Переходим к z = X−a

σ , тогда z - имеет стандартное распределение.
Покажем, что плотность z совпадает с плотностью стандартного нормаль-
ного распределения.
Fz(b) = P (z < b) = P (x−a

σ < b) = P (X < a + b · σ) =
=

∫ a+b·σ
−∞

1√
2·π·σ · e−z−a2/2·σ2

dx =

= {делаем замену y = z−a
σ } =

∫ b

−∞
1√
2 · π e−y2/2

︸ ︷︷ ︸
пл. норм.станд. распр.

dy

Определение 6.4. Действительная функция g : R → R называется
борелевской, если для ∀B ∈ B g−1(B) ∈ B (т.е. если прообраз боре-
левской функции является борелевской функцией)

Замечание 6.3. Любая непрерывная функция является борелевской.
Так как прообраз открытого множества при непрерывном отображении
является открытым множеством.
⇓
Лемма 6.1. Если X - случайная величина, g - борелевская функция, то
g(X) - случайная величина.
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Доказательство. g(X) : Ω → R (X : Ω → R, g : R → R)
∀B ∈ B
g−1(X)(B) = {ω : g(X(ω)) ∈ B} = {ω : X(ω) ∈ g−1(B)︸ ︷︷ ︸

∈B

} ∈ F ⇒

g(X) - случайная величина.
⇓

Remark 6.1. Если X - случайная величина, то CX, X2, X + C, eX - слу-
чайные величины, где C = const.
Если X1, X2 - сл. вел. ⇒ X1 + X2 - сл. вел. - ?

Определение 6.5. Случайный вектор - измеримое отображение X̄ :
Ω → Rn, т.е. для ∀B ∈ Bn {ω : X̄(ω) ∈ B} ∈ F Bn - борелевская
σ-алгебра в Rn, т.е. σ-алгебра, порожденная всеми открытыми множе-
ствами в Rn.

Определение 6.6. Функция g : Rn → Rk, k ≤ n - борелевская, если
g−1(Bk ⊂ Bn.

Замечание 6.4. Любая непрерывная функция Rn → Rk - борелевская.

Лемма 6.2. Если X̄ - случайный вектор в Rn g - борелевская функция:
Rn → Rk, то g(X̄) : Ω → Rk есть случайный вектор.

Доказательство. Повторяет доказательство утверждения в одномерном
случае.

Если X1, X2 - случайные величины, то (X1, X2) - случайный вектор.
g(X1, X2) = X1 + X2 - непрерывно, случайная величина.

Определение 6.7. Пусть X̄ : Ω → Rn - n-мерный случайный вектор.
FX̄(ā) = P (X1 < a1, . . . , Xn < an), где X̄ = (X1, . . . , Xn), ā = (a1, . . . , an).

Пусть F (a1, a2) - функция распределения (X1, X2)
⇒? (свойство непрерывной вероятности) функция FX1(a1) = P (X1 <
a1) =
= lima2→+∞ P (X1 < a1, X2 < a2) = lima2→+∞ F (a1, a2)
Если X1, X2 - сл. век., почему все компоненты - случайные величины?

Лемма 6.3. Функция распределения FX̄(ā) случайного вектора X̄ одно-
значно определяет распределение случайного вектора, т.е. для ∀B ∈ Bn

однозначно определяется PX̄(B),т.е. PX̄(B) = P (X̄ ∈ B)

Доказательство. Аналогично одномерному случаю.

Определение 6.8. Случайный вектор X̄ имеет абсолютно непрерывное
распределение, если ∀ a1, . . . , an ∈ R
FX̄(ā) =

∫ a1

−∞. . .
∫ an

−∞ fX̄(z1,...,zn)︸ ︷︷ ︸
плотность сл.вект.X̄

dz1 . . . dzn
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Пусть F (a1, a2) - плотность случайного вектора (X1, X2) ⇒? плотность
fX1(z) сл. вект. X1.
fX1(z1) =

∫ +∞
−∞ f(X1,X2)(z1, z2)dz2

Пример 6.1. Коля и Петя договорились встретиться на остановке автобу-
са между 12 и 13 часами. Каждый, придя на остановку, ждет другого 15
мину, а потом уходит. Найти вероятность встречи Коли и Пети.
Моменты прихода мальчиков являются координатами точки, имеющей
равномерное распределение в квадрате [12, 13]× [12., 13]. {|u−v| < 1/4} =
A. Множество элементарных исходов Ω = {(u, v) : 0 ≤ u ≥ 60, 0 ≤ v ≥ 60}.
Тогда событие A = встреча Коли и Пети происходит = {(u, v) : |u − v| ≤
15, 0 ≤ u ≥ 60, 0 ≤ v ≥ 60}. Так как |Ω| = 602, |A| = 602 − 452 = 7

16 · 602,
то P (A) = |A|

|Ω| = 7
16 .

Пусть S ⊂ Rn и S имеет конечный объем. Результат случайного экспери-
мента - выбор произвольной точки S, при этом A ⊂ S зависит только от
объема множества A и не зависит от положения A в S ⇒ P (A) = A

S ,
где |A| = v0|A| (геометрическая вероятность)
Ω :
1. Ω - конечно
2. Все элементарные исходы равновероятны
∀A ⊂ Ω P (A) = A

Ω

Пример 6.2. Пусть X1, X2 - сл. вел. Предполагаем:
1. X1, X2 - независимы
2. Каждая имеет плотность
1) Существует ли плотность X1 + X2? 2) X1 ∼ f1(z1) X2 ∼ f2(z2)

Определение 6.9. X1, X2, . . . , Xn - случайные величины называются неза-
висимыми, если независимы σ-алгебры ими порожденные, т.е. для лю-
бого борелевского B1, . . . , Bn P (X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn) =

∏n
i=1 P (xi ∈ Bi)

Определение 6.10. Пусть (Ω,F , P ) - вероятностное пространство,
X : Ω → R случайная величина, σ-алгебра, порожденная сл. вел. X -
это X−1(B) = Fx1 .

Пример 6.3. Если X1 = C, то FX1{0, Ω}.
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Рассматривается вероятностное пространство (Ω,F, P ).
Fx = X−1(β), где Fx ={F ∈ F: F= X−1(β), β ∈ B} , а X : Ω → R,
X−1(β) ⊂ F.
Покажем, что Fx действительно есть σ-алгебра. Это следует из:
1) пусть B∈ B, тогда X−1(Bc) = (X−1(B))c;
2) ∀ B1,B2, ... ∈ B верно X−1(

⋃∞
i Bi) =

⋃∞
i X−1(Bi).

X1, ...,Xn - независимые случайные величины, если ∀ B1, ...,Bn ∈
B.P (

⋂n
i=1{Xi ∈ Bi}) =

∏n
i=1 P (Xi ∈ Bi), где Bi = (−∞; ti), t = (t1, ..., tn).

Отсюда следует Px(t) =
∏n

i=1 Fxi(ti). Далее под (1) будем подразумевать
последнее равенство.

Лемма 7.1. Случайные величины X1,X2, ...,Xn называются независи-
мыми ⇐⇒ ∀ t1, ..., tn выполнено равенство (1).

Theorem 7.1. Предположим, что X имеет плотность, то есть неот-
рицательную функцию fx(t) : Rn → R+. Тогда случайные величины
X1,X2, ...,Xn независимы X1,X2, ...,Xn⇐⇒ fx(t) =

∏n
i=1 fxi(ti).

Доказательство. Используем предыдущее утверждение. При наличии
плотности равенство (1) перепишется следующим образом:

∫ t1

−∞
...

∫ tn

−∞
fx(b1, ..., bn)db1 · ... · dbn =

=
∫ t1

−∞
fx1(b1)db1 · ... ·

∫ tn

−∞
fxn(bn)dbn =

=
∫ t1

−∞
...

∫ tn

−∞
fx1(b1) · ... · fxn(bn)db1 · ... · dbn.

Теорема доказана.
Отметим далее следующее. Пусть X1,X2, ...,Xn- случайные величины.
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Совместным распределением случайных величин X1,X2, ...,Xn называ-
ется распределение случайного вектора X = (X1, ...,Xn).

7.1 Формула свертывания

X1,X2 - независимые случайные величины, fx1(z1), fx2(z1)- соответствую-
щие плотности. Вопрос: имеет ли сумма X1+X2 плотность, или ,что то же
самое, попадает ли случайный вектор в некое множество t на плоскости?

P (X1 + X2 < t) = P ((X1,X2) ∈ Bt)

по предыдущей теореме

f(x1,x2)(z1, z2) = fx1(z1) + fx2(z2) =

=
∫ ∫

Bt

fx1(z1) · fx2(z2) · dz1 · dz2 =

=
∫ ∞

−∞
fx1(z1)

∫ t−z1

−∞
fx2(z2)dz1 · dz2 =

{значение второй функции распределено в точке t−z1 }=
∫∞
−∞ Fx2(t−z1) ·

fx1(z1) ·dz1 = {сделаем замену переменной t− z1 = z} =
∫ t

−∞
∫∞
−∞ fx1(z1) ·

fx2(z2 − z1) · dz1 · dz2. Получаем формулу для суммы случайных величин
fx1+x2(z) =

∫∞
−∞ fx1(z1) · fx2(z − z2) · dz1.

Пусть случайные величины Xi независимы и имеют нормальное рас-
пределение (Xi ∼ N(ai, σ

2
i )), i = 1, 2. Показать, что верно следующее

X1 + X2 ∼ N(a1 + a2, σ
2
1 + σ2

2).

Введем вспомогательное понятие. A1, A2, ...- события. A+ = lim sup An =⋂∞
n=1

⋃
m≥n Am есть верхний предел последовательности событий. Собы-

тие происходит ⇔ среди A1, A2, ... происходит бесконечное число собы-
тий. Например, событие происходит при нечетных n. Оказывается, веро-
ятность события A+ принимает только экстремальное значение (1, 0).

Лемма 7.2 (Бореля-Кантелли). 1) Если ряд
∑∞

m=1 P (Am) сходится
, то P (A+) = 0; 2) пусть A1, A2, ... независимы, и ряд

∑∞
m=1 P (Am)

расходится. Тогда P (A+) = 1.

Remark 7.1. ПустьA1,A2, ... независимы. Тогда P (A+) = 1 или P (A+) = 0
в зависимости от расходимости ряда

∑∞
m=1 P (Am).

Remark 7.2. Если отказаться от независимости A1,A2, ..., то в этом случае
можно привести пример, когда освободить.
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Замечание 7.1. Следствие является частным случаем закона 0 и 1 Кол-
могорова.

Доказательство (леммы Бореля-Кантелли:).
1. A+ =

⋂∞
n=1

⋃
m≥n Am = limn Bn. Из

⋃
m≥n Am нужно задаться вопро-

сом: является ли последовательность {Bn} монотонной, то есть Bn ⊃
Bn+1? По свойству непрерывности вероятности получаем, что P (A+) =
limn P (Bn) = limn P (

⋃
m≥n Am) ≤ limn

∑
m≥n P (Am) = 0. Последнее ра-

венство вытекает из счетной аддитивности вероятности.
2. Снова по свойству непрерывности: P (A+ = limn P (Bn) = limn P (

⋃
m≥n Am) =

limn(1−P (
⋃

m≥n Ac
m)) = 1−limn limk P (

⋃k
m≥n Ac

k) = 1−limn limk

∏k
m=n P (Ac

m) =
1− limn

∏∞
m≥n(1− P (Am)) = 1.

Лемма 7.3. X1,X2, ...,Xn- случайные величины. Тогда также являются
случайными величинами.

Доказательство. Воспользуемся случайных величин. {inf Xn < a} =⋃
n(Xn < a). То, что в скобках, - это элемент σ-алгебры (т.е. (Xn < a) ∈

F ), и мы просто берем счетную аддитивность.
supXn = {выражаем sup через inf} = − inf(−Xn)- случайная величина.
lim supXn выражается через оператор. Поскольку lim supXn и lim inf Xn

выражается через inf и sup, получаем, что lim supXn и lim inf Xn являют-
ся случайными величинами.

Remark 7.3. Если A ⊂ Ω, на которой последовательность {Xn} сходится,
то A ∈ F [(элемент σ- алгебры).(Ω, F, P )].

Доказательство. A = {ω : lim inf Xn(ω) = lim supXn(ω)} = {ω : lim inf Xn(ω)−
lim supXn(ω) = 0} ∈ F . Напомним, что lim inf Xn(ω) и lim supXn(ω)- слу-
чайные величины, и разность их - тоже случайная величина, а 0 - боре-
левское множество.
Будем говорить, что последовательность случайных величин сходится по-
чти наверное (почти всюду с вероятностью 1) к Х, если P (ω : limXn(ω) =
X(ω) = 1).

Remark 7.4. Последовательность {Xn} сходится, т.е. P (limXn) = 1 ⇐⇒ ∀
k ≥ 1 limn P (supm≥n | Xm −X |> 1

k ) = 0.

Доказательство. 0 = limn P (supm≥n | Xm − X |> 1
k ) = limn P (

⋃
m≥n |

Xm − X |> 1
k ) = {} = P (

⋂
n

⋃
m≥n | Xm − X |> 1

k ) = P (
⋃∞

k=1

⋂
n

⋃
m≥n |

Xm −X |> 1
k ) = 0.(, по свойству полусчетной аддитивности объединение

вероятностей не превосходит суммы вероятностей.)
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Если
⋃∞

k=1

⋂
n

⋃
m≥n | Xm − X |> 1

k , то Xm(ω) не сходится к X(ω). Сле-
довательно, вероятность противоположна обратной: P (

⋃∞
k=1

⋂
n

⋃
m≥n |

Xm −X |> 1
k ) = P (ω : Xm(ω) не сходится к X(ω)) = 0.

Определение 7.1. Последовательность случайных величин X1,X2, ...
сходится по вероятности к случайной величине X, если ∀ ε > 0 P (|
Xn −X |> ε) → 0 при n →∞
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X(ω) = lim Xn(ω) - просто по определению. Но X(ω) может не быть изме-
римым и следовательно не быть случайной величиной (из-за доопределе-
ния на множестве меры ноль). {Xn} - последовательность случайных ве-
личин, X - случайная величина, Xn → X почти всюду, P{ω : lim Xn(ω) =
X(ω)} = 1.
Xn → X почти всюду ⇔ ∀ k[∀ ε] limn P (supm≥n |Xm −X| > 1

k [ε]) = 0
В квадратных скобках дана эквивалентная формулировка.

Теорема Чебышева: X1, . . . , Xn - независимые случайные величины;
DXi ≤ cσ2, ∀ i = 1, n. Тогда ∀ε > 0

lim
n

P{
∣∣∣∣
X1 + . . . + Xn

n
− EX1 + . . . + EXn

n

∣∣∣∣ > ε} = 0

сходимость к 0 по вероятности: zn → 0, где zn = X1+...+Xn

n − EX1+...+EXn

n .

8.1 Определение математического ожидания в общем
случае

(Ω,F, P )
Если Ω не более, чем счетно, то EX =

∑
ω∈Ω X(ω)P (ω) при условии, что

ряд сходится абсолютно.
Если Х имеет распределение: x1, x2, . . . , xn; p1, p2, . . . , pn(∗) - значения и
соответствующие вероятности; pi = P (X = xi) ⇒ EX =

∑n
i=1 xipi.

Предположим, что Ω не обязательно счетно. Пусть X : Ω → R случай-
ная величина с распределением (*). Рассмотрим новое вероятностное про-
странство (Ω1, F1, P1), где Ω1 = {x1, x2, . . . , xn}, F1 - все подмножества
Ω1, P1({xi}) = pi и определим Y : Ω1 → R : Y (xi) = xi. Следовательно,
из определения Y, случайные величины X и Y одинаково распределены, а
значит, и математическое ожидание их совпадает: EY = EX =

∑n
i=1 xipi.
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Пусть (Ω,F, P ) произвольно, Y : Ω1 → R - произвольная случайная
величина. Определим Y + = max(Y, 0), Y − = max(0,−Y ); Y +, Y − - слу-
чайные величины. Так как любая случайная величина представима в виде
суммы двух неотрицательных случайных величин, и Y + ≥ 0, Y − ≥ 0 ⇒
Y = Y + +Y −. Определим EY = EY + +EY −, если EY +,EY − определены.
Ниже будут рассматривать случайную величину Y ≥ 0.

Построим последовательность случайных величин {Yn}

Yn(ω) =
n·2n∑

k=1

k − 1
2n

I{ k−1
2n ≤Y (ω)≤ k

2n }

Заметим, что для ω : Y (ω) ≥ n имеем Yn(ω) = 0. Yn(ω) - дискретная
случайная величина, принимающая значения 0, k−1

2n для k = 1, n2n

⇒ EYn =
∑n2n

k=1
k−1
2n P (k−1

2n ≤ Y (ω) < k
2n ).

Можно показать, что Yn монотонно не убывает, то есть Yn ≤ Yn+1∀ ω.
Так как |Yn − Y | < 1

2n , если Y ≤ n.
Определим EY = limn→∞ EYn, если предел конечен. Данное определение
корректно, так как можно выбрать любое разбиение и предел, если суще-
ствует, всегда будет один.
Определим интеграл по мере:

EY =
∫

Ω

Y (ω)P (dω) =
∫

R
z · dFy(z)

Fy(z) - функция распределения случайной величины Y.
P

(
k−1
2n ≤ Y (ω) < k

2n

)
= Fy( k

2n )− Fy(k−1
2n )

Аналогично определяем интеграл Лебега:
∫

R
g(z)λ(dz) =

∫

R
g(z)dz

где λ(dz) - мера Лебега.
Можно показать, что если g(x) интегрируема по Риману на отрезке [a,

b], тогда существует интеграл Лебега на этом отрезке, причем они равны:∫ b

a
g(z)dz =

∫
[a,b]

g(z)λ(dz).
Заменяя в записи математического ожидания вероятность на меру Лебега
(P на λ), получим интеграл Лебега для Yn. Обратное не верно.

Пример: z ∈ [0, 1]

g(z) =

{
1 z - рациональное
0 иначе

Рассмотрим, как выглядит приближающая последовательность gn(ω)

gn(ω) =

{
1 ω - рациональное
0 иначе

∫
gn(ω)λ(dω) = 0 · λ [иррациональное] + 1 · λ [рациональное] = 0
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Лемма 8.1. Пусть случайная величина Y имеет плотность f(z);
∫

zf(z)dz
сходится абсолютно, то есть

∫ |z|f(z)dz < ∞. Тогда EY =
∫

zf(z)dz.

Доказательство. Рассмотрим математическое ожидание EYn (пусть Y ≥
0)
EYn =

∑n2n

k=1
k−1
2n

∫ ak

ak−1
f(z)dz, где ak = k

2n .
Для доказательства утверждения достаточно показать, что EYn ↗

∫∞
0

zf(z)dz.∫∞
0

zf(z)dz−EYn =
∫∞

n
zf(z)dz+

∑n2n

k=1

∫ ak

ak−1

(
z − k−1

2n

)
f(z)dz ≤ {

z − k−1
2n ≤ 1

2n

} ≤∫∞
n

zf(z)dz + 1
2n

∫ n

0
f(z)dz →n→∞ 0, так как

∫ n

0
f(z)dz ≤ 1.

В случае, когда условие Y ≥ 0 нарушено, представляем Y = Y − + Y +

и повторяем рассуждения для Y − и Y +. Таким образом, утверждение
полностью доказано.

Если Y : x1 . . . xn

p1 . . . pn
, тогда EY =

∑n
i=1 xipi.

Если существует f(z) - плотность, тогда EY =
∫

zf(z)dz.
Свойства математического ожидания:

1. E(cY ) = cEY
2. Если существуют EX, EY ⇒ E(X + Y ) = EX + EY
3. Если случайные величины X и Y независимы и существуют EX, EY ⇒
E(XY ) = EX · EY

Доказательства вытекают из справедливости указанных свойств для при-
ближающих последовательностей {Xn} и {Yn} и справедливости перехода
к пределу по n →∞.

Пример 8.1. Пусть случайная величина имеет нормальное распределение:
Y ∼ N(0, 1).
f(z) = 1√

2π
e−

z2
2

EY = 1√
2π

∫
ze−

z2
2 dz = 0, поскольку функция нечетная.

DY = E(Y − EY )2 = E(Y 2)− (EY )2 = EY 2

Заметим, что если случайная величина Y имеет плотность f(z) и g
- борелевская функция (то есть g(Y ) - случайная величина) такая, что∫

g(z)f(z)dz сходится абсолютно, то Eg(Y ) =
∫

g(z)f(z)dz.
Используя этот факт:√

2πEY 2 =
∫ +∞
−∞ z2e−

z2
2 dz = −ze−

z2
2 |+∞−∞ +

∫ +∞
−∞ e−

z2
2 dz =

∫ +∞
−∞ e−

z2
2 dz

DY = 1√
2π

∫ +∞
−∞ e−

z2
2 dz = 1

Если X ∼ N(a, σ2) - общая нормальная случайная величина
Y = x−a

σ ∼ N(0, 1)
0 = EY , следовательно, по свойствам математического ожидания EX = a
1 = DY = 1

σ2 DX ⇒ DX = σ2





9

Лекция 9

Theorem 9.1 (Неравенство Колмогорова).
Пусть X1, X2, ..., Xn независимые случайные величины EXi = 0,EX2

i <
∞, i = 1, .., n. Тогда для любого a > 0 справедливо неравенство:

P ( sup
1≤k≤n

|X1 + X2 + ... + Xn| ≥ a) ≤
∑n

1 EX2
i

a2
.

Доказательство. Положим Sk = X1 + X2 + ... + Xk.
Пусть A = {sup1≤k≤n |Sk| ≥ a}

Ak = { sup
1≤k≤n

|Sk| < a, |Sk| ≥ a}

⇒ A =
⋃n

k=1 Ak и события AiAj = O, ∀i 6= j.∑n
i=1 E|Xi|2 = E|Sn|2 = ES2

n ·1 ≥ ES2
n · I = ES2

1 ·
∑n

k=1 IAk
=

∑n
k=1 E(Sk +

(Sn − Sk))2 · IAk
≥ ∑n

k=1(ES2
kIAk

+ 2E(Sk − Sk)SkIAk
) =

∑n
k=1 ES2

kIAk
≥

a2EIAk
= a2P(A).

Theorem 9.2 (Усиленный закон больших чисел).
Пусть X1, .., Xn независимые случайные величины

∑∞
n=1

DXn

n2 < ∞.Тогда

X1 + X2 + ... + Xn

n
− EX1 + EX2 + ... + EXn

n
→ 0

В законе больших чисел вместо
∑∞

n=1
DXn

n2 < ∞ было DXi ≤ c и послед-
нее сильнее первого.

Доказательство. Положим Yi = Xi −EXi.Отсюда и из определения сле-
дует, что EY = 0. Если Sn = Y1 + Y2 + ... + Yn. Следовательно, Sn

n → 0
почти наверное. В силу утверждения сходимости повсюду, достаточно до-
казать для любого ε > 0 справедливо выражение P (supk≥n

|Sk|
k > ε) → 0

при n →∞ (1).
Для доказательства (2) достаточно показать, что
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P (
∞⋃

k=n

Ak) → 0, An = sup
2n−1≤i<2n

|Si

i
> ε|(2)

Для доказательства (2) достаточно доказать, что ряд
∑∞

k=1 P (Ak < ∞),
так как P (

⋃∞
k=n Ak) ≤ ∑∞

k=n P (Ak).
По неравенству Колмогорова

P (An) ≤ P ( max
2n−1≤k≤2n

|Sk|
ε · 2n−1

) ≤ DS2n

ε222(n−1)
= 4ε−22−2n

∑

k≤2n

σ2
r ,

где σ2
r = DXk,

⇒ ∑∞
n=1 P (An) ≤ 4ε−2

∑∞
n=1 2−2n

∑
k≤2n σ2

k = 4ε−2
∑∞

k=1 σ2
k

∑
n:2n≥k 2−2n =

= 4ε−2
∑∞

k=1 σ2
k

1
k2(1− 1

4 )
< ∞.

Замечание 9.1. Пример того, что из сходимости по вероятности не следу-
ет сходимость почти наверное.
(Ω,A,P),Ω = [0, 1],A - борелевская σ - алгебра подмножеств [0, 1],P -
мера Лебега на [0, 1].
Построим последовательность Xn → 0 по вероятности P (|Xn| > ε) → 0.
Последовательность Xn не сходится к 0 ни в одной точке , т.е.(Xn → 0∀ω).

Замечание 9.2. ρ(t) - непрерывна и ограничена на [0, 1] (не ограничивая
общности 0 ≤ ρ(t) ≤ 1). Тогда интеграл

∫ 1

0

ρ(t) dt

можно вычислить используя усиленный закон больших чисел.

Доказательство. Пусть X1, X2, ..., Xn, Y1, Y2, ..., Yn независимые случай-
ные величины, равномерно распределенные на отрезке [0, 1].

Определение 9.1. Cлучайная величина X на [a, b] равномерно распреде-
лена, если плотность ее распределения

ρx(z) = {
1

b−a ,z∈[a,b]

0,

Zi = {1,ρ(xi)≥yi

0, .

Тогда Z1, Z2, ..., Zn равномерно распределены и независимы.

EZ1 = P (ρ(x1) ≥ Y1) =
∫ 1

0

ρ(t) dt
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Z1 + Z2 + ... + Zn

n
→

∫ 1

0

ρ(t) dt

|Z1 + Z2 + ... + Zn

n
−

∫ 1

0

ρ(t) dt| ≤ 1010

√
n

- метод Монте Карло.

Определение 9.2. Xn сходится к случайной величине X в среднем по-
рядке k - натуральное, если E|Xn −X| → 0 при n →∞.
Если k = 2, то сходится в среднем квадратичном.
Если k = 1, то сходится в среднем.

Лемма 9.1. Если Xn → X в среднем порядка k, то Xn → X.

Доказательство.

P (|Xn −X| > 2) = P (|Xn −X|k > εk) ≤ E|Xn −X|k
εk

→ 0.

Рассмотрим пример: Ω,A,P

Xn(ω) = {n,ω∈[0, 1
n ]

0,.

Тогда, Xn → 0 почти всюду,

E|Xn − 0|k = EXk
n = nk−1 > 0.

9.1 Производящие функции

Пусть X ≥ 0 целочисленная случайная величина.

Определение 9.3. Производящей функцией случайной величины X на-
зывается функция , определяемая

ϕx(z) = Ez = p0 + p1z + p2z
2 + ...

|Ezx| ≤ E|z|x ≤ 1

{|EX| = |
∫

Ω

|X(ω)|p(dω)|}

Пусть известна произвольная функция ϕx(z).Можно ли найти распреде-
ление случайной величины X?
0 1 2 3 p0 = ϕx(0)
p0 p1 p2 ...? p1 = ϕx(0)
По индукции pn = 1

n!ϕ
(n)(0)
x
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Следовательно, между производными функциями и распределениями це-
лочисленных случайных величин. Существует взаимно однозначное со-
ответствие, т.е. если X, Y - целочисленные неотрицательные случайные
величины, то X =d Y ⇔ ϕx(z) = ϕy(z).

X{1,p
0,q

ϕx(z) = q + pz
ϕ ∼ Bi(n, p)
Y = X1 + ... + Xn, где X1, .., Xn независимые одинаково распределенные
и в каждой точке имеющие распределение Бернулли:

X1 = {1,p
0,q=1−p

⇒ ϕy(z) = Ezy = Ezx1 · ... · zxn =
n∏

i=1

Ezxi = (f + pz)n

В общем случае, если X1 и X2 зависимые случайные величины, то для
любого из них определена производная функция и

ϕx1+x2(z) = ϕx1(z)ϕx2(z)

Пусть X ∼ P0(λ)(Пуассоновское распределение), т.е. ∀k = 0, 1, 2, ...

P (X = k) =
−λk

k!
· e−λ
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Лемма 10.1. Если положительная целочисленная случайная величина
имеет математическое ожидание, то тогда оно может быть найдено
по формуле

∑∞
i=1 ipi = {по определению} =EX = ϕ

′
x(1), то есть как

первая производная производящей функции в точке, равной 1.

Дисперсия случайной величины X, если она существует, вычисляется так:
DX = EX2 − (EX)2 = ϕ

′′
x + ϕ

′
x(1)− (ϕ

′
x(1))2.

Пусть X ∼ Po(λ). Тогда ϕx = eλ(s−1). Отсюда ϕ
′
x(s) = λe(s−1). Таким

образом, EX = λ и DX = λ, или более подробно DX = λ2 + λ− λ2.
Зная производящую функцию, можно однозначно восстановить распре-
деление.
Допустим, что есть некая территория площади t. Пусть N - количество
выводков на этой территории (следовательно N - целое неотрицательное
число). N ∼ Po(λ), λ пропорциональна площади участка, то есть λ = αt.
Xi - количество детенышей в i-ом выводке. Xi соответствует два числа:
значение, принимающие значения 0,1,2,..., и соответствующие вероятно-
сти p0, p1, p2, ....
ZN - общее количество детенышей на всей территории, и ZN = X1 + ... +
X1.

Пример 10.1. Найти ϕZN (S) в терминах ϕN (S) и ϕx(S).

Solution 10.1. Оговорим, что случайные величины X1,X2, ... предпола-
гаются независимыми, одинаково распределенными и с общей производя-
щей функцией ϕX(S).
Будем действовать по определению:
ϕZN

(S) = ESZN = ESx1+...+xN = E
⋂N

i=1 Sxi . Так как произведение мате-
матических ожиданий равно математическому ожиданию произведения,
то есть знаки E и

⋂
можно поменять местами. Следовательно, получаем,

что E
⋂N

i=1 Sxi = ϕN
x (S).

Запишем 1 как сумму индикаторов по всем возможным значениям N ,
то есть 1 =

∑∞
n=0 I{N=n} . Отсюда ϕZN (S) = ESZN

∑∞
n=0 I{N=n} =
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∑∞
n=0 ESZN I{N=n}= {ESZN определено только через Xi, а I{N=n} через

N . Предполагается, что N,X1,X2, ... независимы}=
∑∞

n=0 ESZNEI{N=n} =∑∞
n=0 ϕn

x(S)P (N = n) = ϕN (ϕx(S)). Таким образом получили общее
утверждение.

Лемма 10.2. Если X1,X2, ..., N - независимые неотрицательные цело-
численные случвайные величины, и X1,X2, ... имеют одинаковые распре-
деления ϕZN

(S) = ϕN (ϕx(S)).

Remark 10.1. Если N ∼ Po(λ), λ = αt, то ϕZN
(S) = exp(αt(ϕx(S)− 1)).

10.0.1 Ветвящиеся процессы. Задачи о вырождений Фомина.

Пусть каждая частица порождает (независимо от других) себе подобных
от нуля до бесконечности. Количество частиц в n-ом поколении обозна-
чим через Zn (Zn-величина, как в предыдущей задаче). И пусть ϕ(S)-
производящая функция случайной величины X, где X- число частиц, по-
рожденных одной частицей. Тогда Zn = X1 + X2 + ... + Xn−1. Используя
предыдущее утверждение, получаем, что ϕZN

(S) = ϕZn−1ϕ(S)). Обозна-
чим это равенство через(1). Чтобы не путаться, в дальнейшем опустим
Z, то есть ϕZn = ϕn. Тогда (1) перепишется: ϕn(S) = ϕn−1(ϕ(S)). По
индукции ϕn+1(S) = ϕ(ϕn(S)). Обозначим через (2).

Пример 10.2. Какова вероятность вырождения фамилии?

Solution 10.2. Вырождение фамилии: сын порождает сыновей. Напри-
мер, в 1934г. статистика показывала вероятность pk = 0.21(0.59)k−1. Обо-
значим через xn = p(Zn = 0), x1 = p(Z1 = 0) = p(X = 0) = p0, x2 = p(Z2 =
0). Связь между xn+1 и xn: {Zn+1 = 0} ⊃ {Zn = 0}. Отсюда xn ≤ xxn+1 ,
таким образом {x−n} - неубывающая последовательность, заключенная в
интервал [0,1]. Значит, limxn = x. Тогда {вырождение} =

⋃∞
n=1{Zn = 0}.

Следовательно, P ({вырождение})=P (
⋃∞

n=1(Zn = 0)) = {по свойству
непрерывности неотрицательной последовательности}=limn P (Zn = 0) =
x- вероятность вырождения процесса. Этот x и будем искать. Из (2) вы-
текает, что xn+1 = P (Zn+1 = 0) = ϕn+1(0) = ϕ(xn), где xn+1 = ϕ(xn)-
производящая функция. Устремим в этом соотношении n к бесконеч-
ности. Тогда в силу непрерывности ϕ xn+1 = ϕ(xn). Соответственно,
x = ϕ(x) (3). Это вероятность вырождения x, удовлетворяющая (3). Так
как ϕ(s) = ESx, то ϕ(1) = 1. Значение, равное единице, есть и решение
(3).
Пусть µ = EX, тогда µ- среднее число потомков в одном поколении.

Theorem 10.1. Пусть p0 : 0 < p0 < 1(не рассматривается ситуация
вырождения), то есть исключается очевидная ситуация. Тогда если
- µ ≤ 1, то x = 1;
- µ > 1, то x < 1 и x > 0, где x- вероятность того, что вырождение
равно единице.
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Remark 10.2. Для того, чтобы x = 1, необходимо и достаточно µ ≤
1(вытекает из второго пункта теоремы).

Замечание 10.1. Пусть µn+1 = EZn+1 = ϕ
′
n+1(1) = µµn. Последователь-

ность µ удовлетворяет следующему соотношению: µn+1 = µµn ⇒ µn+1 =
µn+1.
- если µ < 1, то µn+1 → 0
- если µ = 1, то µn+1 = 1 (удивительный факт)
- если µ > 0, то µn+1 →∞(экспоненциально быстро).

Доказательство. Рассмотрим следующие графики. Трех пересечений быть
не может, поэтому существует только два случая. ϕ(S) = p0+Sp1+S2p2+
...+. ϕ(S) - не убывает, более того строго возрастает.
Случай 1. x = 1 - единственное решение уравнения (3).⇒ 1−ϕ(S) < 1−S

для ∀ 0 < S < 1.⇒ 1−ϕ(S)
1−S . Устремим S к единице. Получим ϕ

′
(1) ≤ 1, µ ≤

1.
Случай 2. Для S < a имеем ϕ(S) > S. Тогда x1 = ϕ(0) < ϕ(a) =
a(получим, что x1 < a). По индукции в силу (2) xn = ϕ(ϕn−1(0)) =
ϕ(xn−1) < ϕ(a) = a ⇒ ∀nxn < a. Отсюда действительно вытекает, что
1 − a = ϕ(1) − ϕ(a) = ϕ

′
(θ)(1 − a)(т. Лагранжа). ⇒ ∃θ : ϕ

′
(θ) = 1 при

этом a < θ < 1. Отсюда вытекает ϕ
′
(1) > ϕ

′
(θ) ⇒ µ > 1, так как ϕ

′
(S)

возрастает.
Из рассмотрения этих двух случаев получаем доказательство теоремы.

10.1 Характеристические функции

Пусть X - произвольная случайная функция. Характеристической функ-
цией случайной величины X называется функция fx(t) = Eeixt, t ∈ R, i -
мнимая единица.
Характеристическая функция определена для любых случайных вели-
чин, поскольку | cosXt |≤ 1 и | sinXt |≤ 1: fx = Eeixt = E cosXt =
iE sinXt, fx = Eeixt =

∫
Ω

exp{itX(ω)}P (dω) =
∫
R eitydFx(y) (интеграл

Лебега- Стильтьеса), где X(ω) - случайная величина на вероятностном
пространстве (Ω,A, P ), и X(ω) : Ω → R. Fx(y) - функция распределения
случайной величины X.
Частные случаи:
1. Если случайная величина X имеет плотность g, то характеристическая
функция находится так: fx(t) =

∫
R g(y)eitydy.

2. Если случайная величина X дискретна, то есть принимает не более,
чем счетное количество значений, x1, x2, ...- случайные величины, а - со-
ответствующие вероятности. Тогда fx(t) =

∑∞
k=1 eitxkpk =

∑∞
n=0 eitnpn =

ϕx(eit), (X- неотрицательное целое число).
Имеет место следующее свойство математического ожидания:
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Пусть X и Y- случайные величины на одном вероятностном пространстве:
X : Ω → R и Y : Ω → R. предположим также | X |≤ Y почти наверное,
и EY < ∞ (существование приближенного математического ожидания
конечно). Тогда E | X |< EY (монотонность математического ожидания),
в частности существует E | X |.

Свойства характеристической функции
1. fx(0) = 1, | eitx |≤ 1 (на самом деле, должно быть −” , но запишем
” ≤ ” ). fx(t) ≤ 1. Характеристическая функция не превосходит единицы
∀t, а максимальное значение достигает в нуле.
2. Характеристическая функция линейного преобразования случайных
величин.
Y = aX+ t, Y - линейное преобразование случайной величины X. fY(t) =
E exp(it(aX + b)) = eitbfx(at).
3. Мультипликативное свойство характеристической функции.
Если X1,X2 независимы, то fx1+x2(t) = Eeit(x1+x2) = Eeitx1 +Eeitx2 .
4. Характеристическая функция является равномерной и непрерывной
функцией.

Доказательство. Пользуемся определением и аддитивностью математи-
ческого ожидания.
| fx(t + h) − fx |=| E(ei(t+h)x − eitx) |=| E(ei(t+h)x − eitx) · 1 |≤ { eitx
исчезает за счет того, что оно по модулю меньше единицы, а едини-
цу представим в виде: 1 = I + I, эти индикаторы соответствуют двум
противоположным событиям | X |< A и | X |≥ A. A выберем потом.}
≤| E(eihx − 1 | ·I|x|<A+ | E(eihx − 1 | ·I|x|≥A. Обозначим это как (1).
| E(eihx− 1 | ·I|x|≥A ≤ 2P (| x |≥ A), так как | (eihx− 1 | можно ограничить
двойкой. Это обозначим через (2). Значит, | eia − 1 |=| i ∫ a

0
eiydy |≤ a, a >

0 ⇒| E(eihx − 1 | ·I|x|<A ≤ E | hX | ·textbfI|x|<A ≤ A | h |. Это обозначим
через (3). Фиксируем произвольное ε > 0 , тогда ∃A0 : P (| X |≥ A0) > ε

4 .
Берем δ = ε

2A0
. Тогда объединяя (1), (2) и (3), получаем | fx(t+h)−fxt |≤

A0 · ε
2A0

+ 2 · ε
4 = 2 при условии, что | h |< δ и ∀t. Отсюда и вытекает рав-

номерная непрерывность.
5. Если для некоторого h ≥ 1∃EXn (момент порядка n), то fx дифферен-
цируема n раз и f

(n)
x (0) = inEXn (если известна fx(t), то можно найти

все моменты). Обратное не верно.

Theorem 10.2 (Теорема Лебега о предельном переходе под зна-
ком математического ожидания). Пусть Xn - последовательность
случайных величин , которая сходится почти наверное к X : Xn →
X.Пусть |Xn| ≤ Y почти всюду для всех случайных величин EY <
∞.Тогда ∃ EX и EX = limEXn(EX = E(limX))

Доказательство. Пусть n = 1. Докажем,что ∃ρ′x.Ниже индекс X опуска-
ем
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ρ(t + h)− ρ(t)
h

=
∫ ∞

−∞
eith.

eith − 1
h

dF (y) . . . (4)

Рассмотрим функцию

αh(y) = eity.
eith − 1

h
, |eity − 1| ≤ |y · h|.

Тогда для любого фиксированного y : |αn(y)| ≤ |y| справедливо выраже-
ние: αn(y) → iyeity при n → 0
Следовательно , по теореме Лебега вытекает , что при h → 0 предел левой
части (4) существует и справедливо следующее равенство :

ρ′(t) = i

∫ ∞

−∞
yeitydF (y)

Для n = 1 доказано,для общего случая доказывается по индукции.
6. Формула обращения:
Пусть Fx(y) - функция распределения случайной величины X.Для любых
точек непрерывности a и b функции Fx(y) имеем

Fx(a)− Fx(b) = lim
c→∞

1
2π

∫ c

−c

e−itb − e−ita

it
fx(t) dt

Введем обозначение :

Vc =
1
2π

∫ c

−c

e−itb − e−ita

it
fx(t) dt

Замечание 10.2. Пусть a > b,устремим b → −∞ и находим Fx(a) для
любых точек непрерывности a.Следовательно знаем значение Fx(a) для
любых a ∈ R.
Если a - точка разрыва для Fx(a).Тогда существует последовательность
an такая,что an возрастает и сходится к a и a - точка непрерывности Fx

и в силу свойства непрерывности Fx слева получаем

Fx(a) = lim Fx(an).

Доказательство (формулы обращения).

Vc =
1
2π

∫ c

−c

∫ ∞

−∞

e−itb − e−ita

it
.eitu dF (u)dt =

= − 1
2π

∫ c

−c

∫ ∞

−∞

e−it(b−u) − e−it(a−u)

it
dF (u)dt |e−it(b−u)−e−it(a−u)| =

= {a > b} = |eit(b−a) − 1| ≤ (a− b)|t|.
Для Vc меняем порядок интегрирования(по теореме Фурье):



54 10 Лекция 10

∫ ∞

−∞
dF (u)

∫ b

a

dFx(u) = P (a < x < b).

Vc =
1
2π

∫ ∞

−∞

∫ c

−c

e−t(b−u) − e−it(a−u)

it
dtdF (u)

∫ 0

−c

= {t = −t} =
∫ c

0

−e−it(u−b) + e−it(u−a)

it
dt

⇒
∫ c

−c

−e−it(u−b) + e−it(u−a)

it
dt =

=
∫ c

0

eit(u−b) − eit(u−a)

it
dt +

∫ 0

−c

e−it(u−a) − e−it(u−b)

it
dt =

= 2
∫ c

0

sin(u− b)− sin t(u− a)
t

dt = {} = 2
∫ c(u−b)

c(u−a)

sin t

t
dt.

lim
A,B→+∞

1
π

∫ B

−A

sin t

t
dt = 1 . . . (5)

Итак для

Vc =
∫ ∞

−∞

1
π

∫ c(u−a)

c(u−b)

sin t

t
dtdF (u).

Пусть ρc(u) = 1
π

∫ c(u−a)

c(u−b)
sin t

t dt, a > b Рассмотрим различные предельные
поведения ρc(u) :
1. Если u < b, то ρc(u) → 0 при c →∞.
2. Если u > b, то ρc(u) → 0 при c →∞.
3. Если b < u < a, то ρc(u) → 1 при c →∞ в силу формулы (5).
4. Если u = b или u = a , то ρc(u) → 1

2 при c →∞.
Заметим , что ρc(u) равномерно ограничена для любого с.Тогда по теоре-
ме Лебега limVc =

∫∞
−∞ g(u) dF (u), где

g(u) =





0, u > a, u < b

1/2, u = a, u = b

1, b < u < a
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x ∼ N(0, 1) - стандартная норм. сл. величина
g(y) - плотность сл.в. x
g(y) = 1√

2π
e−y2/2

f(t) = Eeitx =
∫∞
−∞

1√
2π

eity−y2/2dy

дифференцируя подынтегральную функцию, получаем:
f ‘(t) = i√

2π

∫∞
−∞ yeity−y2/2dy = {интегрируем по частям} = −tf(t), f(0) =

1 ⇒ f(t) = e−t2/2- характеристическая функция стандартного нормаль-
ного закона
Пусть ϕ ∼ N(a, σ2) - общий нормальный закон
ϕ = a + σx, где x ∼ N(0, 1) из свойств характеристической функции:
fy(t) = exp(ita− i2σ2

2 )
Пусть ∃xi ∼ N(ai, σ

2
i ), i = 1, 2 независимы.

Рассмотрим x1 + x2

fx1+x2(t) = fx1fx2 = exp{it(a1 + a2)− t2

2 (σ2
1 + σ2

2)}
Любая линейная комбинация нормальных, линейно распределенных случ.
величин имеет нормальное распределение.

{xn −→ x}
⇓?
fn(t) −→ f(t)

Определение 11.1. Пусть {Fn} - последовательность функций распре-
деления Fn слабо сходится к F (x), если для ∀ т. x - точка непрерывно-
сти функции F, имеем Fn(x) → F (x)

Какие функции могут выступать, как пред. функции распределения?
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Замечание 11.1. 1) 0 ≤ F ≤ 1
2) Легко показать, что F - неубывающая.
F не обязательно является функцией распределения.

Пример 11.1. Fn(x) - функция распределения функции принимает значе-
ние n с вероятностью 1.
Fn(x) → 0 - функция распределения равномерно распределенной величи-
ны на отрезке [−n, n].
Слабая сходимость: Fn ⇒ F
Если F - функция распределения и Fn ⇒ F , тогда xn ⇒ x слабо сходится
к x (сходимость по распределению), где xn и x - случайные величины с
функциями распределения Fn и F соответственно.

Theorem 11.1 (Прямая теорема о непрерывном соответствии).
Пусть Fn ⇒ F , где Fn, F - функции распределения, тогда для любого
действительного t fn(t) → f(t), где fn и f характеристические функции,
отвечающие функциональным распределениям Fn и F соответственно,
т.е. f(t) =

∫∞
−∞ eitydF (y)

Theorem 11.2 (Обратная теорема о непрерывном соответствии).
Пусть последовательность характеристических функций {fn} сходит-
ся поточечно к некоторой функции f(t), непрерывной в нуле.
Тогда f(t) является характер. функцией и Fn ⇒ F , где Fn и F - функции
распределения, отвечающие характер. функциям fn и f соответствен-
но.

Лемма 11.1. Пусть Fn(x) → F (x) для ∀ точки x ∈ D, где D есть всюду
плотное множество на R.
Тогда Fn ⇒ F .

Доказательство. Для того, чтобы получить слабую сходимость, мы долж-
ны понять, почему, взяв ∀ точку F получим непрерывную сходимость.
Пусть x - т. непрерывности F. Возьмем произвольные x1, x2 ∈ D x1 < x <
x2 Имеем

Fn(x1) ≤ F (x) ≤ Fn(x2) (11.1)

Далее рассмотрим

F (x1) = lim Fn(x1)
(1)

≤ limFn(x) ≤ limFn(x) ≤ Fn(x2) = F (x)(по условию леммы)
(11.2)

Очевидно, что

F (x1) ≤ F (x) ≤ F (x2)(в силу выбора точек x1, x2) (11.3)

Из (2) и (3) ⇒ что ∃ limFn(x) = F (x)
т.к. x - произвольная ⇒ слабая сходимость.
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Theorem 11.3 (Первая теорема Хелли). Из любой последовательно-
сти функций распределения {Fn} можно выделить слабо сходящуюся
подпоследовательность.

Доказательство. Пусть D = {xn} –счетное, всюду плотное множество на
R, например, множество рациональных чисел.
Из ограниченной последовательности {Fn(x1)} выделим сходящуюся под-
последовательность {F1n(x1)}.
Из ограниченной последовательности {F1n(x2)} выделяем сход. подпосле-
довательность F2n(x2) и т.д.
x1 F11(x1)︸ ︷︷ ︸ F12(x1) F13(x1) . . . → F (x1)

x2 F21(x2) F22(x2)︸ ︷︷ ︸ F23(x2) . . . → F (x2)

x3 F31(x3) F32(x3) F33(x3)︸ ︷︷ ︸ . . . → F (x3)
. . . . . .

F2n(xi) → F (xi) i = 1, 2
F3n(xi) → F (xi) i = 1, 2, 3

Если возьмем последовательность из диагональных элементов, то по-
следовательность сходится по всем xk:
для подпоследовательности {Fnn(x)} имеем Fnn(xk) → F (xk)
для ∀xk ∈ D.
В силу Леммы 1 имеем Fn ⇒ F .

Theorem 11.4 (Вторая теорема Хелли). Если g - непрерывная функ-
ция на R и Fn ⇒ F , при этом F (= ∞)− F (−∞) = 1. Тогда

∫ +∞
−∞ gdFn →∫ +∞

−∞ gdF

Замечание 11.2. 1) F (+∞) = F (−∞) = limx→+−∞ F (x)
2) F (+∞)− F (−∞) = 1 ⇔ F (+∞) = 1, F (−∞) = 0 ⇒ F– функция
распределения
3) Теорема 1 является прямым следствием Теоремы 4. Достаточно рас-
смотреть fn(t) → f(t)∫ +∞
−∞ cos tydFn(y) = i

∫ +∞
−∞ sin tydFn(y) → ∫ +∞

−∞ cos tydF (y) = i
∫ +∞
−∞ sin tydF (y) ⇒

dF = f(t), где t– параметр

Доказательство. Сначала докажем, что для любого фиксированногоA >
0

∫ A

−A

gdFn →
∫ A

−A

gdF (11.4)

Фиксируем произвольное ε > 0
Разделим отрезок [−A,A] точками x0, . . . , xN : −A = x0 < x1 < . . . < xN =
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A
так, что xi точки непрерывности F (x) и |g(x)−g(xi)| < ε для ∀x ∈ [xi−1, xi]
Последнее возможно, т.к. g равномерно непрерывна [−A,A]
Определим функцию gε на [−A,A]
gε(+A) = g(+A)
gε(x) = g(xi) для x ∈ [xi−1, xi) i = 1, N
Тогда для ∀x ∈ [−A, A] |gε(x)− g(x)| < ε gε– кусочно постоянная.
Рассмотрим разность интегралов (5).
| ∫ A

−A
(−gε + gε)gdFn −

∫ A

−A
(−gε + gε)gdF | =

= {вычтем и прибавим gεв каждом подыинтегралдьном выражении,
воспользуемся неравенством треугольника} ≤
≤

∫ A

−A

|g − gε|dFn

︸ ︷︷ ︸
≤ε

+
∫ A

−A

|g − gε|
︸ ︷︷ ︸

≤ε

+| ∫ A

−A
gε(dFn−dF )| ≤ 2ε+M

∑N
k=1(|Fn(xk)−

F (xk)|+ |Fn(xk−1)− F (xk−1)|︸ ︷︷ ︸
→0 приn→∞

), где M = supk |g(x)|

с ростом M последнее слагаемое стремится к нулю при n → ∞ ⇒ (5)
доказано для любого фиксированного A.
Фиксируем ε > 0, тогда ∃A : F (−A) < ε/4, 1− F (A) < ε/2
Не ограничивая общности, считаем, что +,-А есть точка непрерывности
F. Тогда, т.к. Fn(+−A) → F (+−A), то
∃n0 : n ≥ n0 Fn(−A) < ε/2, 1− Fn(A) < ε/2
Имеем:
| ∫∞−∞ gdFn−

∫∞
−∞ gdF | ≤ | ∫ A

−A
gdFn−

∫ A

−A
gdF |+M(Fn(−A)+(1−Fn(A))+

F (−A) + (1− F (A))) ≤ | ∫ A

−A
− ∫ A

−A
|+ 3/2εM (исп. (4))⇒ Т. 4 доказана.

⇓
прямая теорема

Лемма 11.2. Пусть x - случайная величина. Для ∀τ > 0

P (|x| ≤ 2/τ) ≥ 2| 1
2τ

∫ τ

−τ

f(t)dt| − 1 (11.5)

Доказательство. εf(t)– характеристическая функция сл. величины x.
Имеем | 1

2τ

∫ τ

−τ
f(t)dt| = | 1

2τ

∫ τ

−τ
Eeitxdt| =

= {т.Флубини, выносим знак мат. ожидания за интеграл} = | 1
2τ E

∫ τ

−τ
eitxdt| =

| 1τ E
∫ τ

0
cos(tx)dt| = |E sin τx

τx (1{|x|≤2/τ}+1{|x|>2/τ})| ≤ E1{|x|≤2/τ}+ 1
2E1{|x|>1/2τ} =

P (|x| ≤ 2
τ ) + 1

2 (1− P (|x| ≤ 2
τ )) = 1

2 (1 + P (|x| ≤ 2τ))
Рассмотрим правую и левую части и +P (|x| ≤ 2τ) ⇒ (5)

Доказательство теоремы 2:
Пусть Fn - функция распределения, отвечающая хар. функции fn(t). По
первой теореме Хелли их {Fn} выделим слабо сходящуюся подпоследова-
тельность {Fnn} и Fnn ⇒ F ∗
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Необходимо и достаточно доказать, что

F ∗(+∞)− F ∗(−∞) ≥ 1 (11.6)

В силу Леммы 2

Fnn(2/τ)− Fnn(−2/τ) ≥ 2| 1
2τ

∫ τ

−τ

fnn(t)dt| − 1 (11.7)

Fnn(2/τ)−Fnn(−2/τ) = P (− 2
τ ≤ xnn < 2

τ ) (надо доказать Лемму 2 не для
модуля, а для невключенного конца)
Рассмотрим вероятностное пространство (Ω,A, P ), где Ω = [−τ, τ ], A -
борелевская σ-алгебра подмножеств Ω, P = λ

2τ , где λ - мера Лебега на
[−τ, τ ]. Тогда fnn(t) как непрерывная функция на [−τ, τ ] есть сл. величи-
на на (Ω, A, P ), при этом по условию Теоремы 2 fnn(t) → f(t), а также
|fnn(t)| ≤ 1. Следовательно можно использовать теорему Лебега.
В неравенстве (7) можно считать, что −2/τ, 2/τ - точки непрерывности
функции F ∗

F ∗(2/τ)−F ∗(−2/τ) = limn(Fnn(2/τ)−Fnn(−2/τ)) ≤
(7)

limn (2| 1
2τ

∫ τ

−τ
fnn(t)dt|−

1) = {т. Лебега о предельном переходе под знаком интеграла} =
= 2| 1

2τ

∫ τ

−τ
f(t)dt| − 1

F ∗(2/τ)− F ∗(−2/τ) = limn(Fnn(2/τ)− Fnn(−2/τ))
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Рассмотрим функцию Φ(τ) =
∫ τ

0
f(t)dt ⇒ Φ(τ) дифференцируема в ну-

ле.
F ∗(+∞)− F ∗(−∞) ≥ 2| 1

2τ

∫ τ

−τ
f(t)dt| − 1 = 2|Φ(τ)−Φ(−τ)

2τ | − 1 → 1
Φ′(0) = f(0) = 1
⇓
F ∗ - действительная функция распределения.
Таким образом в предыдущем доказательстве было показано, что из по-
следовательности {Fn} - функции распределения,соответств. {fn}, все-
гда можно выделить подпоследовательность {Fnn} : Fnn

сход. слабо=⇒ F ∗ -
функция распределения.
Покажем, что Fn ⇒ F ∗.
Предполагаем, что это не так, что Fn‘ ⇒ F ∗∗ - функция распределения
и Fn‘ 6= F ∗∗, то тогда соответствующие характеристические функции
f∗ 6= f∗∗, что противоречит условию теоремы, т.к. по прямой теореме
о непрерывном соответствии получаем, что fnn → f∗ и fn‘ → f∗∗ ⇒ вся
{fn} ⇒ функции распределения.

12.0.1 Применение характеристических функций

Theorem 12.1 (Теорема Хинчина - закон больших чисел). Пусть
X1, X2, . . . независимые одинаково распределенные случ. величины, EX1 -
существует. Тогда

X1 + X2 + . . . + Xn

n

P−−−−−−−−−−−→
по вероятности

EX1

(Напомним, что у Чебышева существ. ограничение константой дисперсий.
В формуле Колмогорова требовалось существ. дисперсии и сходимость
некоторого ряда даже в случае не всех огран. дисперсий.)
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Доказательство. Пусть f(t) - произвольная характеристическая функ-
ция. Докажем два предельных соотношения:

fx(t) = 1 + itEX + ō(t) t - мало (12.1)

fx(t) = 1 + itEX − t2

2
EX2 + ō(t2) (12.2)

ō(t)
t → 0 при t → 0.

(1) справедливо, когда ∃ EX
(2) справедливо, когда ∃ EX2

. ei·t − 1 = i
∫ t

0
eiydy ⇒ |eit − 1| ≤ |t|

но |eit − 1| ≤ 2 всегда, т.к. |eit| ≤ 1, |1| ≤ 1 ⇒ |eit − 1| ≤ min(2, |t|)
eit − 1− i · t = i

∫ t

0
(eiy − 1)dy

|eit − 1− it| ≤ min(2|t|, t2

2 )
f(t) = E(eitx + 1 + itx − 1 − itx) = 1 + it · EX + E(eitx − 1 − itx)1 =
1 + itEX + E(eitx − 1− itx)(1{|x|≤t−1/4}︸ ︷︷ ︸

оценка t2

+1{|x|>t−1/4}︸ ︷︷ ︸
оценка |t|

)

|f(t)− 1− itEX| ≤ E2|t||X|1{|x|>t−1/4} + E 1
2 t2X21{|X|≤t−1/4} ≤

t2

2
· 1
t1/2︸ ︷︷ ︸

t3/2
2

+2|t|E|X|1{X>t−1/4}

t3/2

t
−−−→
t→0

0

2|t|E|X|1{x>t−1/4}
t → 0, если E|X|1{x>t−1/4} → 0, при t → 0 ⇒ (1).

Аналогично доказывается (2).
Нужно рассмотреть более длинное разложение:
f(t) = E(eitx + 1 + itX − t2

2 X2 − 1− itX + t2

2 X2)
fx(t)− 1 + itEX + ō(t)
Пусть Sn = X1 + . . . + Xn и F (t) = EeitX1 .
Тогда fSn(t) = fn(t),
fSn

n
(t) = fn( t

n ) ⇒ fSn
n

(t) = (1 + i t
nEX1 + ō( t

n )n n→∞−→ eitEX1

Обозначим m = EX1

eitm = Eeitm · 1
eitm - характеристическая функция случайной величины, принимающей
значение m с вероятностью 1.
По обратной теореме FSn/n ⇒ F{вырожденно распредел. в т. m}
Фиксируем ∀ε > 0
P (|Sn

n −m| < ε) = FSn
n

(m + ε)−FSn
n

(m− ε) → Fm(m + ε)︸ ︷︷ ︸
=1

−Fm(m− ε)︸ ︷︷ ︸
=0

= 1

т.е. Sn

n

P−→ m = EX1
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Theorem 12.2 (Центральная предельная теорема.). (без ограниче-
ния на характер распределения сл. вел. X)
Пусть X1, X2, . . . независимые, одинаково распределенные сл. величины
и существуют EX1 = a, DX1 = σ2. Тогда P (X1+...+Xn−na

σ
√

n
< y) → Φ(y) =

1√
2π

∫ y

−∞ e−
z2
2 dz (стандартное нормальное распределение)

σ
√

n =
√

nσ2 = (DX1 + . . . + DXn)1/2

P (X1+...+Xn−E(X1+...+Xn)√
D(X1+...+Xn)

< y)

(с ростом n в пределе получается стандартная предел. величина)

Доказательство. Фактически в теореме утверждается, что FSn−EXi√
DSn

⇒ Φ,
где Sn = X1 + . . . + Xn (по теореме о непрер. соответствии между харак-
теристич. функциями и слабой сходимостью)
Пусть Yi = Xi − EXi ⇒ EXi = 0, DYi = DXi

Тогда Sn − ESn = Sn‘ = Y1 + . . . + Yn

Пусть f(t) = EeitY1 . Имеем f S‘
n

σ
√

n

(t) = fn( t
σ
√

n
)

Воспользуемся соотношением (2):
= (1 + 0 − t2

2σn · σ2 + ō( t2

σ2n ))n → e−t2/2 - характеристическая функция
стандартного нормального распределения.
(получили: х.ф.f S‘

n
σ
√

n

→ х.ф. ст. н. распр.)

Theorem 12.3 (Центральная предельная теорема с оценкой).
supy |P (X1+...+Xn−na

σ
√

n
< y)− Φ(y)| ≤ 0,77√

n
E|X1|3

если выполнены условия предыдущей теоремы

Доказательство. Если E|X1|3 = ∞, то бессмысленно, т.к. в любом случае
≤ 1.
Применим ЦПТ. Предположим, что есть некая неизвестная предельная
величина а, которую измеряют, X - результат измерения.
X − a = δ - ошибка
δ = X − a = X − EX︸ ︷︷ ︸

случайная ошибка

+ EX − a︸ ︷︷ ︸
систематическая ошибка

Систематическую ошибку принято считать нулевой, для простоты.
X = a + δ при отсутствии сист. ошибки Eδ = 0
X1, . . . , Xn - результаты измерений, независимые одинаково распредел.
â = X1+...+Xn

n - оценка неизвестного значения a
EXi = a, DXi = σ2 ⇒ Eâ = 1

nE(X1 + . . . + Xn) = a
Dâ = 1

n2 D(X1 + . . . + Xn) = σ2/n
⇒ дисперсия усредненного сильнее в n раз
P (|â− a| < ε) = P (X1+...+Xn

n − a) =

= P (|X1+...+Xn−na
σ
√

n
| < ε

√
n

σ ) ∼ {по ЦПТ} ∼ 1√
2π

∫ ε
√

n
σ

−ε
√

n
σ

e−z2/2dz

В частности, если взять ε
√

n
σ = 3, то
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1√
2π

∫ ε
√

n
σ

−ε
√

n
σ

e−z2/2dz = 0, 997 ⇒ P (|â− a| < 3σ√
n
) ∼ 0, 997

т.е., используя ЦПТ, показываем, что не только â близко к a, но и
P (â− 3σ√

n
< a < â + 3σ√

n
) ∼ 0, 997 - интервальная оценка для a.
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Лекция 13

13.1 Условное распределение. Условное
математическое ожидание

Напомним: если P (B) > 0
P (A|B) = P (AB)

P (B) = PB(A)
(Ω,A, P ) - исходное вероятностное пространство, то (Ω, A, PB) - вероят-
ностное пространство.
⇓
Если X : Ω → R - случайная величина, то при условии, что существует
EX =

∫
Ω

X(w)P (dw) - общее определение мат ожидания

EX =
∫

Ω
X(w)P (dw) =





∑∞
i=1 aipi =

∑∞
i=1 aiP (X = ai), X - дискретна, с

{
a1, a2, . . . ;
p1, p2, . . .

;
∫
R yf(y)dy, X имеет плотность f(y);

⇒ можем определить EX относительно меры PB : X(X|B) =
∫

Ω
X(ω)PB(dω) ⇒∑∞

i=1 aiPB(X = ai) =
∑∞

i=1 aiP (X = ai|B)
Определим E(X|Y ). Рассмотрим два случая:
1) X,Y - дискретны
2) X,Y - абсолютно непрерывны
¥ Пусть X,Y дискретны.
Упростим. Пусть Y принимает 2 значения, например:

Y =

{
1, p = P (Y = 1);
0, 1-p;

a,X −
{

a1, a2, . . . ;
p1, p2, . . .

тогда E(X|Y = 1︸ ︷︷ ︸
B1

),E(X|Y = 0︸ ︷︷ ︸
B0

Рассмотрим случайную величину, которая принимает значения E(X|Y =
bi) с вероятностью P (Y = bi) (⇒ указали распределение) и определя-
ется как отображение следующим образом: для ∀ω ∈ Y −1(bi) ∈ A, где
Y −1(bi) - прообраз bi при отображении Y. Это отображение обозначим
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g(Y (ω)) = E(X|Y = bi)
(описали отображение как функцию ⇒ P (Y = bi) вер. - ненужное уточ-
нение)
Данное заданное отображение g(Y (w)) является случайной величиной,
т.к. Y является случ. величиной.
Требование дискретности сл. в. X не важно, т.к. важно существован6ие
PB , а оно следует из дискретности Y.

Определение 13.1. Пусть X - сл. вел., а Y −
{

b1, b2, . . .

q1, q2, . . .
, тогда услов-

ным распределением сл. в. X относительно сл. в. Y называется сл. в.,
которая для ∀A ∈ (B) - борелевская σ-алгебра на R и ∀ω ∈ Y −1(bi) при-
нимает значение P (X ∈ A|Y = bi) = E(1{X∈A}|Y = bi) ⇒ услов. распре-
деление можно определить через условн. мат. ожидание.

Пример 13.1. Пусть X1, X2, Y - независимые случайные величины. Xi ∼
N(0, 1) i = 1, 2 Y =

{
0, p;
1, 1-p

Найти распределение X1+Y X2√
1+Y 2 .

MДля ω ∈ Y −1(1) P (
X1 + Y X2√

1 + Y 2︸ ︷︷ ︸
Z(Y )

∈ A|Y = 1) = P (Z(Y )∈A,Y =1)
P (Y =1) = P (Z(1)∈A,Y =1)

P (Y =1) =

в силу независимости X1,X2,Y︷ ︸︸ ︷
P ((X1 + X2)/

√
2 ∈ A)P (Y = 1)

P (Y =1) ⇒ осталась вероятность того, что стан-
дартная норм.вел. попадает в множество А.
(лин. комб. норм. сл. величин есть норм. сл. в., EX1+X2√

2
= 0, D X1+X2√

2
=

1
22 = 1)
MДля X ∈ Y −1(0)

P (
X1 + Y X2√

1 + Y 2︸ ︷︷ ︸
Z(Y )

∈ A|Y = 0) = P (Z(Y )∈A,Y =0)
P (Y =0) = P (Z(0)∈A,Y =0)

P (Y =0) = P (X1∈A)P (Y =0)
P (Y =0) ⇒

получаем, что и при Y = 1 и Y = 0 это вер. того, что ст. н. величина по-
падает в А ⇒ X1+Y X2√

1+Y 2 ∼ N(0, 1).
Не существенно, что Y принимает 2 значения, т.к. верно для Y,принимающего
любое счетное кол-во значений.

13.1.1 Общие свойства условного математического ожидания

1.E(cX|Y ) = cE(X|Y )
2.E(X + Z|Y ) = E(X + Y ) + E(Z|Y )
3.E(Y |Y ) = Y , если h - произвольная борелевская функция (h−1(B) ⊂ B)
E(h(Y )|Y ) = h(Y )
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Доказательство. (свойства 3)
Y = b1, b2, . . .
E(Y |Y ) = g(Y ) : Ω → R
g(Y )(ω) = E(Y |Y = bi), если ω ∈ Y −1(bi)
E(Y |Y = bi) =

∑∞
k=1 bkP (Y = bk|Y = bi) = bi ⇒ E(Y |Y ) = Y

4. Пусть с.в. X, Y - независимы, то E(X|Y ) = EX

Доказательство. (свойства 4)
Пусть X,Y –дискретны X ∼ a1, a2, . . . ; Y ∼ b1, b2, . . .
(по определению:)E(X|Y ) = g(Y ), для которой g(Y )(ω) = E(X|Y = bi),
для ω ∈ Y −1(bi) E(X|Y = bi) =

∑∞
k=1 ak P (X = ak|Y = bi)︸ ︷︷ ︸

P (X=ak)

= EX

5.EX = E(E(X|Y ))
к примеру, E(X1+Y X2√

1+Y 2 ) = 0
¥ Пусть X,Y абсолютно непрерывны.
Более того, предположим, что совместная плотность с.в. X,Y есть непре-
рывная функция f(z,t).
Фиксируем произвольное ε0 > 0, предположим, что для некоторой y0 и
всех ε : 0 < ε < ε0, имеем, что fY (t) > 0 для t ∈ (y0 − ε, y0 + ε), где fY (t)–
плотность с.в. Y
fY (t) =

∫
R f(z, t)dz

P (X < u| Y ∈ (y0 − ε, y0 + ε)︸ ︷︷ ︸
событие имеет плотность 6=0

) = P (X<u,Y ∈(y0−ε,y0+ε))
P (Y ∈(y0−ε,y0+ε)) =

R u
−∞

R y0+ε
y0−ε f(z,t)dtdzR y0+ε

y0
fY (t)dt

−−−→
ε→0

∫ u

−∞
f(z, y0)
fY (y0)︸ ︷︷ ︸
плотность

dz

1) f(z,y0)
fY (y0)

≥ 0

2)
∫
R

f(z,y0)
fY (y0)

= f(z,y0)
fY (y0)

Определение 13.2. Плотностью сл.в. X при условии, что Y = y0, на-
зывается fX|Y (z|y0) = f(z,y0)

fY (y0)
.

Замечание 13.1. Пусть NY = {y ∈ R : fY (y) = 0} ⇒ P (Y ∈ NY ) =∫
Y

fY dt = 0. Поэтому для т. y ∈ NY положим fX|Y (z|y) = 0

Определение 13.3. Условным распределением X при условии, что Y =
y0, называется распределение с плотностью fX|Y (z|y)

Есть плотность ⇒ можем определить мат. ожидание.

Определение 13.4. Условным математическим ожиданием X при усло-
вии, что Y = y0, называется

∫
R

f(z,y)
fY (y) dz = E(X|Y = y).

В частности для y ∈ NY , имеем E(X|Y = y) = 0
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Определение 13.5. Условным мат. ожиданием сл.в. X относительно
сл.в. Y,обозначение E(X|Y ), называется сл. в., которая при ω ∈ Y −1

принимает значение E(X|Y = y), y ∈ R
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Пусть E(X|Y ) = g(Y ); (X|Y ) - абсолютно непрерывный случайный век-
тор g(Y ) - cлучайная величина с плотнстью

fX|Y (x|Y ) =
f(x, y)
fY (Y )

= {
f(x,y)
fY (Y ) ,

0

Лемма 14.1. Для любой ограниченной борелевской функции h(y) спра-
ведливо следующее равенство:

Eh(Y ) ·X = Eh(Y ) · g(Y ) . . . (1)

Доказательство. Если случайная величина Y имеет плотность fY (y), то
для любой борелевской функции b(y), для которой Eb(Y ) существует

Eb(Y ) =
∫

R

b(y)fY (y)dy.

Следовательно,

Eh(Y )·g(Y ) =
∫

R

h(y)g(y)fY (y)dy = {g(y) = E(X|Y = y) =
∫

R

x
f(x, y)
fY (y)

dx} =

=
∫

R

∫

R

h(y) · x · f(x, y) dxdy

(это совпадает с левой частью (1)).

Замечание 14.1. Оказывается равенство (1) характеризует однозначную
случайную величину x. Если (1) справедливо для всех ограниченных бо-
релевских функций h(y) при функциях g1 и g2, то g1(Y ) = g2(Y ) совпа-
дают почти всюду.
Отсюда вытекает, что равенство (1) можно взять за определение
g(Y ) = E(X|Y ) (условное математическое ожидание).





Часть II

Математическая статистика.
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Введем (Ω,A,R) , где
Ω - выборочное пространство
A - совокупность подмножеств Ω, являющихся σ - алгеброй
R - cемейство вероятностных мер
Семейство R может быть параметрическим, т.е. описываться неизвестны-
ми параметрами (θ ∈ Θ). Например, R - нормальное распределение в Rn

со средним µ и ковариационной матрицей V .
Семейство R может быть непараметрическим.

Замечание 15.1. Наша цель в статистике состоит в том,чтобы сузить R с
помощью статических законов. Мы будем рассматривать задачи оценки
неизвестных парамеиров в случае параметрического R.

Пример 15.1 (Бросание некой несимметрической монеты). A = г , р
R = p(параметр 0 ≤ p ≤ 1) вероятность выпадения герба

Определение 15.1. Эмпирическая функция распределения Пусть
x1, x2, .., xn - выборка. Эмпирическая функция распределения (ЭФР)(выборочная
функция распределения) определяется:

Fn(y) =
1
n

n∑

i=1

Ixi<y.

Лемма 15.1. Пусть (X1, X2, .., Xn) - повторная выборка значений слу-
чайной величины X, имеющей функцию распределения

F(y) = P (X < y).

Тогда для любого y ∈ R

P (limFn(y) = F(y)) = 1,

т.е.Fn(y) сходится к F(y) с вероятностью 1.
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Определение 15.2. Повторной выборкой называется выборка, в кото-
рой случайные величины (X1, X2, .., Xn) независимы и имеют то же са-
мое распределение, что и X.

Замечание 15.2. ηi - повторная выборка, если мы приняли решение само-
стоятельно. В дальнейшем все выборки будут повторными.

Доказательство. Рассмотрим случайные величины Yi = IXi<y

⇒ Y1, .., Yn - независимые одинаково распределенные случайные величи-
ны (из условия теоремы).

Yi = {1, P (Xi<y)=F (y)
0

⇒ EYi = F (y)

⇒ DYi = E(Y 2
i )− (EYi)2 = F (y)(1− F (y)) < ∞

По УЗБЧ
⇒ Fn(y) =

Y1, .., Yn

n
→n.B. F (y).

Theorem 15.1 (Гливенко). Пусть выполняются условия предыдущего
утверждения. Тогда

P ( lim
n→∞

sup
y∈R

|Fn(y)− F (y)| = 0) = 1

Определение 15.3. Эмпирические моменты - это моменты случайной
величины, имеющие эмпирическую функцию распределения как функцию
распреления. Иными словами эмпирические моменты - это моменты
эмпирического рапределения.

Определение 15.4. Эмпирическое среднее:

X =
X1 + ... + Xn

n

(среднее арифметическое вектора выборки)

EX =
E(X1 + .. + Xn)

n
=

EX1 + .. + EXn

n
= EX

DX =
DX1 + .. + DXn

n2
=

DX

n
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Лемма 16.1. Если неотрицательная целочисленная случайная величи-
на имеет математическое ожидание, то тогда оно может быть най-
дено по формуле как первая производная производящей функции в точке,
равной 1:

∞∑

i=1

ipi = EX = ϕ
′
x(1).

Дисперсия случайной величины X, если она существует, вычисляется по
формуле:

DX = EX2 − (EX)2 = ϕ
′′
x(1) + ϕ

′
x(1)− (ϕ

′
x(1))2.

Пусть X ∼ Po(λ). Тогда

ϕx = eλ(s−1) ⇒ ϕ
′
x(s) = λe(s−1).

Таким образом EX = λ и DX = λ, или более подробно

DX = λ2 + λ− λ2.

Зная производящую функцию, можно однозначно восстановить распре-
деление.
Допустим, что есть некая территория площади t. Пусть N - количество
выводков на этой территории (следовательно N - целое неотрицательное
число).

N ∼ Po(λ), λ = αt,

λ пропорциональна площади участка. Xi- количество детенышей в i-ом
выводке. Xi соотвествует два числа: значение, принимающие значения
0,1,2,..., и соответсвующие вероятности p0, p1, p2, ....
ZN -общее количество детенышей на всей территории, и ZN = X1+...+XN .
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Пример 16.1. Найти ϕZN
(S) в терминах ϕN (S) и ϕx(S).

Solution 16.1. Оговорим, что случайные величины X1,X2, ... предпола-
гаются независимыми, одинаково распределенными и с общей производя-
щей функцией ϕx(S).
Будем действовать по определению:

ϕZN
(S) = ESZN = ESx1+...+xN = E

N⋂

i=1

Sxi .

Так как произведение математических ожиданий равно математическому
ожиданию произведения, то есть знаки E и

⋂
можно поменять местами.

Следовательно, получаем, что

E
N⋂

i=1

Sxi = ϕN
x (S).

Запишем 1 как сумму индикаторов по всем возможным значениям N :

1 =
∞∑

n=0

I{N=n}.

Отсюда

ϕZN
(S) = ESZN

∞∑
n=0

I{N=n} =
∞∑

n=0

ESZN I{N=n} =

{ESZN определено только через Xi, а I{N=n}- через N , предполагается,
что N,X1,X2, ... независимы }

=
∞∑

n=0

ESZNEI{N=n} =
∞∑

n=0

ϕn
x(S)P (N = n) = ϕN (ϕx(S)).

Таким образом получили общее утверждение.

Лемма 16.2. Если X1,X2, ..., N - независимые неотрицательные цело-
численные случайные величины, и X1,X2, ... имеют одинаковые распре-
деления, то

ϕZN
(S) = ϕN (ϕx(S)).

Remark 16.1. Если N ∼ Po(λ), λ = αt, то

ϕZN (S) = exp(αt(ϕx(S)− 1)).
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16.1 Ветвящиеся процессы. Задачи о вырождений
Фомина.

Пусть каждая частица порождает (независимо от других) себе подобных
от нуля до бесконечности. Количество частиц в n-ом поколении обозна-
чим через Zn (Zn-величина, как в предыдущей задаче). И пусть ϕ(S)-
производящая функция случайной величины X, где X- число частиц, по-
рожденных одной частицей. Тогда

Zn = X1 + X2 + ... + Xn−1.

Используя предыдущее утверждение, получаем, что

ϕZN
(S) = ϕZn−1ϕ(S)).(1)

Чтобы не путаться, в дальнейшем опустим Z, то есть ϕZn
= ϕn. Тогда

(1) перепишется:
ϕn(S) = ϕn−1(ϕ(S)).

По индукции
ϕn+1(S) = ϕ(ϕn(S)).(2)

Пример 16.2. Какова вероятность вырождения фамилии?

Solution 16.2. Вырождение фамилии: сын не порождает сыновей. На-
пример, в 1934г. статистика показывала вероятность pk = 0.21(0.59)k−1.
Обозначим через

xn = p(Zn = 0),

x1 = p(Z1 = 0) = p(X = 0) = p0,

x2 = p(Z2 = 0).

Связь между xn+1 и xn:

{Zn+1 = 0} ⊃ {Zn = 0}.

Отсюда
xn ≤ xxn+1 ,

таким образом {xn} - неубывающая последовательность, заключенная в
интервал [0,1]. Значит, существует

limxn = x.

Событие, состоящее в вырождении {вырождение} =
⋃∞

n=1{Zn = 0} ⇒
P ({вырождение})=P (

⋃∞
n=1(Zn = 0)) = {по свойству непрерывности неот-

рицательной последовательности}=

lim
n→∞

P (Zn = 0) = x−
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вероятность вырождения процесса. Этот x и будем искать. Из (2) выте-
кает, что

xn+1 = P (Zn+1 = 0) = ϕn+1(0) = ϕ(xn),

xn+1 = ϕ(xn)−
производящая функция. Устремим в этом соотношении n к бесконечно-
сти. Тогда в силу непрерывности

xn+1 = ϕ(xn) ⇒
x = ϕ(x).(3)

Это вероятность вырождения x, удовлетворяющая (3).

ϕ(s) = ESx ⇒ ϕ(1) = 1.

Значение, равное единице, есть и решение (3).
Пусть µ = EX, тогда µ- среднее число потомков в одном поколении.

Theorem 16.1. Пусть p0 : 0 < p0 < 1(не рассматривается ситуация
вырождения). Тогда если:
- µ ≤ 1, то x = 1;
- µ > 1, то x < 1 и x > 0, где x- вероятность того, что вырождение
равно единице.

Remark 16.2. Для того, чтобы x = 1, необходимо и достаточно

µ ≤ 1

(вытекает из второго пункта теоремы).

Замечание 16.1. Пусть

µn+1 = EZn+1 = ϕ
′
n+1(1) = µµn.

Последовательность µ удовлетворяет следующему соотношению:

µn+1 = µµn ⇒ µn+1 = µn+1.

- если µ < 1, то µn+1 → 0;
- если µ = 1, то µn+1 = 1, ∀n (удивительный факт);
- если µ > 0, то µn+1 →∞(эксподенциально быстро).

Доказательство. Пусть есть единичный квадрат в первой четверти си-
стемы координат с осями S (ось абцисс) и x (ось ординат). И пусть рас-
сматривается функция y = S, которая в первом случае соединяет точку
(0, p0) с (1, 1), при этом не пересекая диагональ, идущую от начала коор-
динат. Во втором случае она пересекает диагональ в точке с абциссой a.
Трех пересечений быть не может, поэтому существует только два случая.
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ϕ(S) = p0 + Sp1 + S2p2 + ... + .

ϕ(S)- не убывает, более того строго возрастает.
Случай 1. x = 1 - единственное решение уравнения (3).

1− ϕ(S) < 1− S,∀0 < S < 1 ⇒
1− ϕ(S)

1− S
< 1.

Устремим S к единице. Получим

ϕ
′
(1) ≤ 1, µ ≤ 1.

Случай 2. Для S < a имеем ϕ(S) > S. Тогда

x1 = ϕ(0) < ϕ(a) = a

(получим, что x1 < a). По индукции в силу (2)

xn = ϕ(ϕn−1(0)) = ϕ(xn−1) < ϕ(a) = a, ∀n : xn < a.

Отсюда действительно вытекает, что

x = lim x ⇒ x = a.

1− a = ϕ(1)− ϕ(a) = ϕ
′
(θ)(1− a)

(т. Лагранжа). ⇒ ∃θ : ϕ
′
(θ) = 1 при этом a < θ < 1. Отсюда вытекает

ϕ
′
(1) > ϕ

′
(θ) ⇒ µ > 1,

так как ϕ
′
(S) возрастает.

Из рассматрения этих двух случаев получаем доказательство теоремы.

16.2 Характеристические функции.

Пусть X-произвольная случайная функция. Характеристической функ-
цией случайной величины X называется функция

fx(t) = Eeixt, t ∈ R1,

i- мнимая единица.
Характеристическая функция определена для любых случайных величин,
поскольку | cosXt |≤ 1 и | sinXt |≤ 1:

fx(t) = Eeixt = E cosXt = iE sinXt,

fx(t) = Eeixt =
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=
∫

Ω

exp{itX(ω)}P (dω) =
∫

R
eitydFx(y)−

интеграл Лебега- Стильтьеса, где X(ω)- случайная величина на вероят-
ностном пространстве (Ω,A, P ), и

X(ω) : Ω → R.

Fx(y) - функция распределения случайной величины X.
Частные случаи:
1. Если случайная величина X имеет плотность g, то характеристическая
функция находится по формуле

fx(t) =
∫

R
g(y)eitydy.

2. Если случайная величина X дискретна, то есть принимает не более, чем
счетное количество значениий, x1, x2, ...- случайные величины, а p1, p2, ...-
соответсвующие вероятности. Тогда

fx(t) =
∞∑

k=1

eitxkpk =
∞∑

n=0

eitnpn = ϕx(eit),

X- неотрицательное целое число.
Имеет место следующее свойство математического ожидания:
Пусть X и Y- случайные величины на одном вероятностном пространстве:

X : Ω → R,

Y : Ω → R.

предположим также | X |≤ Y почти наверное, и EY < ∞ (существование
означает конечность математического ожидания). Тогда

E | X |< EY

(монотонность математического ожидания), в частности существует E |
X |.

16.2.1 Свойства характеристической функции.

1. Характеристическая функция не превосходит единицы ∀t, а максималь-
ное значение достигает в нуле.

fx(t) ≤ 1,

fx(0) = 1, | eitx |≤ 1

(на самом деле, должно быть = , но запишем ≤ ).
2. Характеристическая функция линейного преобразования случайных
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величин.

Y = aX + t,

Y - линейное преобразование случайной величины X.

fY(t) = E exp(it(aX + b)) = eitbfx(at).

3. Мультипликативное свойство характеристической функции.
Если X1,X2 независимы, то

fx1+x2(t) = Eeit(x1+x2) =

= Eeitx1 ·Eeitx2 = fx1(t) · fx2(t).

4.Характеристическая функция является равномерной и непрерывной
функцией.

Доказательство. Пользуемся определением и аддитивностью математи-
ческого ожидания.

| fx(t + h)− fx |=| E(ei(t+h)x − eitx) |=

=| E(ei(t+h)x − eitx) · 1 |≤
{ eitx исчезает за счет того, что оно по модулю меньше единицы, а еди-
ницу представим в виде: 1 = I + I, эти индикаторы соответсвуют двум
противоположным событиям | X |< A и | X |≥ A, A выберем потом}

≤ E | eihx − 1 | ·I{|x|<A} +E | eihx − 1 | ·I{|x|≥A}.(1)

| Eeihx − 1 | ·I{|x|≥A} ≤ 2P (| x |≥ A), (2)

так как | eihx − 1 | можно ограничить двойкой. Значит,

| eia − 1 |=| i
∫ a

0

eiydy |≤ a, a > 0 ⇒

E | eihx − 1 | ·I{|x|<A} ≤
≤ E | hX | ·I{|x|<A} ≤ A | h | .(3)

Фиксируем проивольное ε > 0 , тогда

∃A0 : P (| X |≥ A0) >
ε

4
.

Берем
δ =

ε

2A0
.
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Тогда объединяя (1), (2) и (3), получаем

| fx(t + h)− fx(t) |≤ A0 · ε

2A0
+ 2 · ε

4
= 2

при условии, что | h |< δ и ∀t. Отсюда и вытекает равномерная непрерыв-
ность.
5. Если для некоторого h ≥ 1 ∃ EXn (момент порядка n), то fx диффе-
ренцируема n раз и

f
(n)
x (0) = inEXn,

если известна fx(t), то можно найти все моменты. Обратное не верно.

Определение 16.1. Выборочным моментом k-го порядка называется
сумма

mk =
1
n

n∑

i=1

Xk
i ,

где (X1, ...,Xn)- выборка из распределения L(X).

Как было показано раньше, m1 = X- выборочное среднее.

Определение 16.2. Центральным выборочным моментом k-го порядка
называется сумма

1
n

n∑

i=1

(Xi −X)k.

Напомним, что
E(X−EX)k

называется центрированием k-го порядка.
Если k = 2, то центральным выборочным моментом 2-го порядка является
выборочная дисперсия.
Посчитаем математическое ожидание выборочной дисперсии S2.

S2 =
1
n

n∑

i=1

(Xi −X)2,

ES2 = E(X1 −X)2.

X1,X2, ... одинаково распределены, тогда их математическия ожидания
совпадают. Распишем более подробнее X1 −X:

X1 −X =
n− 1

n
X1 − 1

n
(X2 + ... + Xn) =⇒

n− 1
n

Y1 − 1
n

(Y2 + ... + Yn),Yi = Xi −EX.

Смысль перехода Xi → Yi: все случайные величине Yi обладают тем
свойством, что их математические ожидания равны нулю.
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Случайные величиныY1, ...,Yn независимы. Значит, математическое ожи-
дание прозведение в силу независимости есть произведения математиче-
ских ожиданий, и каждое равно нулю:

E(Yi ·Yj) = EYi ·EYj = 0, i 6= j.

Следовательно,

ESn = (
n− 1

n
)2EY2

1 +
n− 1
n2

EY2
2 =

n− 1
n

σ2,

σ2 = EY2
1 = DX.

Определение 16.3. Последовательность случайных величин {Yn} яв-
ляется асимптотически нормальной с параметрами an и σ2

n, если ∀z ∈
R

P (
Yn − an

σn
< z) → Φ(z) =

1√
2π

∫ z

−∞
exp(− t2

2
)dt, n →∞.

P (
Yn − an

σn
< z)

по определению есть функция распределения случайной величины

Yn − an

σn
.

Лемма 16.3. Последовательность выборочных средних X(n) является
асимтотически нормальной с параметрами a и σ2

n , где

X(n) =
1
n

(X1 + ... + Xn),

X1, ...,Xn- повторная выборка из распределения L(X), и

a = EX, σ2 = DX.

Доказательство.

P (
X(n)− a

σ/
√

n
< z) = P (

X1 + ... + Xn − na

σ/
√

n
< z) → Φ(z).

Сходимость вытекает из центральной предельной теоремы, так как второе
выражение равенства есть формулировка ЦПТ.

Замечание 16.2. Теорема остается справедливой для выборочных момен-
тов любого порядка k.
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16.3 Порядковые статистики и вариационные ряды.

x1, ..., xn- конкретный набор значений (выборка как набор чисел). Напри-
мер, есть некоторое число записок с написанными на них числами. От-
крываем эти записки и записываем числа на них. Допустим, проделав
выше описанное, получили

7, 0, 17, 2, 3, 9, 77, ....

Всего 100 значений. Исходную выборку x1, ..., xn можно упорядочить по
неубыванию:

X(1) ≤ X(2) ≤ ... ≤ X(n).

Определение 16.4. Порядковой статистикой X(k) называется случай-
ная величина, равная xk.

Случайные величины X(1),X(n)- экстремальные значения выборки, мини-
мальная и максимальная, соответственно, порядковые статистики.

X(1) ≤ X(2) ≤ ... < X(n)−
называется вариационным рядом.
X(k)- распределение?

P (X(n) < z) = P (
n⋂

i=1

(Xi < z)) =

{в силу независимости }

=
n∏

i=1

P (Xi < z) = Fn(z) = (P (X < z))n.

P (X(1) ≥ z) = P (
n⋂

i=1

(Xi ≥ z)) = (P (X ≥ z))n = (1− F (z))n ⇒

P (X(1) < z) = 1− (1− F (z))n = 1− P (X < z).

Лемма 16.4.

P (X(k) < z) =
n∑

i=k

Ci
nF i(z)(1− F (z))n−i.

Доказательство. Пусть µn(z)-число {j : Xj < z}. Если вспомнить опре-
деление эмперической функции распределения, то

Fn =
µn(z)

n
.
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P (X(k) < z) = P (µn(z) ≥ k) = P (
n⋃

i=1

(µn(z) = i)).

События µn(z) и i несовместимы, и µn(z) = i означает, что из n случайных
величин ровно k меньше z, а остальные не меньше z.

P (X(k) < z) =
n∑

i=k

P (µn(z) = i).

Так как µn(z) имеет биномиальное распределение с параметрами n и p,то

p = P (X < z) = F (z).

Таким образом, получаем доказательство утверждения.

16.4 Точечные оценки.

Величина
Yt+1 −Yt

Yt

называется относительной доходностью, где Yt- сумма в момент времени
t. Иногда это равенство записывается в виде логарифма

ln
Yt+1

Yt
.

Относительная доходность описывается нормальным распределением N(a, σ2).
При a > 0 в среднем доход больше нуля;
при a < 0 цены идут вниз;
при a = 0 следует смотреть σ2.
Пусть рассматриваются два относительных дохода, причем a1 = 0 = a2,
σ2

1 > σ2
2 . Если a1 = a2 > 0 или a1 > a2, то σ2

1 > σ2
2 .

Возникает вопрос: какой финансовый инструмент выбрать? a1, σ
2
1- риско-

ванное вложение.
Проблема: имея некие данные X1, ...,Xn, сделать заключения о a, σ2.
Пусть (X1, ...,Xn)- выборка из L(X) и

L(X) ∈ {F (z, θ), θ ∈ Θ} = {N(a, σ2), a ∈ R, σ2 > 0, θ = (a, σ2)}.

{F (z, θ), θ ∈ Θ}−
семейство вероятностного распределения, параметризованное θ (возмож-
но θ- вектор). Например, показательное распределение плотности λe−λt, λ >
0, имеет параметр θ = λ.
Найти точечную оценку неизвестного параметра θ означает, указать та-
кую измеримую функцию от выборки (X1, ...,Xn), значение которой при



86 16 Лекция 2

конкретном наборе выборки (X1, ...,Xn) будет приниматься за значение
неизвестного параметра. Заметим, что в качестве оценки можно брать лю-
бую измеримую функцию от выборки. Иногда в этом праве отказывает
константа.

a∗ = f(X1, ...,Xn)−
оценка для a, f(X1, ...,Xn)- измеримая функция, (a∗−a)- смещение оцен-
ки.

E(a∗ − a) = 0 =⇒ Ea∗ = q.

Последнее есть определение несмещенной оценки.

Определение 16.5. Оценка a∗ неизвестного параметра a называется
несмещенной, если математическое ожидание оценки совпадает с тем,
что оценено, т.е. если выполнена формула

Ea∗ = q.

Пример 16.3. ЕслиX ∼ N(a, σ2), тогдаEX = a. Рассматривается (X1, ...,Xn).
Возьмем среднеарифметическое:

X1 + ... + Xn

n
= X.

EX = EX = a

есть несмещенная оценка. Заметим, что несмещенная оценка не является
единственной.

Пример 16.4.
EX1 = EX = a.

X1-несмещенная оценка. Второе требование- требование состоятельности.

Определение 16.6. Оценка a∗ неизвестного параметра a называтся со-
стоятельной, если a∗ −→ a по вероятности при неограниченном увели-
чении a∗ = f(X1, ...,Xn) выборки.
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(X , A, Pθ(θ ∈ Θ))
Ранее были рассмотрены параметрические статистические модели, то есть
случаи, когда Pθ(θ ∈ Θ) ≡ P , где θ - неизвестный скалярный параметр,
поскольку Θ ⊂ R1.
T : X → R
X - выборочное пространство; X1, . . . , Xn - повторная выборка из L(x),
то есть X1, . . . , Xn - независимые одинаково распределенные случайные
величины, имеющие то же распределение, что и X, то есть Xi =d X.
Будем использовать запись

−→
X = (X1, . . . , Xn) или Y = (X1, . . . , Xn).

T - несмещенная оценка параметра θ, если ET (Y ) = θ.

Пример 17.1. EX = E
(

1
n (X1 + . . . + Xn)

)
= EX

EX = E
(

1
n (Xk

1 + . . . + Xk
n)

)
= EXk

Если Fn(y) - эмпирическая функция распределения, построенная по X1, . . . , Xn,
то для ∀ y : EFn(y) = F (y) = P (X < y).

Свойства несмещенных оценок:

1. Несмещенные оценки не единственны.
К примеру, для получения EX можно взять EX1 или EX.

2. Несмещенные оценки могут не существовать.

Пример 17.2. n = 1, Pθ - семейство пуассоновских распределений с па-
раметром θ, Θ = (0,+∞);
X (θ); P (X = k) = θk

k! exp−θ, k = 0, 1, 2, . . ..
Итак, есть X1; рассмотрим ET (X1) = 1

θ . Существует ли такое отобра-
жение T , чтобы это равенство имело место?
ET (X1) =

∑∞
k=0 T (k) θk

k! exp−θ = exp−θ(T (0) + T (1)θ + . . .) =? 1
θ для

∀ θ ∈ Θ.
Но при θ → 0 левая часть для любого T стремится к T (0), в то время,
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как правая - стремится к бесконечности. Из чего следует, что искомой
несмещенной оценки не существует.

3. Несмещенные оценки могут существовать, но быть бессмысленными.
К примеру, ∃ T (y) : ET (Y ) = θ, но область значений T (Y ) не пере-
секается с Θ, то есть оценка принимает те значения, которые сама
величина принимать не может.

4. Из того, что ET (Y ) = θ, вообще говоря, не следует, что Ef(T (Y )) =
f(θ).

Свойства состоятельных оценок:

1. Состоятельные оценки не единственны.

Пример 17.3. S2 = 1
n

∑n
1 (Xi − X)2 или S2

re = 1
n−1

∑n
1 (Xi − X)2 -

выборочная дисперсия, где S2 напрямую следует из DX = E(X −
EX)2, когда X заменяем на Xi, а EX - на X.
Но ES2 = n−1

n σ2 = n−1
n DX, что не совсем удачно, зато ES2

re = σ2 =
DX.

2. Состоятельные оценки могут быть смещенными.

Пусть существует параметрическая модель: (X , A, Pθ(θ ∈ Θ)). Обозна-
чим Tθ - совокупность несмещенных оценок параметра θ (либо некоторой
функции τ(θ).
Пусть T1, T2 ∈ Tθ; ET1 = ET2 = θ. Какую из оценок T1 и T2 выбрать?
Рассмотрим дисперсию: если DθT1 < DθT2, то берем T1, поскольку чем
меньше дисперсия, тем меньше разброс среднего. Но неравенство должно
выполняться для ∀θ ∈ Θ.

Определение 17.1. Если T1, T2 ∈ Tθ, DθT1 < DθT2 для ∀θ ∈ Θ, то
тогда T1 называется оценкой с равномерно минимальной дисперсией или
оптимальной оценкой.

Theorem 17.1. Пусть T1, T2 ∈ Tθ[τ(θ)] . Если T1 и T2 оптимальны, то
T1 = T2 с вероятностью 1.

Доказательство. Определим новую оценку T3 = T1+T2
2 ∈ Tθ.

2T3 = T1 + T2; D(2T3) = D(T1 + T2) ⇒
4DT3 = DT1 + DT2 + 2cov(T1, T2) = 2σ2 + 2cov(T1, T2)

Поскольку σ2 - наименьшая ⇒ 4DT3 ≥ 4σ2

⇒ cov(T1, T2) ≥ σ2 =
√

DT1 ·
√

DT2

⇒ cov(T1, T2)√
DT1 ·

√
DT2

≥ 1

⇒ ρ ≥ 1 - коэффициент корреляции. Но |ρ| ≤ 1 ⇒ ρ = 1 ⇒ cov(T1, T2) =√
DT1 ·

√
DT2 ⇒ T1 = aT2 + b (линейная комбинация).
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Следовательно, если ET1 = ET2 = θ, то θ = aθ + b
cov(T1, T2) = E[(T1 − ET1)(T2 − ET2)] = E [(aT2 + b− θ)(T2 − θ)] = {aT2 +
b− θ = a(T2 − θ)} = E[a(T2 − θ)2] = aDT2 = aσ2

⇒ aσ2

σ2 = 1 ⇒ a = 1 ⇒ b = 0 ⇒ T1 = T2, что и требовалось доказать.

Соответственно, оптимальная оценка не всегда существует, но если су-
ществует, то единственна с точностью меры ноль.

17.1 Неравенство Рао-Крамера

Суть неравенства: получение нижней оценки для дисперсий несмещенных
оценок.
Tτ(θ) - класс несмещенных оценок для τ(θ). По неравенству Рао-Крамера
для ∀ T ∈ Tτ(θ) DT ≥ ¦ (*). Если удается показать, что в (*) имеет место
равенство для некоторой оценки T ∗, то T ∗ - оптимальная оценка.
Пусть X1, . . . , Xn - повторная выборка из L(X) ∈ {Pθ, θ ∈ Θ}. Рассмотрим
два случая: X - дискретна; X - абсолютно непрерывна, то есть существует
плотность p(y, θ).
Определим функцию

pn(X1, . . . , Xn; θ) =
{∏n

i=1 P (X = xi), в первом случае;∏n
i=1 p(xi, θ), во втором случае.

Функция pn называется функцией правдоподобия. Вероятностный смысл
функции правдоподобия:

• В первом случае: P (X = xi) = P (Xi = xi), поэтому pn(X1, . . . , Xn; θ) -
это вероятность того, что рассматриваемая выборка есть (x1, . . . , xn).

• Во втором случае: pn есть совместная плотность случайных величин
X1, . . . , Xn.

Лемма 17.1. Предположим, что ∀θ ∈ Θ ⊂ R1 ∃ ∂pn

∂θ и ∂2pn

∂θ2 , при этом

E
∣∣∣∂2

∂θ ln pn

∣∣∣ < ∞ и E
(

∂2

∂θ ln pn

)2

< ∞. Тогда

E
(

∂ ln pn

∂θ

)
= 0∀θ ∈ Θ

и

E
(

∂ ln pn

∂θ

)2

= −E ∂2

∂θ2
ln pn

Доказательство. Рассмотрим только второй случай - случай абсолютной
непрерывности.

1 =
∫

Rn

pn(y; θ)dy (∗∗)
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где y = (x1, . . . , xn). Продифференцируем (**) по θ, пусть допустимо де-
лать это под интегралом.

0 =
∫

Rn

∂pn

∂θ
dy =

∫

Rn

∂ ln pn

∂θ
pndy =

= E
∂

∂θ
ln pn(X1, . . . , Xn; θ) = 0

⇒ первое равенство доказано.

E
∂2

∂θ2
ln pn(y; θ) =

∫ pn
∂2pn

∂θ2 −
(

∂pn

∂θ

)2

p2
n

· pndy =

=
∫

∂2pn

∂θ2
dy −

∫ (
∂ ln pn

∂θ

)2

pndy = E
(

∂ ln pn

∂θ

)2

Что и требовалось показать.
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Определение 18.1. Информацией по Фишеру, содержащаяся в выборке
X1, X2, . . . , Xn, называется In(θ) = E( ∂

∂θ ln pn(Y, θ))
2

= {из Леммы} =
−E ∂2

∂θ2 ln pn(Y, θ) = −E ∂2

∂θ2

∑n
i=1 ln p(Xi, θ) = −nE ∂2

∂θ2 ln p(X1, θ) = −nI1(θ)
Y = ( X1, . . . , Xn︸ ︷︷ ︸

(н. о. р. L(X))

) - вектор повторной выборки

(И. по Ф. для выборки из 1 наблюдения)

Theorem 18.1. Пусть выполнены условия Леммы и τ(θ) - диф. функция
для ∀θ ∈ Θ. Пусть T(Y) - несмещенная оценка для τ(θ), DT (Y ) < ∞ и∫
R |T (y) ∂

∂θ pn(y, θ)|dy < ∞∀θ ∈ Θ,
тогда

DT (Y ) ≥ (τ ′(θ))2/In(θ) (18.1)

Равенство в (1) ⇔
∂

∂θ
pn(y, θ) = c(θ)(T (y)− τ(θ)) (18.2)

при некоторой функции c(θ) , или

pn(θ) = exp{Ψ1(θ)T (y) + Ψ2(θ) + f(y)} (18.3)

(т. е. если для какой-то оценки удалось "= "в (1), то не существует более
минимальная оценка, и она оптимальна).

Доказательство. Так как T(Y) - несмещенная оценка для τ(θ), то по
определению несмещенной оценки ET (Y ) = τ(θ).
Рассматриваем случай, когда L(x) - абсолютно непрерывная:
ET (Y ) =

∫
Rn T (y)pn(y, θ)dy = τ(θ)

В силу условия теоремы продифференцируем обе части и внесем произ-
водную по θ под интеграл:

|
∫

Rn

T (y)
∂

∂θ
pn(y, θ)dy| = |τ ′(θ)| (18.4)
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Рассмотрим левую часть (4): т. к. ∂
∂θ pn = pn

∂
∂θ ln pn, перепишем |ET (Y ) ∂

∂θ ln pn(Y, θ)| =
{ в силу Леммы } = |E(T (Y )−τ(θ)) ∂

∂θ ln pn(Y, θ)| = |cov(T (Y ), ∂
∂θ ln pn(Y, θ))| =

|cov(T (Y ), ∂
∂θ ln pn(Y, θ))|

√
DT (Y )

√
D ∂

∂θ ln pn√
DT (Y )

√
D ∂

∂θ ln pn

≤
√

DT (Y )
√
E( ∂

∂θ ln pn)
2

=

{ т. к. E ∂
∂θ ln pn = 0} ⇒ (1)

Равенство в (1) ⇔ |ρ| = 1 (коэффициент корреляции ), а это возможно ⇔
случайные величины T (Y ) и ∂

∂θ ln pn(Y, θ) линейно зависимы, т.е. (2).
Представление (3) вытекает из (2) в результате интегрирования.
Всюду ниже T(Y) - несмещенная оценка τ(θ).

Определение 18.2. Эффективностью несмещенной оценки T(Y) будем
называть
e(T ) = (τ ′(θ))2

DT (Y )In(θ)

Замечание 18.1. Из определения ⇒ ∀T (Y ) - несмещенной оценки τ(θ) :
0 < e(T ) ≤ 1
( =⇔ τ ′ = 0 , т. е. τ = const , т. е. не зависит от θ неинтересно)

Определение 18.3. Несмещенная оценка называется эффективной, ес-
ли ее эффективность равна 1

Пример 18.1. Пусть выборка берется из биномиального распределения 1,
θ , т. е.

L(X) = Bi(1, θ) ∼ X =

{
1, θ;
0, 1− θ;

(X1, . . . , Xn), θ ∈ Θ = [0, 1].
Построить эффективную оценку для θ.

Solution 18.1. X - дискретная случайная величина
⇒ pn(x1, . . . , xn, θ) =

∏n
i=1 P (X = xi) =

∏n
i=1 θxi(1 − θ)1−xi = θ

P
xi(1 −

θ)n−P xi = pn

In(θ) = nI1(θ)
I1(θ) = E( ∂

∂θ ln p1(x1, θ))2 = E( ∂
∂θ (X1 ln θ + (1 + X1) ln(1 − θ)))2 = E(X1

θ −
1−X1
1−θ )2 = {EX1 = θ, DX1 = θ(1− θ)} = 1

θ(1−θ) ;
В правой части (1) берем τ(θ) = θ (находим несмещенную оценку для θ)
Рассмотрим T (Y ) = X̄ = 1

n (X1 + . . . + Xn) ⇒ ET (Y ) = θ

DT (Y ) = DX1
n = θ(1−θ)

n ⇒ в (1) получено равенство⇒ T (Y ) эффективная
оценка, т. е. оценка несмещенная и имеющая минимальную дисперсию.

Замечание 18.2. Из определения эффективности оценок вытекает, что
любая эффективная оценка является оптимальной (обратное неверно, т.
к. это вытекает из неравенства Рао - Крамера, опирающегося на условия
регулярности, которые выполнены не всегда)
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Замечание 18.3. Равенства (2) и (3) имеют место для следующих стати-
стических моделей:
когда рассматривают выборку из L(X) ∼ N(θ, σ2); либо N(µ, θ2)
(надо искать оценку П(θ), Bi(k, θ))

Замечание 18.4. Есть n независимых испытаний, P (A) = p - неизвестно.
Как имея результаты n испытаний найти неизвестное значение для p ?
p̂ = nA

n , где nA - число испытаний, в которых А произошло. Это классика,
не зная вероятность события, заменяем ее на частоту.

Задача аналогична Xi =

{
1, если i-тое испытание законч. А;
0, иначе;

T (Y ) = X̄ = nA

n
Ep̂ = p - оценка несмещенная, эффективная.

Theorem 18.2. Относительная частота произвольного события в n
независимых испытаниях является эффеткивной оценкой вероятности
этго события

Следствие: Для любого фиксированного Y эмпирическая функция рас-
пределения fn(Y ) является эффективной оценкой f(Y )
(Вытекает из Теоремы и определения эмпирической функции распреде-
ления)

18.1 Метод моментов

Первый (исторически) метод построения точечных оценок. Не дает хоро-
ших результатов, но простой.
Пусть I(X) = {F (x, θ), θ ∈ Theta}
θ = {θ1, . . . , θk} - векторный параметр
N( µ, σ2

︸ ︷︷ ︸
неизвестные

). Предполагаем, что ∃EXk = ak

По выборке (X1, . . . , Xn) (повторная, из независ., одинаково распределен-
ных величин, с распределением как у X) строим выборочные моменты
порядка i = ¯1, k
mi = 1

n (Xi
1 + . . . + Xi

n) = {Emi = ai} = ai = fi(θ1, . . . , θk), i = ¯1, k
Меняя i от 1 до k получаем систему:





m1 = a1 = f1(θ1, . . . , θk)
. . .

mk = ak = fk(θ1, . . . , θk).

(из k уравнений левые полностью определены выборкой)

Определение 18.4. Оценками по методы моментов называются реше-
ния θ1∗, . . . , θk∗ системы (см. выше).
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(они будут функциями от выборки)

Пример 18.2. Предположим, что I(X) = Bi(k, p), k, p - неизвестны.
a1 = EX = kp
a2 = EX2 = DX + (EX)2 = kp(1− p) + (kp)2

{
m1 = x̄ = kp

m2 = kp(1− p) + k2p2.

⇓
m2 = m1(1− p) + m2

1 ⇒
{

p = 1− m2−m2
1

m1

k = m1/p = m2
1

m2
1+m1−m2

.
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Theorem 19.1. Пусть h(z) - непрерывная функция и Yn, Yn →p 0. Тогда
для любого а справедливо

h(a + Yn) → h(y).

Доказательство. Фиксируем произвольные a, ε > 0. Так как y - непре-
рывная функция,вытекает что:

∃δ : |y| ≤ δ ⇒ |h(a + y)− h(a)| ≤ ε.

Нам надо доказать, что:

∀ε P (|∆h(Yn)| > ε ) → 0

P (|∆h(Yn)| > ε ) = P (A, |Yn| ≤ δ ) + P (A, |Yn| > δ ) =

= P (A, |Yn| ≤ δ ) = 0; P (A, |Yn| > δ ) ≤ P (|Yn| > δ ) → 0 npu n →∞
Используя

mk =
∑n

i=1 xk
i

n
→ EXk

и обобщение теоремы 1 на функции многих переменных, получаем, что
оценки, полученные для биномиального распределения на прошлой лек-
ции являются состоятельными.

Theorem 19.2. Пусть z = (z1, .., zl) - непрерывная функция l - пере-
менных, Yn = (Yn1, .., Ynl) и Yni → 0, i = 1, l. Тогда для любого
a = (a1, a2, .., al)

⇒ h(a + Yn) → h(a)
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19.0.1 Достаточные и полные статистики

Xt+1 =
Pt+1 − Pt

Pt
∼ N(a, σ2)

Pt - цены
Xt+1 - относительная доходность
a, σ2 - неизвестны
Можно ли считать последовательность Xt реалиациями нормального рас-
пределения с параметрами a, σ2 ?
Пусть ДА. Тогда нам нужно оценить параметры a, σ2.
ЦЕЛЬ: сгруппировать все данные без потери информации.
Достаточные статистики показывают какие функции брать для оценки
параметров.
Пусть (X1, .., Xn) - выборка из

L(X) ∈ F (z, θ), θ ∈ Θ

(L(X) - параметрическое семейство)

Определение 19.1. Достаточной статистикой называется функция
T (X1, .., Xn) такая, что:
1. Если L(X) - абсолютно - непрерывная функция распределения, то
условная плотность вектора (X1, .., Xn) при условии, что T (Y ) = t;
2. Если L(X) - дискретно, то

P (X1 = x1, .., Xn = xn|T (Y ) = t)

есть функция, не зависящая от θ.

Пример 19.1.

T (Y ) = (X1, .., Xn); L(X) = Bi(1, 0);

P (X1 = x1, .., Xn = xn) = θ
Pn

i=1 xi(1− θ)n−Pn
i=1 xi ;

Xi = { 1, θ
0, 1−θ ,

T (Y ) =
n∑

i=1

Xi, Y = (X1, .., Xn), y = (x1, .., xn);

P (X1 = x1, .., xn = xn|T (Y ) = t) =
P (Y = y, T (Y ) = t)

P (T (Y ) = t) =

= { 0, T (y)6=t,
P (Y =y)

P (T (Y )=y)



19 Лекция 5 97

Theorem 19.3 (Критерий факторизации). T (Y ) является достаточ-
ной статистикой ⇐⇒ pn(Y, θ) может быть представлена в виде:

pn(Y, θ) = g(T (Y ), θ) · h(y)

где h(Y ) - функция, не зависящая от θ.
Для предыдущего примера

g(z, θ) = θz(1− θ)n−z, h(z) = 1

Доказательство. Необходимость: Пусть T (Y ) - достаточная статисти-
ка и пусть T (y) = t. Тогда

{Y = y} ⊂ {T (Y ) = t}.

Поэтому
pn(y, θ) = P (Y = y) = P (Y = y, T (Y ) = t) =

= g(T (Y ), θ) = P (Y = y|T (Y ) = t) · P (T (Y ) = t)

Достаточность:
P (Y = y|T (Y ) = t).

Рассмотрим случай
{Y = y} ⊂ {T (Y ) = t}

так как в противном случае условная вероятность есть 0.

P (Y = y|T (y) = t) =
P (Y = y, T (Y ) = t)

P (T (Y ) = t)
=

P (Y = y)
P (T (Y ) = t)

=

=
Pn(y, θ)∑

y′:T (y′)=t P (Y = y′)
=

g(t, θ) · h(y)∑
y′:T (y′)=t g(t, θ) · h(y′)

=

=
h(y)∑

y′:T (y′)=t h(y)
.

Пример 19.2 (Общая нормальная модель).

N(θ1, θ
2
2)

pn(y, θ) =
∏n

i=1

exp(− (xi−θ1)
2

2θ2
2

)
√

2πθ2

= (
1

θ2

√
2π

)n exp(
−n(x− θ1)2

2θ2
2

−
∑n

i=1(xi − x)2

2θ2
2

)

⇒ T (Y ) = (x,

n∑

i=1

(xi − x)2)
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Пример 19.3.
L(X) =

⋃
(0, θ)

L(X) - равномерно распределена на отрезке (0, θ)

pn(y, θ) = {
1

θn ,x1≥0,xn≤θ
0

pn(y, θ) =
f(θ − x(n)) · f(x(1))

θn
,

где
f(z) = { 1,z≥0

0,

⇒ T (Y ) = X(n)

Theorem 19.4 (Rao, Blackwell, Колмогоров). Если оптимальная оцен-
ка существует, то она есть функция от достаточной статистики.

Доказательство. Пусть T = T (Y ) - достаточная статистика и T1 = T1(Y )
- некая несмещенная оценка τ(θ). Положим

H(t) = E(T1(Y )|T = t) =
∑

i∈I

T1(yi)P (Y = yi|T (Y ) = t)

где {yi} , i ∈ I - всевозможные значения Y .
Мы докажем

EH(T (Y )) = τ(θ)

DH(T (Y )) ≤ DT1(Y )
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Рассмотрим два равенства

H(t) = E(T1|T )(4),

E(H(t)) = ET1 = τ(θ)(5).

Доказательство. (4) Будем действовать по определению. Ограничимся
дискретным случаем, как наиболее понятным (условная вероятность была
доказана для дискретного случая).

EH(T ) =
∑

j

H(tj) · P (T = tj) =

=
∑

j

P (T = tj) ·
∑

i

T1(yi) · P (Y = yi|T = tj) =

(все ряды, записанные здесь, абсолютно сходятся, из чего следует суще-
ствование, а значит, можно их поменять местами.)

=
∑

i

T1(yi)
∑

j

P (Y = yi, T = tj) = ET1.

Здесь ∑

j

P (Y = yi, T = tj) = P (Y = yi).

Сравнивая то, с чего начали и то, чем закончили, получаем доказатель-
ство первого равенства.

Доказательство. (5) Воспользуемся f(X,Y ). Тогда

Ef(X,Y ) = E(Ef(X, Y )|X)(6).

Это свойство мы видели, когда изучали математическое ожидание, и оно
часто используется. В силу (4)
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E[(T1 −H(T )) · (H(T )− τ(θ))] =

(где T1−H(T ) = cov(T1−H(T ),H(T )), H(T ) - случайная величина, а τ(θ)
- константа)

= E[(T1 −H(T ))H(T )] =

(используем равенство (6))

=
∑

j

(E(T1|T = tj)−H(tj)) ·H(tj · P (T = tj)) = 0,

так как
E(T1|T = tj)−H(tj) = 0

то что записанное выше и есть E(f(X, Y )|X). Получили, что cov = 0.
Значит, дмсперсия суммы двух случайных величин будет равна

D(T1 −H(T ) + H(T )− τ(θ)) =

(T1 −H(T ) и H(T )− τ(θ) - случайные величины)

= D(T1 −H(T )) +D(H(T )).

Так как D ≥ 0, то

D(T1 −H(T ) + H(T )− τ(θ)) ≥ DH(T ).

Если пренебречь τ(θ), ничто не меняется. Таким образом равенство (5)
доказано.
T1 = H(T ) с вероятностью 1.
На этом доказательство теоремы Рао-Крамера завершено.

Определение 20.1. Достаточная статистика T называется полной,
если из того, что Eϕ(T ) = 0 вытекает, что ϕ(T ) = 0 с вероятностью
1.

(Это не есть равенство нулю всей функции, если попадается значение,
которое не является T , то ничего о функции нельзя сказать).

Theorem 20.1. Если полная достаточная статистика существует, то
любая функция от нее является оптимальной оценкой своего матема-
тического ожидания.

Доказательство. Пусть T -полная достаточная статистика. Возьмем про-
извольную ϕ, и пусть

τ(θ) = Eϕ(T ).

Доказательство заключается в том, что существует единственная несме-
щенная оценка ϕ(T ), и если она одна, то она и оптимальна. Проведем
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доказательство от противного. Предположим, что есть ϕ1(T ) - несмещен-
ная оценка для τ(θ), то есть

τ(θ) = Eϕ(T ).

Следовательно,
0 = E(ϕ(T )− ϕ1(T )).

Отсюда и из определения полноты достаточной оценки следует, что

ϕ(T ) = ϕ1(T )

с вероятностью 1.

Пример 20.1. Пусть выборка (X1, ..., Xn) имеет равномерное распределе-
ние на (0, θ):

L(X) : X ∼ U(0, θ).

В качестве достаточной статистики, оказывается, можно взять макси-
мальное значение выборки, т.е. максимальную порядковую статистику

X(n) < max
1≤i≤n

Xi.

Докажем ее полноту. Для этого нужно рассмотреть производящую функ-
цию ϕ, а именно, ϕn(X(n)) и возьмем ее математическое ожидание. Преж-
де запишем плотность

X(n) : h(z) =
{

n zn−1

θn , z ∈ (0, θ);
0, иначе.

Eϕ(X(n)) =
∫

R
ϕ(z)h(z)dz =

1
θn

∫ θ

0

ϕ(z)zn−1dz.

Предположим, что это равенство равно нулю. Тогда т.к. n
θn 6= 0, ∀θ

∫ θ

0

ϕ(z)zn−1dz = 0.

Значит, ∀θ1, θ2 : θ2 > θ1 > 0 получаем
∫ θ2

θ1

ϕ(z)zn−1dz = 0.

Из того, что zn−1 > 0, все упирается на ϕ(z). Следовательно, ϕ(z) = 0 с
вероятностью 1 при z > 0.
В некоторых учебниках и задачниках этот факт доказывается по-другому.
Дифференцируют и получают

∫ θ

0

ϕ(z)zn−1dz = 0. =⇒ ϕ(z) = 0.
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Тогда не требуется непрерывность ϕ. Найдем математическое ожидание
максимальной статистики

EX(n) =
n

θn

∫ θ

0

zndz =
n

n + 1
θ.

Тогда в силу теоремы о полной достаточной статистике

T (X) =
n + 1

n
X(n).

ET (X) = θ ⇒
T (X)-оптимальная оценка для θ.

20.1 Оценки максимального правдоподобия

Пусть X1, ..., Xn- выборка. Напомним, что

pn(y, θ) =
n∏

i=1

pθ(X = xi)

функцией правдоподобия. Примем y = (x1, ..., xn).

Определение 20.2. Оценкой максимального правдоподобия (ОМП) на-
зывается такая функция от θ∗(x1, ..., xn):

p(y, θ∗) = max
θ∈Θ

pn(y, θ).

Определение выше является формальным определением. Для того, чтобы
пояснить содержательное определение, рассмотрим пример. Пусть x1, x2

имеют распределение Бернулли:

L(X) = Bi(1, 0),

X =
{
1, θ;
0, 1− θ.

Предположим, что множество Θ состоит из двух точек:

Θ = { 1
100

;
999
1000

}.

И наблюдается выборка 1, 1. Тогда в качестве неизвестного параметра
следует брать вторую точку ( 999

1000}).
-Если

θ =
1

100
=⇒ p(Y = (1, 1)) = (

1
100

)2 =
1

104
.
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-Если
θ =

999
1000

=⇒ p(Y = (1, 1)) = (0, 999)2.

Пусть Θ = [0, 1]. Если наблюдается:
-(1, 1), то в качестве параметра θ берется 1;
-(0, 0), то θ = 0;
-(1, 0), то этой выборке соответствует (θ(1− θ)) и θ = 1

2 .

Замечание 20.1. Предположим, что:
1. существует частная производная функции правдоподобия pn(y, θ)

∂pn(y, θ)
∂θi

,∀θ ∈ Θ, i = 1, k, k : θ = (θ1, ..., θk).

2. функция правдоподобия pn(y, θ) достигает максимума как функция от
θ во внутренней точке области Θ.
Если 1 и 2 выполняются, тогда для оценки максимального правдоподобия
составляется система уравнений

∂pn(y, θ)
∂θi

= 0, i = 1, k.

Дифференцировать сумму легче, чем произведение, поэтому следует пе-
рейти к ln:

∂ ln pn(y, θ)
∂θi

= 0, i = 1, k.

Лемма 20.1. Если существует эффективная оценка, скажем, T (Y ) па-
раметра θ ∈ R, то в этом случае T (Y ) - ОМП, где Y = (X1, ..., Xn).

Доказательство. Напомним, что эффективная оценка - это несмещенная
оценка, где достигается неравенство Рао-Крамера.

∂pn(y, θ)
∂θ

= c(θ)T ((Y )− θ).

Лемма 20.2. Если есть достаточная статистика T (Y ), и ОМП θ∗ су-
ществует и единственна . Тогда θ∗ есть функция от T .

Доказательство основывается на характеризации достаточной статисти-
ки:

pn(y, θ) = g(T (y), θ)h(y).

Рассмотрим пример, из которого вытекает, что оценки максимального
правдоподобия не единственны и, вообще говоря, смещенны и необяза-
тельно состоятельны. Пример связан с равномерным распределением.

X1, ..., Xn ∼ L(X) = U(0, θ) · 1
θn
· f(x(1)) ⇒
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pn(y, θ) = f(θ − x(1)),

где

f(y) =
{
1, y > 0;
0, иначе.

Пусть выборка
X1, ..., Xn ∼ L(X) = U(θ, θ + 1) ⇒

pn(y, θ) = f(x(1) − θ) · f(θ + 1− x(n)) =

=
{
1, x(1) > θ, θ + 1 > x(n) или x(1) > θ > x(n) − 1;
0, в противном случае.

Оценка МП - любая точка из (xn − 1, x1).



21

Лекция 7

Пример 21.1. Равномерное распределение на U(0, θ).

pn(y; θ) =
{

1
θn , x(1) > 0, x(n) ≤ θ;
0, иначе.

⇒ θомп = X(n)

Пример 21.2. Общая нормальная модель L(X) N(θ1, θ2
2).

EX = θ1, DX = θ2
2 ⇒ θ = (θ1, θ2) - вектор, где θ1, θ2 - неизвестные.

Рассмотрим (− ln pn); поиск оценки максимального правдоподобия экви-
валентен нахождению экстремальных точек, в которых достигается ми-
нимум следующей функции:

ψ(y; θ) =
(X − θ1)2

2θ2
2

+
1
2

(
s2

θ2
2

− 1
)
− ln

s

θ2
,

где s2 = 1
n

∑n
1 (Xi −X)2.

Утверждается, что f(X) = 1
n (X2−1)−ln X ≥ 0 при X > 0 (нули функции:

f(1) = 0). Так как функция убывает при X ∈ (0, 1) и возрастает при
X ∈ (1,+∞), следовательно f(X) ≥ 0 ⇒ ψ(y; θ) ≥ 0. Но при θ1 = X, θ2 =
sψ(y; θ) = 0 достигается минимум, следовательно θ∗1 = X; θ∗2 = s.
Дугой способ: ∂ ln pn(y;θ)

∂θi
= 0 i = 1, 2.

Но из первого способа решения следует любопытный факт, состоящий
в том, что оценкой максимального правдоподобия для θ2

2 является s2:
(θ2

2)
∗ = s2.

21.0.1 Свойство (принцип) инвариантности ОМП

Пусть f : Θ → F - взаимно однозначное отображение. Тогда, если θ∗ есть
ОМП для θ, то f(θ∗) есть ОМП для f(θ).

Замечание 21.1. Θ ⊂ Rn - то есть вектор θ может быть многомерным.
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Доказательство. supθ∈Θ pn(y; θ) = supx∈F pn(y; f−1(x)), где x = f(θ).
Если левая часть принимает максимальное значение при θ∗, то правая
часть - при x∗ = f(θ∗) = (f(θ))∗. Что и требовалось доказать.

Оценка максимального правдоподобия является:

• асимптотически несмещенной (θ∗n - ОМП для θn; Eθ∗n → θ, n →∞)
• асимптотически эффективной
• асимптотически нормальной, то есть ∃{An}, {Bn} такие, что после

нормировки θ∗n−An

Bn
→d Z (стремление по распределению к стандарт-

ному нормальному закону), то есть

p

(
θ∗n −An

Bn
< x

)
→ p(Z < x),

где Z ∼ N(0, 1).

21.1 Интервальные оценки

Рассмотрим в начале несколько частных случаев.

• n = 1, X1, N(θ, 1), где θ - соответственно неизвестная. В таком случае
θ = EX1 - несмещенная эффективная оценка.

• n = 2, X1, X2, N(θ, 1); θ = EX1+X2
2 . Чему тогда равна вероятность

того, что X1+X2
2 = θ?

Поскольку величины X1 и X2 имеют нормальное распределение, зна-
чит и величинаX1+X2

2 так же будет иметь нормальное распределе-
ние. Таким образом, данная случайная величина обладает плотностью.
Следовательно, любое конкретное значение она принимает с нулевой
вероятностью. То есть P

(
X1+X2

2 = θ
)

= 0

Определение 21.1. Пусть Y = (X1, . . . , Xn) - выборка из L(X) ∼
F (Z, θ), θ ∈ Θ, где F (Z, θ) - функция распределения случайной вели-
чины X. Доверительным интервалом для неизвестного параметра θ
с уровнем доверия γ называется интервал (T1(Y ), T2(Y )) такой, что
P (T1(Y ) < θ < T2(Y )) ≥ γ для ∀θ ∈ Θ.

γ называют так же коэффициентом надежности или доверительной веро-
ятностью.
Для случая n = 1, X1, N(θ, 1), θ∗ = X1 возьмем в качестве интервала
(X1 − A1, X1 + A2), причем P (X1 − A1 < θ < X1 + A2) = γ ⇒ P (−A2 <
X1− θ < A1) = γ, где величина X1− θ дает нулевое математическое ожи-
дание, поскольку имеет нормальное стандартное распределение.
Обычно γ близка к единице, то есть имеет значения в районе 0.9, 0.95,
0.99, 0.999.
Вероятность попасть в доверительный интервал - это суть площадь под
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кривой плотности. То есть задача фактически состоит в том, чтобы най-
ти такие A1, A2, при которых площадь под графиком равнялась бы γ.
Решение такой задачи не единственно, но следует искать кратчайший до-
верительный интервал. Лучшим, в таком случае, вариантом будет случай
A1 = A2.
Если Φ(Z) - функция распределения N(0, 1), то Φ(−A1) = 1−γ

2 .
Поскольку θ - неизвестная, но не случайная величина, значит она либо
попадает в интервал, либо нет.

21.2 Метод построения доверительных интервалов

21.2.1 Метод, основанный на точечных оценках.

Предположим, что T (Y ) - точечная оценка θ. Пусть T (Y ) имеет функцию
распределения G(t, θ). Рассмотрим случайные величины G(T (Y ), θ) =
ε, G(T (Y ), θ) = 1− ε (*).
Фиксируем некоторый ε такой, что 1/2 < ε < 1.
При наложении определенных условий регулярности на функцию распре-
деления случайной величины X имеем, что (*) имеет единственное реше-
ние относительно θ. Кроме того, корни - θ∗1 = T1(T (Y )) = T1(Y ); θ∗2 =
T2(Y ) - таковы, что P (T1(Y ) < θ < T2(Y )) ≥ 2ε − 1 = γ. Следовательно
(T1(Y ), T2(Y )) - доверительный интервал для θ.

Пример 21.3. Пусть (X1, . . . , Xn) - выборка из L(X) ∼ N(θ, 1). Необходи-
мо построить оценку для θ.
T (Y ) = 1

n (X1 + . . . + Xn) ∼ N(θ, 1
n ), тогда Φ(

√
n(t − θ)) - функция рас-

пределения T (Y ), причем это функция распределения стандартного нор-
мального закона.
Φ(
√

n(T (Y )− θ)) = ε
θ∗1 = T (Y )− 1√

n
· Φ−1(ε)

θ∗1 = T (Y )− 1√
n
· Φ−1(1− ε)

Заметим, что в силу свойств симметрии Φ(ε) + Φ(1 − ε) ≡ 0 ⇒ θ∗2 =
T (Y ) + Φ−1(ε) ⇒ (

T (Y )− Φ−1(ε), T (Y ) + Φ−1(ε)
)
- искомый довери-

тельный интервал, где ε = 1+γ
2 .
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22.0.2 Метод, основанный на центральной статистике

Y = (X1, . . . , Xn) L(X)
Пусть V (Y, θ) - некая случайная величина
1. Распределение сл. вел. V (Y, θ) не зависит от θ
2. При каждом y функция V (y, θ) как функция от θ является строго мо-
нотонной
X ∼ N(θ, 1)
⇓
X − θ ∼ N(0, 1)

Определение 22.1. Статистика V (Y, θ), удовлетворяющая 1 и 2, на-
зывается центральной.

Предположим, что распределение сл. вел. V (Y, θ) абсолютно непрерывно.
Определим по заданному γ значения v1 и v2.

P (V1 < V (Y, θ) < γ) (22.1)

⇒ v1 и v2 обязательно существуют ( т. к. для абс. непрерывной сл. вел.
вероятности принимают все от 0 до 1)
(для дискретных велич. нестрогое равенство ≥)
Пусть T1(y) и T2(y) - это решения уравнения :
V (y, θ) = vi, i = 1, 2
В качестве неизвестного - θ.
Для определенности предположим, что V (y, θ) стого возрастающая. То-
гда равенство (1) эквивалентно:

P (T1(Y ) < θ < T2(Y )) = γ (22.2)

⇒ (T1(Y ), T2(Y )) - доверительный интервал для θ с коэффициентом до-
верия γ ( по определению )
НО!(проблемы)
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1.Найти центральную статистику
2.Можно предложить такое уравнение, что найти T1, T2 будет непросто
в прикладных задачах эти проблемы не возникают

Пример 22.1. Пусть (X1, . . . , Xn) повторная выборка из распределения
L(x) ∼ N(µ, θ2), где µ - известно, θ - неизвестно.
Попытаемся построить центральную статистику.
V (Y, θ2) = 1

θ2

∑n
i=1(Xi − µ)2 = { проверим условия, определяющие цен-

тральную статистику } =
∑n

i=1(
Xi−µ

θ )2 = { каждая Xi имеет такое же
распределение, как X, т. е. N(θ, 1) } = E(Xi−µ

θ ) = 0
D(Xi−µ

θ ) = 1 , т. е. Xi−µ
θ ∼ N(0, 1) , т. е. имеем сумму квадратов стан-

дартных нормальных случайных величин.

Определение 22.2. χ2
n - сл. величина, имеющая хи-квадрат распределе-

ний с n степенями свободы - это Z2
1 + . . . + Z2

n , где Zi - независимые,
одинаково распределенные N(0, 1)

Плотность χ2
n имеет вид

gn(z) =

{
1

2n/2Γ (n/2)
zn/2−1e−z/2, , z > 0

0, , z ≤ 0 ;

, где Γ (z) =
∫ +∞
0

yz−1e−ydy
1
θ2

∑n
i=1(Xi − µ)2 строго убыв. функция от θ ⇒ оба условия выполнены

V (y, θ2) = vi, i = 1, 2
vi находим из равенства (1)
⇒ вместо (2) получаем
P ( 1

v2

∑n
i=1(Xi − µ)2, θ2 < 1

v1

∑n
i=1(Xi − µ)2) = γ

⇒ это и ест доверительный интервал с коэффициентом доверия γ
vi брали из равенства (1), которое в нашем случае переписывается (см.
Рисунок 1)

(1) →
∫ v2

v1

gn(z)dz = γ (22.3)

Функция плотности gn(z) имеет вид графика (монотонно возрастает. по-
сле максимума убывает для n > 2)
v1 и v2 находятся для условия равенства площади под графиком, ограни-
ченной v1 и v2, γ ⇒ не единственность v1 и v2

⇒ требуют центральный доверительный интервал, т. е. площадь на кон-
цах одинаковая : 1−γ

2
Но требования строить довер. интервал и кратчайший довер. интервал
входят в противоречие. Для нахождения кратчайшего доверительного
интервала (T2(Y ), T1(Y )) ⇔ 1

v1
− 1

v2
→ минимизируем при условии вы-

полнения (3)
Методом Лагранжа находим условный экстремум функции.
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Рис. 22.1.

НО! gn(z) не допускает точного выражения для v1 и v2, поэтому на прак-
тике для различных значений γ и для различных значений n существуют
таблицы, указывающие соответствующие значения для v1 и v2.

22.0.3 Метод, основанный на центральной предельной теореме

Пусть pn(y, θ) =
∏n

i=1 p(x1, θ), где p(z, θ) - плотность сл. вел. X, (x1, . . . , xn)
- выборка из L(X) с плотностью p(z, θ).
Рассмотрим ∂

∂θ ln pn(Y, θ) =
∑n

i=1
∂
∂θ ln p(Xi, θ), где (X1, . . . , Xn - повтор-

ная выборка, т.е. X1, . . . , Xn - н.с.р. X⇒ т.к. X1, . . . , Xn н.с.р., то ln p(Xi, θ)
тоже н.с.р.
При условии регулярности было показано, что E∂ ln pn

∂θ = 0,
D ∂ ln pn

∂θ = E( ∂ ln pn

∂ theta )2 = { т.к. E = 0} = −E ∂2

∂θ2 ln pn

Ц.П.Т.: Пусть Z1, . . . , Zn - н.с.р. сл.в. : EZ1 = a, DZ1 = σ2,
тогда ∀c, d(c ≤ d) P (c < Z1+...+Zn−na

σ
√

n
< d) → ∫ d

c
1√
2π

e−
u2
2 du

Положим Zn(θ) =
∂ ln pn(Y,θ)

∂θ

E( ∂ ln pn(Y,θ)
∂θ )2

По ЦПТ ∀c ≤ d : P (c < Zn(θ) < d) → Φ(d) − Φ(c), где Φ(d) − Φ(c) =∫ d

c
1
2π e−

u2
2 du, функция распределения ст. норм. закона

Предположим, надо построить доверительный интервал с параметром θ
для γ. Рассмотрим Zn(θ). Предположим, что γ - коэф. надежности. Пусть
cγ находится из условия:
P (|Z| < cγ) = γ, где Z ∼ N(0, 1).
По ЦПТ P (|Zn(θ)| < cγ) → Φ(cγ)− Φ(c−γ) = P (|Z| < cγ)
Следовательно, если неравенство Zn(θ)| < cγ допускает решение относи-
тельно γ в виде интервала (T1(Y ), T2(Y )), то это и есть доверительный
интервал для θ.
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Т.е. мы заменили задачу P (|Zn(θ)| < cγ) = γ задачей P (|Z| < cγ) = γ

Пример 22.2. Пусть X1, . . . , Xn - выборка из Пуассоновского распределе-
ния, т.е. L(X) ∼ Π(θ), т.е.
P (X = k) = θk

k! e
−θk = 0, 1, . . .

pn(Y, θ) = e−θn
∏n

i=1
θXi

Xi!
= e−θnθnX̄ 1Qn

i=1 Xi!

⇒ ∂ ln pn(Y, θ)
∂θ

= −n +
nX̄

θ
=

n

θ
(X̄ − θ) (22.4)

∂2 ln pn(Y,θ)
∂θ2 = −nX̄

θ2

E∂2 ln pn(Y,θ)
∂θ2 = E(−nX̄

θ2 ) = n
θ

⇓
Zn(θ) =

√
n
θ (X̄ − θ)

cγ найдено по N(0, 1) из условия P (|Z| < cγ) = γ
|Zn(θ)| < cγ допускает решение относительно θ. Из (4) вытекает, что X̄
есть эффективная оценка для θ (Рао-Крамер).
Из (4) вытекает, что X̄ есть оценка максимального правдоподобия для θ.
А ОМП после преобразования ∼ N(0, 1) - асимптотически нормальная. В
частности получено, что ОМП X̄ является асимптотически нормальной.
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Zn(Θ) =
√

n

Θ
· (X −Θ) ⇒d Z

P (|z|n < Cγ) = γ

Находим Θ из :
|Zn(Θ)| < Cγ

Zn(Θ) = cγ

X +
C2

γ

2n
− Cγ ·

√
X

n
+

C2
γ

4n2

︸ ︷︷ ︸
< Θ < X +

Cγ

2n
+ B(γ, n)

B(γ, n)
(отсюда находим два единственных решения (левее X и правее X))

23.1 Проверка статистических гипотез

Определение 23.1. Статистической гипотезой называется любое пред-
положение о распределении случайной величины X вида :

F ∈ F0 ⊂ F

Пример 23.1.

Xt+1 =
Pt+1 − pt

Pt

Гипотеза о распределении :

F ∈ F1 = {N(0, Θ2), Θ2 > 0}
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23.1.1 Гипотезы об однородности выбора

Определение 23.2.

(X1i, X2i, ..., Xni), i = 1, kn

Для любого фиксированного i данные в моменты времени 1, 2, ..., n для
i-ого пациента X,который лечится старым методом.

(Y1i, Y2i, ..., Yni), i = 1,m

Для любого фиксированного i данные в моменты времени 1, 2, ..., n для
i-ого пациента X,который лечится новым методом.
Вопрос : Можно ли считать , что выборки для kn взяты из одного и
того же вида распределения ?

23.1.2 Гипотеза о независимости

Вопрос: Что случится с инфляцией, если уровень безработицы повысится?

((X1, Y1), (X2, Y2), ..., (Xn, Yn))

Гипотеза: Являются ли компоненты вектора (X, Y ) независимыми ?
Пусть F (z, t) - функция распределения (X, Y ), F (z, t) ∈ F - все вероят-
ностные распределения на R2 , F0 - все все вероятностные распределения
на R2 с независимыми компонентами.

Определение 23.3. Если F0 из определения гипотезы состоит в точ-
ности из одного распределения, то гипотеза называется простой, в про-
тивном случае сложной.

Далее рассматриваем только простые гипотезы.

Определение 23.4. Гипотезу о том , что F ⊂ F0 назовем основной
(нулевой) гипотезой H0

H0 : F ∈ F0(F0 = F0)

Определение 23.5. Правила, согласно которым гипотеза H0 принима-
ется или отвергается, называется статистическим критерием или
просто критерием.
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Замечание 23.1. Часто будем говорить: H0 верна F0 = N(0, 1), если дан-
ные не противоречат гипотезе H0.

X1 X F = { ∪(0, 1) , ∪(1, 2) }
H0 : F0 = F0 =

⋃
(0, 1)

Правило: Если X1 ∈ [0, 1], то H0, иначе отвергаем.

X1 X F = { ∪(0, 1) , ∪(2, 1) }
Если X1 ≤ a , то H0 → какое бы S0 мы не взяли полачаем ошибку.

Замечание 23.2. Ошибка 1-го рода при проверке гипотез: отвергнуть H0,
когда она верна.
Ошибка 2-го рода при проверке гипотез: принять H0, когда она не верна.

Замечание 23.3. 2-ой пример показывает также, что если объем выборки
фиксирован, то нельзя указать такой критерий, при котором вероятность
ошибoк 1-го и 2-го рода меньше любых наперед заданных значений одно-
временно.

α = P (X1 > a|H0)

β = P (X1 ≤ a|H0)

Определение 23.6. Множество S ⊂ X называется критическим , если
в случае попадания выборки (X1, X2, .., Xn) ∈ S в множество S согласно
критерию следует отвергать H0.
Критерии такого типа называются S-критериями.

Рассмотрим параметрические модели:

(X1, X2, .., Xn) X F ∈ F(θ) θ ∈ Θ

Пусть Θ0 таково, что

H0 : F ∈ F0 = {F(θ) , θ ∈ Θ0 }

H1 : F ∈ F1 = {F(θ) , θ ∈ Θ1 }
Θ0

⋂
Θ1 = O , Θ0

⋃
Θ1 ⊂ Θ

Пусть pn(y, θ) - функция правдоподобия, соответствующая выборке
(X1, X2, ..., Xn) , y = (x1, ..., xn). Рассмотрим абсолютно-непрерывный
случай.
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Определение 23.7. Функция мощности S - критерия определяется:

W (S , θ) =
∫

S

pn(y , θ)dy = P (Y ∈ S , θ)

Пусть F0 = Fθ0 , F1 = Fθ1 . Тогда вероятность ошибки 1-го рода

α = P (Y ∈ S, θ0) = W (S), θ0,

W (S, θ1) = P (Y ∈ S, θ1) = 1− β.
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Пусть Θ = θ0, θ1, и y = (X1, ..., Xn) берется из распределения L(X)
F (z, θ), θ ∈ Θ. Основная гипотеза -

H0 : θ = θ0,

а конкурирующая гипотеза -

H1 : θ = θ1.

Функцией мощности является функция

W (S, θ) =
∫

S

pn(y, θ)dy = Σy∈Spn(y, θ).

Первое равенство выполняется, когда L(X) абсолютно непрерывно, а вто-
рое равенство- когда распределение L(X) дискретно. Если в качестве па-
раметра взять θ0, то функция мощности совпадает с уровнем значимости:

W (S, θ0) = P (y ∈ S | H0) = α.

P (y ∈ S | H0)- вероятность попасть в область S, когда отвергается H0,
когда она верна.

W (S, θ1) = P (y ∈ S | H1) = 1− β.

Здесь отвергается H0, когда она не верна.

Определение 24.1. Критерий с областью S∗ называется оптималь-
ным (наиболее мощным) среди всех критериев с заданным уровнем зна-
чимости α (совокупность таких критериев обозначим через Kα), если

W (S∗, θ0) = α,

то
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W (S∗, θ1) = sup
S∗∈Kα

W (S, θ)(1).

(sup берется по всем критериям с областью S и с уровнем значимости
α).

Вопрос: всегда ли можно найти оптимальный S- критерий?
Ответ: не всегда.
Рандоминизированным ϕ - критерий.
X = (x1, ..., xn) - совокупность всех значений выборки. Введем функцио-
нал

ϕ : X→ [0, 1].

Если есть выборка y = (x1, ..., xn), то проводится случайный эксперимент,
состоящий в том, что с вероятностью ϕ(y) отвергается гипотеза H0. Если
есть S-критерий (это значит, что в выбранном пространстве S выбран
критерий), то

ϕ(y) =
{
1, y ∈ S;
0, иначе.

Понятие ϕ-критерия - это обобщение понятия S- критерия. ϕ-критерий -
рандоминизированный критерий, а S-критерий им не является. В случае
S- критерия

W (ϕ, θ) =
∫

X
ϕ(y)p(y, θ)dy,

W (S, θ) =
∫

S

pn(y, θ)dy.

В случае рандоминизированного критерия

W (ϕ, θ) = Eθϕ(Y ),

где pn(y, θ)-плотность Y .
W (ϕ, θ0) = α,

если в качестве параметра θ взять θ0 из нулевой гипотезы, а если взять
θ = θ1 из конкурирующей гипотезы, то

W (ϕ, θ1) = 1− β.

Определение 24.2. Рандоминизированный критерий с функционалом ϕ
называется оптимальным (или наиболее мощным из всех ϕ- критериев)
с заданным уровнем значимости α (обозначение Kϕ

α ), если

W (ϕ∗, θ0) = α,

W (ϕ∗, θ1) = sup
ϕ∈Kϕ

α

W (ϕ, θ1)(2).
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Функцию правдоподобия pn(y, θ0) обозначим через p0(y), а pn(y, θ1)-через
p1(y).

p1(y)
p0(y)

−

отношения правдоподобия. Критерий, основанный на отношений правдо-
подобия - это критерий отношения правдоподобия.

Лемма 24.1 (Неймана-Пирсона). Для любого α ∈ (0, 1) существуют
C > 0 и ε ∈ [0, 1] такие, что ϕ-критерий с функцией

ϕ∗ =





1, p1(y) > Cp0(y);
ε, p1(y) = Cp0(y);
0, p1(y) < Cp0(y).

является оптимальным ϕ- критерием в смысле определения (2), кото-
рое дано выше.

Лемма 24.2. Если α = 0, то

ϕ∗(y) =
{
1, y : p0(y) = 0;
0, иначе.

p0(y) = 0 значит, что вектор выборки сюда не попадает. Уровень
значимости- это вероятность ошибки 1-го рода. Если α = 0, то это значит,
что мы не отвергаем H0 и не ошибаемся, если же α = 1 (всегда ошибаем-
ся, всегда отвергаем H0), то ϕ∗(y) = 1.

Доказательство (Леммы). Часть 1. Пусть Y = (X1, ..., Xn). Положим

g(C) = P (p1(Y ) ≥ Cp0(Y )|H0)

и рассмотрим
1− g(C) = P (p1(Y ) < Cp0(Y )|H0) =

= P (p1(Y ) < Cp0(Y ) · I{p0(Y )>0}|H0) =

= P (
p1(Y )

p0(Y ) · I{p0(Y )>0}
< C|H0)−

функция распределения случайной величины

p1(Y )
p0(Y ) · I{p0(Y )>0}

и отношение правдоподобия, а у функции распределения хорошие свой-
ства ⇒ g(C) обладает следующими свойствами:
1. g(C) - невозрастающая функция;
2. g(0) = 1, g(−∞) = 0;
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3. g(C) непрерывна слева.
Пусть α- произвольное фиксированное число из [0, 1]. Для выбора Cα рас-
смотрим три случая:
1) α1 : имеем одну точку пересечения с графиком;
2) α2 : попадаем в участок постоянства функции;
3) α3 : не попадаем ни на одну точку, или попадаем в ее разрыв. А теперь
рассмотрим их по отдельности: 3) α3 :

Cα : lim
C→Cα+0

= g(Cα + 0) < α ≤ g(Cα).

εα =
α− g(Cα + 0)

g(Cα)− g(Cα + 0)
; (*)

1) α1 : g(Cα) = α;
2) α2 : g(C) = α, ∀C ∈ [C1, C2].
Для случаев 1) и 2) εα = 0.
На этом конструктивная часть доказательства завершается.
Часть 2. Докажем, что построенный критерий оптимален, т.е.
а) имеет заданный уровень значимости и
б) является наиболее мощным.
Перейдем к доказательству пункта а).

α = W (ϕ∗, θ0) = Eθ0ϕ
∗(y) = E0ϕ

∗(y) =
∫

X
ϕ∗(y)pn(y, θ0)dy =

=
∫

p1(y)>Cαp0(y)

1 · p0(y)dy + ε

∫

p1(y)=Cαp0(y)

p0(y)dy =

= g(Cα) + (εα − 1)(g(Cα)− g(Cα + 0)) = α.

Так как ϕ∗ = 0, то третьего интеграла нет. Если g(cα) − g(cα + 0) 6= 0,
подставляем в формулу для εα(*).
б) Пусть ϕ- произвольный ϕ-критерий с уровнем значимости α.

Eθ1ϕ
∗(Y ) ≥ Eθ1ϕ(Y ) (3).

∫

X
(ϕ∗ − ϕ)(p1 − Cαp0)dy =

∫

ϕ∗>ϕ

+
∫

ϕ∗<ϕ

= I1 + I2.

Интеграл I1 идет по тем y, где

ϕ∗(y) > ϕ(y) ≥ 0,

т.е. ϕ∗(y) > 0, а это тогда, когда

p1(y) ≥ Cαp0(y).

Значит, если первая разность положительна, то вторая неотрицательна.
Отсюда I ≥ 0. Аналогично поступаем с I2. Интеграл идет по области, где
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ϕ∗(y) < ϕ(y) ≤ 1 ⇒ ϕ∗(y) < 1

⇔ p1(y) ≤ Cαp0(y) ⇒ I2 ≥ 0.

В итоге

0 ≤
∫

X
(ϕ∗ − ϕ)(p1 − Cαp0)dy = E1(ϕ∗(Y )− ϕ(Y )− CαE0(ϕ∗(Y )− ϕ(Y ))).

Так как ϕ∗(Y ) = α, то CαE0(ϕ∗(Y ) − ϕ(Y )) = 0. Отсюда и получаем
неравенство (3). Это и завершает доказательство.
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конкурирующие простые гипотезы, то есть выделяющие не класс распре-
делений, а лишь одно.
H0 : p(y) = p0(y), θ = θ0

H1 : p(y) = p1(y), θ = θ1, где p(y) - функция правдоподобия.

Замечание 25.1 (К лемме Неймона-Пирсона).
g(c) = P (p1(Y ) > cp0(Y )|H0); если g(c) разрывна (то есть распределение
дискретно), то почти наверное ε ∈ (0, 1). Для непрерывных распределений
это не всегда так.

Пример 25.1. Пусть (X1, . . . , Xn) - выборка из нормального распределе-
ния N(a, 1), где a - неизвестный параметр.
H0 : a = 0
H1 : a = a1 > 0
y = (X1, . . . , Xn)

p1(y) =
n∏

i=1

1√
2π

exp
(
− (Xi − a1)2

2

)

p1(y)
p0(y)

= exp

(
1
2

(2
n∑
1

Xia1 − na2
1)

)
> c

Поскольку левая часть есть строго возрастающая функция от
∑ xi

n , зна-
чит данное неравенство будет эквивалентно следующему: X = 1

n (X1 +
. . . + Xn) > c2.
Если верна гипотеза H0, то распределение 1

n (X1 + . . . + Xn) ∼ N(0, 1
n ).

Тогда
√

nX ∼ N(0, 1);

P (X > c2|H0) = P (
√

nX > c3|H0) = α,

где α - заданный уровень значимости, а P (
√

nX > c3|H0) = 1 − Φ(c3),
если Φ(x) - функция распределения стандартного нормального закона.
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Поскольку α - квантиль, то uα определена (ее можно узнать из таблиц,
как решение уравнения 1− Φ(uα) = α).

⇒ c3 = uα, c2 =
c3√
n

Следовательно, по лемме Неймона-Пирсона X > uα√
n
.

Замечание 25.2. Данный критерий никак не использует значение a1. Сле-
довательно, наиболее мощный критерий одинаков для любого a1. А зна-
чит, этот критерий является равномерно наиболее мощным среди всех
критериев с заданным уровнем значимости, то есть Eϕ∗(Y ) = α, E∗1ϕ∗(Y ) ≥
E1ϕ(Y ) для любого θ1 ∈ Θ1 и любой ϕ : E0ϕ(Y ) = α.

Замечание 25.3. β = P (H0|H1) = P (X ≤ uα√
n
|H1) = {если верна гипотеза

H1, то X ∼ N(a1,
1
n )} = P ((X−a1)

√
n ≤ uα−a1

√
n|H1) = Φ(uα−a1

√
n) ⇒

1− β = {мощность критерия} = 1− Φ(uα − a1
√

n)
Если a1 близко к 0, то мощность мала, то есть вероятность допустить
ошибку велика. Поэтому при n →∞ мощность уходит в 1.

Определение 25.1. Критерий называется состоятельным, если его мощ-
ность стремится к 1 при n →∞.

Eϕn(Y ) → 1

Если же рассматривать случай, когда H1 : a = a1 < 0, то отличие от
ранее рассмотренного случая будет заключаться в том, что гипотеза H1

принимается не при X > uα√
n
, а при X < −uα√

n
.

25.1 Критерий Пирсона (критерий согласия)

(X1, . . . , Xn) - выборка из L(X) - дискретного распределения; X - дис-
кретная случайная величина.

X : a1 . . . ak

p1 . . . pk

H0 : pi = p0
i

H1 : pi = p1
i , i = 1, k∑k

1(p0
i − p1

i )
2 > 0, то есть хотя бы две вероятности различны (одна веро-

ятность различаться не может, поскольку сумма всех вероятностей равна
1). χ2 =

∑k
i=1

(νi−np0
i )2

np0
i

- статистика критерия, где νi - частота появления
значения a1 в выборке (x1, . . . , xn).

Пример 25.2. На основании некоторых сведений было установлено, что
среди всех миллиардеров 12% являются девами по знаку зодиака. Можно
ли из этого сделать вывод, что у "дев" больше шансов стать миллиарде-
рами, чем у всех прочих знаков зодиака?
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H0 : pd = 1
12 то есть у всех знаков шансы равны

H1 : pd > 1
12 то есть у дев вероятность становления миллиардером выше

В данном случае, гипотеза H1 является односторонней альтернативой. В
то время, как если ли условия гипотезы H1 звучали бы, как pd 6= 1

12 , то
альтернатива была бы двусторонней.
k = 2; a1 = 1, a2 = 0
Имеется статистика: из 100% 12% - девы. Если k = 2, то ν2 = n− ν1, p0

2 =
1− p0

1

χ2 = (ν1−np0
1)

2

np0
1

+ (ν2−np0
2)

2

np0
2

= { 1
p + 1

1−p = 1
p(1−p)} = (ν1−np0

1)
2

np0
1(1−p0

1)
=

[
ν1−np0

1√
np0

1(1−p0
1)

]2

χ2 =


 12− 100

12√
100 · 1

12 · 11
12




2

' 1.76

Критические значения для статистики - отличные от нуля, причем отда-
ленность определяется из уровня значимости.
α = P (χ2 > χkp > 0|H0) (*)
α - задан; χkp находим, используя приближение, то есть, если χ2 стремит-
ся по распределению к некоторой случайной величине Z (для ∀ yP (χ2 <
y) → P (Z < y)), тогда P (χ2 > χkp) → P (Z > χkp). Поэтому для нахожде-
ния χkp соотношение (*) заменяется на α = P (X > χkp). Смысл данного
приближения - упрощение, поскольку случайная величина Z может быть
достаточно простой.
Если k = 2, то ν1 ∼ Bi(n, p0

1) - биномиальное распределение.
Eν1 = np0

1, Dν1 = np0
1(1− p0

1)

По центральной предельной теореме:
[

ν1−np0
1√

np0
1(1−p0

1)

]2

→ Z2, где Z ∼
N(0, 1).
α = 0.1, 0.05
χkp = 2.71, 3.84
χ2 = 1.76 < 2.71
Следовательно, гипотеза "избранности"дев неверна.

Theorem 25.1. χ2 стремится по распределению к χ2
k−1 (overlineχ2 с k−

1 степенью свободы) при n →∞.

Определение 25.2. Случайная величина имеет распределение χ2
k−1, ес-

ли ее распределение совпадает с распределением Z2
1 + . . . + Z2

k−1, где
Z1, . . . , Zk−1 независимые N(0, 1) случайные величины.

Для случая k = 2 теорема уже доказана (см. выше), для остальных слу-
чаев в данном курсе лекций она доказываться не будет.
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Theorem 25.2. Критерий Пирсона является состоятельным, то есть
P (χ2 > χkp|H1) → 1, n →∞.
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/*Было : X1, . . . , Xn из L(X)
a1, . . . , ak

p1, . . . , pk

H0 : pi = pi0 i = ¯1, k
H1 : pi = pi1

χ̄2 =
∑k

i=0
(νi−npi0)

2

npi0

d−→ χ2
k−1

νi = {число появлений ai в (x1, . . . , xn)}
Если χ̄2 > χкр ⇒ H0 отвергается*/

Theorem 26.1. Критерий Пирсона является состоятельным, т. е.

P (χ̄2 > χкр|H1) −−−−→
n→∞

1 (26.1)

Доказательство. Соотношение (1) эквивалентно:

P (χ̄2 < χкр|H1) −−−−→
n→∞

0 (26.2)

χ̄2 можно переписать: χ̄2 =
∑k

i=1
(νi−npi1+npi1−npi0)

2

npi0
=

{ Если справедлива H1, то νi ∼ Bi(n, pi1). Для биномиального распреде-
ления мат. ожидание = npi1}
=

∑k
i=1

(νi−npi1)
2

npi0
+2

∑k
i=1

(νi−npi1)(pi1−pi0)
pi0

+n
∑k

i=1
(pi1−pi0)

2

pi0
= Z1 +2Z2 +

nC1(k)
P (χ̄2 < χкр|H1) = P (Z1 + 2Z2 < −nC2(k)) = {т. к. Z1 ≥ 0} ≤ P1(2Z2 <

−nC2(k)) ≤ {E1Z2 = 0,E1Z
2
2 ≤ E

∑k
i=1(νi − npi1)2

∑k
i=1

(pi1−pi0)
2

p2
i0

=

C3(k)
∑k

i=1 Dνi = C3

∑k
i=1 pi1(1− pi1) = C4(k)n} ≤ P1(2|Z2| > nC2(k)) ≤

{ по неравенству Чебышева, т. к.EZ2 = 0}
≤ 4E1Z2

2
n2C2

2 (k)
≤ 4C4

nC2
−−−−→
n→∞

0 ⇒ критерий состоятельный.
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26.1 Обобщение критерия χ2

1)L(X) a1, . . . , ak

p1, . . . , pk

Можно ли использовать критерий χ2 для непрерывных случайных вели-
чин. Предположим, что L(X) ∼ F абсолютно непрерывна. (см. Рисунок
1)
Интервалы при объединении дают множество всех значений сл. величи-

Рис. 26.1.

ны X, не пересекаются,
νi - число выборки (x1, . . . , xn), попавшее в интервал.
Т. к. статистика критерия χ̄2 =

∑k
i=1(νi − npi0)2 никакой информации о

значении сл. вел. не требует, то такое разбиение интервалов не влияет на
критерий, но влияет на определение pi0:
H0 : F = F0 :

∫
ci

dF0

H1 : F 6= F0

Возникающие проблемы: выбор k, выбор Ci.
Пусть k = 2 (см. Рисунок 2) Но любое симметричное распрделение бу-
дет определено подобным случаем (попадение в C1 ∼ 1/2, попадение в
C2 ∼ 1/2). ⇒ k - чем больше, тем лучше, Ci - выбор должен отобра-
жать распределение. Но тогда , если k велико, то pi0 - малые вероятности
⇒ знаменатель велик ⇒ плохо работает χ2 → χ2

k−1 ⇒ k не должно быть
слишком большим⇒ при упрощении критерий χ2 применяют при n ≥ 50,
k и Ci выбирают так, чтобы νi ≥ 5
(верно для общего случая, не только для абс. непрерывного)
2)H0 : F = F (θ), θ ∈ Θ0

т.е. H0 - сложная гипотеза.
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Рис. 26.2.

Если θ известна, то повторяем:
χ̄2 =

∑k
i=0

(νi−npi0(θ̂))2

npi0θ̂

Если θ неизвестна, то не можем применять статистику. Используем точеч-
ные оценки, заменяем θ на θ̂, где θ̂ = θ(x1, . . . , xn) ⇒ если знаем x1, . . . , xn

, то знаем и значение статистики.
Но, т. к. точечных оценок много, то надо определять ,какие необходимо
брать, чтобы статистика была похожа на простой случай ( где χ̄2 → χ2

k−1).

Theorem 26.2. При некоторых условиях регулярности на распределение
F (θ) : если θ̂ - это оценки МП (максимального правдоподобия) для θ =
(θ1, . . . , θr),то χ̄θ

2 d−→ χ2
k−1−r

Допустим, что (X1, . . . , Xn) из L(X), X = (Z1, Z2). (см. Рисунок 3)
H0 : Z1, Z2 независимы
H1 : Z1, Z2 не являются независимыми
Z1

a1, . . . , ak

p.1, . . . , p.k

Z2

b1, . . . , bl

p1., . . . , pl.

νij число элементов в выборке вида (ai, bj)
χ̄2 =

∑l
i=1

∑k
j=1

(νij−npij)
2

npij
= ?

Тогда независимость: ≡ pij = pi. = p.j

Рассмотрим пример:

Пример 26.1. Есть выпускники с красным дипломом и без. Через 5 лет
смотрят по параметрам: работа очень интересная. просто интересная,
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Рис. 26.3.

неинтересная. Утверждается, что работа не зависит от цвета диплома.
Z1: красный, некрасный; Z2: очень интересная, интересная, неинтересная.
p̂i. = νi.

n , p̂.j = ν.j

n

? = n
∑l

i=1

∑k
j=1

(νij−νi.ν/j/n)2

νi.ν.j
> χкр

Будем брать по предельному распределению.
∑

i

∑
j

d−→ χ2
(l−1)(k−1) (нахо-

дим по таблицам)
Если больше табличного значения, то гипотезу о независимости надо от-
вергнуть, иначе она верна.


