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Если нам известна температура в стержне в начальный момент времени, то мы получаем начальное
условие:

u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l,

а если всегда знаем ход температуры на краях, то некоторые из краевых условий:

при x = l, 0 6 t 6 T

 (1) u(l, t) = µ2(t) — первое краевое условие;
(2) ux(l, t) = ν2(t) — второе краевое условие;
(3) ux(l, t) = −λ2[u(l, t)− θ2(t)] — третье краевое условие (λ2 > 0).

и при x = 0, 0 6 t 6 T

 (4) u(0, t) = µ1(t) — первое краевое условие;
(5) ux(0, t) = ν1(t) — второе краевое условие;
(6) ux(0, t) = λ1[u(0, t)− θ1(t)] — третье краевое условие (λ1 > 0).

Выбирая несколько из этих условий, можно получить различные типы задач:

Первая краевая задача.
ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T ;

u(0, t) = µ1(t), 0 6 t 6 T ;
u(l, t) = µ2(t), 0 6 t 6 T ;
u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l.

Вторая краевая задача.
ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T ;

ux(0, t) = ν1(t), 0 6 t 6 T ;
ux(l, t) = ν2(t), 0 6 t 6 T ;
u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l.

Задача на полупрямой. ut = a2uxx + f(x, t), x > 0, 0 < t 6 T ;
u(0, t) = µ(t), 0 6 t 6 T ;
u(x, 0) = φ(x), x > 0

Задача Коши.{
ut = a2uxx + f(x, t), −∞ < x < +∞, 0 < t 6 T ;

u(x, 0) = φ(x), −∞ < x < +∞.

2.3 Существование решения первой краевой задачи. Метод разделения пере-
менных

Остановимся более детально на первой краевой задаче:

[2.1]


ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T ;

u(0, t) = µ1(t), 0 6 t 6 T ;
u(l, t) = µ2(t), 0 6 t 6 T ;
u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l.

– рассмотрим существование и единственность решения, устойчивость, применение функции Грина. Что
же такое решение первой краевой задачи? Очевидно, в случае однородного уравнения теплопроводности
ей удовлетворяет множество разрывных функций ũ(x, t) вроде

ũ(x, t) = const, (x, t) ∈ QT = {(x, t) : (0; l)× (0; T]};
ũ(0, t) = µ1(t); 0 6 t 6 T ;
ũ(l, t) = µ2(t); 0 6 t 6 T ;
ũ(x, 0) = φ(x); 0 6 x 6 l.
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Поэтому потребуем от функции непрерывность — этим требованием, как мы увидим позже, отсекаются
почти все неудобные для исследования функции.

Определение. Функция u(x, t) называется решением первой краевой задачи для уравнения
теплопроводности [2.1], если она удовлетворяет следующим трем условиям:

1. u ∈ C[QT ];

2. ut, uxx ∈ C[QT ];

3. u(x, t) удовлетворяет условиям [2.1].

Найдем решение для первой краевой задачи с нулевыми краевыми условиями с однородным уравне-
нием теплопроводности:

[2.2]


(1) ut = a2uxx, 0 < x < l, 0 < t 6 T ;
(2) u(0, t) = 0, 0 6 t 6 T ;
(3) u(l, t) = 0, 0 6 t 6 T ;
(4) u(x, 0) = φ(x), 0 6 x 6 l.

Искать решение мы будем следующим образом: сначала с помощью преобразований исходного урав-
нения (важно отметить, что они не всегда будут строгими — это пока не требуется) построим некоторую
функцию u(x, t), а потом докажем, что при определенных ограничениях на начальные условия данная
функция будет решением первой краевой задачи.

Определим новую функцию:
v(x, t) = X(x)T (t).

Подставив нашу функцию в уравнение теплопроводности, получим:

X(x)T ′(t) = a2X ′′(x)T (t).

Разделим обе части уравнения на a2X(x)T (t):

T ′(t)
a2 T (t)

=
X ′′(x)
X(x)

.

Так как справа и слева стоят функции, зависящие от разных переменных, очевидно, что обе они равны
некоторой константе, которую мы обозначим −λ:

T ′(t)

X(x)
.

Так как справа и слева стоят функции, зависящие от разных переменных, очевидно, что обе они равны
некоторой константе, которую мы обозначим −λ:

T ′(t)
a2 T (t)

=
X ′′(x)
X(x)

= −λ.

Отсюда получаем два уравнения:
X ′′(x) + λX(x) = 0; (2.3)

T ′(t) + a2λT (t) = 0. (2.4)

Записав краевые условия для нашей функции v(x, t):{
v(0, t) = 0;
v(l, t) = 0. , t ∈ [0; T ],

получим, что, ввиду ее представления в виде произведения,{
X(0) = 0;
X(l) = 0.

Соединив (2.3) c полученной системой, получим задачу Штурма-Лиувилля: X ′′(x) + λX(x) = 0;
X(0) = 0;
X(l) = 0.
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Требуется найти все λ, при которых существуют ненулевые решения этой системы. Из курса "Диф-
ференциальные уравнения" известно, что:

λn =
(πn
l

)2

, n ∈ N — собственные значения.

Xn(x) = c1n sin(
πn

l
x), n ∈ N — соответствующие собственные функции (c1n — некоторые константы).

Подставляя λn в (2.4), получим уравнения вида

T ′n(t) + a2λnTn(t) = 0.

Решением, очевидно, будет Tn = c2n exp{−a2
(πn
l

)2

t}. Объединив Xn(x) и Tn(t), получим:

vn(x, t) = Xn(x)Tn(t) = cn sin(
πn

l
x) exp{−a2

(πn
l

)2

t}.

Заметим, что все такие функции являются решениями уравнения теплопроводности (1) и удовлетво-
ряют краевым условиям (2),(3).

Определим функцию u(x, t) как сумму ряда:

u(x, t) =
∞∑

n=1

vn(x, t).

Заметим, что она удовлетворяет краевым условиям, а в случае равномерной сходимости ряда из про-
изводных — и уравнению теплопроводности. Подберем константы так, чтобы выполнялось начальное
условие:

φ(x) = u(x, 0) =
∞∑

n=1

vn(x, 0) =
∞∑

n=1

cn sin(
πn
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l
x).

Домножим равенство на sin(
πm

l
x) (m — целое), сделаем замену переменной (x→ s) и проинтегрируем

по s:
l∫

0

φ(s) sin(
πm

l
s) ds =

∞∑
n=1

cn

l∫
0

sin(
πm

l
s) sin(

πn

l
s) ds.

l∫
0

sin(
πn

l
x) sin(

πm

l
x) dx =

{
0, n 6= m;
l

2
, n = m.

=⇒

l∫
0

φ(s) sin(
πm

l
s) ds =

l

2
cm =⇒

cm =
2
l

l∫
0

φ(s) sin(
πm

l
s) ds.

Окончательно получаем формулу для u(x, t):

u(x, t) =
∞∑

n=1

2
l

 l∫
0

φ(s) sin(
πn

l
s) ds

 sin(
πn

l
x) exp{−a2

(πn
l

)2

t}. (2.5)

Теперь докажем, что эта формула корректна.
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Теорема 2.1 (существования). Пусть функция φ(x) такова, что φ(x) ∈ C1[0; l] и φ(0) = φ(l) = 0. Тогда
формула (2.5) определяет класс решений задачи [2.2].

Доказательство. (1) Докажем сначала непрерывность полученной функции u(x, t) в QT . Легко видеть,
что

|u(x, t)| 6
∞∑

n=1

|vn(x, t)| 6
√

2
l

∞∑
n=1

|φn|,

где φn =
√

2
l

l∫
0

φ(s) sin(
πn

l
s) ds. Понятно, что если мы докажем сходимость ряда

∞∑
n=1

|φn|, то получим

(по признаку Вейерштрасса) равномерную сходимость ряда
∞∑

n=1
|vn(x, t)|. Так как все функции vn(x, t)

непрерывны, то и функция u(x, t) будет непрерывна, так как она определяется равномерно сходящимся
рядом из непрерывных функций.

Итак, преобразуем φn:

φn =
√

2
l

l∫
0

φ(s) sin(
πn

l
s) ds = {интегрирование по частям} =

= −
√

2
l

l

πn
φ(s) cos(

πn

l
s)

∣∣∣∣∣
l

0

+
√

2
l

l∫
0

φ′(s)
l

πn
cos(

πn

l
s) ds =

=
1

l
s)

∣∣∣∣∣
l

0

+
√

l
s) ds =

=
1
n

l∫
0

l

π
φ′(s)

√
2
l

cos(
πn

l
s) ds.

Пусть φ̃n =

l∫
0

φ′(s)
√

2
l

cos(
πn

l
s) ds. Воспользуемся неравенством Бесселя для ортонормированной си-

стемы функций

{√
2
l

cos(
πn

l
s)

}∞
n=1

:

∞∑
n=1

φ̃2
n =

∞∑
n=1

 l∫
0

φ′(s)

√
2
l

cos(
πn

l
s) ds

2
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l∫
0

(φ′(s))2 ds.

Теперь мы можем преобразовать нужный нам ряд
∞∑

n=1
|φn|:

∞∑
n=1

|φn| =
l

π

( ∞∑
n=1

1
n2

+
∞∑

n=1

φ̃2
n

)
Первый ряд, как известно, сходится, сходимость второго мы только что показали. Отсюда получаем

сходимость ряда из коэффициентов Фурье
∞∑

n=1
|φn| и, как было показано ранее, непрерывность функции

u(x, t).
(2) Теперь покажем существование и непрерывность производных ut, uxx в QT . Покажем, к примеру,

существование uxx для всех 0 < x < l, t0 < t < T , где t0 — произвольное положительное число. Из этого,
очевидно, следует существование uxx в QT . Продифференцировав формально ряд (2.5), получим:

uxx(x, t) =
∞∑

n=1

φn

√

l
s) ds

2
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l∫
0

(φ′(s))2 ds.

Теперь мы можем преобразовать нужный нам ряд
∞∑

n=1
|φn|:

∞∑
n=1

|φn| =
l

π

∞∑
n=1

1
n
|φ̃n| 6 {ab 6

a2 + b2

2
} 6

l

π

( ∞∑
n=1

1
n2

+
∞∑

n=1

φ̃2
n

)
Первый ряд, как известно, сходится, сходимость второго мы только что показали. Отсюда получаем

сходимость ряда из коэффициентов Фурье
∞∑

n=1
|φn| и, как было показано ранее, непрерывность функции

u(x, t).
(2) Теперь покажем существование и непрерывность производных ut, uxx в QT . Покажем, к примеру,

существование uxx для всех 0 < x < l, t0 < t < T , где t0 — произвольное положительное число. Из этого,
очевидно, следует существование uxx в QT . Продифференцировав формально ряд (2.5), получим:

uxx(x, t) =
∞∑

n=1

φn

√
2
l

(
−(
πn

l
)2
)

sin(
πn

l
x) exp{−a2(

πn

l
)2t}.
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Легко заметить, что множитель exp{−a2(
πn

l
)2t} дает нам равномерную сходимость мажорантного

ряда на t0 < t < T . Из этого следует равномерная сходимость ряда
∞∑

n=1
(vn)xx(x, t) и существование uxx(x, t)

вQT . Непрерывность uxx(x, t) следует из непрерывности слагаемых ряда. Существование и непрерывность
ut доказывается аналогично.

(3) То, что функция u(x, t) удовлетворяет всем условиям [2.2], было показано во время ее построения.
Теорема доказана.
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