
Ðåøàëêà äëÿ ïåðâîé êîíòðîëüíîé ïî óðìàòàì çà 2009 ãîä. Çà îøèáêè
ïèíàòü Eledwaine.

1 Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé

Èìååì óðàâíåíèå âèäà

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0 (1)

1. Ñîñòàâëÿåì íîâîå óðàâíåíèå:
uxx → (dy)2

!!! uxy → −dxdy (çíàê ïðè a12 íóæíî áóäåò ïîìåíÿòü - ìíîãî
îøèáîê â ýòîì ìåñòå!)
uyy → (dx)2

Ïîëó÷àåì

a11(dy)2 − 2a12dxdy + a22(dx)2 = 0 (2)

2. Ðåøàåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
dy

dx
:

(a) D > 0 - åñòü äâà êîðíÿ ⇒ ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï
dy

dx
= k1 ⇒ ϕ1(x, y) = c1 = ξ

(c1 - êîíñòàíòà, ïîëó÷åííàÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè â ïðîöåññå
ðåøåíèÿ)
dy

dx
= k2 ⇒ ϕ2(x, y) = c2 = η

Äëÿ ýòîãî òèïà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
äîëæíû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå âèäà

uξη − Φ1(x, y, u, ux, uy) = 0 (3)

èëè, äëÿ α =
ξ + η

2
β =

ξ − η
2

uαα − uββ − Φ2(x, y, u, ux, uy) = 0 (4)

(Õîðîøàÿ âîçìîæíîñòü ïðîâåðèòü êîíå÷íûé ðåçóëüòàò - ñðàâíèòü
ñ òåì, ÷òî äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ)
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(b) D < 0 - åñòü äâà êîìïëåêñíûõ êîðíÿ ⇒ ýëëèïòè÷åñêèé òèï
Áåðåì ëþáîé èç êîðíåé
dy

dx
= k1 ⇒ ϕ1(x, y) = c1 = α

ξ =Re α
η =Im α
Äîëæíû ïîëó÷èòü:

uξξ + uηη + Φ(x, y, u, ux, uy) = 0 (5)

(c) D = 0 - îäèí êîðåíü⇒ ïàðàáîëè÷åñêèé òèï
dy

dx
= k ⇒ ϕ(x, y) = c = ξ

η âûáèðàåì ïðîèçâîëüíî, òàê ÷òîáû

∣∣∣∣ ξx ξy
ηx ηy

∣∣∣∣ 6= 0

(îáû÷íî ïîäõîäèò x)
Äîëæíû ïîëó÷èòü:

uηη − Φ(x, y, u, ux, uy) = 0 (6)

3. Òåïåðü ó íàñ åñòü ξ è η - ôóíêöèè îò x è y. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæåì
ïîñ÷èòàòü ξx, ξy, ξxx, ξxy, ξyy; ηx, ηy, ηxx, ηxy, ηyy.
Ïîäñòàâëÿåì èõ â èñõîäíîå óðàâíåíèå a11uxx + 2a12uxy + a22uyy +
F (x, y, u, ux, uy) = 0 (íå çàáûòü ïîäñòàâèòü ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî
ïîðÿäêà - ÷àñòàÿ îøèáêà!), èñïîëüçóÿ ôîðìóëû

ux = uξξx + uηηx

uy = uξξy + uηηy

uxx = uξξξ
2
x + 2uξηξxηx + uηηη

2
x + uξξxx + uηηxx

uxy = uξξξxξy + 2uξη(ξxηy + ξyηx) + uηηηxηy + uξξxy + uηηxy

uyy = uξξξ
2
y + 2uξηξyηy + uηηη

2
y + uξξyy + uηηyy

Ïðèâîäèì ñëàãàåìûå, ñâåðÿåì ñ îáùèì âèäîì íóæíîãî ðåçóëüòàòà,
åñëè íå ñõîäèòñÿ - ïîâòîðÿåì âñå ñ íà÷àëà =)
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2 Âûâîä ôîðìóëû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå (èç êîíòðîëüíîé):

Ut = Uxx + bU + f(x, t) 0 < x < l t > 0 (1)

U(x, 0) = ϕ(x) (2)

Ux(0, t) = 0 (3)

U(l, t) = 0 (4)

Â (3) è (4) ìîæåò áûòü è U,U ;U,Ux;Ux, Ux - çàâèñèò îò âàðèàíòà

1. Ðåøèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå:
Ut = Uxx + bU (îñòàëüíûå óñëîâèÿ íå èçìåíèëèñü)
Ïðåäñòàâèì U â âèäå U = T (t)X(x):
T ′X = TX ′′ + bTX
(T ′ − bT )X = TX ′′

T ′ − bT
T

=
X ′′

X
= −λ

Ðåøèì ñíà÷àëà äëÿ X:

X ′′ + λX = 0 (5)

Èç êðàåâûõ óñëîâèé (3) è (4) ïîëó÷àåì
X ′(0) = 0 , X(l) = 0 (ïðè äðóãèõ óñëîâèÿõ ñîîòâåòñòâåííî ìîæåì
ïîëó÷èòü X,X;X,X ′;X ′, X ′)

(a) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé λ > 0
X ′′ + λX = 0
α2 + λ = 0
α = ±i

√
λ

X = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx

X ′(0) = 0⇒ c2
√
λ cos 0 = 0⇒ c2 = 0

X(l) = 0⇒ c1 cos
√
λl = 0

√
λ =

π
2 + πn

l

X(x) = cos
π
2 + πn

l
x (6)

Çäåñü â çàâèñèìîñòè îò óñëîâèé (3) è (4) ìîãëè ïîëó÷èòü è
äðóãîé ðåçóëüòàò:
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ÂÎËØÅÁÍÀß ÒÀÁËÈ×ÊÀ

{
U(0, t) I
U(l, t) I

⇒ X = sin
πn

l
x

√
λ =

πn

l{
U(0, t) I
Ux(l, t) II

⇒ X = sin
π
2 + πn

l
x

√
λ =

π
2 + πn

l{
Ux(0, t) II
U(l, t) I

⇒ X = cos
π
2 + πn

l
x

√
λ =

π
2 + πn

l{
Ux(0, t) II
Ux(l, t) II

⇒ X = cos
πn

l
x

√
λ =

πn

l

(b) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé λ = 0
X ′′ = 0 , èç óñëîâèé (3) è (4) X ′(0) = 0 è X(l) = 0 ⇒ òîëüêî
âûðîæäåííîå ðåøåíèå - íàì íå ïîäõîäèò.

(c) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé λ < 0
X ′′ + λX = 0
α2 + λ = 0
α = ±

√
−λ

X = c1e
−
√
−λx + c2e

√
−λx

Èç óñëîâèé (3) è (4):
X ′(0) = 0 ⇒ c1(−

√
−λ) + c2

√
−λ = 0

X(l) = 0 ⇒ c1e
−
√
−λl + c2e

√
−λl

Òàê êàê e−
√
−λl > 0 è e−

√
λl > 0, òî òàêæå òîëüêî âûðîæäåííîå

ðåøåíèå. Â èòîãå íàì ïîäîøëè òîëüêî çíà÷åíèÿ λ > 0.

2. Ðåøèì äëÿ T ïðè λ > 0
T ′ − bT + λT = 0
T ′ + (b− λ)T = 0
T ′

T = (b− λ)
T = ce(b−λ)t

Èìååì U(x, t) =
∞∑
n=0

cne
(b−λn)tXn

3. Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ. Ïðåäñòàâèì cn = cn(t)
Äëÿ êàæäîãî n ðàñïèøåì óðàâíåíèå:
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c′ne
(b−λn)tXn + cn(b− λn)e(b−λn)tXn =

= cne
(b−λn)tXn(−λn) + bcne

(b−λn)tXn + fnXn

fn - êîýôôèöèåíò èç ðàçëîæåíèÿ f â ðÿä Ôóðüå ïî Xn : f =
∞∑
0
fnXn

c′ne
(b−λn)t = fn

c′n = fne
(λn−b)t

cn =
t∫
0

fn(τ)e(λn−b)τdτ + c̃

Òàê êàê U(x, 0) = ϕ(x) (èç (2)), òî

cn =
t∫
0

fn(τ)e(λn−b)τdτ + ϕn (ϕ =
∞∑
0
ϕnXn)

Îòâåò: U(x, t) =
∞∑
n=0

(
t∫
0

fn(τ)e(λn−b)τdτ + ϕn)e
(b−λn)tXn

3 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ðåøèì óðàâíåíèå âèäà

ut = a2uxx + f(x, t) (1)

u(x, 0) = ϕ(x) (2)

u(0, t) = µ1(t) (3)

u(l, t) = µ2(t) (4)

Âìåñòî (3) è (4) ìîãóò áûòü óñëîâèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè, ñîîòâåòñòâåííî
äîëæíî ïîìåíÿòüñÿ è ðåøåíèå.

1. Ñäåëàåì ðåäóêöèþ:
Åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå II II (íå äâå ïðîèçâîäíûå):
u = v + w w = a(t)x+ b(t)
Ïîäñòàâëÿåì â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
u(0, t) = µ1(t) ⇒ b(t) = µ1(t) èëè
ux(0, t) = µ1(t) ⇒ a(t) = µ1(t)
u(l, t) = µ2(t) ⇒ a(t)l + b(t) = µ2(t) èëè
ux(l, t) = µ2(t) ⇒ a(t) = µ2(t)

Åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ II II (äâå ïðîèçâîäíûå):
w(t) = a(t)x2 + b(t)x
Ïîäñòàâëÿåì â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
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ux(0, t) = µ1(t) ⇒ b(t) = µ1(t)
ux(l, t) = µ2(t) ⇒ 2a(t)l + b(t) = µ2(t)
⇒ Íàøëè a(t), b(t)

2. Ìîäèôèöèðóåì èñõîäíóþ çàäà÷ó:
v(x, 0) = ϕ(x)− w(t = 0)
v(0, t) = 0
v(l, t) = 0
vt + wt = vxx + f(x, t)(+wxx , åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áûëè II II è
w = a(t)x2 + b(t))
Â èòîãå ïîëó÷èì íîâóþ çàäà÷ó.

vt = a2vxx + f ∗(x, t) (5)

v(x, 0) = ϕ∗(x) (6)

v(0, t) = 0 (7)

v(l, t) = 0 (8)

3. Ðåøèì íîâóþ çàäà÷ó.
(â êîíòðîëüíîé, ñêîðåå âñåãî, f ∗(x, t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêóþ
ñóììó sin è cos)
Ïîñêîëüêó ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó ìû ðàñïèñàëè ïîäðîáíî, äëÿ ðåøåíèÿ

ýòîé âîñïîëüçóåìñÿ òàáëè÷êîé. v =
∞∑
n=0

vnXn ( Xn áåðåì èç òàáëè÷êè

â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè)
Â êîíòðîëüíîé ðàáîòå îáû÷íî îñòàþòñÿ íåñêîëüêî n, äëÿ êîòîðûõ fn
èç ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå f(x, t) ïî Xn íå ðàâíû 0. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî
n ðåøàåì óðàâíåíèå
v′n = vn(−λn) (íå −

√
λn !!!) +fn (íå fnXn !!!)

(a) v′n = vn(−λn)
v′n
vn

= −λn
vn = ce−λnt

(b) c = c(t)
c′e−λnt + ce−λnt(−λn) = ce−λnt(−λn) + fn
c′e−λnt = fn

c =
t∫
0

fn(τ)eλnτdτ + ϕn (ϕn - èç vn(0) = ϕn , ϕ =
∞∑
0
ϕnXn)
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vn = (
t∫
0

fn(τ)eλnτdτ + ϕn)e
−λnt

Îòâåò: u = w +
∑
vnXn

4 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ðåøèòü óðàâíåíèå âèäà

ut = a2uxx + u 0 < x < π (1)

u(x, 0) = ϕ(x) (2)

u(0, t) = 0 (3)

u(l, t) = 0 (4)

Âìåñòî óñëîâèé (3) è (4), îïÿòü æå, ìîãóò áûòü è óñëîâèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè.
Ðåøàòü ìîæåì äâóìÿ ïóòÿìè:

1. Ïî ôîðìóëå u(x, t) =
∞∑
0
un(t)Xn(x), ãäåXn è λn áåðóòñÿ èç òàáëè÷êè

â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) è (4), à un = e(1−λna
2)tϕn (ýòó ôîðìóëó ëåãêî

ïîëó÷èòü èç îòâåòà êî 2 çàäà÷å), ϕn = 2
π

π∫
0

ϕ(ξ)Xn(ξ)dξ, ϕ0 ëó÷øå

ðàññìîòðåòü îòäåëüíî, ÷òîáû íå ïîëó÷èëîñü n = 0 â çíàìåíàòåëå.

2. Èëè ñäåëàåì çàìåíó u = ebtv:
bebtv + ebtvt = a2ebtvxx + ebtv

Âûáåðåì b = 1, ÷òîáû ñîêðàòèëèñü ñëàãàåìûå ñ v
u = etv
Íîâàÿ çàäà÷à:

vt = a2vxx (5)

v(x, 0) = ϕ(x) (6)

v(0, t) = 0 (7)

v(π, t) = 0 (8)

v =
∞∑
0
vnXn

vn = ϕne
−λna2t

Â èòîãå u = vet = ϕne
(1−λna2)t, ÷òî ñîâïàëî ñ ôîðìóëîé èç 1

(íàäåþñü, òàê ìîæíî ðåøàòü =))
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5 Îïÿòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Òóò âðîäå êàê íåñêîëüêî âàðèàíòîâ çàäà÷åê:

1. Óðàâíåíèå

ut = a2uxx −∞ < x <∞ (1)

u(x, 0) =

{
u0 , x ∈ [a, b]
0 , x /∈ [a, b]

(2)

Ðåøàåì ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà

u =
+∞∫
−∞

G(x, ξ, t)ϕ(ξ)dξ =
+∞∫
−∞

1

2
√
πa2t

exp(−
(x− ξ)2

4a2t
)ϕ(ξ)dξ = . . .

ϕ(ξ) â íàøåì ñëó÷àå - u0 èëè 0.
Äàëåå äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé, ÷òîáû ïîëó÷èòü èíòåãðàë âèäà

2√
π

z∫
0

e−x
2

dx = Φ(z)

· · · =
u0

2a
√
πt

b∫
a

exp(−
(x− ξ)2

4a2t
)dξ = {z =

x− ξ
2a
√
t
} =

u0√
π

x+b
2a

√
t∫

x+a
2a

√
t

e−z
2

dz = u0
2

(
Φ( x+b

2a
√
t
)− Φ( x+a

2a
√
t
)
)

2. Åùå óðàâíåíèå

ut = uxx + f(x, t) (3)

u(x, 0) = ϕ(x) (4)

Ïðè÷åì f(x, t) - ÷òî-òî ∗ cos èëè sin, êàê è ϕ(x)
Ðàçáèâàåì íà äâå çàäà÷è:

(a) ut = uxx + f ∗(t)(cos èëè sin)
u(x, 0) = 0
Èùåì ðåøåíèå â âèäå g(t)∗ (cos èëè sin - òî, ÷òî áûëî â f(x, t))
- ïîäñòàâëÿåì â òåêóùóþ çàäà÷ó, ðåøàåì îòíîñèòåëüíî g(t)
u1 = g(t) ∗ (cos èëè sin).

(b) ut = uxx
u(x, 0) = ϕ(x)
Àíàëîãè÷íî èùåì u2 = g(t)∗ (cos èëè sin - òî, ÷òî áûëî â ϕ(x)).
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u = u1 + u2

3. È åùå îäíî

ut = a2uxx (5)

u(x, 0) = ϕ(x) (6)

Åñëè U - ðåøåíèå (5) áåç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, òî

u =
1

√
1 + 4a2ct

exp
( − cx

1 + 4a2ct

)
U
( x

1 + 4a2ct
;

t

1 + 4a2ct

)
c íàõîäèì èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.
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