
wWEDENIE

kAVDYJ ALGORITM A HARAKTERIZUETSQ TEM, ^TO NA EGO WHOD MOGUT

POSTUPATX RAZLI^NYE WHODNYE DANNYE x, KOTORYE ON PREOBRAZUET W

NEKOTORYE WYHODNYE DANNYE y. pRI \TOM PROCESS RABOTY A NA WHODNYH

DANNYH x MOVNO OHARAKTERIZOWATX NEKOTORYMI SLOVNOSTNYMI HARAK-

TERISTIKAMI LA(x) (^ISLO [AGOW ALGORITMA, OB_EM ISPOLXZUEMOJ PA-

MQTI I DR.). oDNAKO DATX QWNOE PREDSTAWLENIE FUNKCII LA(x) DLQ WSEH

x OBY^NO NE PREDSTAWLQETSQ WOZMOVNYM. dAVE POWEDENIE LA(x) KAK

FUNKCII OT x OBY^NO TRUDNO OPISATX. pO\TOMU PRI ANALIZE SLOVNOSTI

ALGORITMOW ^ASTO RASSMATRIWA@T BOLEE GRUBYE HARAKTERISTIKI. nAI-

BOLEE RASPROSTRANENNYM QWLQETSQ SLEDU@]IJ PODHOD.wHODNYE DANNYE

HARAKTERIZU@TSQ NEKOTORYM NATURALXNYM PARAMETROM n IH SLOVNOS-

TI (^A]E WSEGO n | DLINA PREDSTAWLENIQ WHODNYH DANNYH NEKOTORYM

ZADANNYM SPOSOBOM). dALEE IZU^AETSQ FUNKCIQ LA(n), OPREDELQEMAQ

KAK MAKSIMUM LA(x) PO WSEM x S PARAMETROM n (SLOVNOSTX W HUD[EM

SLU^AE) ILI KAK NEKOTOROE SREDNEE LA(x) PO WSEM x S PARAMETROM n

(SREDNQQ SLOVNOSTX). w \TIH SLU^AQH UVE UDAETSQ POLU^ATX INTERESNYE

REZULXTATY. w DANNOM POSOBII MY BUDEM RASSMATRIWATX TOLXKO ODNU

SLOVNOSTNU@ HARAKTERISTIKU ALGORITMOW | WREMQ, ILI ^ISLO [AGOW,

RABOTY ALGORITMA. pRI \TOM MY DOLVNY ^ETKO OPREDELQTX, ^TO TAKOE

[AG ALGORITMA. eSLI VE MY HOTIM POLU^ATX UTWERVDENIQ TIPA "DLQ

L@BOGO ALGORITMA", TO MY TAKVE DOLVNY ^ETKO OPISATX WESX KLASS

ALGORITMOW, KOTORYE MY RASSMATRIWAEM. mY POQSNIM \TO WNA^ALE

PRIMERAMI.

pOISK W UPORQDO^ENNOM MASSIWE.

pUSTX IMEETSQ UPORQDO^ENNYJ MASSIW \LEMENTOW IZ NEKOTOROGO

LINEJNO UPORQDO^ENNOGO MNOVESTWA a1 < a2 < : : : < an. nA WHOD ALGO-

RITMA BUDET POSTUPATX NEKOTORYJ \LEMENT a, SOWPADA@]IJ S ODNIM IZ

\LEMENTOW a1; a2; : : : ; an. oDIN [AG ALGORITMA SOSTOIT W SRAWNENII a c

NEKOTORYM ai, POLU^ENII ODNOGO IZ DWUH OTWETOW a 6 ai ILI a > ai I

ANALIZE \TOGO OTWETA. aLGORITM DOLVEN WYDATX NOMER j TOGO \LEMENTA

aj, DLQ KOTOROGO a = aj. rASSMOTRIM, NAPRIMER, ALGORITM, KOTORYJ

SRAWNIWAET a PO O^EREDI SO WSEMI \LEMENTAMI OT a1 DO an. tOGDA ESLI

a = a1, ON MOVET WYDATX OTWET UVE POSLE 1-GO [AGA. oDNAKO, ESLI

a = an�1 ILI a = an, TO ALGORITM BUDET DELATX n� 1 [AGOW. w SREDNEM,

ESLI S^ITATX, ^TO a SOWPADAET S L@BYM ai c WEROQTNOSTX@
1
n
, ^ISLO

[AGOW BUDET
(1+2+:::+n�1)+n�1

n
= n+1

2
� 1

n
.

1



w DALXNEJ[EM MY BUDEM ALGORITMY S^ITATX DETERMINIROWANNY-

MI. tAK, NAPRIMER, DLQ L@BOGO ALGORITMA POISKA \LEMENTA W UPORQ-

DO^ENNOM MASSIWE NA PERWOM [AGE ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ NOMER i

\LEMENTA, S KOTORYM SRAWNIWAETSQ a. |TOT NOMER NE ZAWISIT OT WHODA a.

w ZAWISIMOSTI OT OTWETA (a 6 ai ILI a > ai) ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ

SLEDU@]IJ NOMER \LEMENTA, S KOTORYM SRAWNIWAETSQ a, I T.D. tAKIM

OBRAZOM WSQKIJ ALGORITM POISKA (IZ UKAZANNOGO WY[E KLASSA) MOVNO

PREDSTAWITX KORNEWYM BINARNYM DEREWOM, W KOTOROM KAVDOJ WER[INE,

OTLI^NOJ OT LISTXEW, PRIPISAN NEKOTORYJ NOMER \LEMENTA S KOTORYM

SRAWNIWAETSQ a, A KAVDOMU LISTU PRIPISAN NOMER \LEMENTA, RAWNOGO a.

oPREDELENIE. sLOVNOSTX@ (W HUD[EM SLU^AE) LA(n) ALGORIT-
MA POISKA W UPORQDO^ENNOM MASSIWE IZ n \LEMENTOW NAZYWAETSQ

MAKSIMALXNOE ^ISLO SRAWNENIJ \LEMENTA a S \LEMENTAMI MASSIWA DO

POLU^ENIQ OTWETA. sREDNEJ SLOVNOSTX@ L
SR
A (n) ALGORITMA POISKA

A W UPORQDO^ENNOM MASSIWE IZ n \LEMENTOW NAZYWAETSQ WELI^INA

L
SR
A (n) = 1

n

Pn
i=1LA(ai),GDE LA(ai) | ^ISLO [AGOW ALGORITMA, ESLI WHOD

a = ai.
eSLI � - DEJSTWITELXNOE ^ISLO, TO ^EREZ b�c I d�e MY BUDEM

OBOZNA^ATX NAIBOLX[EE (SOOTWETSTWENNO, NAIMENX[EE) CELOE ^ISLO, NE

BOLX[EE (SOOTWETSTWENNO, NE MENX[EE) ^EM �. ~ASTO b�c OBOZNA^A@T
[�] I NAZYWA@T CELOJ ^ASTX@ ^ISLA �.

tEOREMA. sU]ESTWUET ALGORITM A POISKA W UPORQDO^ENNOM

MASSIWE, DLQ KOTOROGO LA(n) = blog2 nc.
dOKAZATELXSTWO. dOKAZYWATX SU]ESTWOWANIE ALGORITMA S NUV-

NYMI SWOJSTWAMI OBY^NO LEGKO | DOSTATO^NO QWNO PRED_QWITX TAKOJ

ALGORITM. tREBUEMOMU W TEOREME USLOWI@ UDOWLETWORQET SLEDU@]IJ

ALGORITM, NAZYWAEMYJ "BINARNYM POISKOM", I OPISYWAEMYJ REKUR-

RENTNO.

eSLI n = 1, TO WYDATX OTWET a = a1.

eSLI n > 2, TO WY^ISLITX k = bn
2
c I SRAWNITX a S ak. eSLI a 6 ak,

TO REKURRENTNO (TEM VE ALGORITMAM) OSU]ESTWITX POISK a W MASSIWE

a1 < a2 < : : : < ak. eSLI a > ak, TO OSU]ESTWITX (REKURRENTNO) POISK a

W MASSIWE ak+1 < ak+2 < : : : < an.

w L@BOM SLU^AE DLINA POLU^AEMOGO MASSIWA NE PREWOSHODIT n �
bn
2
c = dn

2
e, I, SLEDOWATELXNO, LA(n) = 1+LA(dn2e). kROME TOGO LA(1) = 0.

dOKAVEM INDUKCIEJ PO m, ^TO DLQ WSEH NATURALXNYH n, TAKIH, ^TO

2m�1 < n 6 2m, WYPOLNQETSQ LA(n) = m. pRI m = 0 POLU^AEM n = 1 I

LA(1) = 0 = m. pUSTX UTWERVDENIE WERNO DLQ m = p I 2p < n 6 2p+1.

tOGDA 2p�1 < dn
2
e 6 2p I PO PREDPOLOVENI@ INDUKCII LA(dn2e) = p.
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oTS@DA LA(n) = 1 + LA(dn2e) = p + 1, TO ESTX UTWERVDENIE WERNO DLQ

m = p+ 1. pO INDUKCII POLU^AEM, ^TO UTWERVDENIE WERNO DLQ WSEH n,

TO ESTX LA(n) = m = dlog2 ne. tEOREMA DOKAZANA.
sLEDSTWIE. dLQ ALGORITMA A BINARNOGO POISKA L

SR
A (n) 6

dlog2 ne.
dOKAZATX UTWERVDENIE TIPA "DLQ L@BOGO ALGORITMA" OBY^NO SU-

]ESTWENNO TRUDNEE, ^EM UTWERVDENIE TIPA "SU]ESTWUET ALGORITM". w

\TOM SLU^AE MY DOLVNY ^ETKO OPISATX WESX KLASS RASSMATRIWAEMYH

ALGORITMOW. wY[E BYLO UKAZANO, ^TO L@BOJ ALGORITM POISKA W UPORQ-

DO^ENNOM MASSIWE IZ n \LEMENTOW MOVNO PREDSTAWITX W WIDE BINARNOGO

DEREWA. pO\TOMU DALEE MY RASSMOTRIM NEKOTORYE SWOJSTWA BINARNYH

DEREWXEW.

oPREDELENIE. gLUBINOJ h(x) LISTA x W KORNEWOM DEREWE D BU-
DEM NAZYWATX ^ISLO REBER W (EDINSTWENNOM) PUTI IZ KORNQ DEREWA W
LIST x. wYSOTOJ h(D) DEREWA D BUDEM NAZYWATX maxh(x), GDE MAK-
SIMUM BERETSQ PO WSEM LISTXQM DEREWA D. sREDNEJ WYSOTOJ hSR(D)

DEREWA D BUDEM NAZYWATX SREDNEE ARIFMETI^ESKOE WELI^IN h(X) PO

WSEM LISTXQM DEREWA D.
lEMMA. dLQ L@BOGO BINARNOGO DEREWA S n LISTXQMI WYPOLNQ@T-

SQ NERAWENSTWA: 1)h(D) > dlog2 ne, 2)hSR(D) > log2 n.
dOKAZATELXSTWO. 1)l@BOE BINARNOE DEREWO WYSOTY h MOVNO DO-

STROITX DO POLNOGO BINARNOGO DEREWA WYSOTY h (W KOTOROM WSE PUTI

OT KORNQ DO LISTXEW SODERVAT PO h REBER). dLQ \TOGO DOSTATO^NO

K KAVDOMU LISTU x WYSOTY h(x) PODKLEITX POLNOE BINARNOE DEREWO

WYSOTY h � h(x). pRI \TOM ^ISLO LISTXEW NE UMENX[ITSQ. pOSKOLXKU

W POLNOM BINARNOM DEREWE WYSOTY h ^ISLO LISTXEW RAWNO 2h, TO DLQ

^ISLA n LISTXEW W ISHODNOM DEREWE WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO n 6 2h,

ILI h > log2 n. tAK KAK h | NATURALXNOE ^ISLO, TO h > dlog2 ne.
2)oPQTX DOSTROIM DEREWO d WYSOTY h DO POLNOGO BINARNOGO DERE-

WA. pOSKOLXKU K LISTU x PODKLEIWAETSQ POLNOE BINARNOE DEREWO WYSOTY

h� h(x), TO WMESTO LISTA x OBRAZUETSQ 2h�h(x) LISTXEW. tAK KAK OB]EE

^ISLO LISTXEW W POLNOM BINARNOM DEREWE WYSOTY h RAWNO 2h, TO PO-

LU^AEM RAWENSTWO
P

x 2
h�h(x) = 2h GDE SUMMIROWANIE WEDETSQ PO WSEM

LISTXQM DEREWA D. sOKRA]AQ NA 2h, POLU^AEM SLEDU@]EE RAWENSTWO,

WERNOE DLQ L@BOGO BINARNOGO DEREWA:

X
x

1

2h(x)
= 1; ()

GDE SUMMIROWANIE WEDETSQ PO WSEM LISTXQM DEREWAD. pUSTX ^ISLO

LISTXEW W DEREWE D RAWNO n. pO TEOREME O SREDNEM ARIFMETI^ESKOM I
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SREDNEM GEOMETRI^ESKOM n POLOVITELXNYH ^ISEL IMEEM

1

n
=

1

n

X
x

1

2h(x)
> n

sY
x

1

2h(x)
=

n

r
1

2
P

x
h(x)

:

oTS@DA

2
P

x
h(x) > nn.

I
1
n

P
x h(x) > log2 n.

lEMMA DOKAZANA.

tEPERX UVE LEGKO DOKAZATX SLEDU@]EE UTWERVDENIE.

tEOREMA. dLQ L@BOGO ALGORITMA A POISKA W UPORQDO^ENNOM

MASSIWE IZ n \LEMENTOW SPRAWEDLIWY OCENKI

LA(n) > dlog2 ne; L
SR
A (n) > log2 n:

dOKAZATELXSTWO. pREDSTAWIM ALGORITM A W WIDE BINARNOGO DE-

REWA D. tAK KAK REZULXTATOM ALGORITMA MOVET OKAZATXSQ L@BOJ NOMER

j OT 1 DO n (TAKOJ, ^TO aj = a), TO W DEREWE D NE MENEE n LISTXEW.

pO\TOMU UTWERVDENIE TEOREMY SLEDUET IZ OPREDELENIQ WELI^IN LA(n)

I L
SR
A (n) I LEMMY.
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sORTIROWKA

w KA^ESTWE E]E ODNOGO PRIMERA RASSMOTRIM ZADA^U SORTIROWKI

NA LINEJNO UPORQDO^ENNOM MNOVESTWE, KOTORAQ OBY^NO STAWITSQ SLE-

DU@]IM OBRAZOM.

wHOD: POSLEDOWATELXNOSTX \LEMENTOW a1; a2; : : : ; an NEKOTOROGO LI-

NEJNO UPORQDO^ENNOGO MNOVESTWA (DLQ PROSTOTY BUDEM S^ITATX, ^TO

ai 6= aj PRI i 6= j).

wYHOD: PERESTANOWKA (i1; i2; : : : ; in) \LEMENTOW 1; 2; : : : ; n TAKAQ,

^TO ai1 < ai2 < : : : < ain.

oDIN [AG ALGORITMA: SRAWNENIE L@BOJ PARY \LEMENTOW ai I aj I

L@BOE ISPOLXZOWANIE POLU^ENNOGO OTWETA ai < aj ILI ai > aj . aLGO-

RITM S^ITAEM DETERMINIROWANNYM, TO ESTX DLQ DANNOGO n ODNOZNA^NO

OPREDELENA PARA NOMEROW (i; j) TEH \LEMENTOW, KOTORYE SRAWNIWA@TSQ

NA PERWOM [AGE. w ZAWISIMOSTI OT ODNOGO IZ DWUH OTWETOW ODNOZNA^NO

OPREDELQETSQ PARA NOMEROW TEH \LEMENTOW, KOTORYE SRAWNIWA@TSQ NA

WTOROM [AGE I T.D. tAKIM OBRAZOM, ALGORITM MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

BINARNOGO KORNEWOGO DEREWA, W KOTOROM KAVDOJ WER[INE, OTLI^NOJ OT

LISTXEW, PRIPISANA PARA NOMEROW SRAWNIWAEMYH \LEMENTOW, A LISTXQM

PRIPISANY OTWETY W WIDE PERESTANOWOK (i1; i2; : : : ; in).

oPREDELENIE. sLOVNOSTX@ LA(n) ALGORITMA SORTIROWKI A

NAZYWAETSQ MAKSIMALXNOE ^ISLO WOPROSOW OT NA^ALA RABOTY DO OT-
WETA, GDE MAKSIMUM BERETSQ PO WSEM WOZMOVNYM WHODNYM POSLE-
DOWATELXNOSTQM DLINY n. sLOVNOSTX@ SORTIROWKI n \LEMENTOW

LSORT(n) NAZYWAETSQ minLA(n), GDE MINIMUM BERETSQ PO WSEM AL-
GORITMAM, SORTIRU@]IM PRAWILXNO n \LEMENTOW.

tEOREMA. dLQ L@BOGO ALGORITMA A, SORTIRU@]EGO n \LEMEN-
TOW, WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO LA(n) > log2 n!.

dOKAZATELXSTWO. aLGORITM A MOVNO PREDSTAWITX W WIDE BINAR-

NOGO DEREWA D. l@BAQ PERESTANOWKA (i1; i2; : : : ; in) \LEMENTOW 1; 2; : : : ; n

MOVET BYTX OTWETOM W ALGORITME I, SLEDOWATELXNO, DOLVNA BYTX PRI-

PISANA HOTQ BY ODNOMU LISTU. pO\TOMU W DEREWE D NE MENEE n! LISTXEW.

oTS@DA PO LEMME POLU^AEM, ^TO WYSOTA DEREWA h(D) > log2 n!. nO, PO

OPREDELENI@ LA(n) = h(D). tEOREMA DOKAZANA.

sLEDSTWIE. LSORT(n) > log2 n!.
iSPOLXZUQ FORMULU STIRLINGA DLQ n!, POLU^AEM

sLEDSTWIE. LSORT(n) > (1 � o(1))n log2 n (ILI LSORT(n) &

n log2 n).
rASSMOTRIM DALEE 2 ALGORITMA SORTIROWKI, SLOVNOSTX KOTORYH

BLIZKA K POLU^ENNOJ NIVNEJ OCENKE.
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sORTIROWKA WSTAWKAMI

pOSLEDOWATELXNO RE[AEM PODZADA^I: OTSORTIROWATX a1; : : : ; an PRI

k = 1; 2; : : : ; n. pRI k = 1 (BAZIS) OTWET TRIWIALEN, PRI k = n POLU^AEM

OTWET WSEJ ZADA^I. pEREHOD OT PODZADA^I S PARAMETROM k � 1 K k

PROISHODIT PUTEM WSTAWKI W UVE UPORQDO^ENNU@ POSLEDOWATELXNOSTX

ai1 < ai2 < : : : < aik�1 \LEMENTA ak NA SOOTWETSTWU@]EE MESTO. pRI \TOM

DLQ ak IMEETSQ k WOZMOVNYH POLOVENIJ: PERED ai1, MEVDU ai1 I ai2,: : : ,

POSLE aik�1.wSTAWKA ak NA NUVNOE MESTO OSU]ESTWLQETSQ BINARNYM PO-

ISKOM.

tEOREMA. sLOVNOSTX ALGORITMA SORTIROWKI WSTAWKAMI

LWST(n) UDOWLETWORQET NERAWENSTWU LWST(n) 6 log2 n! + n� 1.
dOKAZATELXSTWO. tAK KAK PRI WSTAWKE \LEMENTA ak WNA^ALE IME-

ETSQ k WOZMOVNYH POLOVENIJ: PERED ai1,MEVDU ai1 I ai2,: : : ; POSLE

aik�1, TO DLQ WSTAWKI ak BINARNYM POISKOM NUVNO SDELATX NE BOLEE

dlog2 ke SRAWNENIJ.wESX ALGORITM TREBUET SRAWNENIJ NE BOLEE dlog2 2e+
dlog2 3e+ dlog2 4e+ : : :+ dlog2 ne 6 log2 2+ log2 3+ : : :+log2 n+(n� 1) =

log2 n! + n � 1.

sLEDSTWIE.  LWST(n) 6 (1 + o(1))n log2 n PRI n!1.
sLEDSTWIE.  LSORT(n) � n log2 n PRI n!1.
pOSLEDNEE SLEDSTWIE WYTEKAET IZ SLEDSTWIJ IZ TEOREM 1 I 2.

sORTIROWKA SLIQNIEM

sORTIROWKA SLIQNIEM n \LEMENTOW OPISYWAETSQ REKURSIWNO. eSLI

n = 1, TO ZADA^A TRIWIALXNA. dLQ n > 2 DELIM POSLEDOWATELXNOSTX

a1; a2; : : : ; an NA 2 POSLEDOWATELXNOSTI a1; a2; : : : ; abn
2
c, SORTIRUEM TEM VE

ALGORITMOM SORTIROWKI SLIQNIEM KAVDU@ IZ PODPOSLEDOWATELXNOSTEJ

I ZATEM SLIWAEM 2 POLU^ENNYE OTSORTIROWANNYE POSLEDOWATELXNOSTI

A = (ai1 < ai2 < : : : < aib n2 c) I B = (aj1 < aj2 < : : : < ajn�bn
2
c
), FORMIRUQ

OTSORTIROWANNU@ POSLEDOWATELXNOSTX C. nA KAVDOM [AGE SLIQNIQ MY

SRAWNIWAEM PERWYE \LEMENTY IZ A I B I PERENOSIM MENX[IJ IZ NIH

O^EREDNYM \LEMENTOM W C (ESLIA ILIB STANOWITSQ PUSTYM, TO PERENO-

SIM OSTAW[IESQ \LEMENTY W C PO PORQDKU). pUSTX LSL(n) | SLOVNOSTX

(^ISLO SRAWNENIJ) ALGORITMA SORTIROWKI SLIQNIEM DLQ n \LEMENTOW W

HUD[EM SLU^AE. tOGDA LSL(1) = 0 I LSL(n) = LSL(bn2c)+LSL(d
n
2
e)+n�1

PRI n > 2, POSKOLXKU NA SLIQNIE W HUD[EM SLU^AE MOVET POTREBOWATXSQ

n� 1 SRAWNENIJ.

lEMMA. LSL(n) = n log2 n � n + 1 DLQ n = 2k, GDE k - L@BOE
NATURALXNOE ^ISLO ILI k = 0.

dOKAZATELXSTWO (INDUKCIEJ PO k). pRI k = 0 POLU^AEM WERNOE

RAWENSTWO LSL(1) = 0. pUSTX UTWERVDENIE LEMMY WERNO PRI WSEH
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0 6 k 6 m � 1, GDE m - NATURALXNOE ^ISLO. tOGDA DLQ k = m IMEEM

LSL(2
m) = 2LSL(2

m�1)+ 2m� 1 = 2(2m�1 � (m� 1)� 2m�1+1)+2m� 1 =

m2m � 2m + 1, TO ESTX DLQ k = m UTWERVDENIE LEMMY TAKVE WERNO.

sLEDOWATELXNO, ONO WERNO DLQ WSEH NATURALXNYH k.

tEOREMA. LSL(n) < 2n log2 n+ 1 DLQ WSEH NATURALXNYH n.
dOKAZATELXSTWO. uTWERVDENIE TEOREMY SPRAWEDLIWO PRI n = 1.

dLQ L@BOGO NATURALXNOGO n > 2 NAJDETSQ NATURALXNOE k TAKOE, ^TO

2k�1 < n 6 2k. fUNKCIQ LSL(n), O^EWIDNO, NE UBYWAET S ROSTOM n.

pO\TOMU LSL(n) 6 LSL(2
k) = 2k �k�2k+1 = 2k(k�1)+1 < 2n log2 n+1.

tEOREMA DOKAZANA.
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rEKURRENTNYE METODY POSTROENIQ ALGORITMOW.
mETOD DINAMI^ESKOGO PROGRAMMIROWANIQ

oDNO IZ WAVNYH NAPRAWLENIJ W POSTROENII BYSTRYH ALGORITMOW

| \TO REKURRENTNYE METODY. pRI \TOM RE[ENIE ZADA^I SWODITSQ K

RE[ENI@ BOLEE PROSTYH PODZADA^ TAKOGO VE TIPA, KOTORYE, W SWO@

O^EREDX, SWODQTSQ K E]E BOLEE PROSTYM PODZADA^AM I T.D. eSTESTWENNO

PRI \TOM DOLVEN BYTX NEKOTORYJ BAZISNYJ UROWENX, ZADA^I KOTOROGO

RE[A@TSQ UVE NE REKURRENTNO, A NEPOSREDSTWENNO. mOVNO WYDELITX 2

OSNOWNYH REKURRENTNYH METODA, KOTORYE ISPOLXZU@TSQ DLQ POSTROE-

NIQ BYSTRYH ALGORITMOW: METOD DINAMI^ESKOGO PROGRAMMIROWANIQ I

METOD "RAZDELQJ I WLASTWUJ".

w SAMOM [IROKOM WIDE IDEQ DINAMI^ESKOGO PROGRAMMIROWANIQ SO-

STOIT W WYDELENII W DANNOJ ZADA^E S PARAMETROM n (HARAKTERIZU@]IM

DLINU WHODA) PODZADA^ S MENX[IMI PARAMETRAMI I RE[ENII PODZADA^

W SOOTWETSTWII S UWELI^ENIEM PARAMETRA, NA^INAQ S SAMOGO MENX[EGO

(OBY^NO 0 ILI 1). pRI \TOM ZADA^A S PARAMETROM k RE[AETSQ, KOGDA UVE

RE[ENY WSE PODZADA^I S PARAMETROM k� 1 I MENX[E (INOGDA NE k� 1, A

k � c, GDE c | KONSTANTA). pRI \TOM BOLX[OGO ^ISLA PODZADA^ UDAETSQ

^ASTO IZBEVATX ZA S^ET TOGO, ^TO RE[ENIE RAZNYH PODZADA^ SWODITSQ K

RE[ENI@ ODNIH I TEH VE PODZADA^. rASSMOTRIM PRIMERY.

zADA^A OB OPTIMALXNOM PORQDKE UMNOVENIQ MATRIC.

mY BUDEM RASSMATRIWATX ZDESX TOLXKO OBY^NYJ SPOSOB UMNOVE-

NIQ DWUH MATRIC ("STRO^KA NA STOLBEC") I BUDEM U^ITYWATX TOLXKO

^ISLO UMNOVENIJ \LEMENTOW. pRI \TOM ESLI MATRICY A I B IME@T

RAZMERY m � n I n� p, TO DLQ WY^ISLENIQ A �B TREBUETSQ, O^EWIDNO,

mnp UMNOVENIJ \LEMENTOW. iZWESTNO, ^TO DLQ L@BYH TREH MATRIC

(AB)C = A(BC), TO ESTX PROIZWEDENIE MATRIC NE ZAWISIT OT RASSTA-

NOWKI SKOBOK. oDNAKO ^ISLO OPERACIJ UMNOVENIQ \LEMENTOW MOVET PRI

\TOM OKAZATXSQ RAZNYM.

pRIMER. pUSTX MATRICYA;B;C IME@T RAZMERY n�1; 1�n; n�n.
tOGDA MATRICA AB IMEET RAZMERY n� n I PRI WY^ISLENII (AB)C IS-

POLXZUETSQ n2+n3 UMNOVENIJ \LEMENTOW. mATRICA BC IMEET RAZMERY

1 � n, PO\TOMU PRI WY^ISLENII A(BC) ISPOLXZUETSQ n2 + n2 = 2n2

UMNOVENIJ \LEMENTOW, ^TO PRIMERNO W n
2
RAZ MENX[E, ^EM DLQ (AB)C.

tAKIM OBRAZOM, IMEET SMYSL SLEDU@]AQ ZADA^A.

zADA^A. wHOD: NABOR NATURALXNYH ^ISEL (m0;m1; : : : ;mn) (KOTO-

RYJ ZADAET RAZMERY MATRIC W PROIZWEDENII A1A2 � : : : �An, GDE Ai IMEET

RAZMERY mi�1 �mi).
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tREBUETSQ: rASSTAWITX SKOBKI W PROIZWEDENII A1 � A2 � : : : � An

TAK, ^TOBY OB]EE ^ISLO UMNOVENIJ \LEMENTOW BYLO MINIMALXNYM, I

WY^ISLITX \TO MINIMALXNOE ^ISLO.

pOSMOTRIM SNA^ALA, KAKOWA SLOVNOSTX TRIWIALXNOGO ALGORITMA,

KOTORYJ PEREBIRAET WSE SPOSOBY RASSTANOWKI SKOBOK. pUSTX an | ^ISLO

SPOSOBOW PRAWILXNOJ RASSTANOWKI SKOBOK W PROIZWEDENII A1 �A2 � : : : �An.

tEOREMA. an = 1
n
Cn�1

2n�2 =
(2n�2)!

n!(n�1)!
PRI n > 2.

dOKAZATELXSTWO. o^EWIDNO, ^TO a1 = 1, a2 = 1, a3 = 2. oPERACIQ,

KOTORU@ MY SDELAEM POSLEDNEJ W A1 � A2 � : : : � An, SWODIT ZADA^U K 2

PODZADA^AM A1 � : : : �Ak I Ak+1 � : : : �An, GDE 1 6 k 6 n� 1. pO\TOMU

an = a1an�1 + a2an�2 + : : : + an�1a1:

rASSMOTRIM PROIZWODQ]U@ FUNKCI@

f(x) = a1x+ a2x
2 + a3x

3 + : : : + anx
n + : : : ()

tOGDA

f2(x) = (a1a1)x
2 + (a1a2 + a2a1)x

3 + (a1a3 + a2a2 + a3a1)x
4 + : : : =

(1)

a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + : : : = f(x) � a1x = f(x)� x: (2)

tAKIM OBRAZOM, f2(x) � f(x) + x = 0. rE[AQ KWADRATNOE URAWNENIE,

POLU^AEM f(x) = 1�
p
1�4x
2

. pOSKOLXKU f(0) = 0, TO f(x) = 1�
p
1�4x
2

. rAS-

KLADYWAQ f(x) W RQD tEJLORA I SRAWNIWAQ S ( ), POLU^AEM (PROWERXTE):

an =
1

2
�
3

2
�
5

2
� : : : �

2n� 3

2
�
4n�1

n!
= (3)

2n�1

n!
� (1 � 3 � 5 � : : : � (2n� 3)) =

2n�1(2n� 2)!

n!(2 � 4 � 6 � � � � � (2n� 2))
= (4)

2n�1(2n� 2)!

n!2n�1(n� 1)!
=

1

n
Cn�1

2n�2: (5)

tEOREMA DOKAZANA.

zAME^ANIE. dLQ POLNOJ STROGOSTI W DOKAZATELXSTWE NUVNO OB-

SUDITX SU]ESTWOWANIE FUNKCII f(x), ZADANNOJ RAWENSTWOM (). mOVNO

POKAZATX, ^TO RQD SPRAWA SHODITSQ, NAPRIMER, PRI 0 6 x 6 1
4
.

rASKRYWAQ FAKTORIALY PO FORMULE sTIRLINGA, LEGKO POLU^ITX,

^TO Cm
2m �

q
2
�

22mp
2m

= 4mp
�m

, TO ESTX an RASTET \KSPONENCIALXNO S ROS-

TOM n. sLEDOWATELXNO PEREBORNYJ ALGORITM IMEET \KSPONENCIALXNU@

SLOVNOSTX.
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tEOREMA. dLQ NAHOVDENIQ OPTIMALXNOGO PORQDKA UMNOVENIQ n

MATRIC SU]ESTWUET ALGORITM (TIPA DINAMI^ESKOGO PROGRAMMIROWA-
NIQ) S ^ISLOM OPERACIJ (ARIFMETI^ESKIH I SRAWNENIJ ^ISEL) O(n3).

dOKAZATELXSTWO. pUSTX NA WHOD POSTUPAET NABOR ^ISEL

(m0;m1; : : : ;mn). wWEDEM TAKIE PODZADA^I Bij : NAJTI OPTIMALXNYJ

PORQDOK WY^ISLENIJ I NAIMENX[EE ^ISLO kij UMNOVENIJ \LEMENTOW DLQ

PROIZWEDENIQ Ai � Ai+1 � : : : � Aj, (1 6 i 6 j 6 n). o^EWIDNO, kii = 0

DLQ WSEH i, I OB]EE ^ISLO PODZADA^ Bij ESTX O(n2).

uTWERVDENIE. eSLI 1 6 i < j 6 n, TO

kij = minfki;i+s + ki+s+1;j +mi�1mi+smjg; ()

GDE MINIMUM BERETSQ PO WSEM s TAKIM, ^TO 0 6 s 6 j � i� 1.
dOKAZATELXSTWO. eSLI POSLEDNQQ OPERACIQ UMNOVENIQ DELIT

PROIZWEDENIE Ai �A2 � : : : �Aj NA 2 PROIZWEDENIQ (Ai � : : : Ai+s) � (Ai+s+1 �
: : : �Aj), TO DLQ POLU^ENIQ MINIMALXNOGO ^ISLA OPERACIJ NADO ISPOLX-

ZOWATX MINIMALXNOE ^ISLO OPERACIJ W OBEIH SKOBKAH, TO ESTX WSEGO

ki;i+s+ki+s+1;j OPERACIJ.pOSLE WY^ISLENIQ \TIH PROIZWEDENIJ NADO E]E

PEREMNOVITX 2 MATRICY RAZMEROW mi�1 �mi+s I mi+s �mj. pOLU^AEM

OB]EE ^ISLO OPERACIJ, STOQ]EE W ( ) W FIGURNYH SKOBKAH. tEPERX

OSTAETSQ ZAMETITX, ^TO DLQ MINIMIZACII OB]EGO ^ISLA UMNOVENIJ

DOSTATO^NO PEREBOROM WYBRATX OPTIMALXNOE MESTO DLQ POSLEDNEJ OPE-

RACII. uTWERVDENIE DOKAZANO.

bUDEM RE[ATX PODZADA^I Bij QRUSAMI, OTNOSQ K QRUSU t WSE POD-

ZADA^I S j � i = t. rASSMOTRIM POSLEDOWATELXNO t = 0; 1; 2; : : : ; n � 1.

pRI t = 0 POLU^IM PODZADA^I Bij , DLQ KOTORYH kii = 0 I SKOBKI WOOB]E

NE NADO RASSTAWLQTX. pRI RE[ENII O^EREDNOJ ZADA^I Bij S j � i = t

WOSPOLXZUEMSQ UTWERVDENIEM. pRI \TOM LEGKO WIDETX, ^TO SPRAWA W ( )

BUDUT ISPOLXZOWATXSQ REZULXTATY PODZADA^ QRUSOW t1 < t, KOTORYE UVE

RE[ENY. tOGDA DLQ WY^ISLENIQ kij PO FORMULE ( ) DOSTATO^NO SDELATX

2(j � i) UMNOVENIJ, 2(j � i) SLOVENIJ I j � i � 1 SRAWNENIJ. oB]EE

^ISLO OPERACIJ DLQ WY^ISLENIQ ODNOGO kij NE PREWOSHODIT O(n), A DLQ

WY^ISLENIQ WSEH kij | NE PREWOSHODIT O(n3) (POSKOLXKU OB]EE ^ISLO

PODZADA^ Bij ESTX O(n2)). pRI WY^ISLENII kij UKAZANNYM SPOSOBOM MY

NAHODIM I TO s, DLQ KOTOROGO DOSTIGAETSQ MINIMUM W ( ). eSLI MY

DLQ WSEH (i; j) BUDEM FIKSIROWATX \TO s, TO SMOVEM BYSTRO OPTIMALXNO

RASSTAWITX SKOBKI W ZADA^E B1n (W ISHODNOJ ZADA^E), RAZBIWAQ KAVDOE

PROIZWEDENIE POSLEDOWATELXNO OPTIMALXNYM OBRAZOM NA 2 PROIZWEDE-

NIQ. tEOREMA DOKAZANA.

zADA^A O KRAT^AJ[IH PUTQH

10



pUSTX G |POLNYJ ORIENTIROWANNYJ GRAF S n WER[INAMI

v1; v2; : : : ; vn: pUSTX KAVDOJ DUGE (vi; vj) SOPOSTAWLENO DEJSTWITELXNOE

^ISLO dij > 0, LIBO dij = +1.~ISLO dij TRAKTUETSQ KAK RASSTOQNIE IZ vi
W vj "NAPRQMU@". dLINA ORIENTIROWANNOGO PUTI IZ vi W vj OPREDELQETSQ

KAK SUMMA DLIN WSEH DUG \TOGO PUTI (ONA RAWNA +1, ESLI HOTQ BY

ODNO SLAGAEMOE RAWNO +1). kRAT^AJ[EE RASSTOQNIE dij IZ vi W vj
OPREDELIM KAK MINIMUM DLIN PO WSEM ORIENTIROWANNYM PUTQM IZ vi W

vj . sOOTWETSTWU@]IJ PUTX BUDEM NAZYWATX KRAT^AJ[IM. rASSMOTRIM

SLEDU@]U@ ZADA^U O KRAT^AJ[IH PUTQH.

wHOD: MATRICA D = kdijk PORQDKA n (S^ITAEM, ^TO dii = 0 DLQ WSEH

i).

tREBUETSQ: POSTROITX MATRICU �D = k �dijk KRAT^AJ[IH RASSTOQ-
NIJ.

oTMETIM, ^TO ANALOGI^NU@ ZADA^U DLQ NEPOLNOGO GRAFA MOVNO

SWESTI K ZADA^E O POLNOM GRAFE, POLOVIW dij = +1 DLQ NESU]EST-

WU@]IH DUG. eSLI dij = dji DLQ WSEH i; j, TO GRAF G MOVNO S^ITATX

NEORIENTIROWANNYM.

aLGORITM DLQ UKAZANNOJ ZADA^I, OSNOWANNYJ NA PEREBORE WSEH

WOZMOVNYH PUTEJ, IMEET NE MENEE, ^EM \KSPONENCIALXNU@ SLOVNOSTX,

POSKOLXKU IZ vi W vj SU]ESTWUET BOLEE (n�2)! PUTEJ BEZ POWTORQ@]IHSQ
WER[IN.

tEOREMA. sU]ESTWUET ALGORITM DLQ ZADA^I O KRAT^AJ[IH PU-
TQH, STROQ]IJ PO MATRICE D MATRICU �D, S ^ISLOM OPERACIJ (ARIF-
METI^ESKIH I SRAWNENIJ ^ISEL) O(n3), GDE n | ^ISLO WER[IN W GRAFE.

dOKAZATELXSTWO. wWEDEM SLEDU@]IE PODZADA^I: DLQ KAVDOJ PA-

RY i; j I NATURALXNOGO k > 0 WY^ISLITX d
(k)
ij | MINIMALXNU@ DLINU

SREDI WSEH ORIENTIROWANNYH PUTEJ IZ vi W vj , PROHODQ]IH, KROME vi I

vj , TOLXKO PO WER[INAM v1; v2; : : : ; vk (WOZMOVNO TOLXKO PO ^ASTI ILI

NAPRQMU@ IZ vi W vj). eSLI k = 0, TO RAZRE[AETSQ TOLXKO PEREHOD IZ

vi W vj "NAPRQMU@". pUSTX D(k) = kd(k)ij k. tOGDA D
(0) = D I D(n) = �D.

bUDEM POSLEDOWATELXNO WY^ISLQTX D(1); D(2); : : : ; D(n).

uTWERVDENIE. dLQ L@BYH i; j I k > 0

d
(k)
ij = min(d

(k�1)
ij ; d

(k�1)

ik + d
(k�1)

kj ):

dOKAZATELXSTWO. wSE PUTI IZ vi W Vj , ISPOLXZU@]IE TOLXKO WER[INY
v1; v2; : : : ; vk, RASPADA@TSQ NA 2 MNOVESTWA A I B | NE PROHODQ]IH

^EREZ vk I PROHODQ]IH ^EREZ vk. mINIMALXNAQ DLINA PUTEJ W A RAWNA

d
(k�1)
ij PO OPREDELENI@. kAVDYJ PUTX IZ B RAZBIWAETSQ NA 2 ^ASTI:

PUTX B1 IZ vi W vk PO WER[INAM v1; v2; : : : ; vk�1 I PUTX B2 IZ vk W

vj PO WER[INAM v1; v2; : : : ; vk�1. mINIMALXNAQ DLINA PUTI W B1 RAWNA
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d
(k�1)

ik , A W B2 | d
(k�1)

kj . sRAWNIWAQ d
(k�1)
ij I d

(k�1)

ik + d
(k�1)

kj , POLU^AEM d
(k)
ij .

uTWERVDENIE DOKAZANO.

zAME^ANIE. wY^ISLQQ d
(k)
ij OPISANNYM SPOSOBOM, MY, W ^ASTNOS-

TI, UZNAEM, ISPOLXZOWATX vk ILI NET.

tAKIM OBRAZOM, DLQ WY^ISLENIQ D(k) PO D(k�1) DOSTATO^NO n2 SLO-

VENIJ I n2 SRAWNENIJ ^ISEL, A DLQ WY^ISLENIQ D(1); D(2); : : : ; D(n) = �D

PO ZADANNOJ MATRICED = D(0) DOSTATO^NO n3 SLOVENIJ I n3 SRAWNENIJ.

tEOREMA DOKAZANA.
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mETOD "RAZDELQJ I WLASTWUJ". tEOREMA O
REKURRENTNOM NERAWENSTWE.

dRUGOJ REKURRENTNYJ METOD POSTROENIQ BYSTRYH ALGORITMOW |

\TO METOD, KOTORYJ NAZYWA@T "RAZDELQJ I WLASTWUJ". w NEM TAKVE

RE[ENIE ZADA^I SWODITSQ K RE[ENI@ PODZADA^, NO, W OTLI^IE OT METODA

DINAMI^ESKOGO PROGRAMMIROWANIQ, RAZMERNOSTX PODZADA^ OTLI^AETSQ

OT RAZMERNOSTI ZADA^I NE NA KONSTANTU, A W KONSTANTU RAZ I PODZADA^I

RE[A@TSQ NEZAWISIMO DRUG OT DRUGA. dLQ POLU^ENIQ OCENOK SLOVNOSTI

TAKIH ALGORITMOW ISPOLXZUETSQ SLEDU@]AQ TEOREMA.

tEOREMA (O REKURRENTNOM NERAWENSTWE). pUSTX L(n) | MONO-
TONNO NEUBYWA@]AQ FUNKCIQ NATURALXNOGO PARAMETRA n. pUSTX c |
NATURALXNOE ^ISLO, c > 2, I a; b; � - DEJSTWITELXNYE KONSTANTY,
PRI^EM a > 0, I PUSTX DLQ WSEH n = ck, GDE k - L@BOE NATURALXNOE
^ISLO (k = 1; 2; 3; : : : ), WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

L(n) 6 aL(
n

c
) + bn�: (6)

tOGDA PRI STREMLENII n K BESKONE^NOSTI DLQ WSEH n WYPOLNQETSQ

L(n) =

8><
>:
O(n�); ESLI � > logc a,

O(nlog
c
a); ESLI � < logc a,

O(n� logn); ESLI � = logc a.

(7)

dOKAZATELXSTWO. pUSTX n = ck, GDE k = 1; 2; 3; : : : . tOGDA, PRIMENQQ

NESKOLXKO RAZ (6), POLU^AEM

L(n) 6 aL(
n

c
) + bn� 6 a(aL(

n

c2
) + b

�n
c

��
) + bn� =

= bn� + ab
�n
c

��
+ a2L

� n
c2

�
6

6 bn� + b
� a
c�

�
n� + a2(aL

�n
c3

�
+ b
� n
c2

��
) =

= bn� + bn�
� a
c�

�
+ bn�

� a
c�

�2
+ a3L

� n
c3

�
6

6 : : : 6 bn� + bn�
� a
c�

�
+ : : : + bn�

� a
c�

�k�1

+ akL
� n
ck

�
:

pUSTX d = max(b; L(1)). tAK KAK n
ck

= 1, TO

L(n) 6 dn�
�
1 +

a

c�
+
� a
c�

�2
+ : : : +

� a
c�

�k�1
�

+ dak =
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= dn�
�
1 +

a

c�
+
� a
c�

�2
+ � � �+

� a
c�

�k�
:

rASSMOTRIM 3 SLU^AQ:

1) logc a < � =)
a

c�
< 1 =) L(n) 6 dn�const = O(n�);

2) logc a > � =)
a

c�
> 1 =)

=) L(n) 6 dn�
� a
c�

�k 
1 +

c�

a
+

�
c�

a

�2

+ � � �+
�
c�

a

�k!
| {z }

6const

=)

=) L(n) 6 dakconst = O(alogc n) = O(nlog
c
a) (TAK KAK alogc n = nlog

c
a);

3) logc a = � =) a = c� =) L(n) 6 dn�(k + 1) = dn�(1 + logc n) =

= O(n� logn):

(8)

pUSTX TEPERX n| L@BOE. tOGDA SU]ESTWUET NATURALXNOE k, TAKOE,

^TO ck < n 6 ck+1. rASSMOTRIM 3 SLU^AQ, U^ITYWAQ, ^TO PO USLOWI@

L(n) | NEUBYWA@]AQ FUNKCIQ:

1) � > logc a =) L(n) 6 L(ck+1) 6 p(ck+1)
�
= pc�(ck)

�
6 pc�n� =

= O(n�);

2) � < logc a =) L(n) 6 L(ck+1) 6 p(ck+1)
log

c
a
= pclogc a(ck)

log
c
a
6

6 panlog
c
a = O(nlog

c
a);

3) � = logc a =) L(n) 6 L(ck+1) 6 pc�2k(ck)
�
6 pc�2n� logc n =

= O(n�) logn:

(9)

tEOREMA DOKAZANA.
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~ASTX 2. sHEMY

xx 6. rEALIZACIQ NEKOTORYH \ARIFMETI^ESKIH"
SISTEM fal W KLASSE sf|

rASSMOTRIM TEPERX NEKOTORYE \ARIFMETI^ESKIE" SISTEMY fal

I POSTROIM REALIZU@]IE IH sf|.

sISTEMY Sn, Mn I Wn, SOSTOQ]IE IZ (n + 1), 2n I n fal OT bp

x = (x1; : : : ; xn); y = (y1; : : : ; yn) SOOTWETSTWENNO, TAKIE, ^TO

jSn(x; y)j = jxj+ jyj; jMn(x; y)j = jxj � jyj;

I, ESLI jxj > jyj, TO
jWn(x; y)j = jxj � jyj;

NAZYWA@TSQ (FUNKCIONALXNYM) SUMMATOROM, UMNOVITELEM I WY^I-
TATELEM PORQDKA n SOOTWETSTWENNO.

sISTEMA Cn, SOSTOQ]AQ IZ (n + 1) fal OT bp x = (x1; : : : ; x2n),

TAKAQ, ^TO ZNA^ENIE jCn(x)j RAWNO ^ISLU EDINIC W NABORE x, NAZYWAETSQ
(FUNKCIONALXNYM) S^ET^IKOM PORQDKA n.

w [8] PRIWEDEN SUMMATOR PORQDKA n, IME@]IJ SLOVNOSTX 9n � 5.

mY POSTROIM TAKOJ VE SUMMATOR NESKOLXKO INA^E.

tEOREMA 6.1. sU]ESTWUET SHEMNYJ SUMMATOR PORQDKA n, IME-
@]IJ SLOVOSTX 9n � 5.

dOKAZATELXSTWO. dLQ n = 1 SUMMATOR �1 POKAZAN NA RIS. 4.4. nA

RIS. 6.1.A POKAZANA sf| �0 SLOVNOSTI 9, KOTORAQ REALIZUET SISTEMU

fal S0 OT bp x; y I q0 TAKU@, ^TO

jS0(x; y; q0)j = x+ y + q0;

T. E. REALIZUET SLOVENIE TREH ODNORAZRQDNYH ^ISEL. dEJSTWITELXNO, NA

WYHODE z2 sf| �0 REALIZUETSQ fal x� y � q0, A NA WYHODE z1 EDINICA

POQWLQETSQ TOLXKO TOGDA, KOGDA LIBO x = y = 1, LIBO x � y = q0 = 1,

T. E. NA WYHODE z1 W sf| �0 REALIZUETSQ fal

xy _ (x � y)q0 = xy _ xq0 _ yq0:

sHEMNYJ SUMMATOR �n PORQDKA n S WHODNYMI bp x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn
I WYHODNYMI bp z0; z1; : : : ; zn MOVNO POSTROITX IZ SUMMATORA �n�1

PORQDKA (n � 1) S WHODNYMI bp x2; : : : ; xn; y2; : : : ; yn I WYHODNYMI bp

z01; z2; : : : ; zn, A TAKVE ODNOJ sf| �0 TAK, KAK \TO POKAZANO NA RIS. 6.2.

zAMETIM, ^TO PEREHOD OT SUMMATORA �n�1 K SUMMATORU �n MODELIRUET
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SLOVENIE n-RAZRQDNYH ^ISEL W DWA \TAPA: NA PERWOM \TAPE SKLADY-

WA@TSQ ^ISLA, OBRAZUEMYE (n � 1) MLAD[IMI RAZRQDAMI, A NA WTOROM

\TAPE SKLADYWA@TSQ STAR[IE RAZRQDY I PERENOS, WOZNIK[IJ NA PERWOM

\TAPE. o^EWIDNO, ^TO

L(�n) = 9n� 5:

tEOREMA DOKAZANA.

sLEDSTWIE. L(Sn) 6 9n � 5:

tEOREMA 6.2. sU]ESTWUET SHEMNYJ WY^ITATELX PORQDKA n,
IME@]IJ SLOVNOSTX NE BOLX[E, ^EM 11n � 5.

dOKAZATELXSTWO. zAMETIM, ^TO

jxj = 2n � 1 � jxj;

GDE x = (x1; : : : ; xn), x = (x1; : : : ; xn), I PO\TOMU

Wn(x; y) = jxj � jyj = 2n � 1 � (2n � 1� jxj+ jyj) = Sn(x; y)

sLEDOWATELXNO, SHEMNYJ WY^ITATELX PORQDKA n MOVET BYTX POLU^EN

IZ SHEMNOGO SUMMATORA PORQDKA n W REZULXTATE INWERTIROWANIQ WHODOW

EGO PERWOGO SLAGAEMOGO, A TAKVE WSEH EGO WYHODOW, I IMEET SLOVNOSTX

NE BOLX[E, ^EM 11n � 5.

tEOREMA DOKAZANA.

rASSMOTRIM TEPERX SLOVNOSTX UMNOVITELQ Mn DLQ UMNOVE-

NIQ DWUH NEOTRICATELXNYH n-RAZRQDNYH DWOI^NYH ^ISEL X =

j(x1; x2; : : : ; xn)j I Y = j(y1; y2; : : : ; yn)j. tAK KAK X < 2n I Y < 2n,

TO XY < 22n I DLQ PREDSTAWLENIQ REZULXTATA TREBUETSQ NE BOLEE 2n

WYHODOW. oBOZNA^IM ^EREZ LM (n) NAIMENX[EE WOZMOVNOE ^ISLO \LEMEN-

TOW W UMNOVITELE Mn. o^EWIDNO, ^TO LM(1) = 1, TAK KAK UMNOVENIE

1-RAZRQDNYH ^ISEL OSU]ESTWLQET \LEMENT KON_@NKCIQ.

uTWERVDENIE. sU]ESTWUET sf| DLQ UMNOVENIQ n-RAZRQDNOGO
^ISLA X NA 1-RAZRQDNOE ^ISLO y S ^ISLOM \LEMENTOW n.

dEJSTWITELXNO, ESLI X = j(x1; x2; : : : ; xn)j I Xy = Z =

j(z1; z2; : : : ; zn)j, TO zi=xiy DLQ WSEH i = 1; 2; : : : ; n.

pRI UMNOVENII DWUH n-RAZRQDNYH ^ISEL X I Y \W STOLBIK" NADO

n RAZ UMNOVITXX NA 1-RAZRQDNOE ^ISLO (WSEGO n2 KON_@NKCIJ) I ZATEM

n � 1 RAZ SLOVITX ^ISLA DLINOJ NE BOLEE 2n. tAKOJ ALGORITM (SHEMA)

IMEET SLOVNOSTX PO PORQDKU n2. sLEDU@]AQ TEOREMA POKAZYWAET, ^TO

ALGORITM UMNOVENIQ \W STOLBIK" NE OPTIMALEN PO PORQDKU.

tEOREMA 6.4 (kARACUBA a. a. [4]). sU]ESTWUET TAKAQ KON-
STANTA c, ^TO LM (n) 6 cnlog2 3 DLQ WSEH n.
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dOKAVEM SNA^ALA NESKOLXKO WSPOMOGATELXNYH LEMM.

lEMMA 6.1. sU]ESTWUET KONSTANTA c1 TAKAQ, ^TO LM(n+1) 6

LM(n) + c1n DLQ WSEH n.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX TREBUETSQ PEREMNOVITX DWA (n +

1)-RAZRQDNYH ^ISLA X1 = j(x0; x1; : : : ; xn)j I Y1 = j(y0; y1; : : : ; yn)j. tOGDA
OBOZNA^IM j(x1; x2; : : : ; xn)j = X I j(y1; y2; : : : ; yn)j = Y . pRI \TOM

X1 = x02
n +X , Y1 = y02

n + Y I

X1Y1 = x0y02
2n + (x0Y + y0X)2n +XY:

pO\TOMU DLQ WY^ISLENIQ X1Y1 DOSTATO^NO ISPOLXZOWATX UMNOVITELX

Mn DLQ WY^ISLENIQ XY , 2n \LEMENTOW DLQ WY^ISLENIQ x0Y I y0X , 1

\LEMENT DLQ WY^ISLENIQ x0y0 I 3 SUMMATORA PORQDKA NE BOLEE 2n+2, TAK

KAK X1Y1 < 22n+2. oTMETIM, ^TO ^ISLA x0y0 I x0Y + y0X NADO PODAWATX

NA SUMMATORY SO SDWIGOM, ODNOWREMENNO PODAWAQ NA MLAD[IE RAZRQDY

0. pRI \TOM 0 MOVNO PREDWARITELXNO POLU^ITX PODSHEMOJ S 2 \LEMEN-

TAMI, REALIZU@]EJ x0�x0 = 0.tAK KAK SLOVNOSTX KAVDOGO SUMMATORA

MOVNO SDELATX NE BOLEE 9(2n + 2), A SLOVNOSTX Mn RAWNOJ LM (n), TO

SLOVNOSTX POLU^ENNOJ SHEMY BUDET NE BOLX[E ^EM LM (n) + c1n DLQ

NEKOTOROJ KONSTANTY c1. lEMMA DOKAZANA.

lEMMA 6.2 (OSNOWNAQ). sU]ESTWUET KONSTANTA c2 TAKAQ, ^TO
LM(2n) 6 3LM (n) + c2n DLQ WSEH n.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX NUVNO PEREMNOVITX DWA 2n-RAZRQDNYH

^ISLA X I Y . rAZOBXEM IH NA ^ASTI, SODERVA]IE PO n RAZRQDOW. tOGDA

POLU^IM X = X12
n +X2, Y = Y12

n + Y2. oTS@DA

XY = X1Y12
2n + (X1Y2 +X2Y1)2

n +X2Y2 =

= X1Y12
2n + [(X1 +X2)(Y1 + Y2)�X1Y1 �X2Y2]2

n +X2Y2:

tAK KAK X1Y2 + X2Y1 > 0, TO PRI WY^ITANII W KWADRATNOJ SKOBKE NE

WOZNIKAET OTRICATELXNYH ^ISEL. tAKIM OBRAZOM, SHEMU DLQ UMNOVE-

NIQ XY MOVNO POSTROITX, ISPOLXZUQ 2 OPTIMALXNYH UMNOVITELQ Mn

S ^ISLOM \LEMENTOW LM (n) W KAVDOM DLQ WY^ISLENIQ X1Y1 I X2Y2,

UMNOVITELX Mn+1 S ^ISLOM \LEMENTOW LM (n + 1) DLQ WY^ISLENIQ

(X1+X2)(Y1+Y2), 4 SUMMATORA PORQDKA NE BOLEE 4n (TAK KAK XY < 24n)

I 2 WY^ITATELQ PORQDKA 2n + 2. w NEKOTORYH SUMMATORAH OPQTX NA

MLAD[IE RAZRQDY NADO PODAWATX 0, KOTORYJ REALIZUEM PODSHEMOJ S 2

\LEMENTAMI: 0 = x�x, GDE x - L@BAQ WHODNAQ PEREMENNAQ. dLQ POSTROEN-

NOJ SHEMY M2n S U^ETOM LEMMY 6.1 POLU^IM DLQ NEKOTORYH KONSTANT c

I c2:

L(M2n) 6 2LM (n)+LM(n+1)+ cn 6 3LM (n)+ c1n+ cn = 3LM (n)+ c2n
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.

lEMMA 6.3. sU]ESTWUET TAKAQ KONSTANTA c3, ^TO DLQ L@BOGO
NATURALXNOGO k WYPOLNQETSQ LM (2k) 6 c33

k.

dOKAZATELXSTWO. pOLOVIM f(k) =
LM (2k)

3k
. tOGDA IZ PREDYDU]EJ

LEMMY IMEEM
LM (2k)

3k
6
LM (2k�1)

3k�1
+
c2

3
(
2

3
)k�1

I

f(k) 6 f(k � 1) +
c2

3
(
2

3
)k�1 6 f(k � 2) +

c2

3
(
2

3
)k�2 +

c2

3
(
2

3
)k�1 6

6 : : : 6 f(1) +
c2

3
[
2

3
+ (

2

3
)2 + � � �+ (

2

3
)k�1] 6 c3

DLQ NEKOTOROJ KONSTANTY c3, POSKOLXKU SUMMA W KWADRATNYH SKOBKAH NE

PREWOSHODIT SUMMU 2 BESKONE^NO UBYWA@]EJ GEOMETRI^ESKOJ PROGRES-

SII S PERWYM ^LENOM 2
3
I ZNAMENATELEM 2

3
. tAKIM OBRAZOM

LM (2k)

3k
6 c3 I

LM(2k) 6 c33
k.

dOKAZATELXSTWO TEOREMY kARACUBY. pUSTX n | L@BOE NATU-

RALXNOE ^ISLO I n > 1. tOGDA SU]ESTWUET NATURALXNOE k TAKOE, ^TO

2k�1 < n 6 2k. dLQ UMNOVENIQ n-RAZRQDNYH ^ISEL BUDEM ISPOLXZOWATX

SHEMUM2k S ^ISLOM \LEMENTOW LM (2k), PODAWAQ NA STAR[IE 2k�n WHOD-
NYH RAZRQDOW OBOIH SOMNOVITELEJ 0, PREDWARITELXNO REALIZOWANNYJ

PODSHEMOJ IZ 2 \LEMENTOW. tOGDA IMEEM

LM (n) 6 LM (2k) + 2 6 c33
k + 2 = 3c33

k�1 + 2 =

= 3c32
(k�1) log2 3 + 2 < 3c3n

log2 3 + 2 6 cnlog2 3

DLQ NEKOTOROJ KONSTANTY c.

w ZAKL@^ENIE OTMETIM, ^TO SU]ESTWUET ALGORITM {ENHAGE I

{TRASSENA DLQ UMNOVENIQ DWUH n-RAZRQDNYH ^ISEL, DA@]IJ OCENKU

LM(n) 6 cn log n log logn, GDE c | NEKOTORAQ KONSTANTA I LOGARIFMY

MOVNO S^ITATX DWOI^NYMI.
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aLGORITM tOOMA

nAM POTREBUETSQ SLEDU@]IJ IZWESTNYJ FAKT O MNOGO^LENAH.

uTWERVDENIE (INTERPOLQCIONNAQ FORMULA lAGRANVA). pUSTX

P (x) = cnx
n+cn�1x

n�1+: : :+c1x+c0 | PROIZWOLXNYJ POLINOM STEPENI

n, ZNA^ENIQ KOTOROGO P (dm) IZWESTNY W n + 1 RAZLI^NYH TO^KAH

d1; d2; : : : ; dn+1. tOGDA SU]ESTWU@T TAKIE KONSTANTY �km, ZAWISQ]IE
TOLXKO OT d1; d2; : : : ; dn+1, ^TO

cq =

n+1X
i=1

�qmP (dm); q = 0; 1; : : : ; n:

pRI \TOM, ESLI WSE dm RACIONALXNY, TO I WSE �km RACIONALXNY.
tEOREMA. dLQ L@BOGO FIKSIROWANNOGO " > 0 WYPOLNQETSQ

M(n) = O(n1+"):

dOKAZATELXSTWO. zAFIKSIRUEM NATURALXNOE k > 2 I RASSMOTRIM

SLEDU@]IJ ALGORITM tOOMA DLQ UMNOVENIQ n-RAZRQDNYH DWOI^NYH

^ISEL A I B. eSLI km�1 < n 6 km, TO UWELI^IM RAZRQDNOSTX DO km,

PRIPISYWAQ SPEREDI NULI. dLQ n = km POSTUPAEM SLEDU@]IM OBRAZOM.

rEVEM A I B NA k KUSKOW DLINY km�1. pUSTX A = (Ak�1Ak�2 : : : A1A0)2
I B = (Bk�1Bk�2 : : : B1B0)2. rASSMOTRIM MNOGO^LENY f(x) = Ak�1x

k�1+

Ak�2x
k�2+: : :+A1x+A0 I g(x) = Bk�1x

k�1+Bk�2x
k�2+: : :+B1x+B0. tOG-

DA A = f(2k
m�1

), B = g(2k
m�1

) I ISKOMOE C = A �B = f(2k
m�1

) �g(2k
m�1

) =

h(2k
m�1

), GDE h(x) = f(x) �g(x). zAMETIM, ^TO h(x) | MNOGO^LEN STEPENI

2k � 2. aLGORITM SOSTOIT IZ SLEDU@]IH [AGOW.

1.wY^ISLQEM f(xm) I g(xm), GDE x1; x2; ; : : : ; x2k�1 |L@BYE FIKSI-

ROWANNYE CELYE TO^KI (NAPRIMER, xm = 0;�1;�2; : : : ;�(k � 1)).

2.wY^ISLQEM h(xm) = f(xm)g(xm) TEM VE ALGORITMOM DLQ n =

km�1 (MY UTO^NIM \TO NIVE).

3. pO FORMULE ( ) WY^ISLQEM KO\FFICIENTY cq (q = 0; 1; : : : ; 2k�1)
MNOGO^LENA h(x).

4. wY^ISLQEM h(2k
m�1

) = C = AB.

oCENIM TEPERX SLOVNOSTX KAVDOGO [AGA. oTMETIM, ^TO km = n,

km�1 = n
k
I k | KONSTANTA.

{AG 1. nA \TOM [AGE WY^ISLQEM f(xm) I g(xm) NEPOSREDSTWENNO

PO FORMULAM MNOGO^LENOW, WYPOLNQQ WSE OPERACII "W STOLBIK". pRI

\TOM, TAK KAK WSE xm | KONSTANTY I k | KONSTANTA, WY^ISLENIE

WSEH xlm(m = 1; 2; : : : ; 2k � 1; l = 2; 3; : : : ; k � 1) TREBUET KONSTANTNOGO

^ISLA BITOWYH OPERACIJ I DLINY WSEH POLU^AEMYH ^ISEL OGRANI^ENY

KONSTANTOJ (ZAWISQ]EJ OT k, NO NE ZAWISQ]EJ OT n). pO\TOMU WY^IS-

LENIE WSEH ODNO^LENOW Alx
l
m TREBUET O(n) BITOWYH OPERACIJ I DLINY
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POLU^AEMYH ^ISEL NE PREWOSHODQT n
k
+ const. aNALOGI^NO DLQ Blx

l
m.

sKLADYWAQ \TI ODNO^LENY (k |KONSTANTA), POLU^AEM, ^TO WY^ISLENIE

WSEH ZNA^ENIJ f(xm) I g(xm) TREBUET O(n) BITOWYH OPERACIJ I DLINA

WSEH \TIH ZNA^ENIJ NE PREWOSHODIT n
k
+ const.

{AG 2. nA \TOM [AGE NAM NADO 2k � 1 RAZ PEREMNOVITX ^ISLA

DLINY NE BOLEE n
k
+const. pUSTX C I D | 2 TAKIH ^ISLA, I C = (C1C0)2,

D = (D1D0)2, GDE DLINA ^ISEL C0 I D0 RAWNA
n
k
. tOGDA C � D = (C1 �

2
n

k + C0) � (D1 � 2
n

k + D0) = C1D1 � 2
2n

k + (C1D0 + C0D1) � 2
n

k + C0D0:

bUDEM WY^ISLQTX C1D1, C1D0, C0D1 "W STOLBIK", A C0D0 REKURSIWNO

TEM VE ALGORITMOM, ESLI DLINA C0 I D0, RAWNAQ k
m�1, BOLX[E 1. eSLI

VE km�1 = 1, TO C0D0 TAKVE WY^ISLQEM "W STOLBIK". pUSTX LT (n) |

BITOWAQ SLOVNOSTX ALGORITMA tOOMA (W HUD[EM SLU^AE) DLQ UMNOVENIQ

^ISEL DLINY n. tOGDA ^ISLO OPERACIJ NA [AGE 2 NE PREWOSHODIT (2k �
1)LT (

n
k
) +O(n), I POLU^A@]IESQ ^ISLA IME@T DLINU O(n).

{AG 3. tAK KAK WSE xm | CELYE, TO WSE �qm W FORMULE ( )

RACIONALXNYE. pUSTX � | IH OB]IJ ZNAMENATELX I �qm =
�qm
�
. tOGDA

WSE �qm | CELYE I cq = 1
�

P2k�1
m=1 �qmh(xkm). tAK KAK k | KONSTANTA,

WSE �qm | KONSTANTY I DLINA WSEH ^ISEL h(xkm) ESTX O(n), TO DLQ

WY^ISLENIQ WSEH SUMM
P2k�1

m=1 �qmh(xkm); q = 0; 1; : : : ; 2k � 1, TREBUETSQ

O(n) BITOWYH OPERACIJ I PRI \TOM POLU^A@TSQ ^ISLA DLINY O(n). tAK

KAK � | KONSTANTA, TO WY^ISLENIE WSEH cq (KOTORYE ZAWEDOMO DOLVNY

BYTX CELYMI, KAK KO\FFICIENTY MNOGO^LENA h(x) = f(x)g(x)) TREBUET

O(n) BITOWYH OPERACIJ (DELIM "W STOLBIK"), I WSE cq IME@T DLINU

O(n).

{AG 4. wY^ISLENIE h(2k
m�1

) SWODITSQ K SLOVENI@ ^ISEL Cq, SDWI-

NUTYH WLEWO NE BOLEE, ^EM NA n RAZRQDOW. tAK KAK ^ISEL Cq KONSTANTNOE

KOLI^ESTWO, TO WY^ISLENIE h(2k
m�1

) = C = AB TREBUET O(n) BITOWYH

OPERACIJ.

dLQ OB]EGO ^ISLA LT (n) BITOWYH OPERACIJ W OPISANNOM ALGORIT-

ME (PRI n = km) IMEEM

LT (n) 6 (2k � 1)LT (
n

k
) +O(n):

tOGDA PO TEOREME O REKURRENTNOM NERAWENSTWE DLQ WSEH n POLU-

^AEM

LT (n) = O(nlog
k
(2k�1)):

C ROSTOM k IMEEM

logk(2k � 1) = 1 + logk(2 �
1

k
) �! 1:
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pO\TOMU DLQ L@BOGO " > 0 MOVNO WYBRATX k TAK, ^TO logk(2k�1) < 1+"

I LT (n) = O(n1+"). tEOREMA DOKAZANA.

zAME^ANIE. e]E BOLEE BYSTRYM QWLQETSQ ALGORITM UMNOVE-

NIQ ^ISEL {ENHAGE I {TRASSENA, BITOWAQ SLOVNOSTX KOTOROGO RAWNA

O(n logn log logn).
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aLGORITM {TRASSENA DLQ UMNOVENIQ MATRIC

rASSMOTRIM ZADA^U UMNOVENIQ DWUH KWADRATNYH MATRIC A =

kaijk I B = kbklk PORQDKA n. pUSTX A �B = C = kcrsk. tOGDA PO OPREDE-
LENI@ crs =

Pn
p=1 arpbps. w KA^ESTWE WHODA MY BUDEM RASSMATRIWATX WSE

ZNA^ENIQ aij I bkl, S^ITAQ IH "NEDELIMYMI", TO ESTX MY WOSPRINIMAEM

IH KAK EDINOE CELOE I NE MOVEM RABOTATX S KAKIMI-LIBO IH ^ASTQMI. w

KA^ESTWE OPERACIJ BUDEM RASSMATRIWATX 4 ARIFMETI^ESKIE OPERACII,

KOTORYE MOGUT PRIMENQTXSQ KAK K ISHODNYM PEREMENNYM aij ; bkl, TAK

I K UVE POSTROENNYM WYRAVENIQM. nA[A ZADA^A SOSTOIT W POLU^ENII

WSEH WYRAVENIJ DLQ crs. sLOVNOSTX@ ALGORITMA BUDET S^ITATXSQ ^ISLO

ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ.

oBY^NYJ ALGORITM UMNOVENIQ MATRIC ("STRO^KA NA STOLBEC")

TREBUET n3 UMNOVENIJ I n2(n� 1) SLOVENIJ, TO ESTX PORQDKA n3 OPERA-

CIJ.

tEOREMA ({TRASSEN). dLQ UMNOVENIQ DWUH MATRIC PORQDKA n

SU]ESTWUET ALGORITM S ^ISLOM ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ O(nlog2 7):

dOKAZATELXSTWO. oPI[EM TAKOJ ALGORITM. eSLI n| NE STEPENX

DWOJKI I BLIVAJ[AQ K n SWERHU STEPENX DWOJKI ESTX 2k, TO RAS[IRIM

DANNYE MATRICY A I B DO MATRIC A0 I B0 PORQDKA 2k TAK, ^TOBY W

LEWYH WERHNIH UGLAH MATRIC A0 I B0 STOQLI, SOOTWETSTWENNO, A I B, A

OSTALXNYE \LEMENTY BYLI RAWNY 0. tOGDA, ESLI A0 � B0 = C 0, TO LEGKO

WIDETX, ^TO W C 0 W LEWOM WERHNEM UGLU STOIT MATRICA C = A � B, A

OSTALXNYE \LEMENTY RAWNY 0. pO\TOMU DLQ WY^ISLENIQ C = A � B
DOSTATO^NO PEREMNOVITX MATRICY A0 I B0 PORQDKA 2k. pUSTX DALEE

n = 2k | STEPENX DWOJKI I A;B | MATRICY PORQDKA n = 2k. rAZREVEM

KAVDU@ IZ MATRIC A I B, A TAKVE ISKOMU@ MATRICU C = A � B, NA 4

KWADRATNYH BLOKA RAZMERA n
2
� n

2
:

A =





 A11 A12

A21 A22





 ; B =





 B11 B12

B21 B22





 ; C =





 C11 C12

C21 C22





 :
iZ ALGEBRY IZWESTNO, ^TO W \TOM SLU^AE

C11 = A11B11 +A12B21; C12 = A11B12 +A12B22;

C21 = A21B11 +A22B21; C22 = A21B12 +A22B22:

tAKIM OBRAZOM, WY^ISLENIE MATRICY C SWODITSQ K 8 UMNOVENIQM

MATRIC PORQDKA n
2
(I NESKOLXKIM SLOVENIQM). iDEQ {TRASSENA SOSTOIT

W ZAMENE 8 UMNOVENIJ NA 7 (SRAWNITE S ALGORITMOM kARACUBY). rAS-
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SMOTRIM SLEDU@]IE 7 PROIZWEDENIJ:

D1 = (A11 +A22)(B11 +B22); D5 = (A11 +A12)B22;

D2 = (�A11 +A21)(B11 +B12); D6 = A22(�B11 +B21);

D3 = (A12 � A22)(B21 +B22); D7 = (A21 +A22)B11:

D4 = A11(B12 � B22);

rASKRYWAQ SKOBKI I PRIWODQ PODOBNYE ^LENY, MOVNO PROWERITX, ^TO

C11 = D1 +D3 �D5 +D6; C12 = D4 +D5;

C21 = D6 +D7; C22 = D1 +D2 +D4 �D7:

tAKIM OBRAZOM, UMNOVENIE MATRIC PORQDKA n SWODITSQ K 7 UMNOVENIQM

MATRIC PORQDKA n
2
I NESKOLXKIM SLOVENIQM MATRIC PORQDKA n

2
: eSLI

n = 2k; TO \TOT PROCESS MOVNO PRODOLVITX REKURSIWNO. eSLI VE n = 1;

TO DLQ UMNOVENIQ MATRIC PORQDKA 1 TREBUETSQ WSEGO 1 UMNOVENIE

\LEMENTOW. pUSTX L(n) | ^ISLO ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ W OPISANNOM

ALGORITME. tAK KAK SLOVENIE DWUH MATRIC PORQDKA n
2
TREBUET O(n2)

OPERACIJ, TO DLQ n = 2k(k = 1; 2; 3; : : : ) POLU^AEM REKURRENTNOE NERA-

WENSTWO

L(n) 6 7L(
n

2
) +O(n2):

pO TEOREME O REKURRENTNOM NERAWENSTWE OTS@DA POLU^AEM L(n) =

O(nlog2 7): tEOREMA DOKAZANA.

zAME^ANIE. oVIDAETSQ, ^TO DLQ UMNOVENIQ MATRIC PORQDKA n

SU]ESTWUET ALGORITM S ^ISLOM ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ O(n2+") DLQ

L@BOGO FIKSIROWANNOGO " > 0 (SRAWNITE S ALGORITMOM tOOMA), ODNAKO

POKA (SEREDINA 2001 GODA) NAILU^[EJ OCENKOJ QWLQETSQ O(n2:38) [ ].
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aLGORITMY UMNOVENIQ 0-1-MATRIC

pUSTX MATRICY A I B SOSTOQT TOLXKO IZ 0 I 1 I TREBUETSQ

WY^ISLITX C = A �B; GDE WSE \LEMENTY crs DOLVNY BYTX PREDSTAWLENY

W DWOI^NOJ SISTEME. w KA^ESTWE OPERACIJ RAZRE[IM TOLXKO L@BYE

BITOWYE OPERACII NAD DWUMQ PEREMENNYMI.

tEOREMA. dLQ WY^ISLENIQ (OBY^NOGO) PROIZWEDENIQ DWUH

0-1-MATRIC PORQDKA n SU]ESTWUET ALGORITM S ^ISLOM BITOWYH OPE-
RACIJ O(nlog2 7 log2 n):

lEMMA. eSLI W ISHODNYH MATRICAH A I B PORQDKA n WSE \LE-
MENTY IME@T DWOI^NU@ DLINU NE BOLEE k (WKL@^AQ ZNAK), TO W ALGO-
RITME {TRASSENA DLQ WY^ISLENIQ AB WSE WOZNIKA@]IE ^ISLA IME@T

DWOI^NU@ DLINU NE BOLEE 2k + 4dlog2 ne:
dOKAZATELXSTWO LEMMY. pRI FORMIROWANII PODZADA^ WY^ISLE-

NIQ D1 � D7 W ALGORITME {TRASSENA PROISHODIT SLOVENIE (ILI WY-

^ITANIE) NE BOLEE ^EM DWUH MATRIC. pO\TOMU MODULI WSEH ^ISEL NE

BOLEE ^EM UDWAIWA@TSQ, TO ESTX DOBAWLQETSQ NE BOLEE ODNOGO RAZRQDA.

pRI PEREHODE OT RAZMERNOSTI n K RAZMERNOSTI 1 PODZADA^I FORMI-

RU@TSQ dlog2 ne RAZ. sLEDOWATELXNO, W PODZADA^AH RAZMERNOSTI 1 WSE

^ISLA IME@T DLINU NE BOLEE k + dlog2 ne: dLQ PODZADA^ RAZMERNOSTI 1

ALGORITM {TRASSENA PROIZWODIT OBY^NOE UMNOVENIE. pRI \TOM DLINA

POLU^A@]IHSQ ^ISEL NE PREWOSHODIT 2k+2dlog2 ne: pRI WY^ISLENIICrs
PO REZULXTATAM PODZADA^D1�D7 SKLADYWA@TSQ (WY^ITA@TSQ) NE BOLEE

^EM PO 4 MATRICY. pRI \TOM MAKSIMALXNYE MODULI ^ISEL WOZRASTA@T

NE BOLEE ^EM W 4 RAZA, TO ESTX DOBAWLQETSQ NE BOLEE ^EM PO 2 RAZRQDA.

pOSKOLXKU OBRATNYH [AGOW TAKVE dlog2 ne; TO WSE POLU^AEMYE ^ISLA
IME@T DLINU NE BOLEE 2k+2dlog2 ne+2dlog2 ne = 2k+4dlog2 ne: lEMMA
DOKAZANA.

dOKAZATELXSTWO TEOREMY. pRIMENIM DLQ WY^ISLENIQ AB ALGO-

RITM{TRASSENA.pO USLOWI@ W ISHODNYH MATRICAHA IB WSE \LEMENTY

IME@T DLINU 2 (WKL@^AQ ZNAK). tOGDA PO LEMME WSE WOZNIKA@]IE W

ALGORITME ^ISLA BUDUT IMETX DLINU NE BOLEE 4 + 4dlog2 ne = O(logn):

tAK KAK W ALGORITME {TRASSENA ISPOLXZU@TSQ TOLXKO SLOVENIE, WY^I-

TANIE I UMNOVENIE, TO L@BAQ ARIFMETI^ESKAQ OPERACIQ W ALGORITME

{TRASSENA TREBUET O(log2 n) BITOWYH OPERACIJ. pOSKOLXKU ALGORITM

{TRASSENA ISPOLXZUET O(nlog2 7) ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ, TO WSE ONI

POTREBU@T O(nlog2 7 log2 n) BITOWYH OPERACIJ. tEOREMA DOKAZANA.

zAME^ANIE 1.oCENKU MOVNO ULU^[ITX, ESLI ISPOLXZOWATX BYST-

RYE ALGORITMY DLQ UMNOVENIQ ^ISEL.

zAME^ANIE 2. w \TOJ TEOREME MOVNO POLU^ITX OCENKU O(n2:38);
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ESLI ISPOLXZOWATX IZWESTNYJ BOLEE BYSTRYJ ALGORITM UMNOVENIQ MAT-

RIC.

rASSMOTRIM TEPERX OPERACI@ BULEWSKOGO UMNOVENIQ 0-1-MATRIC.

oPREDELENIE. pUSTX A = kaijk I B = kbklk |DWE 0-1-MATRICY
PORQDKA n: bULEWSKIM PROIZWEDENIEM A �B NAZYWAETSQ MATRICA D =

kdrsk TAKAQ, ^TO

drs =

n_
p=1

arp � bps

DLQ WSEH r I s.
dLQ BULEWSKOGO UMNOVENIQ MATRIC NELXZQ NEPOSREDSTWENNO PRI-

MENITX IDE@ {TRASSENA, TAK KAK W ALGORITME {TRASSENA ESTX WY-

^ITANIE, A U DIZ_@NKCII NET OBRATNOJ OPERACII. nESMOTRQ NA \TO,

SPRAWEDLIWA SLEDU@]AQ TEOREMA.

tEOREMA. bULEWSKOE PROIZWEDENIE D = A � B DWUH 0-1-MATRIC
A I B PORQDKA n MOVNO WY^ISLITX S ^ISLOM BITOWYH OPERACIJ

O(nlog2 7 log2 n).
dOKAZATELXSTWO. mY OPI[EM SOOTWETSTWU@]IJ ALGORITM, KO-

TORYJ OSNOWAN NA IDEE "RAS[IRENIQ MODELI" (SM. ALGORITM tOOMA).

wMESTO WY^ISLENIQ D = A � B MY WY^ISLIM SNA^ALA OBY^NOE PRO-

IZWEDENIE C = AB. pRI \TOM OTMETIM SLEDU@]U@ SWQZX MEVDU D I

C:

drs = 1() crs > 0:

pO PREDYDU]EJ TEOREME DLQ WY^ISLENIQ C = kcrsk SU]ESTWUET ALGO-
RITM S ^ISLOM BITOWYH OPERACIJ O(nlog2 7 log2 n): pOSLE \TOGO W KAV-

DOM crs DOSTATO^NO WZQTX DIZ_@NKCI@ WSEH RAZRQDOW (ISKL@^AQ ZNAK),

^TOBY WY^ISLITX drs: pOSKOLXKU 0 6 crs 6 n, TO DLINA KAVDOGO crs
NE PREWOSHODIT O(logn) I NA WY^ISLENIE WSEH drs IZ crs POTREBUETSQ

O(n2 logn) BITOWYH OPERACIJ. oB]EE ^ISLO BITOWYH OPERACIJ BUDET

O(nlog2 7 log2 n) +O(n2 logn) = O(nlog2 7 log2 n): tEOREMA DOKAZANA.

zAME^ANIE. sM. ZAME^ANIQ K PREDYDU]EJ TEOREME.
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tRANZITIWNOE ZAMYKANIE GRAFOW

dANO: ORIENTIROWANNYJ GRAF G W WIDE MATRICY A = kaijk, GDE
aij = 1, ESLI W G ESTX DUGA IZ vi W vj, I aij = 0, ESLI TAKOJ DUGI NET

(aii = 0 DLQ WSEH i).

tREBUETSQ: POSTROITX MATRICU B = kbijk, TAKU@, ^TO bij = 1, ESLI

ESTX ORIENTIROWANNYJ PUTX IZ vi W vj , I bij = 0, ESLI TAKOGO PUTI NET

(W ^ASTNOSTI, bii = 1 DLQ WSEH i).

oPREDELENIE. oRIENTIROWANNYJ GRAF S MATRICEJ SMEVNOSTI

B NAZYWAETSQ TRANZITIWNYM ZAMYKANIEM GRAFA G.
tEOREMA. tRANZITIWNOE ZAMYKANIE ORIENTIROWANNOGO GRAFA S

n WER[INAMI MOVNO POSTROITX, ISPOLXZUQ O(nlog2 7 log3 n) BITOWYH

OPERACIJ.
dOKAZATELXSTWO. pUSTX A | MATRICA SMEVNOSTI ORGRAFA G

I MATRICA �A = k�aijk POLU^AETSQ IZ A ZAMENOJ WSEH DIAGONALXNYH

\LEMENTOW NA 1. tOGDA �aij = 1 W TOM I TOLXKO W TOM SLU^AE, ESLI IZ

vi W vj SU]ESTWUET ORIENTIROWANNYJ PUTX DLINY (T.E. S ^ISLOM DUG) NE

BOLEE 1. pUSTX �A�k = �A � �A � : : : �A; GDE ^ISLO SOMNOVITELEJ RAWNO k I
UMNOVENIE MATRIC BULEWSKOE.

lEMMA. eSLI �A�k = kakijk; TO akij = 1 W TOM I TOLXKO W TOM

SLU^AE, ESLI W G SU]ESTWUET ORIENTIROWANNYJ PUTX IZ vi W vj DLINY

NE BOLEE k.
dOKAZATELXSTWO (INDUKCIEJ PO k). pRI k = 1 UTWERVDENIE WERNO.

pUSTX ONO WERNO PRI k = p, TO ESTX apij = 1 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

SU]ESTWUET PUTX IZ vi W vj DLINY NE BOLEE p. pO OPREDELENI@ POLU^AEM

A�(p+1) = A�p � �A I a
p+1
ij =

W
q a

p
iq � �aqj. oTS@DA a

p+1
ij = 1 TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA SU]ESTWUET WER[INA vq TAKAQ, ^TO IZ vi W vq SU]ESTWUET

PUTX DLINY NE BOLEE p, I IZ vq W vj SU]ESTWUET PUTX DLINY NE BOLEE

1. nO \TO USLOWIE RAWNOSILXNO TOMU, ^TO IZ vi W vj SU]ESTWUET PUTX

DLINY NE BOLEE p+1. tAKIM OBRAZOM, UTWERVDENIE LEMMY WERNO I PRI

k = p + 1. lEMMA DOKAZANA.

eSLI W ORGRAFE G IZ vi W vj SU]ESTWUET HOTQ BY ODIN ORIENTIRO-

WANNYJ PUTX, TO SU]ESTWUET TAKOJ PUTX BEZ POWTORENIQ WER[IN I, SLE-

DOWATELXNO, DLINY NE BOLEE n� 1, GDE n | ^ISLO WER[IN W G. pO\TOMU

IZ LEMMY SLEDUET, ^TO �A�k = B PRI L@BOM k > n�1. bUDEM WY^ISLQTX

POSLEDOWATELXNO �A; �A�2; �A�4; �A�8; : : : �A�2m; GDE m = dlog2(n � 1)e. tAK
KAK 2m > n � 1, TO �A�2m = B. pO TEOREME SU]ESTWUET ALGORITM DLQ

WY^ISLENIQ WSEH \TIH MATRIC I, W ^ASTNOSTI B, S ^ISLOM BITOWYH

OPERACIJ m �O(nlog2 7 � log2 n) = O(nlog2 7 log3 n): tEOREMA DOKAZANA.

zAME^ANIE. sM. ZAME^ANIQ K TEOREME.
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rASPOZNAWANIE PRINADLEVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ
PREDPOLNYM KLASSAM pOSTA

rASSMOTRIM ZADA^U RASPOZNAWANIQ SWOJSTW BULEWYH FUNKCIJ,

PRI^EM SEJ^AS BUDEM S^ITATX, ^TO BULEWY FUNKCII POSTUPA@T NA WHOD

ALGORITMA W WEKTORNOM PREDSTAWLENII. a IMENNO, PUSTX WSE NABORY

DLINY n IZ 0 I 1 UPORQDO^ENY ESTESTWENNYM OBRAZOM (KAK SOOTWETSTWU-

@]IE IM DWOI^NYE ^ISLA). tOGDA BULEWSKU@ FUNKCI@ f(x1; : : : ; xn) OT

n PEREMENNYH MOVNO ZADATX WEKTOROM (a0; a1; : : : ; a2n�1) EE ZNA^ENIJ NA

WSEH 2n NABORAH. w KA^ESTWE ALGORITMOW MY RASSMOTRIM ALGORITMY S

BITOWYMI OPERACIQMI. l@BOJ TAKOJ ALGORITM MOVNO RASSMATRIWATX

KAK SHEMU IZ FUNKCIONALXNYH \LEMENTOW (sf|), \LEMENTAMI W KOTOROJ

MOGUT BYTX L@BYE FUNKCII OT 2 PEREMENNYH (ILI 1). eSLI OTWET W

ZADA^E DLQ DANNOGO WHODA "DA", TO NA WYHODE DOLVNA BYTX 1, INA^E 0.

pOD SLOVNOSTX@ ALGORITMA BUDEM PONIMATX ^ISLO BITOWYH OPERACIJ

(^ISLO \LEMENTOW W sf|).

tEOREMA pOSTA O POLNOTE SISTEMY BULEWYH FUNKCIJ SWODIT WO-

PROS O POLNOTE K WOPROSU O PRINADLEVNOSTI FUNKCIJ 5 PREDPOLNYM

KLASSAM T0; T1; S; L;M (SM.[ ]). mY RASSMOTRIM WOPROS O SLOVNOSTI

RASPOZNAWANIQ \TIH SWOJSTW. nAPOMNIM, ^TO

f 2 T0 () f(0; : : : ; 0) = 0; f 2 T1 () f(1; : : : ; 1) = 1,

f 2 S () f(�x1; : : : ; �xn) = �f(x1; : : : ; xn),

f 2 L() f(x1; : : : ; xn) = a0 � a1x1 � : : : � anxn,

f 2M () DLQ WSEH ~� = (�1; : : : ; �n) I ~� = (�1; : : : ; �n)

TAKIH, ^TO 8i(�i 6 �i); WYPOLNQETSQ f(~�) 6 f( ~�).

uTWERVDENIE 1. pRI WEKTORNOM PREDSTAWLENII FUNKCIJ DLQ

RASPOZNAWNIQ SWOJSTWA "f(x1; : : : ; xn) 2 T0?" SU]ESTWUET ALGORITM

(sf|) SO SLOVNOSTX@ 1.
w \TOM SLU^AE WYHOD z ZADAETSQ FORMULOJ z = ��0.

uTWERVDENIE 2. pRI WEKTORNOM PREDSTAWLENII FUNKCIJ DLQ

RASPOZNAWNIQ SWOJSTWA "f(x1; : : : ; xn) 2 T1?" SU]ESTWUET ALGORITM

(sf|) SO SLOVNOSTX@ 0.
w \TOM SLU^AE WYHOD z ZADAETSQ FORMULOJ z = �2n�1.

uTWERVDENIE 3. pRI WEKTORNOM PREDSTAWLENII FUNKCIJ DLQ

RASPOZNAWNIQ SWOJSTWA "f(x1; : : : ; xn) 2 S?" SU]ESTWUET ALGORITM

(sf|) SO SLOVNOSTX@ O(N), GDE N = 2n | DLINA WHODA.
dOKAZATELXSTWO. pO OPREDELENI@ SAMODWOJSTWENNYH FUNKCIJ

f(x1; : : : ; xn) 2 S TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA DLQ L@BOGO ~� =

(�1; : : : ; �n) WYPOLNQETSQ f(�1; : : : ; �n) = f(��1; : : : ; ��n), TO ESTX KOGDA

DLQ WSEH i = 0; 1; : : : ; 2n�1� 1 WYPOLNQETSQ ai = ai+2n�1. tAKIM OBRAZOM,
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DLQ RASPOZNAWANIQ SWOJSTWA "f 2 S?" DOSTATO^NO ISPOLXZOWATX 2n�1

BULEWYH OPERACIJ ai � ai+2n�1 I ZATEM WZQTX KON_@NKCI@ POLU^ENNYH

ZNA^ENIJ. oB]EE ^ISLO BITOWYH OPERACIJ BUDET 2n�1+2n�1�1 = N�1.

uTWERVDENIE 4. pRI WEKTORNOM PREDSTAWLENII FUNKCIJ DLQ

RASPOZNAWANIQ SWOJSTWA "f(x1; : : : ; xn) 2 L?" SU]ESTWUET ALGORITM

(sf|) SO SLOVNOSTX@ O(N), GDE N = 2n | DLINA WHODA.
lEMMA.

f(x1; : : : ; xn) 2 L()

(
f(0; x2; : : : ; xn) 2 L;
f(1; x2; : : : ; xn) � f(0; x2; : : : ; xn)� c; c 2 f0; 1g:

dOKAZATELXSTWO. eSLI f(x1; : : : ; xn) = a1x1�a2x2�: : :�anxn+a0;
TO, O^EWIDNO, f(0; x2; : : : ; xn) 2 L I f(1; x2; : : : ; xn) � f(0; x2; : : : ; xn) �
a1: dLQ DOKAZATELXSTWA OBRATNOGO PEREHODA ZAMETIM, ^TO DLQ L@BOJ

BULEWOJ FUNKCII SPRAWEDLIWO PREDSTAWLENIE

f(x1; : : : ; xn) = �x1 � f(0; x2; : : : ; xn) � x1 � f(1; x2; : : : ; xn) =

(x1 � 1) � f(0; x2; : : : ; xn) � f(1; x2; : : : ; xn) = x1 � (f(0; x2; : : : ; xn) �
f(1; x2; : : : ; xn)) � f(0; x2; : : : ; xn). pO\TOMU, ESLI f(1; x2; : : : ; xn) �
f(0; x2; : : : ; xn) � c, TO ESTX f(0; x2; : : : ; xn) � f(1; x2; : : : ; xn) � c, I

f(0; x2; : : : ; xn) 2 L, TO I f(x1; x2; : : : ; xn) 2 L:
lEMMA DOKAZANA.

bUDEM STROITX ALGORITM (sf|) DLQ RASPOZNAWANIQ SWOJSTWA

"f(x1; : : : ; xn) 2 L?" REKURSIWNO W SOOTWETSTWII S LEMMOJ. dLQ PRO-

WERKI USLOWIQ f(1; x2; : : : ; xn) � f(0; x2; : : : ; xn) DOSTATO^NO 2n � 1 BI-

NARNYH BITOWYH OPERACIJ (2n�1 SRAWNENIJ �i = �i+2n�1 I 2n�1�1 KON_-

@NKCIJ POLU^ENNYH ZNA^ENIJ). aNALOGI^NO 2n� 1 BINARNYH OPERACIJ

DOSTATO^NO DLQ PROWERKI USLOWIQ f(1; x2; : : : ; xn) � f(0; x2; : : : ; xn)� 1:

dLQ PROWERKI USLOWIQ f(1; x2; : : : ; xn) = f(0; x2; : : : ; xn)� c DOSTATO^NO
WZQTX DIZ_@NKCI@ DWUH POLU^ENNYH REZULXTATOW SRAWNENIJ. pRI \TOM

OB]EE ^ISLO BITOWYH OPERACIJ 2(2n � 1) < 2n+1. pUSTX L(n) | MINI-

MALXNOE ^ISLO BITOWYH OPERACIJ DLQ OTWETA NA WOPROS "f(x1; : : : ; xn) 2
L?" tOGDA L(1) = 1 (T.K. WYHOD z � 1) I W SOOTWETSTWII S LEMMOJ

L(n) < L(n�1)+2n+1 < L(n�2)+2n+2n+1 < L(n�3)+2n�1+2n+2n+1 <

: : : < L(1) + 23 + 24 + : : : + 2n+1 < 2n+2 = 4N . tEOREMA DOKAZANA.

uTWERVDENIE 5. pRI WEKTORNOM PREDSTAWLENII FUNKCIJ DLQ

RASPOZNAWNIQ SWOJSTWA "f(x1; : : : ; xn) 2 M?" SU]ESTWUET ALGORITM

(sf|) SO SLOVNOSTX@ O(N logN), GDE N = 2n | DLINA WHODA.
dOKAZATELXSTWO. iZWESTNO, ^TO f(x1; : : : ; xn) 2M TOGDA I TOLX-

KO TOGDA, KOGDA DLQ L@BYH DWUH NABOROW ~� I ~� TAKIH, ^TO ~� =

(�1; : : : ; �i�1; 0; �i+1; : : : ; �n) I ~� = (�1; : : : ; �i�1; 0; �i+1; : : : ; �n) (GDE
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i | L@BOE), WYPOLNQETSQ f(~�) 6 f( ~�): ~ISLO UKAZANNYH PAR NABO-

ROW (~�; ~�) RAWNO n � 2n�1. tAKIM OBRAZOM, DLQ RASPOZNAWANIQ SWOJSTWA

"f 2M?" DOSTATO^NO ISPOLXZOWATX n�2n�1 BITOWYH OPERACIJ "x 6 y" I

ZATEM WZQTX KON_@NKCI@ POLU^ENNYH ZNA^ENIJ. oB]EE ^ISLO BITOWYH

OPERACIJ BUDET n � 2n�1 + n � 2n�1 � 1 = N log2N � 1.

iZ UTWERVDENIJ 1-5 I TEOREMY pOSTA O POLNOTE POLU^AEM SLEDU-

@]EE UTWERVDENIE.

tEOREMA. pRI WEKTORNOM PREDSTAWLENII FUNKCIJ DLQ RASPO-
ZNAWNIQ POLNOTY SISTEMY FUNKCIJ SU]ESTWUET ALGORITM (sf|) SO
SLOVNOSTX@ O(N logN), GDE N | DLINA WHODA.

zAME^ANIE. wORONENKO a. a. [] NA[EL BOLEE BYSTRYJ ALGORITM

SO SLOVNOSTX@O(N
p
logN log logN) DLQ RASPOZNAWANIQ SWOJSTWA MONO-

TONNOSTI (KLASSM), OTKUDA SLEDUET, ^TO I W TEOREME OCENKUO(N logN)

MOVNO PONIZITX DO O(N
p
logN log logN).
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rASPOZNAWANIE SOHRANENIQ 2-H MESTNYH
PREDIKATOW.

pUSTX Ek = f0; 1; : : : ; k�1g. ~EREZ Pk BUDEM OBOZNA^ATX MNOVEST-
WO WSEH k-ZNA^NYH FUNKCIJ, TO ESTX FUNKCIJ, OTOBRAVA@]IH En

k W Ek

PRI WSEH n.

oPREDELENIE. pREDIKATOM (m-MESTNYM) NA KONE^NOM MNOVEST-

WE D NAZYWAETSQ L@BAQ FUNKCIQ R(y1 : : : ym) : D
m �! fISTINA, LOVXg:

oPREDELENIE. pUSTX f(x1 : : : xn) 2 Pk I R(y1; y2) | 2-MESTNYJ

PREDIKAT NA MNOVESTWE Ek. bUDEM GOWORITX, ^TO f(x1 : : : xn) SOHRANQET

PREDIKAT R, ESLI DLQ L@BYH NABOROW ~� = (�1 : : : �n) I ~� = (�1 : : : �n)

WYPOLNQETSQ IMPLIKACIQ:

(8jR(�j; �j))! R(f(~�); f( ~�)):

oBOZNA^IM U(R) | KLASS WSEH FUNKCIJ,SOHRANQ@]IH PREDIKAT R.

pUSTX ~� = (�1; : : : ; �n), ~� = (�1; : : : ; �n) | NABORY S \LEMENTAMI IZ

D I R | 2-MESTNYJ PREDIKAT NA D. tOGDA OPREDELIM PREDIKAT Rn NA

Dn SLEDU@]IM OBRAZOM:

Rn(~�; ~�) � 8jR(�j; �j):

eSLI ~
 = (�1; : : : ; �n�1), ~� = (�1; : : : ; �n�1), TO LEGKO WIDETX, ^TO

Rn(~�; ~�) � Rn�1(~
; ~�)&R(�n; �n):

zADA^A. fIKSIRUEM Ek. zADAN PREDIKAT R(y1; y2) NA Ek. tREBU-

ETSQ POSTROITX ALGORITM (sf|) DLQ OTWETA NA WOPROS "f(x1 : : : xn) 2
U(R)?". pRI \TOM S^ITAETSQ, ^TO NABORY IZ En

k UPORQDO^IWA@TSQ LEK-

SIKOGRAFI^ESKI I FUNKCIQ f ZADAETSQ WEKTOROM f = (�0; �1; : : : ; �kn�1)

EE ZNA^ENIJ NA \TIH NABORAH; N = kn | DLINA WHODA.

tRIWIALXNYJ ALGORITM DLQ \TOJ ZADA^I IMEET SLOVNOSTX O(N2)

(PROWERKA PAR). eSLI PREDIKAT R ISTINEN NA d PARAH, TO SU]ESTWUET

ALGORITM SO SLOVNOSTX@ O(dn) = O(N log
k
d). oDNAKO WEREN SLEDU@]IJ

BOLEE SILXNYJ REZULXTAT.

tEOREMA. dLQ L@BOGO PREDIKATA R(y1; y2) NA Ek SU]ESTWUET AL-
GORITM (sf|), RASPOZNA@]IJ "f(x1 : : : xn) 2 U(R)?" SO SLOVNOSTX@

O(N logN), GDE N = kn | DLINA WHODA.
dOKAZATELXSTWO.

f(x1 : : : xn) =2 U(R)() 9~�; ~�(Rn(~�; ~�)& �R(f(�); f(�)))()

()
_
~�;~�

(Rn(~�; ~�)& �R(f(~�); f( ~�)))()
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()
_

c;d2Ek

_
~�;~�

(Rn(~�; ~�)&(f(~�) = c)&(f( ~�) = d)& �R(c; d)) =

=
_

(c;d): �R(c;d)

_
(~�;~�)

(Rn(~�; ~�)&(f(~�) = c)&(f( ~�) = d)):

pRI FIKSIROWANNYH c, d WY^ISLENIE LOGI^ESKIH PEREMENNYH x~� �
(f(~�) = c) I y~� � (f( ~�) = d) TREBUET O(N) OPERACIJ.

pUSTX L(N) = L0(n) | MINIMALXNAQ BITOWAQ SLOVNOcTX WY^IS-

LENIQ WYRAVENIQ
W

~�;~� R
n(~�; ~�)x~�y~� PRI ZADANNYH x~�; y~�: dOKAVEM, ^TO

L(N) = O(N logN):

pUSTX ~� = (~
; �n); ~� = (~�; �n). tOGDA_
~�;~�

Rn(~�; ~�)x~�y~� =
_

~�=(~
;�n);~�=(~�;�n)

Rn�1(~
; ~�)R(�n; �n)x~
;�ny~�;�n =

=
_
~
;~�

_
�n;�n

Rn�1(~
; ~�)R(�n; �n)x(~
;�n)y(~�;�n) =

=
_
~
;~�

Rn�1(~
; ~�)
_
�n;�n

R(�n; �n)x(~
;�n)y(~�;�n) =

=
_
~
;~�

Rn�1(~
; ~�)
_
�n

x(~
;�n)
_

�n:R(�n;�n)

y(~�;�n) =

=
_
�n

(
_
~
;~�

Rn�1(~
; ~�)x(~
;�n)z(~�;�n));

GDE z(~�;�n) =
W
�n:R(�n;�n)

y(~�;�n):

oTS@DA L0(n) 6 kL0(n�1)+kn(k�1)+k�1, POSKOLXKU ZADA^A DLQ
n SWODITSQ K k TAKIM VE ZADA^AM DLQ n� 1, PRI \TOM DLQ WY^ISLENIQ

KAVDOJ IZ kn PEREMENNYH z TREBUETSQ NE BOLEE k�1 DIZ_@NKCIJ I POSLE
RE[ENIQ WSEH k PODZADA^ TREBUETSQ k � 1 DIZ_@NKCIJ DLQ WY^ISLENIQ

DIZ_@NKCII PO �n. pEREHODQ K L(N), POLU^AEM L(N) 6 kL(N
k
)+O(N),

OTKUDA, PO TEOREME O REKURRENTNOM NERAWENSTWE, L(N) = O(N logN).

tEOREMA DOKAZANA.
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kLASSY Fm.

pUSTX TEPERX R(y1; : : : ; ym) |m-MESTNYJ PREDIKAT NA MNOVESTWE

Ek = f0; 1; : : : ; k � 1g: eSLI ~�j = (�
j
1; �

j
2; : : : ; �

j
n); j = 1; 2; : : : ;m |

NABORY S \LEMENTAMI IZ Ek, TO OPREDELIM

Rn(~�1; ~�2; : : : ; ~�m) � 8iR(�1
i ; �

2
i ; : : : ; �

m
i ):

oPREDELENIE. bUDEM GOWORITX, ^TO FUNKCIQ f(x1; : : : ; xn) IZ Pk
SOHRANQET R, ESLI DLQ L@BYH m NABOROW ~�1; ~�2; : : : ; ~�m WYPOLNQETSQ

IMPLIKACIQ

Rn(~�1; ~�2; : : : ; ~�m) =) R(f(~�1); f(~�2); : : : ; f(~�m)):

rASSMOTRIM SLEDU@]IJ PREDIKAT Fm NA E2 = f0; 1g:

Rm(y1; : : : ; ym) =

(
ISTINA () 9i(yi = 0);

LOVX () ~y = (1; : : : ; 1):
(10)

kLASS WSEH FUNKCIJ ALGEBRY LOGIKI, SOHRANQ@]IH PREDIKAT Rm,

OBOZNA^IM Fm. kLASSY Fm PRI m = 2; 3; 4; : : : OBRAZU@T ODNU IZ 8

BESKONE^NYH CEPO^EK ZAMKNUTYH KLASSOW W ALGEBRE LOGIKI. rASSMOTRIM

SLEDU@]U@ ZADA^U.

zADA^A. pUSTX m > 2 | FIKSIROWANNOE NATURALXNOE ^ISLO. tRE-

BUETSQ POSTROITX ALGORITM DLQ OTWETA NA WOPROS "f(x1; : : : ; xn) 2 Fm?"

PRI USLOWII, ^TO FUNKCIQ POSTUPAET NA WHOD W WIDE WEKTORA ZNA^ENIJ

f(x1; : : : ; xn) = (a0; a1; : : : ; a2n�1) DLINY N = 2n:

zAMETIM, ^TO TRIWIALXNYJ ALGORITM, OSNOWANNYJ NA PROSMOTRE

WSEH WYBOROK PO m ZNA^ENIJ FUNKCII I PROWERKE IMPLIKACII ( )

TREBUET PO PORQDKU NE MENEE Nm OPERACIJ.

tEOREMA. dLQ L@BOGO FIKSIROWANNOGO m > 2 SU]ESTWUET AL-
GORITM DLQ OTWETA NA WOPROS "f(x1 : : : xn) 2 U(Rm)?" S BITOWOJ

SLOVNOSTX@ O(N log3N):

zAME^ANIE. kONSTANTA ZAWISIT OT m (RASTET S ROSTOM m).

dOKAZATELXSTWO. pUSTX ~�1; ~�2; : : : ; ~�m | PROIZWOLXNYE NABORY,

GDE ~�j = (�j1; �
j
2; : : : ; �

j
n): tOGDA PO OPREDELENI@

f(x1; : : : ; xm) =2 Fm ()

() 9~�1; : : : ; ~�m(R
n
m(~�1; : : : ; ~�m)&(f(~�1) = 1)& : : :&(f(~�m) = 1))()

()
_

~�1;::: ;~�m

Rn
m(~�1; : : : ; ~�m)x~�1 � : : : � x~�m =
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=
_

~�1;::: ;~�m

Rm(�
1
1 : : : �

m
1 ) �Rm(�

1
2 : : : �

m
2 ) � : : : �Rm(�

1
n : : : �

m
n )x~�1 � : : : � x~�m ;

GDE x~� � (f(~�) = 1), T.E. x~� | SOOTWETSWU@]AQ KOORDINATA W WEKTORE

FUNKCII. oPREDELIM FUNKCI@ tm(�1; : : : ; �m), GDE �j 2 f0; 1g, SLEDU@-
]IM OBRAZOM:

tm(�1; : : : ; �m) =

(
0; ESLI �Rm(�1; : : : ; �m);

1; ESLI Rm(�1; : : : ; �m):
(11)

lEGKO WIDETX, ^TO_
~�1;::: ;~�m

Rm(�
1
1; : : : ; �

m
1 ) � : : : �Rm(�

1
n; : : : ; �

m
n )x~�1 � : : : � x~�m = i()

Tn =
X

~�1;::: ;~�m

tm(�
1
1; : : : ; �

m
1 ) � : : : � tm(�

1
n; : : : ; �

m
n )x~�1 � : : : � x~�m > 0:

pUSTX L0
ap(n) = Lap(N) |NAIMENX[EE ^ISLO ARIFMETI^ES-

KIH OPERACIJ, NEOBHODIMYH DLQ WY^ISLENIQ Tn. oBOZNA^IM ~�j =

(�j1; �
j
2; : : : ; �

j
n�1); 
j = �jn. tOGDA

Tn =
X

~�1;::: ;~�m

X

1;::: ;
m

tm(�
1
1; : : : ; �

m
1 ) � : : : � tm(�

1
n; : : : ; �

m
n ) �x~�1;
1

� : : : �x~�m ;
m
=

=
X

~�1;::: ;~�m

tn�1
m ( ~�1; : : : ; ~�m)

X
(
1;::: ;
m)2Em

2

tm(
1; : : : ; 
m)x~�1;
1
� : : : � x~�m;
m

=

=
X

~�1;::: ;~�m

tn�1
m ( ~�1; : : : ; ~�m)

X
(
1;::: ;
m)6=(1;::: ;1)

x~�1;
1
� : : : � x~�m;
m

=

=
X

~�1;::: ;~�m

tn�1
m ( ~�1; : : : ; ~�m)((x~�1;0

+ x~�1;1
)(x~�2;0

+ x~�2;1
) � : : : � (x~�m;0

+ x~�m;1
)�

�x~�1;1
x~�2;1

� : : : � x~�m ;1
) =

X
~�1;::: ;~�m

tn�1
m ( ~�1; : : : ; ~�m)y~�1

y~�2
� : : : � y~�m

�

�
X

~�1;::: ;~�m

tn�1
m ( ~�1; : : : ; ~�m)z~�1z~�2 � : : : � z~�m ;

GDE y~� = x~�;0 + x~�;1; A z~� = x~�;1

sWELI ZADA^U S PARAMETROM n K 2 PODZADA^AM S PARAMETROM n�1.

oTS@DA L0
AR
(n) 6 2L0

AR
(n � 1) + 2n�1 + 1, POSKOLXKU DLQ WY^ISLENIQ

WSEH y~� DOSTATO^NO 2n�1 SLOVENIJ I ODNOGO WY^ITANIQ DOSTATO^NO DLQ

WY^ISLENIQ Tn POSLE RE[ENIQ DWUH PODZADA^. pEREHODQ K N , IMEEM

L0
ap(N) = 2Lap(

N
2
)+O(N). oTS@DA PO TEOREME O REKURRENTNOM NERAWEN-

STWE POLU^AEM Lap(N) = O(N logN) (W \TOJ TEOREME IMEEM a = 2; c =

33



2; � = 1). oTMETIM, ^TO ISHODNAQ ZADA^A BYLA DLQ x~� 2 f0; 1g. oDNAKO
W PODZADA^AH PEREMENNYE MOGUT BYTX PROIZWOLXNYMI NATURALXNYMI

^ISLAMI. pEREHOD K PODZADA^AM DELAETSQ n�1 RAZ. pRI KAVDOM PEREHO-
DE RAZRQDNOSTX PEREMENNYH UWELI^IWAETSQ NE BOLEE, ^EM NA 1, PO\TOMU

W PODZADA^AH WSE ^ISLA IME@T DLINU NE BOLEE n+1. pRI n = 0 POLU^A-

@TSQ PODZADA^I WY^ISLENIQ T0 WIDA T0 = z �z �z �z �: : :�z = zm, W KOTORYH

OBRAZU@TSQ ^ISLA DLINY6 m(n+1). pRI PEREHODE K ZADA^E IZ PODZADA^

DLINA ^ISEL UWELI^IWAETSQ NE BOLEE, ^EM NA 1, PO\TOMU WSE ^ISLA W

ALGORITME IME@T DLINU NE BOLEEm(n+1)+n 6 const�n: sLEDOWATELXNO,
KAVDAQ ARIFMETI^ESKAQ OPERACIQ TREBUET O(n2) = O(log2N) BITOWYH

OPERACIJ, OTKUDA L(N) = Lap(N) �O(log2N) = O(N log3N), ^.T.D.
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mA[INY tX@RINGA

w RASSMOTRENNYH WY[E PRIMERAH KLASS ALGORITMOW BYL OGRA-

NI^EN. tAK, W ZADA^AH SORTIROWKI I POISKA MY NE OBSUVDALI SPOSOB

PREDSTAWLENIQ \LEMENTOW ai I NE RAZRE[ALI IZU^ATX I PREOBRAZOWY-

WATX OTDELXNYE ^ASTI \TIH PREDSTAWLENIJ. eSLI MY HOTIM POLU^ATX

UTWERVDENIQ TIPA "DLQ L@BYH ALGORITMOW" WOOB]E, TO MY DOLVNY

PRINQTX KAKU@-NIBUDX UNIWERSALXNU@ MODELX ALGORITMOW. oDNOJ IZ

TAKIH MODELEJ QWLQETSQ MA[INA tX@RINGA.
mA[INA tX@RINGA M IMEET POTENCIALXNO BESKONE^NU@ LENTU,

RAZDELENNU@ NA Q^EJKI, I GOLOWKU, KOTORAQ W KAVDYJ (DISKRETNYJ)

MOMENT WREMENI t = 0; 1; 2; : : : OBOZREWAET ROWNO ODNU Q^EJKU. zADANO

NEKOTOROE KONE^NOE MNOVESTWO SOSTOQNIJQ = fq0; q1; : : : ; qlg, I MA[INA
W KAVDYJ MOMENT WREMENI NAHODITSQ ROWNO W 1 IZ \TIH SOSTOQNIJ.

zADAN KONE^NYJ LENTO^NYJ (RABO^IJ) ALFAWIT C = fc0; c1; : : : ; cmg, GDE
c0 = � | PUSTOJ SIMWOL, I W KAVDYJ MOMENT WREMENI W KAVDOJ Q^EJKE

NAHODITSQ ROWNO 1 SIMWOL IZ ALFAWITA C, PRI^EM BUDEM S^ITATX, ^TO

SIMWOLY, OTLI^NYE OT �, NAHODQTSQ LI[X W KONE^NOM ^ISLE Q^EEK. mA-

[INA M HARAKTERIZUETSQ EE PROGRAMMOJ, KOTORAQ PREDSTAWLQET SOBOJ

KONE^NYJ NABOR KOMAND WIDA: ciqj ! ckqrT , GDE ci 2 C, ck 2 C, qj 2 Q,

qr 2 Q, T 2 L;R; S. nA KAVDOM TAKTE MA[INA M RABOTAET SLEDU@]IM

OBRAZOM. eSLI GOLOWKA OBOZREWAET Q^EJKU, W KOTOROJ NAHODITSQ SIMWOL

cj, M NAHODITSQ W SOSTOQNII qj I W PROGRAMME MA[INYM ESTX KOMANDA

ciqj ! ckqrT , TO SIMWOL W OBOZREWAEMOJ Q^EJKE ZAMENQETSQ NA ck,

MA[INA PEREHODIT W SOSTOQNIE qr I GOLOWKA OSTAETSQ NA MESTE, ESLI

T = S, ILI SDWIGAETSQ NA 1 Q^EJKU WPRAWO ILI WLEWO, ESLI T = R ILI

T = L. dALEE MA[INA PEREHODIT K SLEDU@]EMU TAKTU I POWTORQET \TOT

PROCESS. eSLI VE W PROGRAMME MA[INY NET KOMANDY, W LEWOJ ^ASTI

KOTOROJ STOIT PARA ciqj , TO MA[INA OSTANAWLIWAETSQ.

mY BUDEM RASSMATRIWATX TOLXKO DETERMINIROWANNYE MA[INY

tX@RINGA, TO ESTX TAKIE, U KOTORYH W PROGRAMME KAVDAQ PARA ciqj
WSTRE^AETSQ W LEWYH ^ASTQH KOMAND NE BOLEE ODNOGO RAZA. w \TOM SLU^AE

KAVDYJ [AG MA[INY OPREDELQETSQ ODNOZNA^NO.

oPREDELENIE. eSLI A - ALFAWIT, TO ^EREZ A� BUDEM OBOZNA^ATX

MNOVESTWO WSEH (KONE^NYH) SLOW W ALFAWITE A. pUSTX C - LENTO^NYJ

ALFAWIT MA[INY M , C0 = C n f�g I PUSTX ZADAN NEKOTORYJ WHOD-

NOJ ALFAWIT A, TAKOJ, ^TO A � C0. tOGDA MY BUDEM S^ITATX, ^TO

MA[INA M OSU]ESTWLQET PREOBRAZOWANIE 'M : A� ! C�
0 [ f�g, KO-

TOROE OPREDELQETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM (ZDESX � W f�g TRAKTUETSQ KAK
NEOPREDELENNOSTX). pUSTX ZADANO NEKOTOROE SLOWO �a = a1a2 : : : an 2 A�.
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rAZMESTIM SIMWOLY \TOGO SLOWA W POSLEDOWATELXNYE Q^EJKI LENTY, A W

OSTALXNYE Q^EJKI POMESTIM �, POMESTIM GOLOWKU NA Q^EJKU, W KOTOROJ

STOIT a1, USTANOWIM MA[INU W NA^ALXNOE SOSTOQNIE q1 I NA^NEM RABOTU

MA[INY. eSLI POSLE \TOGO MA[INA M BUDET RABOTATX BESKONE^NO DOL-

GO, TO S^ITAEM, ^TO 'M (a1a2 : : : an) = �. eSLI MA[INA M OSTANOWITSQ

I GOLOWKA BUDET OBOZREWATX �, TO TAKVE S^ITAEM, ^TO 'M (�a) = �.
eSLI VE M OSTANOWITSQ I OBOZREWAEMYJ SIMWOL OTLI^EN OT �, TO

RASSMOTRIM MAKSIMALXNU@ SWQZNU@ (SOSTOQ]U@ IZ POSLEDOWATELXNYH

Q^EEK) OBLASTX LENTY, KOTORAQ SODERVIT OBOZREWAEMU@ Q^EJKU I NE

SODERVIT�. pUSTX W Q^EJKAH \TOJ OBLASTI ZAPISANO SLOWO �b = b1b2 : : : bk
(\TA OBLASTX, O^EWIDNO, KONE^NA). tOGDA S^ITAEM, ^TO 'M (�a) = �b.

tEZIS tX@RINGA. dLQ L@BOGO ALGORITMI^ESKOGO PREOBRAZOWA-
NIQ ' : A� ! C�

0 [ f�g SU]ESTWUET MA[INA tX@RINGA M , OSU]ESTW-
LQ@]AQ PREOBRAZOWANIE '.

rASPOZNAWANIE SIMMETRII

pUSTX A = f0; 1g I SLOWO �a = a1a2 : : : an 2 A�. bUDEM GOWORITX,

^TO SLOWO �a SIMMETRI^NO, ESLI a1 = an; a2 = an�1 I T.D. pUSTX MA[INA

tX@RINGA M IMEET LENTO^NYJ ALFAWIT C I MNOVESTWO SOSTOQNIJ Q,

PRI^EM A � C I q0 2 Q, q00 2 Q. bUDEM GOWORITX, ^TO M RASPOZNAET

SIMMETRI@, ESLI DLQ L@BOGO WHODNOGO SLOWA �a 2 A� MA[INA M WSEGDA

OSTANAWLIWAETSQ I PRI \TOM NAHODITSQ W SOSTOQNII q0, ESLI �a SIMMET-

RI^NO, ILI q00, ESLI �a NE SIMMETRI^NO.

uTWERVDENIE. sU]ESTWUET MA[INA tX@RINGA M , KOTORAQ

RASPOZNAET SIMMETRI@ I DELAET PRI L@BOM WHODNOM SLOWE DLINY n

NE BOLEE cn2 [AGOW, GDE c - NEKOTORAQ KONSTANTA.
dOKAZATELXSTWO. dOSTATO^NO POSTROITX MA[INU M , KOTORAQ ZA-

POMINAET I STIRAET PERWYJ SIMWOL, PEREGONQET GOLOWKU W KONEC SLOWA

I SRAWNIWAET SIMWOL W PAMQTI S POSLEDNIM SIMWOLOM SLOWA. eSLI

ONI NE SOWPADA@T, TO M PEREHODIT W SOSTOQNIE q00 I OSTANAWLIWAETSQ.

eSLI SOWPADA@T, TO ONA STIRAET POSLEDNIJ SIMWOL, WOZWRA]AETSQ W

NA^ALO SLOWA I POWTORQET PROCESS. eSLI SLOWO POLNOSTX@ STERTO, TO

M PEREHODIT W SOSTOQNIE q0 I OSTANAWLIWAETSQ. pRI \TOM GOLOWKA NE

BOLEE n RAZ PROBEGAET PO SLOWU DLINY NE BOLEE n. pO\TOMU OB]EE ^ISLO

[AGOW ESTX O(n2).
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oB]IE UTWERVDENIQ O SLOVNOSTI ZADA^

rASSMOTRIM WSE MA[INY tX@RINGA, IME@]IE W LENTO^NOM ALFA-

WITE SIMWOLY � I j. pUSTX Z+ = f0g[N , GDE N - MNOVESTWO NATURALX-

NYH ^ISEL. bUDEM PREDSTAWLQTX ^ISLO k 2 Z+ NA LENTE MA[INY W WIDE

KODA � jj : : : j �, GDE KOLI^ESTWO j RAWNO k + 1 (OSTALXNYE SIMWOLY

NA LENTE �). nABOR (k1; k2; : : : ; kn) BUDEM PREDSTAWLQTX W WIDE KODA

� jj : : : j � jj : : : j � : : :� jj : : : j �,GDE W PERWOM MASSIWE k1+1 SIMWOLOW j,
WO WTOROM k2 +1 I T.D. pRIMENQQ MA[INUM K KODU ^ISLA ILI NABORA,

BUDEM POME]ATX GOLOWKU NA SAMYJ PERWYJ SIMWOL j I USTANAWLIWATX
MA[INU M W EE NA^ALXNOE SOSTOQNIE q1.

oPREDELENIE. dLQ L@BOJ MA[INY tX@RINGAM I L@BOGO NATU-

RALXNOGO ^ISLA n BUDEM S^ITATX, ^TO MA[INA M WY^ISLQET FUNKCI@

f(x1; x2; : : : ; xn) : (Z
+)n ! Z+ [ f�g KOTORAQ OPREDELQETSQ SLEDU@]IM

OBRAZOM. pRIMENIM MA[INU M K KODU NABORA (a1; a2; : : : ; an). eSLI M

OSTANOWITSQ I POSLE OSTANOWKI NA LENTE BUDET TOLXKO KOD NEKOTOROGO

^ISLA b 2 Z+, TO f(a1; a2; : : : ; an) = b. wO WSEH OSTALXNYH SLU^AQH

f(a1; a2; : : : ; an) = � (NEOPREDELENNOSTX).
oPREDELENIE. fUNKCIQ f(x1; x2; : : : ; xn) : (Z

+)n ! Z+ [ f�g NA-
ZYWAETSQ WY^ISLIMOJ, ESLI SU]ESTWUET MA[INA tX@RINGAM , KOTORAQ

EE WY^ISLQET.

oPREDELENIE. gOWORQT, ^TO MA[INA M PRAWILXNO WY^ISLQ-

ET FUNKCI@ f(x1; x2; : : : ; xn), ESLI NA^INAQ RABOTU S KODA NABORA

(a1; : : : ; an) MA[INA M W TOM SLU^AE, KOGDA f(a1; a2; : : : ; an) NE OPRE-

DELENO, OBQZATELXNO RABOTAET BESKONE^NO DOLGO, A W TOM SLU^AE, KOGDA

f(a1; a2; : : : ; an) = b, MA[INA OSTANAWLIWAETSQ, NA LENTE OSTAETSQ KOD b

I GOLOWKA MA[INY OBOZREWAET SAMYJ LEWYJ SIMWOL j.
uTWERVDENIE. eSLI f(x1; x2; : : : ; xn) WY^ISLIMA, TO SU]ESTWU-

ET MA[INA tX@RINGA M , KOTORAQ EE WY^ISLQET PRAWILXNO.
dOKAZATELXSTWO SM., NAPRIMER, W [ ].

oPREDELENIE. wS@DU OPREDELENNYE WY^ISLIMYE FUNKCII MY

BUDEM NAZYWATX OB]EREKURSIWNYMI FUNKCIQMI. (oBY^NO OB]EREKUR-

SIWNYE FUNKCII OPREDELQ@T INA^E, NO DANNOE OPREDELENIE \KWIWALENT-

NO OBY^NOMU; SM., NAPRIMER, [ ]).

fUNKCIQ, WY^ISLQEMAQ MA[INOJ M , NE IZMENITSQ, ESLI PROIZ-

WOLXNO PEREIMENOWATX WSE SIMWOLY LENTO^NOGO ALFAWITA, KROME � I

j, I WSE SOSTOQNIQ, OSTAWLQQ NA^ALXNOE SOSTOQNIE NA^ALXNYM (KONE^-

NO, RAZNYE SIMWOLY DOLVNY PEREIMENOWYWATXSQ W RAZNYE). pO\TOMU

MY BUDEM S^ITATX, ^TO ESTX BESKONE^NYJ FIKSIROWANNYJ ALFAWIT

fc1 = �; c2 =j; c3; c4; : : : g, IZ KOTOROGO BERETSQ LENTO^NYJ ALFAWIT
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MA[INY M , I BESKONE^NYJ FIKSIROWANNYJ ALFAWIT fq1; q2; : : : g, IZ
KOTOROGO BERUTSQ SOSTOQNIQ MA[INY M . bUDEM ZAPISYWATX INDEKSY

W STROKU POSLE c ILI q, PREDSTAWLQQ IH W DWOI^NOJ SISTEME S^ISLENIQ

(NAPRIMER, c6 = c110). pROGRAMMU MA[INYM BUDEM ZAPISYWATX W WIDE

POSLEDOWATELXNOSTI WSEH EE KOMAND ciqj �! ckqrT , RAZDELENNYH TO^KOJ

S ZAPQTOJ. tOGDA PROGRAMMA L@BOJ MA[INY BUDET PREDSTAWLQTX SOBOJ

SLOWO W ALFAWITE D = f�; j; c; q; 0; 1;�!; R; L; S; ; g.
tEOREMA. sU]ESTWUET ALGORITM NUMERACII WSEH MA[IN tX@-

RINGA IZ UKAZANNOGO WY[E SEMEJSTWA TAKOJ, ^TO DLQ WOSSTANOWLENIQ
PROGRAMMY PO EE NOMERU TAKVE SU]ESTWUET ALGORITM.

dOKAZATELXSTWO. bUDEM S^ITATX, ^TO SIMWOLY ALFAWITA D UPO-

RQDO^ENY (NAPRIMER, TAK, KAK \TO SDELANO WY[E). tOGDA WSE SLOWA

ODNOJ DLINY k MOVNO UPORQDO^ITX LEKSIGRAFI^ESKI (KAK W SLOWARE).

bUDEM TEPERX PROSMATRIWATX WSE SLOWA W ALFAWITE D W SOOTWETSTWII S

IH DLINOJ: SNA^ALA DLINY 1, ZATEM DLINY 2 I T.D. sLOWA ODNOJ DLINY k

PROSMATRIWAEM W LEKSIKOGRAFI^ESKOM PORQDKE. dLQ KAVDOGO SLOWA PRI-

MENQEM ALGORITM, KOTORYJ PROWERQET, QWLQETSQ LI \TO SLOWO PRAWILX-

NO POSTROENNOJ PROGRAMMOJ NEKOTOROJ DETERMINIROWANNOJ MA[INY

tX@RINGA. eSLI DA, TO PRIPISYWAEM \TOJ PROGRAMME O^EREDNOJ NOMER

(NA^INAQ S 0). pRI \TOM L@BOJ MA[INE tX@RINGA (IZ RASSMATRIWAEMO-

GO SEMEJSTWA) PO EE PROGRAMME BUDET (ALGORITMI^NO) SOPOSTAWLQTXSQ

NEKOTORYJ NOMER. tOT VE PEREBOR OSU]ESTWLQEM, ESLI ZADAN NOMER I

TREBUETSQ NAJTI SOOTWETSTWU@]U@ \TOMU NOMERU PROGRAMMU.

zAFIKSIRUEM DALEE NEKOTORU@ NUMERACI@ MA[IN tX@RINGA

i  ! Mi, UDOWLETWORQ@]U@ TEOREME. tAK KAK MA[INA Mi WY^ISLQET

NEKOTORU@ FUNKCI@ f(x), TO MY POLU^AEM TAKVE NEKOTORU@ NUMERA-

CI@ WSEH WY^ISLIMYH FUNKCIJ ODNOJ PEREMENNOJ i �! 'i(x). zAMETIM,

^TO PRI \TOM MOVET BYTX 'i(x) � 'j(x) PRI i 6= j, POSKOLXKU RAZNYE

MA[INY tX@RINGA MOGUT WY^ISLQTX ODNU I TU VE FUNKCI@ f(x).

dOKAVEM TEPERX TEOREMY O TOM, ^TO SU]ESTWU@T SKOLX UGODNO

SLOVNO WY^ISLIMYE FUNKCII.

tEOREMA. dLQ L@BOJ OB]EREKURSIWNOJ FUNKCII T (x) SU]ESTWU-
ET OB]EREKURSIWNAQ FUNKCIQ f(x), PRINIMA@]AQ TOLXKO 2 ZNA^ENIQ 0
I 1 I TAKAQ, ^TO DLQ L@BOJ MA[INY tX@RINGAMi, WY^ISLQ@]EJ f(x),
HOTQ BY PRI ODNOM x WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO ti(x) > T (x), GDE ti(x)
| WREMQ RABOTY MA[INY Mi NA WHODE x (TO^NEE, NA KODE ^ISLA x).

zAME^ANIE. oTMETIM, ^TO FUNKCIQ T (x) MOVET RASTI O^ENX

BYSTRO. nAPRIMER, FUNKCII g1(n) = n, g2(n) = nn, g3(n) = ng2(n),

: : : , gm+1(n) = ngm(n), : : : OB]EREKURSIWNY. tAKVE OB]EREKURSIWNA I
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FUNKCIQ h(n) = gn(n), KOTORAQ RASTET S ASTRONOMI^ESKOJ SKOROSTX@.

dOKAZATELXSTWO. dLQ WSEH i 2 Z+ I x 2 Z+ PUSTX ti(x) OBOZNA^AET

WREMQ RABOTY MA[INY S NOMEROM i, ESLI WHODOM QWLQETSQ KOD ^ISLA x

(ti(x) MOVET BYTX I BESKONE^NYM), I PUSTX 'i(x) OBOZNA^AET FUNKCI@,

WY^ISLQEMU@ MA[INOJ Mi. oPREDELIM FUNKCI@ f(x) SLEDU@]IM OB-

RAZOM:

f(x) =

(
1; ESLI tx(x) 6 T (x) I 'x(x) = 0;

0; INA^E:
(12)

uTWERVDENIE. fUNKCIQ f(x) | WY^ISLIMAQ, A SLEDOWATELXNO, OB]E-
REKURSIWNAQ.

dOKAZATELXSTWO. oPI[EM ALGORITM WY^ISLENIQ f(x). pO ZADAN-
NOMU x 2 Z+ NAHODIM PROGRAMMU MA[INY Mx (SM. TEOREMU). wY^IS-

LQEM T (x) (TAK KAK T (x) - OB]EREKURSIWNA, TO DLQ \TOGO SU]ESTWUET

ALGORITM). iMEQ PROGRAMMU MA[INY Mx, MODELIRUEM EE RABOTU W TE-

^ENIE T (x) TAKTOW, WZQW W KA^ESTWE WHODNOGO SLOWA KOD ^ISLA x. eSLI ZA

T (x) TAKTOW MA[INA OSTANOWITSQ I REZULXTATOM BUDET KOD ^ISLA 0, TO

WYDAEM OTWET 1, INA^E WYDAEM OTWET 0.mODELIRUQ RABOTU MA[INY, MY

MOVEM RABOTATX TOLXKO S TOJ ^ASTX@ LENTY, NA KOTOROJ ZAPISYWAETSQ

WHODNOE SLOWO, A TAKVE KOTORAQ POSE]AETSQ GOLOWKOJ WO WREMQ RABOTY.

tOGDA NA KAVDOM [AGE NAM DOSTATO^NO HRANITX LI[X KONE^NYJ KUSOK

LENTY, ^TO POZWOLQET OPREDELITX SODERVIMOE LENTY I POSLE OSTANOWA

MA[INY. sLEDOWATELXNO, WESX PROCESS WY^ISLENIQ f(x) ALGORITMI^EN.

w SOOTWETSTWII S TEZISOM tX@RINGA SU]ESTWUET MA[INA tX@RINGA,

KOTORAQ WY^ISLQET f(x). mY PRIMEM ZDESX \TO UTWERVDENIE, HOTQ DLQ

OPISANNOJ FUNKCII f(x) MOVNO I QWNO POSTROITX WY^ISLQ@]U@ EE

MA[INU tX@RINGA (PRAWDA, DOLGO I GROMOZDKO).

pUSTX MA[INA Mi WY^ISLQET f(x), TO ESTX f(x) = 'i(x). w

^ASTNOSTI 'i(i) = f(i) I ZNA^IT OPREDELENO. dOPUSTIM, ^TO ti(i) 6 T (i).

tOGDA PO OPREDELENI@ f(x) POLU^AEM: ESLI 'i(i) = 0, TO f(i) = 1, A ESLI

'i(i) 6= 0, TO f(i) = 0. w L@BOM SLU^AE f(i) 6= 'i(i) | PROTIWORE^IE.

sLEDOWATELXNO (OT PROTIWNOGO) ti(i) > T (i). tEOREMA DOKAZANA.

tEOREMA. dLQ L@BOJ OB]EREKURSIWNOJ FUNKCII T (x) SU]ESTWU-
ET OB]EREKURSIWNAQ FUNKCIQ f(x), PRINIMA@]AQ TOLXKO 2 ZNA^ENIQ 0
I 1 I TAKAQ, ^TO DLQ L@BOJ MA[INY tX@RINGAMi, WY^ISLQ@]EJ f(x),
SU]ESTWUET BESKONE^NOE ^ISLO ZNA^ENIJ x, DLQ KOTORYH WYPOLNQETSQ
NERAWENSTWO ti(x) > T (x).

dOKAZATELXSTWO. pUSTX g(x) = x � (b
p
xc)2. tOGDA FUNK-

CIQ g(x) WY^ISLIMA I WS@DU OPREDELENA (TO ESTX OB]EREKURSIW-

NA). pRI x = 0; 1; 2; 3; : : : FUNKCIQ g(x) PRINIMAET ZNA^ENIQ
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0; 0; 1; 2; 0; 1; 2; 3; 4; 0; 1; : : : . lEGKO DOKAZATX, ^TO FUNKCIQ g(x) PRINIMA-

ET KAVDOE ZNA^ENIE IZ Z+ BESKONE^NOE ^ISLO RAZ. oPREDELIM FUNKCI@

f(x) SLEDU@]IM OBRAZOM:

f(x) =

(
1; ESLI tg(x)(x) 6 T (x) I 'g(x)(x) = 0;

0; INA^E:
(13)

tOGDA FUNKCIQ f(x) OB]EREKURSIWNA (DOKAZYWAETSQ TAK VE, KAK

W PREDYDU]EJ TEOREME). pUSTX MA[INA Mi WY^ISLQET f(x), TO ESTX

f(x) = 'i(x). pUSTX j - L@BOE ^ISLO, TAKOE, ^TO g(j) = i (TAKIH j

BESKONE^NO MNOGO). dOPUSTIM, ^TO ti(j) 6 T (j). tOGDA PO OPREDELENI@

f(x) POLU^AEM: ESLI 'i(j) = 0, TO f(j) = 1, A ESLI 'i(j) 6= 0 , TO

f(j) = 0. w L@BOM SLU^AE f(j) 6= 'i(j) - PROTIWORE^IE. sLEDOWATELXNO,

ti(j) > T (j). tEOREMA DOKAZANA.

sPRAWEDLIWO E]E BOLEE SILXNOE UTWERVDENIE, KOTOROE MY PRIWE-

DEM BEZ DOKAZATELXSTWA.

tEOREMA. dLQ L@BOJ OB]EREKURSIWNOJ FUNKCII T (x) SU]ESTWU-
ET OB]EREKURSIWNAQ FUNKCIQ f(x), PRINIMA@]AQ TOLXKO 2 ZNA^ENIQ

0 I 1 I TAKAQ, ^TO DLQ L@BOJ MA[INY tX@RINGA Mi, WY^ISLQ@]EJ
f(x), MNOVESTWO TEH x, DLQ KOTORYH ti(x) 6 T (x), KONE^NO.

tEOREMY POKAZYWA@T, ^TO SU]ESTWU@T SKOLX UGODNO SLOVNO WY-

^ISLIMYE OB]EREKURSIWNYE FUNKCII S DWUMQ ZNA^ENIQMI (ILI, ^TO

\KWIWALENTNO, SKOLX UGODNO SLOVNO RASPOZNAWAEMYE QZYKI). wOZNIKAET

WOPROS: A KAKOJ WOOB]E MOVET BYTX SLOVNOSTX ZADA^ (QZYKOW)? sU-

]ESTWENNYJ OTWET NA \TOT WOPROS DAET SLEDU@]AQ TEOREMA, KOTORU@

MY PRIWODIM BEZ DOKAZATELXSTWA.

tEOREMA. pUSTX OB]EREKURSIWNYE FUNKCII t(n) I T (n) TAKOWY,

^TO
T (n)

t(n) log2 t(n)
! 1 PRI n ! 1. tOGDA SU]ESTWUET QZYK L, KOTO-

RYJ RASPOZNAETSQ NEKOTOROJ MA[INOJ tX@RINGA S ^ISLOM [AGOW NE

BOLEE T (n) (DLQ WSEH WHODNYH SLOW L@BOJ DLINY n) I NE RASPOZNAETSQ
NIKAKOJ MA[INOJ tX@RINGA S ^ISLOM [AGOW t(n).

|TA TEOREMA POKAZYWAET, ^TO WOZMOVNYE FUNKCII SLOVNOSTI

QZYKOW OBRAZU@T DOWOLXNO PLOTNOE MNOVESTWO. mOVNO LI POLU^ITX

REZULXTAT O BOLX[EJ PLOTNOSTI W OB]EM SLU^AE NEIZWESTNO. oDNAKO

DLQ ODNOGO WAVNOGO INTERWALA MY SEJ^AS POLU^IM OTRICATELXNYJ OT-

WET. a IMENNO, MY POKAVEM, ^TO NE SU]ESTWUET QZYKOW SO SLOVNOSTX@

RASPOZNAWANIQ PO PORQDKU MEVDU n I n log n.
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rEGULQRNYE QZYKI

rEGULQRNYE QZYKI | \TO QZYKI, RASPOZNAWAEMYE AWTOMATAMI. w

\TOM KONTEKSTE AWTOMAT MOVNO OPREDELITX KAK MA[INU tX@RINGA SO

SLEDU@]IMI OGRANI^ENIQMI: GOLOWKA MA[INY NA KAVDOM [AGE DWI-

VETSQ WPRAWO ILI MA[INA OSTANAWLIWAETSQ; MA[INA OSTANAWLIWAETSQ

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA GOLOWKA OBOZREWAET SIMWOL �; MA[INA

OSTANAWLIWAETSQ W ODNOM IZ DWUH SOSTOQNIJ q0 ("PRINQTX") ILI q00

("OTWERGNUTX").

oPREDELENIE. pUSTX C - LENTO^NYJ ALFAWIT AWTOMATAM I A =

Cnf�g. pUSTX L � A�. bUDEM GOWORITX, ^TO AWTOMAT M RASPOZNAET

QZYK L, ESLI DLQ L@BOGO SLOWA �a 2 A� RABOTA M PRI WHODNOM SLOWE

�a (W STANDARTNOJ NA^ALXNOJ KONFIGURACII) ZAKAN^IWAETSQ SOSTOQNIEM

q0, ESLI �a 2 L, I ZAKAN^IWAETSQ SOSTOQNIEM q00, ESLI �a =2 L.
oPREDELENIE. pUSTX A - NEKOTORYJ ALFAWIT I L � A� - NEKOTO-

RYJ QZYK W ALFAWITE A. dLQ KAVDOGO SLOWA �a 2 A� OSTATO^NYJ QZYK

L�b OPREDELIM SLEDU@]IM OBRAZOM

�b 2 L�a() �a�b 2 L:

qZYK NAZYWAETSQ REGULQRNYM, ESLI U NEGO LI[X KONE^NOE ^ISLO RAZ-

LI^NYH OSTATO^NYH QZYKOW. (zDESX RASSMATRIWAETSQ I �b = � | PUSTOE

SLOWO; PRI \TOM � 2 L�a () �a 2 L).
w TEORII AWTOMATOW I QZYKOW DOKAZYWAETSQ SLEDU@]AQ TEOREMA

(SM., NAPRIMER, [ ]).

tEOREMA. 1) qZYK, RASPOZNAWAEMYJ L@BYM AWTOMATOM, REGULQ-
REN. 2) dLQ L@BOGO REGULQRNOGO QZYKA SU]ESTWUET RASPOZNA@]IJ EGO

AWTOMAT.
sLEDSTWIE. eSLI QZYK L REGULQREN, TO DLQ NEGO SU]ESTWUET

RASPOZNA@]AQ EGO MA[INA tX@RINGA, WREMQ RABOTY KOTOROJ (^ISLO
[AGOW) NA KAVDOM WHODNOM SLOWE DLINY n RAWNO n + 1.

oKAZYWAETSQ, ^TO NE SU]ESTWUET QZYKOW, DLQ RASPOZNAWANIQ KO-

TORYH NA MA[INAH tX@RINGA DOSTATO^NO WREMENI SU]ESTWENNO MENX-

[EGO, ^EM n log2 n (n - DLINA WHODNOGO SLOWA) I NE DOSTATO^NO WREMENI

n+ 1. bOLEE TO^NO \TO WYRAVAETSQ W PRIWODIMYH NIVE TEOREMAH.

oPREDELENIE. rASSMOTRIM TO^KU NA LENTE MA[INY tX@RINGA

MEVDU Q^EJKAMI S NOMERAMI i I i+ 1. sLEDOM W \TOJ TO^KE PRI RABOTE

MA[INY NA NEKOTOROM WHODNOM SLOWE BUDEM NAZYWATX POSLEDOWATELX-

NOSTX WSEH SOSTOQNIJ, W KOTORYE PEREHODIT MA[INA, KOGDA EE GOLOWKA

SME]AETSQ IZ Q^EJKI i W Q^EJKU i + 1 ILI NAOBOROT (TO ESTX PROHODIT

NAD \TOJ TO^KOJ).
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tEOREMA. pUSTX MA[INA tX@RINGA M RASPOZNAET QZYK L � A�

I PUSTX SU]ESTWUET KONSTANTA c > 0 TAKAQ, ^TO PRI RABOTE M NA

L@BOM WHODNOM SLOWE �a 2 A� DLINA SLEDA W L@BOJ TO^KE NE PREWOS-
HODIT c. tOGDA L | REGULQRNYJ QZYK. (CLEDOWATELXNO, SU]ESTWUET
AWTOMAT, RASPOZNA@]IJ L S c = 1).

dOKAZATELXSTWO. pUSTX �a 2 A�. pOSTROIM MNOVESTWO D�a WSEH

SLEDOW, KOTORYE MOGUT POLU^ITXSQ PRI RABOTE M NA SLOWAH WIDA

�a�x 2 A� W TO^KE i, RAZDELQ@]EJ �a I �x. pUSTX SLED qi1qi2qi3 : : : qis 2 D�a.

rASSMOTRIM RABOTU MA[INYM SLEWA OT RAZDELQ@]EJ TO^KI.oNA ODNO-

ZNA^NO OPREDELQETSQ SLOWOM �a I TEMI SOSTOQNIQMI qi2; qi4 ; : : : ; W KOTORYH

NAHODITSQ MA[INA, KOGDA GOLOWKA WOZWRA]AETSQ NA LEWU@ ZONU ^EREZ

TO^KU i. pO USLOWI@ s 6 c. eSLI s| ^ETNO, TO MA[INA OSTANAWLIWAETSQ

SLEWA OT TO^KI i. w \TOM SLU^AE K POSLEDOWATELXNOSTI qi1qi2qi3 PRIPI[EM

+, ESLI M OSTANAWLIWAETSQ W SOSTOQNII "PRINQTX", I PRIPI[EM �,
ESLI M OSTANAWLIWAETSQ W SOSTOQNII "OTWERGNUTX". tAK KAK s 6 c,

TO WOZMOVNYH SLEDOW KONE^NOE ^ISLO I RAZNYH WOZMOVNYH MNOVESTW

D�a TAKVE KONE^NOE ^ISLO. tOGDA UTWERVDENIE TEOREMY WYTEKAET IZ

SLEDU@]EJ LEMMY.

lEMMA. eSLI D�a = D�b, TO OSTATO^NYE QZYKI L�a = L�b SOWPADA-
@T.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX �x - L@BOE SLOWO IZ A�. rASSMOTRIM RA-

BOTU M NA SLOWAH �a�x I �b�x. pUSTX qi1qi2qi3 : : : qis I qj1qj2 : : : qjm | SLEDY

W TO^KAH, RAZDELQ@]IH �a I �x, �b I �x. zAMETIM, ^TO RABOTA SPRAWA OT

RAZDELQ@]IH TO^EK ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ SLOWOM �x I SOSTOQNIQMI

qi1qi3qi5 : : : I qj1qj3qj5 : : : , W KOTORYH GOLOWKA PEREHODIT ^EREZ RAZDELQ@-

]IE TO^KI WPRAWO. pRI \TOM qi1 I qj1 ODNOZNA^NO OPREDELQ@TSQ PO �a I
�b. tAK KAK D�a = D�b, TO qi1 = qj1 I RABOTA SPRAWA POSLE PERWOGO PERE-

HODA ^EREZ RAZDELQ@]IE TO^KI PROISHODIT ODINAKOWO. tOGDA qi2 = qj2.

oPQTX, TAK KAK D�a = D�b, TO qi3 = qj3 I OPQTX RABOTA SPRAWA PROISHODIT

ODINAKOWO. pOSLEDOWATELXNO POLU^AEM, ^TO s = m I qir = qjr DLQ WSEH

r = 1; 2; : : : ; s. eSLI s NE^ETNO, TO POSLE PEREHODA WPRAWO W SOSTOQNII

qis W OBOIH SLU^AQH RABOTA SPRAWA BUDET ODINAKOWOJ I, SLEDOWATELXNO,

M OSTANOWITSQ W ODNOM I TOM VE SOSTOQNII. eSLI s ^ETNO, TO MA[INA

W OBOIH SLU^AQH OSTANOWITSQ SLEWA OT RAZDELQ@]EJ TO^KI, PRI^EM W

ODNOM I TOM VE SOSTOQNII, POSKOLXKU D�a = D�b I SLED qi1qi2 : : : qis W OBOIH

MNOVESTWAH DOPOLNEN ODNIM I TEM VE ZNAKOM + ILI �. tAKIM OBRAZOM,
M PRINIMAET SLOWO �a�x TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ONA PRINIMAET

SLOWO �b�x, TO ESTX LIBO OBA SLOWA WHODQT W L, LIBO OBA NE WHODQT W L.

pO\TOMU L�a = L�b. |TIM DOKAZANA LEMMA, A WMESTE S NEJ I TEOREMA.
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dOKAVEM TEPERX NESKOLXKO LEMM, KOTORYE ISPOLXZUEM W SLEDU@-

]EJ TEOREME.

lEMMA. pUSTX A = fa1; a2; : : : ; arg | ALFAWIT, �b1;�b2; : : : ;�bn |
RAZNYE SLOWA W \TOM ALFAWITE, li | DLINA SLOWA �bi I lmax = maxi li.
tOGDA lmax > c log2 n, GDE c > 0 | NEKOTORAQ KONSTANTA, ZAWISQ]AQ
TOLXKO OT r.

dOKAZATELXSTWO. wSE n SLOW IME@T DLINU, NE PREWOSHODQ]U@

lmax. nO WSEGO TAKIH SLOW MENX[E, ^EM rlmax+1 (SM. LEMMU). pO\TOMU

n 6 rlmax+1, lmax > logr n� 1 > c1 logr n = c1
log2 r

log2 n. lEMMA DOKAZANA.

lEMMA. pRI USLOWIQH LEMMY SU]ESTWUET KONSTANTA c > 0

TAKAQ, ^TO
Pn

i=1 li > cn log2 n.
dOKAZATELXSTWO. ~ISLO WSEH SLOW DLINY MENX[EJ, ^EM b1

2
logr nc

NE PREWOSHODIT rb
1

2
log

r
nc 6 r

1

2
log

r
n =
p
n. pO\TOMU SREDI SLOW �bi NE MENEE,

^EM n�
p
n SLOW, IME@T DLINU NE MENX[E ^EM b1

2
logr nc. pO\TOMU

nX
i=1

li > (n�
p
n)b

1

2
logr nc > cn log2 n

DLQ NEKOTOROJ KONSTANTY c.

lEMMA. pUSTX POSLEDOWATELXNOSTX n1; n2; : : : ; nk; : : : NE OGRANI-
^ENA SWERHU. tOGDA IZ NEE MOVNO WYDELITX PODPOSLEDOWATELXNOSTX
ni1; ni2; : : : TAKU@, ^TO DLQ L@BOGO s I WSEH 1 6 j < is WYPOLNQETSQ

nj < nis.
dOKAZATELXSTWO. pERWYM \LEMENTOM PODPOSLEDOWATELXNOSTI

WOZXMEM n1. pUSTX UVE WYBRANY ni1; ni2; : : : ; nir . tOGDA, PROSMATRIWAQ

\LEMENTY PO PORQDKU POSLE nir , W KA^ESTWE O^EREDNOGO \LEMENTA WYBI-

RAEM PERWYJ \LEMENT nir+1 , BOLX[IJ, ^EM nir . eSLI WSE \LEMENTY nj
ISHODNOJ POSLEDOWATELXNOSTI S j = 1; 2; : : : ; i2 � 1 MENX[E, ^EM nir , TO,

POSKOLXKU nir+1 > nir , A WSE \LEMENTY MEVDU nir I nir+1 NE PREWOSHODQT

nir , TO WSE \LEMENTY nj S j = 1; 2; : : : ; ir+1� 1 MENX[E, ^EM nir+1. tAKIM

OBRAZOM PO INDUKCII PROWERQETSQ TREBUEMOE SWOJSTWO. tO, ^TO nir+1 SU-

]ESTWUET, SLEDUET IZ NEOGRANI^ENNOSTI ISHODNOJ POSLEDOWATELXNOSTI.

oBOZNA^IM ^EREZ �M(�a�b) SLED PRI RABOTE MA[INY tX@RINGA M

NA SLOWE �a�b W TO^KE, RAZDELQ@]EJ �a I �b.

lEMMA. pUSTX �a;�b; �c | NEKOTORYE SLOWA I PUSTX �M(�aj�b�c) =

�M(�a�bj�c). tOGDA PRI RABOTE M NA SLOWE �a�c SLEWA I SPRAWA OT TO^KI,
RAZDELQ@]EJ �a I �c, MA[INA RABOTAET TAK VE, KAK NA SOOTWETSTWU-
@]IH ^ASTQH PRI RABOTE NA �a�b�c.

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM RABOTU MA[INY M NA SLOWE �a�b�c

TOLXKO NA 2 ^ASTQH LENTY: SLEWA I SPRAWA OT �b. pOSKOLXKU �M (�aj�b�c) =
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�M(�a�bj�c), TO PRI WYBRASYWANII ^ASTI LENTY, NA KOTOROJ ZAPISANO �b, I

SKLEIWANII OSTAW[IHSQ ^ASTEJ KORREKTNO "SKLEIWA@TSQ" I PROCESSY

RABOTY M NA \TIH ^ASTQH.

tEOREMA. pUSTX MA[INA tX@RINGA M RASPOZNAET QZYK L � A�.
pUSTX dM (n) | MAKSIMALXNAQ DLINA SLEDOW W TO^KAH 1; 2; : : : ; n PRI

RABOTE MA[INY M NA WSEH SLOWAH �a � A� DLINY n, A TM (n) |
MAKSIMALXNOE WREMQ WY^ISLENIQ (^ISLO [AGOW) MA[INY M NA SLOWAH

DLINY n IZ A�. tOGDA ESLI WYPOLNQETSQ HOTQ BY ODNO IZ DWUH USLOWIJ:
A) dM (n) = o(logn); B) TM (n) = o(n logn), TO L | REGULQRNYJ QZYK.

dOKAZATELXSTWO TEOREMY (OT PROTIWNOGO). dOPUSTIM, ^TO L |

NE REGULQRNYJ QZYK. tOGDA PO TEOREME dM (n) NEOGRANI^ENNAQ POSLEDO-

WATELXNOSTX. pO LEMME IZ NEE MOVNO WYDELITX PODPOSLEDOWATELXNOSTX

n1; n2; : : : TAKU@, ^TO

dM (n) < dM (ni) (14)

DLQ WSEH n < ni (i = 1; 2; : : : ):

lEMMA. pUSTX n1; n2; : : : UDOWLETWORQ@T ( ) I �ai | SLOWO DLINY

ni, NA KOTOROM DOSTIGAETSQ dM (ni). tOGDA PRI RABOTE M NA SLOWE

�ai ODIN I TOT VE SLED W TO^KAH 1; 2; : : : ; ni NE MOVET POWTORQTXSQ

BOLEE ^EM 2 RAZA.
dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM, ^TO �ai = �a�b�c �d I �M(�aj�b�c �d) =

�M(�a�bj�c �d) = �M (�a�b�cj �d), GDE �a, �b, �c | NE PUSTYE SLOWA. pRI RABOTE M

NA SLOWE �ai ESTX SLEDY DLINY dM (ni). pO KRAJNEJ MERE ODIN TAKOJ SLED

LIBO NE LEVIT WNUTRI �b, LIBO NE LEVIT WNUTRI �c. tOGDA PO LEMME ON

SOHRANITSQ PRI RABOTE M LIBO NA SLOWE �a�c �d, LIBO NA SLOWE �a�b �d, NO

\TO PROTIWORE^IT TOMU, ^TO dM (n) < dM (ni) DLQ WSEH n < ni. lEMMA

DOKAZANA.

iZ \TOJ LEMMY POLU^AEM, ^TO PRI RABOTE M NA SLOWE �ai W TO^-

KAH 1; 2; : : : ; ni IMEETSQ NE MENEE
ni
2
RAZNYH SLEDOW. tOGDA PO LEMMAM

dM (ni) > c log2
ni
2
, I SUMMA DLIN \TIH RAZNYH SLEDOW, A ZNA^IT I

WREMQ RABOTY MA[INY M , NE MENX[E, ^EM cni log2
ni
2
, GDE c - NEKOTORAQ

KONSTANTA. eSLI WYPOLNENO USLOWIE A) ILI B) IZ TEOREMY, TO POLU^A-

EM PROTIWORE^IE. sLEDOWATELXNO, OT PROTIWNOGO, POLU^AEM, ^TO PRI

WYPOLNENII USLOWIQ A) ILI B) QZYK L REGULQREN. tEOREMA DOKAZANA.

sLEDSTWIE. eSLI dM (n) = o(logn) ILI TM (n) = o(n log n), TO
SU]ESTWUET MA[INA tX@RINGA (AWTOMAT) N , RASPOZNA@]AQ TOT VE

QZYK L, DLQ KOTOROJ dN (n) = 1, TN (n) = n+ 1.
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kLASSY P I NP

oPREDELENIE. pUSTX ALGORITM OSU]ESTWLQET PREOBRAZOWANIE ' :

A� ! B� SLOW W ALFAWITE A W SLOWA W ALFAWITE B. tOGDA \TOT AL-

GORITM NAZYWAETSQ POLINOMIALXNYM (ILI IME@]IM POLINOMIALXNU@

SLOVNOSTX), ESLI SU]ESTWUET POLINOM p(n) TAKOJ, ^TO DLQ L@BOGO NATU-

RALXNOGO n WREMQ RABOTY ALGORITMA NA L@BOM WHODNOM SLOWE DLINY n

NE PREWOSHODIT p(n). (pRI \TOM MOVNO S^ITATX, ^TO WSE KO\FFICIENTY

W p(n) NEOTRICATELXNY, TO ESTX p(n) WOZRASTA@]AQ FUNKCIQ.)

oPREDELENIE. zADA^EJ RASPOZNAWANIQ NAZYWAETSQ L@BOE OTOBRA-

VENIE ' : A� ! f\DA", \NET"g.
s L@BOJ ZADA^EJ RASPOZNAWANIQ ' MOVNO SWQZATX QZYK L' � A�

SLEDU@]IM OBRAZOM: �a 2 L' () ' : �a! \DA". i OBRATNO, L@BOJ QZYK

MOVNO RASSMATRIWATX KAK ZADA^U RASPOZNAWANIQ.

oPREDELENIE. kLASS P |\TO KLASS WSEH QZYKOW (ZADA^ RASPOZNA-

WANIQ), DLQ KAVDOGO IZ KOTORYH SU]ESTWUET RASPOZNA@]IJ ALGORITM

S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@.

oPREDELENIE. bUDEM GOWORITX, ^TO QZYK L1 � A� POLINOMIALXNO

SWODITSQ K QZYKU L2 � B�, ESLI SU]ESTWUET POLINOMIALXNYJ ALGORITM

(NAPRIMER, MA[INA tX@RINGA) ' : A� ! B�, TAKOJ ^TO '(�a) 2 L2 ()
�a 2 L1.

tEOREMA. pUSTX L1 � A�, L2 � B�, L2 2 P I L1 POLINOMIALXNO

SWODITSQ K L2. tOGDA L1 2 P .
dOKAZATELXSTWO. pO USLOWI@ SU]ESTWU@T MA[INY tX@RINGA

M1 I M2 TAKIE, ^TOM1 POLINOMIALXNO SWODIT L1 K L2, A M2 S POLINO-

MIALXNOJ SLOVNOSTX@ RASPOZNAET L2. rASSMOTRIM MA[INU tX@RINGA

M = M2(M1). tOGDAM : A�! f\DA", \NET"g, PRI^EM DLQ L@BOGO SLOWA
�a 2 A� IMEEM

M(�a) = \DA"()M2(M1(�a)) = \DA"()M1(�a) 2 L2() �a 2 L1;

TO ESTXM RASPOZNAET QZYK L1. pO USLOWI@ WREMQ RABOTY (^ISLO [AGOW)

MA[IN M1 I M2 NA WHODNYH SLOWAH DLINY n NE PREWOSHODIT p1(n) I

p2(n), GDE p1; p2 | POLINOMY. tOGDA WREMQ RABOTYM NA SLOWE �a DLINY

n NE PREWOSHODIT p1(n)+ p2(jM1(�a)j); GDE jM1(�a)j| DLINA SLOWA M1(�a).

tAK KAK MA[INA tX@RINGA M1 NA KAVDOM [AGE MOVET UWELI^IWATX

DLINU SLOWA NE BOLEE ^EM NA 1, TO jM1(�a)j 6 n+ p1(n) I WREMQ RABOTY

M NA �a NE PREWOSHODIT p1(n) + p2(n + p1(n)) = p3(n), GDE p3 | PO-

LINOM. (zDESX S^ITAETSQ, ^TO WSE KO\FFICIENTY W p2 NEOTRICATELXNY

I, SLEDOWATELXNO, p2(n) | NEUBYWA@]AQ FUNKCIQ). tAKIM OBRAZOM M

RASPOZNAET QZYK L1 S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@. tEOREMA DOKAZANA.
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|TA TEOREMA POZWOLQET POLU^ATX POLINOMIALXNYE ALGORITMY DLQ

ODNIH ZADA^ RASPOZNAWANIQ IZ IME@]IHSQ POLINOMIALXNYH ALGORIT-

MOW DLQ DRUGIH ZADA^ PROSTO PUTEM POLINOMIALXNOGO SWEDENIQ ODNIH

ZADA^ K DRUGIM.

k SOVALENI@, DLQ BOLX[INSTWA ZADA^, WOZNIKA@]IH NA PRAKTIKE,

POKA NE IZWESTNO, WHODQT LI ONI W KLASS P , NO PO^TI WSE TAKIE ZADA^I

OKAZYWA@TSQ W DRUGOM KLASSE, KOTORYJ OBOZNA^A@T NP .

oPREDELENIE. qZYK L � A� (ZADA^A RASPOZNAWANIQ) WHODIT W

KLASS NP , ESLI I TOLXKO ESLI SU]ESTWU@T ALFAWIT B, POLINOM q(n)

I PREDIKAT Q(x; y) : A� � B� ! fI, Lg TAKIE, ^TO Q(x; y) 2 P I DLQ

L@BOGO SLOWA �a 2 A� WYPOLNQETSQ:

�a 2 L() 9�b 2 B�(j�bj 6 q(j�aj)&Q(�a;�b))

(ZDESX j�aj I j�bj |DLINA SLOW �a I �b).

sLOWO �b NAZYWA@T SERTIFIKATOM DLQ SLOWA �a, A ALGORITM, RAS-

POZNA@]IJ PREDIKAT Q(�a;�b), | ALGORITMOM PROWERKI SERTIFIKATA.

tAKIM OBRAZOM, ESLI �a 2 L (W ZADA^E RASPOZNAWANIQ DLQ WHODA �a OTWET

\DA"), TO DOLVNO SU]ESTWOWATX BYSTROE PODTWERVDENIE DLQ \TOGO, TO

ESTX DOLVEN SU]ESTWOWATX PODTWERVDA@]IJ \TO SERTIFIKAT �b (NEBOLX-

[OJ DLINY) I BYSTRYJ SPOSOB PODTWERDITX, ^TO \TO DEJSTWITELXNO

PODHODQ]IJ SERTIFIKAT. eSLI VE �a =2 L, TO PO OPREDELENI@ W \TOM

SLU^AE NI^EGO NE TREBUETSQ. tAKIM OBRAZOM, OTWETY \DA" I \NET"

ZDESX NE SIMMETRI^NY. zAMETIM TAKVE, ^TO DLQ SLU^AQ �a 2 L LI[X

UTWERVDAETSQ SU]ESTWOWANIE SERTIFIKATA �b, NO NI^EGO NE GOWORITSQ

O SLOVNOSTI EGO NAHOVDENIQ (ESLI W B IMEETSQ r BUKW I j�aj = n,

TO j�bj 6 q(n) I ^ISLO TAKIH SLOW �b NE MENX[E, ^EM rq(n), TO ESTX

\KSPONENCIALXNO ZAWISIT OT n).

rASSMOTRIM PRIMERY QZYKOW IZ NP .

klika. wHOD: L@BOJ NEORIENTIROWANNYJ GRAF G I NATURALX-

NOE ^ISLO k.

wOPROS: sU]ESTWUET LI W GRAFE G KLIKA RAZMERA k, TO ESTX k

WER[IN TAKIH, ^TO L@BAQ PARA IZ NIH SOEDINENA REBROM?

bOLEE STROGO, MY DOLVNY ZADATX WHODNOJ ALFAWIT A I SPOSOB

PREDSTAWLENIQ GRAFOW W \TOM ALFAWITE. mOVNO, NAPRIMER, S^ITATX,

^TO A = f0; 1; ; g I GRAF ZADAETSQ MATRICEJ SMEVNOSTI (IZ 0 I 1),

KOTORAQ ZATEM WYPISYWAETSQ W ODNO SLOWO PODRQD PO STROKAM MATRICY

S RAZDELITELEM ; MEVDU STROKAMI MATRICY.

uTWERVDENIE. klika 2 NP .
dOKAZATELXSTWO. w KA^ESTWE SERTIFIKATA �b DLQ WHODA �a BUDEM

BRATX SPISOK IZ k WER[IN, SOSTAWLQ@]IH KLIKU. o^EWIDNO, j�bj 6 j�aj.
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pREDIKAT Q BUDET OBOZNA^ATX, ^TO DANNYE WER[INY ZADA@T KLIKU W

DANNOM GRAFE I \TIH WER[IN ROWNO k. dLQ RASPOZNAWANIQ SPRAWEDLI-

WOSTI TAKOGO SWOJSTWA Q LEGKO POSTROITX ALGORITM SO SLOVNOSTX@, NE

PREWOSHODQ]EJ POLINOMA OT SUMMARNOJ DLINY KODA GRAFA �a I SERTI-

FIKATA �b.

gamilxtonowcikl (gc). wHOD: L@BOJ NEORIENTIROWAN-
NYJ GRAF G.

wOPROS: sU]ESTWUET LI W GRAFE G GAMILXTONOW CIKL, TO ESTX

CIKL, PROHODQ]IJ ^EREZ KAVDU@ WER[INU ROWNO 1 RAZ?

uTWERVDENIE. gc 2 NP .
dOKAZATELXSTWO. sERTIFIKATOM ZDESX QWLQETSQ POSLEDOWATELX-

NOSTX IZ WER[IN v1; v2; : : : ; vm. pREDIKAT Q WYRAVAET UTWERVDENIE,

^TO W \TOJ POSLEDOWATELXNOSTI WSE WER[INY GRAFA WSTRE^A@TSQ ROWNO

1 RAZ I W GRAFE ESTX REBRA (vi; vi+1) DLQ WSEH i = 1; 2; : : : ;m�1, A TAKVE

REBRO (vm; v1). dLQ RASPOZNAWANIQ SPRAWEDLIWOSTI TAKOGO SWOJSTWA Q

LEGKO POSTROITX ALGORITM SO SLOVNOSTX@, NE PREWOSHODQ]EJ POLINOMA

OT SUMMARNOJ DLINY KODA GRAFA �a I SERTIFIKATA �b.

oPREDELENIE. kON_@NKTIWNOJ NORMALXNOJ FORMOJ (knf) NA-

ZYWAETSQ BULEWA FORMULA WIDA F (x1; : : : ; xm) = D1&D2& : : :&Dk, GDE

DLQ KAVDOGO j : Dj = tj;1 _ tj;2 _ : : : _ tj;nj I WSE tj;k | LIBO PEREMENNYE,

LIBO OTRICANIQ PEREMENNYH. wYRAVENIQ Dj NAZYWA@T DIZ_@NKTAMI,

A SOSTAWLQ@]IE IH tj;k LITERALAMI.

wypolnimostx (wyp). wHOD: L@BAQ FORMULA F W WIDE

knf.

wOPROS: SU]ESTWUET LI NABOR PEREMENNYH (�1; : : : ; �m), NA KOTO-

ROM F (�1; : : : ; �m) = 1 (WYPOLNIMA LI F )?

uTWERVDENIE. wyp 2 NP .
dOKAZATELXSTWO. sERTIFIKATOM DLQ WHODA F QWLQETSQ NABOR

(�1; : : : ; �m), NA KOTOROM F (�1; : : : ; �m) = 1. pREDIKAT Q WYRAVAET

TOT FAKT, ^TO DANNAQ FORMULA F NA DANNOM NABORE (�1; : : : ; �m) DEJ-

STWITELXNO PRINIMAET ZNA^ENIE 1. dLQ RASPOZNAWANIQ SPRAWEDLIWOSTI

TAKOGO SWOJSTWA Q LEGKO POSTROITX ALGORITM SO SLOVNOSTX@, NE PRE-

WOSHODQ]EJ POLINOMA OT SUMMARNOJ DLINY KODA FORMULY F I KODA

NABORA (�1; : : : ; �m).

e]E RAZ OBSUDIM WOPROS O PREDSTAWLENII WHODNYH DANNYH.mY NE

MOVEM, NAPRIMER, WKL@^ITX W ALFAWIT A PROIZWOLXNYE PEREMENNYE,

TAK KAK IH BESKONE^NOE ^ISLO, A L@BAQ MA[INA tX@RINGA RABOTAET

LI[X S KONE^NYMI ALFAWITAMI. oDNAKO DOSTATO^NO WZQTX ALFAWIT

A = fx; 0; 1;&;_; e; (; )g I PEREMENNU@ xi ZAPISYWATX KAK x S IDU]IM
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DALEE ^ISLOM i, PREDSTAWLENNYM W DWOI^NOJ SISTEME S^ISLENIQ. oBRA-

TIM TAKVE WNIMANIE NA TO, ^TO W OPREDELENII ZADA^ RASPOZNAWANIQ NA

WHOD MOVET POSTUPITX L@BOE SLOWO W ZADANNOM ALFAWITE A. w ZADA^E

wyp MNOGIE TAKIE SLOWA NE PREDSTAWLQ@T knf. pREDPOLAGAETSQ, ^TO

OTWETOM DLQ TAKIH WHODNYH SLOW QWLQETSQ \NET". aNALOGI^NO PONIMA-

@TSQ I DRUGIE ZADA^I (NAPRIMER, klika ILI gc).

tEOREMA. P � NP .

dOKAZATELXSTWO. pUSTX L 2 P , I L � A�. wOZXMEM L@BOJ

ALFAWIT B I q(n) = 1. pREDIKAT Q(�a;�b) PUSTX WYRAVAET TOT FAKT, ^TO

�a 2 L (NEZAWISIMO OT �b). tAK KAK L 2 P , TO PREDIKAT Q RASPOZNAETSQ

ZA WREMQ, POLINOMIALXNO ZAWISQ]EE OT j�aj, A ZNA^IT I OT j�aj + j�bj, TO
ESTX Q 2 P . pRI \TOM, O^EWIDNO, ^TO DLQ L@BOGO �a 2 A� SPRAWEDLIWO

SOOTNO[ENIE

�a 2 L() 9�b 2 B�(j�bj 6 1&Q(�a;�b))

(SERTIFIKAT �b ZDESX NE ZAWISIT OT �a). tAKIM OBRAZOM, L 2 NP . tEOREMA

DOKAZANA.

48



tEOREMA kUKA

oPREDELENIE. qZYK L (ZADA^A RASPOZNAWANIQ) NAZYWAETSQ

NP -TRUDNYM, ESLI L@BOJ QZYK L1 IZ NP POLINOMIALXNO SWODITSQ K

L.

w SOOTWETSTWII S TEOREMOJ ( ), ESLI QZYK L QWLQETSQ NP -TRUDNYM

I L 2 P , TO NP � P I S U^ETOM TEOREMY ( ) P = NP . i OBRATNO, ESLI

P 6= NP , TO L =2 P . tAKIM OBRAZOM, NP -TRUDNOSTX QZYKA QWLQETSQ

KOSWENNYM SWIDETELXSTWOM TOGO, ^TO L =2 P (KOSWENNYM POTOMU, ^TO

WEROQTNO P 6= NP , NO \TO POKA NE DOKAZANO I NE OPROWERGNUTO).

oPREDELENIE. qZYK L (ZADA^A RASPOZNAWANIQ) NAZYWAETSQ

NP -POLNYM, ESLI L 2 NP I L QWLQETSQ NP -TRUDNYM.

eSTESTWENNO WOZNIKAET WOPROS O TOM, SU]ESTWU@T LI TAKIE \UNI-

WERSALXNYE" ZADA^I W KLASSE NP , K KOTORYM POLINOMIALXNO SWODQTSQ

WSE ZADA^I IZ NP . oKAZYWAETSQ, ^TO SU]ESTWU@T. pERWYJ REZULXTAT

TAKOGO RODA BYL USTANOWLEN s. kUKOM.

tEOREMA (s. kUK). zADA^A wyp (O WYPOLNIMOSTI knf) QWLQ-
ETSQ NP -POLNOJ.

dOKAZATELXSTWO. wY[E UVE DOKAZANO, ^TO wyp 2 NP . pO\TOMU

NADO DOKAZATX, ^TO L@BOJ QZYK L IZ NP POLINOMIALXNO SWODITSQ K

wyp. pUSTX L 2 NP I L � A�. |TO OZNA^AET, ^TO SU]ESTWU@T POLINOM

q(n), ALFAWIT B I PREDIKAT Q(x; y) : A� � B� ! f\I", \L"g TAKIE, ^TO
Q(x; y) 2 P I DLQ L@BOGO SLOWA �a 2 A� SPRAWEDLIWO

�a 2 L() 9�b(j�bj 6 q(j�aj)&Q(�a;�b)):

nAM NADO POKAZATX, ^TO L POLINOMIALXNO SWODITSQ K wyp. |TO

OZNA^AET, ^TO NADO POSTROITX TAKOE PREOBRAZOWANIE S POLINOMIALXNOJ

SLOVNOSTX@ ' : A� ! C�, GDE C | ALFAWIT ZADA^I wyp, ^TO �a 2
L() '(�a) = F�a | WYPOLNIMAQ knf OT NEKOTORYH PEREMENNYH.

tAK KAK Q(x; y) 2 P , TO SU]ESTWUET MA[INA tX@RINGA M , KOTO-

RAQ RASPOZNAET PREDIKAT Q(x; y) ZA WREMQ (^ISLO [AGOW), NE PREWOSHO-

DQ]EE NEKOTOROGO POLINOMA p0 OT DLINY WHODA. bUDEM S^ITATX, ^TO NA-

^ALXNAQ KONFIGURACIQ MA[INYM1 QWLQETSQ STANDARTNOJ, TO ESTX PARA

(�a;�b) PREDSTAWLQETSQ NA LENTE DWUMQ SLOWAMI �a I �b S ODNOJ RAZDELQ@]EJ

Q^EJKOJ, W KOTOROJ STAWITSQ PUSTOJ SIMWOL �, GOLOWKA OBOZREWAET SA-

MYJ LEWYJ SIMWOL SLOWA �a I MA[INA NAHODITSQ W NA^ALXNOM SOSTOQNII

q1. tOGDA WREMQ RABOTY M1 NA PROIZWOLXNOJ PARE (�a;�b) NE PREWY[AET

p0(j�aj+j�bj+1). bUDEM S^ITATX, ^TO MA[INAM1 OSTANAWLIWAETSQ TOLXKO

W ODNOM IZ DWUH ZAKL@^ITELXNYH SOSTOQNIJ, PRI^EM ZAKL@^ITELXNOE
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SOSTOQNIE q0 MA[INY M1 SOOTWETSTWUET OTWETU \DA" (KAKOE SOSTOQNIE

SOOTWETSTWUET OTWETU \NET" DLQ NAS BUDET NE WAVNO).

pUSTX DANO �a 2 A� I j�aj = n. tOT FAKT, ^TO �a 2 L, RAWNOSILEN W

SOOTWETSTWII S () TOMU, ^TO NAJDETSQ SLOWO �b 2 B� S DLINOJ j�bj 6 q(n)

TAKOE, ^TO MA[INA M1 NA^AW RABOTU NA PARE (�a;�b) PRIDET W SOSTOQNIE

q0 = \DA". pRI \TOM WREMQ RABOTY M1 NA PARE (�a;�b) NE PREWOSHODIT

p0(n + q(n) + 1) = p(n), GDE p | NEKOTORYJ POLINOM. oTMETIM, ^TO

MOVNO S^ITATX, ^TO WO WSEH POLINOMAH WSE KO\FFICIENTY NEOTRICA-

TELXNY. tOGDA p(n) > n+ 1 + q(n).

nESKOLXKO MODIFICIRUEM PROGRAMMU MA[INY M1. a IMENNO, ES-

LI MA[INA M1 NAHODITSQ W NEKOTOROM ZAKL@^ITELXNOM SOSTOQNII I

GOLOWKA OBOZREWAET NEKOTORYJ SIMWOL, TO PUSTX MA[INA M1 OSTAWLQET

W Q^EJKE TOT VE SIMWOL, GOLOWKA NIKUDA NE SDWIGAETSQ I MA[INA

OSTAETSQ W TOM VE SOSTOQNII. tO ESTX REALXNO NI^EGO NE PROISHODIT,

NO FORMALXNO MA[INA PRODOLVAET RABOTATX BESKONE^NO. pOLU^ENNU@

MA[INU OBOZNA^IM M . tOGDA DLQ SLOWA �a 2 A� DLINY j�aj = n IMEEM:

�a 2 L () 9�b 2 B�(j�bj 6 q(n) I MA[INA M , ZAPU]ENNAQ NA PARE (�a;�b),

W MOMENT WREMENI p(n) BUDET NAHODITXSQ W SOSTOQNII q0 = \DA").

nA[A DALXNEJ[AQ CELX | ZAPISATX PRAWU@ ^ASTX W \TOJ RAWNO-

SILXNOSTI W WIDE knf F�a(x1; : : : ; xm) OT NEKOTORYH PEREMENNYH, TAK

^TOBY FORMULA F�a BYLA WYPOLNIMA TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA \TA

PRAWAQ ^ASTX ISTINNA. pEREPI[EM ( ) BOLEE PODROBNO:

�a 2 L() 9�b 2 B�9K0; K1; : : : ; Kp(n) (j�bj 6 q(n) IK0; K1; : : : ; Kp(n)

| KONFIGURACII MA[INY M TAKIE, ^TO K0 | NA^ALXNAQ KONFIGU-

RACIQ DLQ PARY (�a;�b), SOSTOQNIE W Kp(n) ESTX q0 I DLQ KAVDOGO j =

0; 1; : : : ; p(n) � 1 KONFIGURACIQ Kj+1 POLU^AETSQ IZ Kj PO PROGRAMME

MA[INY M).

pUSTX Q^EJKI LENTY W M ZANUMEROWANY CELYMI ^ISLAMI SLEWA

NAPRAWO I Q^EJKA, S KOTOROJ GOLOWKA NA^INAET RABOTATX (I S KOTOROJ

NA^INAETSQ SLOWO �a), IMEET NOMER 0. tOGDA ZA p(n) TAKTOW GOLOWKA NE

MOVET POPASTX W Q^EJKI S NOMERAMI MENX[E �p(n) I BOLX[E p(n). pO-
\TOMU MOVNO S^ITATX, ^TO KONFIGURACII K0; K1; : : : ; Kp(n) OPREDELENY

TOLXKO NA ZONE [�p(n); p(n)] LENTY.
pUSTX MA[INAM IMEET LENTO^NYJ ALFAWIT D = fd0; d1; : : : ; dmg,

GDE d0 = �, PRI \TOM A � D I B � D. pUSTX Q = fq0; q1; : : : ; qlg| MNO-

VESTWO SOSTOQNIJ MA[INYM , PRI^EM q1 | NA^ALXNOE SOSTOQNIE I q0 =

\DA". wWEDEM BULEWSKIE PEREMENNYE xti;j ; y
t
i; z

t
k, GDE i = �p(n);�p(n) +

1; : : : ; p(n); j = 0; 1; : : : ;m; k = 0; 1; : : : ; l; t = 0; 1; : : : ; p(n) I PRIDADIM

IM SLEDU@]IJ SMYSL:
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xti;j = \I"() W i-J Q^EJKE W KONFIGURACII Kt NAHODITSQ SIMWOL

dj ;

yti = \I" () W KONFIGURACII Kt GOLOWKA OBOZREWAET Q^EJKU S

NOMEROM i;

ztk = \I"() W KONFIGURACII Kt SOSTOQNIE qk.

iSKOMU@ FORMULU F�a MY BUDEM STROITX KAK knf OT WSEH \TIH

PEREMENNYH F�a(fxti;jg; fy
t
ig; fz

t
kg) PRI^EM TAK, ^TOBY ONA BYLA WYPOL-

NIMA TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA PRAWAQ ^ASTX W ( ) ISTINNA. dLQ

\TOGO DOSTATO^NO, ^TOBY knf F�a BYLA ISTINNA NA NEKOTOROM NABORE

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA: 1) \TOT NABOR KORREKTNO ZADAET NABOR

KONFIGURACIJK0; K1; : : : ; Kp(n) MA[INYM ; 2) PRI \TOM KONFIGURACIQ

K0 QWLQETSQ PRAWILXNOJ NA^ALXNOJ KONFIGURACIEJ DLQ PARY (�a;�b), GDE

�a | ZADANNOE SLOWO I �b 2 B� | KAKOE-NIBUDX SLOWO DLINY NE BOLEE

q(n); 3) W KONFIGURACII Kp(n) SOSTOQNIE q0 = \DA"; 4) DLQ KAVDOGO

j = 0; 1; : : : ; p(n)�1 KONFIGURACIQKj+1 POLU^AETSQ IZKj PO PROGRAMME

MA[INY M .

rASSMOTRIM SWOJSTWO 1). eSLI ZADANA KONFIGURACIQKt, TO PO NEJ

ODNOZNA^NO OPREDELQ@TSQ ZNA^ENIQ PEREMENNYH xti;j ; y
t
i ; z

t
k PRI DANNOM

t. oBRATNOE NEWERNO, POSKOLXKU, NAPRIMER, ESLI SRAZU 2 PEREMENNYE

xi;j1 I xi;j2 ISTINNY, TO \TO OZNA^AET, ^TO W KONFIGURACII Kt W Q^EJKE

i DOLVNY NAHODITXSQ I SIMWOL dj1 I SIMWOL dj2. lEGKO PONQTX, ^TO

USLOWIE KORREKTNOGO ZADANIQ KONFIGURACIJ WYRAVAETSQ SLEDU@]IM

OBRAZOM: PRI KAVDOM t DLQ KAVDOGO i ROWNO ODNA IZ PEREMENNYH xti;j =

\I"; PRI KAVDOM t ROWNO ODNA IZ PEREMENNYH yti = \I" I PRI KAVDOM t

ROWNO ODNA IZ PEREMENNYH ztk = \I".

pUSTX H(v1; : : : ; vs) | FUNKCIQ ALGEBRY LOGIKI, RAWNAQ 1 TOGDA

I TOLXKO TOGDA, KOGDA SREDI v1; : : : ; vs ROWNO 1 EDINICE.

lEMMA. fUNKCI@ H(v1; : : : ; vs) MOVNO PREDSTAWITX W WIDE knf

S DLINOJ (^ISLOM LITERALOW) NE BOLEE s2.
dOKAZATELXSTWO. lEGKO PROWERITX, ^TO

H(v1; : : : ; vs) = (v1 _ v2 _ : : : _ vs)&(&i6=j(�vi _ �vj)):

dLINA \TOJ knf RAWNA s+ s(s�1)

2
� 2 = s2.

lEMMA. tOT FAKT, ^TO NABOR PEREMENNYH xti;j; y
t
i ; z

t
k KORREKTNO

ZADAET KONFIGURACII K0; K1; : : : ; Kp(n), MOVNO WYRAZITX W WIDE knf
F1 DLINY NE BOLEE p1(n), GDE p1 | NEKOTORYJ POLINOM.

dOKAZATELXSTWO. |TOT FAKT WYRAVAETSQ FORMULOJ

F 0
1 = &

p(n)
t=0&

p(n)

i=�p(n)H(xti;0; x
t
i;1; : : : ; x

t
i;m) &

& &
p(n)
t=0H(yt�p(n); y

t
�p(n)+1; : : : ; y

t
p(n)) & &

p(n)
t=0H(zt0; z

t
1; : : : ; z

t
l ): (15)
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pREDSTAWLQQ KAVDU@ FUNKCI@ H S POMO]X@ knf W SOOTWETSTWII S

LEMMOJ ( ), POLU^IM knf F1 DLINY

(p(n)(2p(n)+1)(m+1)2+(p(n)+1)(2p(n)+1)2+(p(n)+1)(l+1)2 6 p1(n);

GDE p1(n) | NEKOTORYJ POLINOM.

lEMMA. pRI USLOWII, ^TO NABOR PEREMENNYH x0i;j ; y
0
i ; z

0
k KORREKT-

NO ZADAET KONFIGURACI@ K0; TOT FAKT, ^TO K0 QWLQETSQ PRAWILXNOJ

NA^ALXNOJ KONFIGURACIEJ DLQ PARY (�a;�b), GDE �a | ZADANNOE SLOWO I
�b 2 B� | KAKOE-NIBUDX SLOWO DLINY NE BOLEE q(n), MOVNO WYRAZITX W
WIDE knf F2 DLINY NE BOLEE p2(n), GDE p2 | NEKOTORYJ POLINOM.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX �a = dj1dj2 : : : djn I �b 2 B�, GDE B =

fdr1; dr2 ; : : : ; drwg. tOGDA UKAZANNYJ W LEMME FAKT WYRAVAETSQ FORMU-
LOJ

F2 = x00;j1&x
0
1;j2

& : : :&x0n�1;jn
&x0n;0 &

& (&�1
i=�p(n)x

0
i;0) & &

n+q(n)
i=n+1 (x

0
i;r1
_ x0i;r2 _ : : : _ x

0
i;rw

) &

& (&
p(n)

i=n+q(n)+1
x0i;0) & &

n+q(n)�1
i=n+1 (�x0i;0 _ x

0
i+1;0): (16)

pOSLEDNQQ SKOBKA �x0i;0_x
0
i+1;0 = �x0i;0 ! x0i+1;0 OZNA^AET, ^TO ESLI W Q^EJKE

i STOIT PUSTOJ SIMWOL, TO I W SLEDU@]EJ Q^EJKE DOLVEN STOQTX PUSTOJ

SIMWOL, TO ESTX SLOWO �b NE MOVET IMETX RAZRYWOW. fORMULA F2 QWLQETSQ

knf S DLINOJ

n+ 1 + p(n) + q(n) � w + p(n)� n� q(n)� 1 + (q(n)� 1) � 2 6 p2(n);

GDE p2 | NEKOTORYJ POLINOM.

sLEDU@]EE UTWERVDENIE O^EWIDNO.

lEMMA. tOT FAKT, ^TO W Kp(n) SOSTOQNIE q0, WYRAVAETSQ W

WIDE knf F3 = z
p(n)
0 .

rASSMOTRIM TEPERX BOLEE PODROBNO PROGRAMMU MA[INYM . pRED-

STAWIM EE KOMANDY W WIDE ajqk ! a'(j;k)q (j;k)R(j; k), GDE R(j; k) = �1; 0
ILI 1 SOOTWETSTWENNO, DLQ SDWIGA WLEWO, OSTAWLENIQ GOLOWKI NA MESTE

I SDWIGA WPRAWO.

lEMMA.pRI USLOWII, ^TO NABOR PEREMENNYH xti;j ; y
t
i ; z

t
k KORREKTNO

ZADAET KONFIGURACII K0; K1; : : : ; Kp(n), TOT FAKT, ^TO KAVDAQ KON-
FIGURACIQ Kj+1 POLU^AETSQ IZ Kj PO PROGRAMME MA[INY M , MOVNO
WYRAZITX W WIDE knf F4 DLINY NE BOLEE p4(n), GDE p4 | NEKOTORYJ

POLINOM.
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dOKAZATELXSTWO. |TOT FAKT WYRAVAETSQ FORMULOJ

F 0
4 = &

p(n)�1
t=0 &

p(n)

i=�p(n)&
m
j=0&

l
k=0(y

t
i&x

t
i;j&z

t
k !

! xt+1
i;'(j;k)&z

t+1
 (j;k)&y

t+1
i+R(j;k)) &

& &
p(n)�1
t=0 &

p(n)

i=�p(n)(�y
t
i ! &m

j=0(x
t+1
i;j � xti;j)): (17)

pERWAQ ^ASTX \TOJ FORMULY WYRAVAET IZMENENIE INFORMACII W OBO-

ZREWAEMOJ Q^EJKE, IZMENENIE SOSTOQNIQ I SDWIG GOLOWKI, WTORAQ ^ASTX

WYRAVAET TOT FAKT, ^TO SIMWOLY WO WSEH Q^EJKAH, KROME OBOZREWAEMOJ,

NE IZMENQ@TSQ. wYRAVENIE W PERWOJ SKOBKE W F 0
4 | \TO FUNKCIQ OT 6

PEREMENNYH I EE (KAK L@BU@ FUNKCI@ ALGEBRY LOGIKI, OTLI^NU@ OT

KONSTANTY 1) MOVNO PREDSTAWITX W WIDE knf NEKOTOROJ DLINY L1.

aNALOGI^NO MOVNO PREDSTAWITX W WIDE knf KONSTANTNOJ DLINY L2

FUNKCI@ OT 2m + 1 PEREMENNYH, STOQ]U@ WO WTOROJ SKOBKE. pRI \TOM

F 0
4 PREOBRAZUETSQ W knf K4 DLINY p(n) � (2p(n) + 1) �m � l � L1 + p(n) �

(2p(n) + 1) � L2 6 p4(n), GDE p4 | NEKOTORYJ POLINOM.

pOLOVIM F�a = F1 � F2 � F3 � F4. tOGDA F�a | knf I PO LEMMAM

NA NABORE PEREMENNYH xti;j ; y
t
i ; z

t
k ONA ISTINNA TOGDA I TOLXKO TOGDA,

KOGDA PEREMENNYE KORREKTNO ZADA@T NEKOTOROE WY^ISLENIE MA[INY

M , PRIWODQ]EE W SOSTOQNIE q0 = \DA", DLQ WHODNOJ PARY (�a;�b), GDE �b

| KAKOE-NIBUDX SLOWO IZ B� TAKOE, ^TO j�bj 6 q(j�aj). tAKIM OBRAZOM F�a

ISTINNA HOTQ BY NA ODNOM NABORE (T.E. WYPOLNIMA) W TOM I TOLXKO W

TOM SLU^AE, ESLI ISTINNA PRAWAQ ^ASTX W (1) I, SLEDOWATELXNO, ESLI

�a 2 L. pOLU^AEM, ^TO F�a | ISKOMAQ knf. eE DLINA NE PREWOSHODIT

NEKOTOROGO POLINOMA OT n. pRI \TOM NETRUDNO PONQTX, ^TO PO DANNOMU

SLOWU �a (I FIKSIROWANNOJ PROGRAMME MA[INYM) \TA knf F�a = F1�F2�
F3 � F4 WYPISYWAETSQ ZA WREMQ, OGRANI^ENNOE POLINOMOM OT EE DLINY,

I, SLEDOWATELXNO, OGRANI^ENNOE POLINOMOM OT DLINY SLOWA �a. tAKIM

OBRAZOM, OTOBRAVENIE �a ! F�a QWLQETSQ POLINOMIALXNYM SWEDENIEM

QZYKA L K QZYKU wyp. pOSKOLXKU L | PROIZWOLXNYJ QZYK IZ NP , TO

POLU^AEM, ^TO wyp | NP -TRUDNAQ ZADA^A, A TAK KAK wyp 2 NP , TO

wyp | NP -POLNAQ ZADA^A. tEOREMA kUKA DOKAZANA.
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NP -POLNYE ZADA^I

sLEDU@]AQ TEOREMA POZWOLQET WYWODITX NP -POLNOTU ODNIH ZA-

DA^ IZ NP -POLNOTY DRUGIH ZADA^.

tEOREMA. eSLI L1 | NP -TRUDNYJ QZYK I L1 POLINOMIALXNO

SWODITSQ K QZYKU L2, TO L2 | NP -TRUDNYJ QZYK. eSLI PRI \TOM

L2 2 NP , TO L2 | NP -POLNYJ QZYK.
dOKAZATELXSTWO. pUSTX L | L@BOJ QZYK IZ NP . tAK KAK L1

| NP -TRUDNYJ QZYK, TO L POLINOMIALXNO SWODITSQ K L1. tAK KAK

PO USLOWI@ L1 POLINOMIALXNO SWODITSQ K L2, TO I L POLINOMIALXNO

SWODITSQ K L2. tAK KAK L | PROIZWOLXNYJ QZYK IZ NP , TO L2 |

NP -TRUDNYJ QZYK PO OPREDELENI@.

oPREDELENIE. knf, U KOTOROJ W KAVDOM DIZ_@NKTE ROWNO 3

LITERALA, BUDEM NAZYWATX 3-knf.

zADA^A 3-WYPOLNIMOSTX (3-wyp).

wHODNOJ ALFAWIT TOT VE, ^TO I W ZADA^E wyp.

wOPROS: WERNO LI, ^TO WHODNOE SLOWO | \TO 3-knf, KOTORAQ WY-

POLNIMA.

uTWERVDENIE. 3-wyp 2 NP:

dOKAZATELXSTWO. zADA^A 3-wyp UDOWLETWORQET OPREDELENI@ ZA-

DA^ IZ KLASSA NP . pRI \TOM W KA^ESTWE SERTIFIKATA DOSTATO^NO WZQTX

NABOR ~�, NA KOTOROM DANNAQ 3-knf WYPOLNIMA (ESLI TAKOJ SU]ESTWU-

ET), A ALGORITM PROWERKI SERTIFIKATA BUDET PROWERQTX, DEJSTWITELXNO

LI WHODNOE SLOWO ESTX 3-knf I WERNO LI, ^TO \TA knf NA NABORE ~�

RAWNA 1. wSE \TO MOVNO OSU]ESTWITX ZA POLINOMIALXNOE (OT DLINY

WHODA) WREMQ.

tEOREMA. zADA^A 3-wyp NP -POLNA.
dOKAZATELXSTWO. sWEDEM ZADA^U wyp POLINOMIALXNO K ZADA^E

3-wyp. pUSTX A | ALFAWIT OBEIH ZADA^. nAM NADO DLQ KAVDOGO SLOWA

�a 2 A� ZA POLINOMIALXNOE (OT DLINY SLOWA �a) WREMQ POSTROITX SLOWO

'(�a) TAK, ^TOBY '(�a) BYLO WYPOLNIMOJ 3-knf TOGDA I TOLXKO TOGDA,

KOGDA �a | WYPOLNIMAQ knf. eSLI �a 2 A� NE knf, TO POLOVIM '(�a) =

�a. eSLI VE �a | knf D1 �D2 � : : : �Ds OT PEREMENNYH x1; x2; : : : ; xn; TO

PREOBRAZUEM EE W 3-knf '(�a) = F1�F2�: : :�Fs SLEDU@]IM OBRAZOM. pUSTX
Y = fy1; y2; : : : g | NEKOTORYE PEREMENNYE, KOTORYE NE WSTRE^A@TSQ W

knf �a. rASSMOTRIM 4 SLU^AQ.

1) eSLI Di = ti;1 _ ti;2 _ ti;3; TO POLOVIM Fi = Di.

2) eSLIDi = ti;1_ti;2; TO POLOVIM Fi = (ti;1_ti;2_yj)�(ti;1_ti;2_ �yj);
GDE yj 2 Y . zAMETIM, ^TO Fi = 1() Di = 1.
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3) eSLI Di = ti; TO POLOVIM

Fi = (ti _ yk _ yl)(ti _ yk _ �yl) � (ti _ �yk _ yl)(ti _ �yk _ �yl);

GDE yk 6= yl. oPQTX Fi = 1() Di = 1.

4) pUSTX Di = t1 _ t2 _ : : : _ tm I m > 4.pOLOVIM

Fi = (t1 _ t2 _ y1)(�y1 _ t3 _ y2)(�y2 _ t4 _ y3) � : : :
: : : � (�ym�4 _ tm�2 _ ym�3)(�ym�3 _ tm�1 _ tm); (18)

GDE WSE yj RAZLI^NY.

lEMMA. eSLI Fi = 1, TO I Di = 1. eSLI Di = 1, TO SU]ESTWUET
NABOR ZNA^ENIJ PEREMENNYH y1; y2; : : : ; ym�3 TAKOJ, ^TO Fi = 1.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX ~� = (�1; : : : ; �n)|NABOR ZNA^ENIJ PERE-

MENNYH x1; : : : ; xn IZ Di I ~� = (�1; : : : ; �m�3)|NABOR ZNA^ENIJ PEREMEN-

NYH y1; : : : ; ym�3. pUSTX Fi(~�; ~�) = 1, TO ESTX WSE SKOBKI W Fi NA NABORE

(~�; ~�) RAWNY 1. eSLI �1 = 0, TO t1(~�) _ t2(~�) = 1 I Di(~�) = 1. eSLI

�m�3 = 1, TO tm�1(~�)_tm(~�) = 1 IDi(~�) = 1. eSLI VE �1 = 1 I �m�3 = 0,

TO NAJDETSQ k TAKOE, ^TO �k = 1, �k+1 = 0. tAK KAK ��k _ tk+2 _ �k+1 = 1,

TO W \TOM SLU^AE tk+2(~�) = 1 I Di(~�) = 1. sLEDOWATELXNO, ESLI Fi = 1,

TO I Di = 1. oBRATNO PUSTX Di(~�) = 1. tOGDA SU]ESTWUET tk TAKOE, ^TO

tk(~�) = 1. eSLI k = 1 ILI k = 2, TO WYBEREM �1 = �2 = : : : = �m�3 = 0.

pRI \TOM Fi(~�; ~�) = 1. eSLI k = m � 1 ILI k = m, TO WYBEREM

�1 = �2 = : : : = �m�3 = 1. pRI \TOM OPQTX Fi(~�; ~�) = 1. w OSTALXNYH

SLU^AQH POLOVIM �1 = �2 = : : : = �k�2 = 1, �k�1 = �k = : : : = �m�3 = 0:

sNOWA POLU^IM Fi(~�; ~�) = 1. lEMMA DOKAZANA.

pRODELAEM UKAZANNYE WY[E W PUNKTAH 2)-4) ZAMENY Di NA Fi,

ISPOLXZUQ DLQ RAZNYH Di RAZNYE PEREMENNYE yj. tOGDA PO LEMME POLU-

^AEM, ^TO ESLI 3-knf F1 �F2 � : : : �Fs RAWNA 1 NA KAKOM-TO NABORE, TO NA

TOM VE NABORE RAWNA 1 I knf D1 � D2 � : : : �Ds, I OBRATNO, ESLI knf

D1 �D2 � : : : �Ds RAWNA 1 NA NEKOTOROM NABORE, TO SU]ESTWUET NABOR, NA

KOTOROM 3-knf F1 � F2 � : : : � Fs TAKVE RAWNA 1. tAKIM OBRAZOM 3-knf

F1 �F2 � : : : �Fs WYPOLNIMA TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA WYPOLNIMA knf
D1 �D2 � : : : �Ds, TO ESTX NA[E PREOBRAZOWANIE QWLQETSQ SWEDENIEM ZADA^I

wyp K ZADA^E 3-wyp.

rASPOZNATX, QWLQETSQ LI WHODNOE SLOWO �a 2 A� knf MOVNO ZA

POLINOMIALXNOE OT DLINY �a WREMQ. pREOBRAZOWATX WSE Di W Fi TAKVE

MOVNO ZA POLINOMIALXNOE WREMQ. pO\TOMU MY IMEEM POLINOMIALXNOE

SWEDENIE ZADA^I wyp K ZADA^E 3-wyp. pOSKOLXKU ZADA^A wyp QWLQ-

ETSQ NP -POLNOJ I 3-wyp 2 NP , TO PO TEOREME POLU^AEM, ^TO ZADA^A

3-wyp QWLQETSQ NP -POLNOJ.

pOSMOTRIM, NELXZQ LI W POSLEDNEJ TEOREME ZAMENITX 3 NA 2.
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oPREDELENIE. knf, U KOTOROJ W KAVDOM DIZ_@NKTE NE BOLEE 2

LITERALOW, BUDEM NAZYWATX 2-knf.

zADA^A 2-WYPOLNIMOSTX (2-wyp).

wHODNOJ ALFAWIT TOT VE, ^TO I W ZADA^E wyp.

wOPROS: WERNO LI, ^TO WHODNOE SLOWO | \TO 2-knf, KOTORAQ WY-

POLNIMA.

tEOREMA. dLQ ZADA^I 2-wyp SU]ESTWUET ALGORITM S POLINO-
MIALXNOJ SLOVNOSTX@ (TO ESTX 2-wyp 2 P ).

dOKAZATELXSTWO. pROWERITX, QWLQETSQ LI WHODNOE SLOWO 2-knf,

MOVNO ZA POLINOMIALXNOE WREMQ. pO\TOMU BUDEM S^ITATX, ^TO NAM UVE

DANA 2-knf D1 �D2 � : : : �Ds I TREBUETSQ WYQSNITX, WYPOLNIMA LI ONA.

pUSTX DIZ_@NKTY D0 = xi _ t1 I D00 = �xi _ t2 IME@T PROTIWOPOLOVNYE
LITERALY xi I �xi (PRI \TOM MOVET BYTX t1 = ? ILI t2 = ?). tOGDA

REZOLXWENTOJ DIZ_@NKTOW D0 I D00 PO xi BUDEM NAZYWATX DIZ_@NKTD =

t1 _ t2 (ESLI t1 = t2, TO t1 _ t2 = t1). eSLI t1 = ? I t2 = ?, TO POLOVIM

D � 0.

lEMMA. dLQ L@BYH FORMUL A I B WYPOLNQETSQ RAWENSTWO

(xi _A)(�xi _B) = (xi _A)(�xi _B)(A _B):

dOKAZATELXSTWO. eSLI PRAWAQ ^ASTX RAWNA 1, TO, O^EWIDNO, I LEWAQ

^ASTX RAWNA 1. eSLI PRAWAQ ^ASTX RAWNA 0, TO LIBO xi _ A = 0, LIBO

�xi _B = 0, LIBO A _ B = 0. w PERWYH DWUH SLU^AQH LEWAQ ^ASTX RAWNA

0. w POSLEDNEM SLU^AE A = 0 I B = 0. tOGDA LEWAQ ^ASTX RAWNA (xi _
0)(�xi _ 0) = xi�xi = 0. lEMMA DOKAZANA.

lEMMA ( ) POKAZYWAET, ^TO DOBAWLENIE K 2-knf REZOLXWENTY L@-

BOJ PARY DIZ_@NKTOW NE MENQET FUNKCI@, REALIZUEMU@ 2-knf. bUDEM

PROSMATRIWATX WSE PARY DIZ_@NKTOW TEKU]EJ 2-knf I STROITX IH

REZOLXWENTY. eSLI OKAVETSQ, ^TO NEKOTORAQ REZOLXWENTA OTSUTSTWUET W

TEKU]EJ 2-knf, TO DOBAWIM EE I NA^NEM PROSMOTR SNA^ALA. tAK BUDEM

DELATX DO TEH POR, POKA NE OKAVETSQ, ^TO WSE REZOLXWENTY TEKU]EJ

2-knf UVE SODERVATSQ W NEJ.eSLI PRI \TOM BUDET POROVDENA REZOLX-

WENTA 0, TO WYDAEM OTWET: \iSHODNAQ 2-knf NEWYPOLNIMA", INA^E

WYDAEM OTWET: \iSHODNAQ 2-knf WYPOLNIMA".

lEMMA. aLGORITM OBQZATELXNO OSTANOWITSQ I RABOTAET PO-
LINOMIALXNOE WREMQ.

dOKAZATELXSTWO. eSLI DLINA ISHODNOJ 2-knf RAWNA n, TO W NEJ

NE BOLEE n PEREMENNYH, IZ KOTORYH MOVNO POSTROITX NE BOLEE (n+ 1)2

DIZ_@NKTOW S ODNOJ ILI DWUMQ PEREMENNYMI. pO\TOMU POISK NOWYH

REZOLXWENT BUDET POWTORQTXSQ NE BOLEE (n + 1)2 RAZ, PRI \TOM ^ISLO

56



PROSMATRIWAEMYH PAR DIZ_@NKTOW NE PREWOSHODIT (n + 1)4. oTS@DA

SLEDUET UTWERVDENIE LEMMY.

lEMMA. aLGORITM PRAWILXNO RE[AET ZADA^U 2-wyp.
dOKAZATELXSTWO. 1) pUSTX K = D1D2 � : : : �Ds| ISHODNAQ 2-knf

I PUSTX W KONE^NOJ knf K 0 ESTX SOMNOVITELX 0. pO LEMME K = K 0 I,

SLEDOWATELXNO, K � 0, TO ESTX K NEWYPOLNIMA. 2) pUSTX W KONE^NOJ

2-knf K 0 NET 0. pO POSTROENI@ K 0 ZAMKNUTA OTNOSITELXNO WZQTIQ

REZOLXWENT, TO ESTX REZOLXWENTA L@BYH DWUH DIZ_@NKTOW IZ K 0 SNOWA

SODERVITSQ W K 0. dOKAVEM, ^TO L@BAQ 2-knf S TAKIM SWOJSTWOM WY-

POLNIMA. dOKAZATELXSTWO PROWEDEM INDUKCIEJ PO ^ISLU PEREMENNYH n

W 2-knf K 0.

bAZIS INDUKCII: n = 1. tOGDA K 0 = xi ILI K 0 = x0i. w L@BOM

SLU^AE K 0 WYPOLNIMA.

iNDUKTIWNYJ PEREHOD. pUSTX UTWERVDENIE WERNO DLQ 2-knf S

n < m PEREMENNYMI I PUSTX WK 0 IMEETSQm PEREMENNYH x1; x2; : : : ; xm.

tOGDA

K 0 = (xm _ t1)(xm _ t2) � : : : � (xm _ tk)(�xm _ t01)(�xm _ t
0
2) � : : :

: : : � (�xm _ t0l) � C1 � C2 � : : : � Cr; (19)

GDE ti; t
0
j | LITERALY, LIBO 0, I C1 �C2 � : : : �Cr | 2-knf S PEREMENNYMI

x1; x2; : : : ; xm�1, ZAMKNUTAQ OTNOSITELXNO WZQTIQ REZOLXWENT. pO PRED-

POLOVENI@ INDUKCII SU]ESTWUET NABOR ~� = (�1; : : : ; �m�1), NA KOTOROM

C1 �C2 � : : : �Cr RAWNO 1. eSLI BY SU]ESTWOWALI ti I t
0
j TAKIE, ^TO ti(~�) = 0

I t0j(~�) = 0, TO BYLO BY I ti(~�) _ t0j(~�) = 0. nO ti _ t0j | REZOLXWENTA

DIZ_@NKTOW xm_ti I �xm_t0j . tAK KAK 2-knfK 0 ZAMKNUTA OTNOSITELXNO

WZQTIQ REWOLXWENT, TO ti _ t0j SODERVITSQ SREDI C1; C2; : : : ; Cr. nO \TO

PROTIWORE^IT TOMU, ^TO Cv(~�) = 1 PRI WSEH v. sLEDOWATELXNO, LIBO WSE

ti(~�) = 1, LIBO WSE t0j(~�) = 1. w PERWOM SLU^AE K 0 WYPOLNIMA NA NABORE

(~�; 0), WO WTOROM | NA NABORE (~�; 1):

tEOREMA POLNOSTX@ DOKAZANA.
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tEOREMA. zADA^A klika QWLQETSQ NP -POLNOJ.
dOKAZATELXSTWO. pOKAVEM, ^TO ZADA^A wyp POLINOMIALXNO SWO-

DITSQ K ZADA^E klika. dLQ \TOGO KAVDOMU SLOWU �a W ALFAWITE QZYKA

wyp SOPOSTAWIM PARU '(�a) = (G; k), GDE G | NEKOTORYJ GRAF I k |

NATURALXNOE ^ISLO, TAK, ^TOBY W G SU]ESTWOWALA KLIKA S k WER[INAMI

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA �a | WYPOLNIMAQ knf. eSLI �a | NE knf,

TO POLOVIM '(�a) = (G2; 2), GDE G2 | GRAF S 2 WER[INAMI I BEZ REBER

(O^EWIDNO, W G2 NET KLIKI S 2 WER[INAMI). pUSTX TEPERX �a | knf I

�a = D1 �D2 � : : :�Ds, GDEDi = ti;1_ti;2_ : : :_ti;mi
| DIZ_@NKTY. pOSTROIM

GRAF '(�a) = G�a = (V;E) S MNOVESTWOM WER[IN V I MNOVESTWOM REBER

E SLEDU@]IM OBRAZOM. kAVDOMU LITERALU ti;j IZ �a SOPOSTAWIM WER[INU

vi;j I BUDEM S^ITATX, ^TO

(vi1;j1; vi2;j2) 2 E () (i1 6= i2) I (ti2;j2 6= �ti1;j1):

pOLOVIM k = s, GDE s | ^ISLO DIZ_@NKTOW W �a.

lEMMA. w G�a ESTX KLIKA S s WER[INAMI TOGDA I TOLXKO TOGDA,
KOGDA knf �a WYPOLNIMA.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX knf �a PRINIMAET ZNA^ENIE 1 NA NABORE

~�. tOGDA Di(~�) = 1 DLQ WSEH i. sLEDOWATELXNO, DLQ KAVDOGO i SU]EST-

WUET ji TAKOE, ^TO ti;ji = 1. tOGDA SREDI t1;j1; t2;j2; : : : ; ts;js NET PROTI-

WOPOLOVNYH LITERALOW. pO\TOMU L@BYE WER[INY IZ v1;j1; v2;j2; : : : ; vs;js
SOEDINQ@TSQ W G�a REBROM, TO ESTX OBRAZU@T KLIKU S s WER[INAMI.

oBRATNO, PUSTX W GRAFE G�a ESTX KLIKA S s WER[INAMI

vi1;j1; vi2;j2; : : : ; vis;js. tOGDA i1; i2; : : : ; is WSE RAZLI^NY, TO ESTX LITERALY

IZ SEMEJSTWA M = fti1;j1; ti2;j2; : : : ; tis;jsg WHODQT PO ODNOMU W KAVDYJ

DIZ_@NKT knf �a, PRI^EM SREDI \TIH LITERALOW NET PROTIWOPOLOVNYH.

pUSTX x1; x2 : : : ; xn | WSE PEREMENNYE IZ �a. dLQ KAVDOGO k POLOVIM

xk = 1, ESLI LITERAL xk WSTRE^AETSQ W M , xk = 0, ESLI �xk WSTRE^AETSQ

W M , I xk | L@BOE, ESLI NI xk, NI �xk NET W M . tOGDA NA POSTROENNOM

NABORE ~� WSE LITERALY IZ M OBRA]A@TSQ W 1 I, SLEDOWATELXNO, WSE

DIZ_@NKTY I WSQ knf �a PRINIMA@T ZNA^ENIE 1, TO ESTX knf �a

WYPOLNIMA. lEMMA DOKAZANA.

tAKIM OBRAZOM PEREHOD �a! '(�a) QWLQETSQ SWEDENIEM ZADA^I wyp

K ZADA^E klika. rASPOZNATX, QWLQETSQ LI �a knf, I POSTROITX PO

�a GRAF G�a I ^ISLO k MOVNO ZA POLINOMIALXNOE WREMQ. pO\TOMU \TO

POLINOMIALXNOE SWEDENIE. tAK KAK ZADA^A wypNP -POLNA I klika 2
NP , TO PO TEOREME POLU^AEM, ^TO I ZADA^A klika NP -POLNA.

zADA^A O NEZAWISIMOM MNOVESTWE WER[IN (nm).

wHOD: PARA (G; k), GDE G | GRAF, k | NATURALXNOE ^ISLO.
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wOPROS: SU]ESTWU@T LI W G k WER[IN, OBRAZU@]IH NEZAWISIMOE

MNOVESTWO, TO ESTX MNOVESTWO, W KOTOROM NIKAKIE WER[INY NE SOEDI-

NENY REBROM W G?

lEMMA. HM 2 NP .
dOKAZATELXSTWO. sERTIFIKATOM QWLQETSQ SAMO NEZAWISIMOE POD-

MNOVESTWO M S k WER[INAMI (ESLI TAKOE ESTX). pROWERITX, ^TO M

SODERVIT ROWNO k WER[IN I QWLQETSQ NEZAWISIMYM, MOVNO ZA POLINO-

MIALXNOE WREMQ.

zADA^A O WER[INNOM POKRYTII (wp).

wHOD: PARA (G; k), GDE G | GRAF, k | NATURALXNOE ^ISLO.

wOPROS: SU]ESTWUET LI W G MNOVESTWO M IZ k WER[IN, OBRAZU@-

]IH WER[INNOE POKRYTIE, TO ESTX TAKOE, ^TO L@BOE REBRO IZ G IMEET

HOTQ BY ODIN KONEC W M?

lEMMA. wp 2 NP .
dOKAZATELXSTWO. sERTIFIKATOM QWLQETSQ SAMO WER[INNOE PO-

KRYTIE M S k WER[INAMI (ESLI TAKOE ESTX). pROWERITX, ^TO M SO-

DERVIT ROWNO k WER[IN I QWLQETSQ WER[INNYM POKRYTIEM, MOVNO ZA

POLINOMIALXNOE WREMQ.

tEOREMA. zADA^I nm I wp NP -POLNY.
dOKAZATELXSTWO. sOPOSTAWIM PARE (G; k) PARU ( �G; k), GDE

�G|GRAF, QWLQ@]IJSQ DOPOLNENIEM K G (TO ESTX W �G TO VE MNOVESTWO

WER[IN V , ^TO I W G, I DWE WER[INY SOEDINQ@TSQ REBROM W �G TOGDA

I TOLXKO TOGDA, KOGDA ONI NE SOEDINQ@TSQ REBROM W G). pRI \TOM POD-

MNOVESTWO M � V QWLQETSQ KLIKOJ S k WER[INAMI W G TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA M QWLQETSQ NEZAWISIMYM MNOVESTWOM S k WER[INAMI

W �G. pOLU^AEM SWEDENIE (O^EWIDNO, POLINOMIALXNOE) ZADA^I klika

K ZADA^E nm. tAK KAK ZADA^A klika NP -POLNA I HM 2 NP , TO

ZADA^A nm NP -POLNAQ. sOPOSTAWIM PARE (G; k) PARU (G; n � k), GDE

n = jV j|^ISLO WER[IN W GRAFE G. pRI \TOM PODMNOVESTWO M � V

QWLQETSQ NEZAWISIMYM MNOVESTWOM S k WER[INAMI W G TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA V nM QWLQETSQ WER[INNYM POKRYTIEM S n�k WER[INAMI
W G. pOLU^AEM POLINOMIALXNOE SWEDENIE ZADA^I nm K ZADA^E wp. tAK

KAK ZADA^A nm NP -POLNAQ I wp 2 NP , TO I ZADA^A wp NP -POLNAQ.

oPREDELENIE. cIKL W GRAFE, PROHODQ]IJ ^EREZ KAVDU@ WER[I-

NU ROWNO 1 RAZ, NAZYWAETSQ GAMILXTONOWYM. gAMILXTONOWOJ CEPX@ NA-

ZYWAETSQ NEZAMKNUTAQ CEPX, PROHODQ]AQ ^EREZ KAVDU@ WER[INU ROWNO

1 RAZ.

zADA^A O GAMILXTONOWOM CIKLE (gc).

wHOD: PROIZWOLXNYJ GRAF G.
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wOPROS: ESTX LI W G GAMILXTONOW CIKL?

lEMMA. gc 2 NP .
dOKAZATELXSTWO. dLQ DANNOGO GRAFA G S n WER[INAMI SERTIFI-

KATOM QWLQETSQ POSLEDOWATELXNOSTX WER[IN (v1; v2; : : : ; vn). aLGORITM

PROWERKI SERTIFIKATA DOLVEN UBEDITXSQ, ^TO W \TOM SPISKE STOLXKO

VE WER[IN, SKOLXKO W GRAFE G, ^TO WSE ONI RAZLI^NY I ^TO DLQ WSEH

j = 1; 2; : : : ; n � 1 W GRAFE G ESTX REBRO (vj ; vj+1), A TAKVE ESTX REBRO

(vn; v1). wSE \TO MOVNO WYPOLNITX ZA POLINOMIALXNOE WREMQ.

tEOREMA. zADA^A gc NP -POLNA.
dOKAZATELXSTWO. pOSTROIM POLINOMIALXNOE SWEDENIE ZADA^I

3-wyp K ZADA^E gc. rASSMOTRIM 2 WSPOMOGATELXNYH GRAFA: �-GRAF

I �-GRAF, IZOBRAVENNYE NA RIS. pUSTX �-GRAF QWLQETSQ PODGRAFOM

NEKOTOROGO GRAFA G, PRI^EM S DRUGIMI WER[INAMI GRAFA MOGUT SO-

EDINQTXSQ TOLXKO WER[INY A1; A2; B1; B2, I PUSTX W G SU]ESTWUET

GAMILXTONOW CIKL. nETRUDNO PROWERITX, ^TO ESLI \TOT CIKL WHODIT

WNUTRX �-GRAFA, TO ON OBQZAN SRAZU OBOJTI WSE WNUTRENNIE WER[INY

�-GRAFA. pRI \TOM, ESLI ON WHODIT ^EREZ WER[INU A1, TO WYHODIT

OBQZATELXNO ^EREZ B1 I NAOBOROT. aNALOGI^NO, ESLI ON WHODIT ^EREZ

A2, TO WYHODIT ^EREZ B2 I NAOBOROT. pO\TOMU USLOWNO MOVNO S^ITATX,

^TO �-GRAF IMEET WSEGO 2 REBRA A1B1 I A2B2 I TREBUETSQ, ^TOBY CIKL

PROHODIL ROWNO PO ODNOMU IZ NIH.

pUSTX �-GRAF (RIS.) QWLQETSQ PODGRAFOM NEKOTOROGO GRAFA G,

PRI^EM S DRUGIMI WER[INAMI GRAFA G MOGUT SOEDINQTXSQ TOLXKO

WER[INY P I S. eSLI GAMILXTONOW CIKL WHODIT W �-GRAF ^EREZ P ILI

S, TO ON DOLVEN SRAZU OBOJTI WSE WER[INY \TOGO �-GRAFA (I WYJTI

^EREZ DRUGU@ WER[INU PARY P; S).

w �-GRAFE (RIS.) 3 PRAWYH REBRA PQ;QR I RS BUDEM NAZYWATX

OSNOWNYMI, A WER[INY P I S | GRANI^NYMI.

lEMMA. nE SU]ESTWUET GAMILXTONOWOJ CEPI W �-GRAFE IZ WER-
[INY P W WER[INU S, PROHODQ]EJ PO WSEM TREM OSNOWNYM REB-
RAM PQ;QR;RS. dLQ L@BOGO DRUGOGO PODMNOVESTWA OSNOWNYH REBER
(WKL@^AQ PUSTOE PODMNOVESTWO) SU]ESTWUET GAMILXTONOWA CEPX IZ

P W S, PROHODQ]AQ W TO^NOSTI PO \TOMU PODMNOVESTWU OSNOWNYH

REBER.
pERWAQ ^ASTX \TOJ LEMMY O^EWIDNA, DLQ DOKAZATELXSTWA WTOROJ

^ASTI DOSTATO^NO RASSMOTRETX WSE WOZMOVNYE SLU^AI I W KAVDOM PO-

STROITX SOOTWETSTWU@]U@ GAMILXTONOWU CEPX (POSTROJTE).

pUSTX A | ALFAWIT ZADA^I 3-wyp. kAVDOMU SLOWU �a 2 A� MY

SOPOSTAWIM GRAF G TAK, ^TOBY W G SU]ESTWOWAL GAMILXTONOW CIKL
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TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA �a | WYPOLNIMAQ 3-knf. eSLI �a 2 A� I �a

| NE 3-knf, TO SOPOSTAWIM �a GRAF G S DWUMQ WER[INAMI I 1 REBROM.

o^EWIDNO, W NEM NET GAMILXTONOWA CIKLA. pUSTX TEPERX �a = K = D1 �
D2 � : : : �Ds | PROIZWOLXNAQ 3-knf S PEREMENNYMI x1; x2; : : : ; xn. pUSTX

H1; H2; : : : ; Hs | �-GRAFY S GRANI^NYMI WER[INAMI Pj ; Sj. sOEDINIM

REBRAMI WER[INY Sj I Pj+1 DLQ j = 1; 2; : : : ; s � 1. pOLU^ENNYJ GRAF

OBOZNA^IM G1. ~EREZ G2 OBOZNA^IM GRAF S WER[INAMI C0; C1; : : : ; Cn,

W KOTOROM DLQ KAVDOGO i ESTX 2 REBRA (Ci�1; Ci) I NET DRUGIH REBER.

wER[INU P1 GRAFA G1 SOEDINIM REBROM S C0, A Ss SOEDINIM REBROM S

Cn. iZ DWUH REBER (Ci�1; Ci) ODNO SOPOSTAWIM PEREMENNOJ xi, A DRUGOE

| �xi. pERWOE OBOZNA^IM e1i , WTOROE e
0
i . w KAVDOM PODGRAFE Hj OSNOWNYE

REBRA PjQj ; QjRj; RjSj SOPOSTAWIM LITERALAM tj;1; tj;2; tj;3 DIZ_@NKTA

Dj. pUSTX LITERAL xi WSTRE^AETSQ W k DIZ_@NKTAH Dj I W PODGRAFAH

Hj LITERALU xi SOOTWETSTWU@T k REBER e1; e2; : : : ; ek. mEVDU REBROM

e1i = (Ci�1; Ci), SOOTWETSTWU@]IM xi, I KAVDYM IZ REBER e1; e2; : : : ; ek
WSTAWIM SOEDINITELXNYE REBRA TAK, ^TOBY OBRAZOWALOSX k �-GRAFOW.

tAK POSTUPIM DLQ WSEH xi. aNALOGI^NO POSTUPIM DLQ WSEH �xi S ZAMENOJ

e1i NA e
0
i . pOLU^ENNYJ GRAF OBOZNA^IM Gk.

lEMMA. w Gk ESTX GAMILXTONOW CIKL TOGDA I TOLXKO TOGDA,
KOGDA knf K WYPOLNIMA.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX W Gk SU]ESTWUET GAMILXTONOW CIKL W .

pO SWOJSTWAM �-GRAFA (SM.WY[E) MOVNO USLOWNO S^ITATX, ^TO GAMILX-

TONOW CIKL PROHODIT ROWNO PO ODNOMU IZ REBERA1B1 ILIA2B2 �-GRAFA.

sLEDOWATELXNO, MOVNO S^ITATX, ^TO CIKL W SNA^ALA PROHODIT PO

WSEM WER[INAM PODGRAFA G1, POTOM PO WSEM WER[INAM PODGRAFA G2,

PRI \TOM WYPOLNQETSQ TREBUEMOE SWOJSTWO DLQ KAVDOGO �-GRAFA. dLQ

KAVDOJ PARY REBER e0i ; e
1
i W G2 CIKL W , O^EWIDNO, DOLVEN PROHODITX

ROWNO PO ODNOMU IZ \TIH REBER. dLQ KAVDOGO i POLOVIM xi = 0, ESLIW

PROHODIT PO e0i , I xi = 1, ESLI W PROHODIT PO e1i . pOLU^ENNYJ NABOR

OBOZNA^IM ~� = (�1; : : : ; �n). rASSMOTRIM ODIN IZ PODGRAFOWHj W G1. pO

LEMME GAMILXTONOW CIKLW NE PROHODIT PO KRAJNEJ MERE PO ODNOMU IZ

OSNOWNYH REBER PODGRAFAHj . pUSTX \TOMU REBRU SOSPOSTAWLEN LITERAL

t S PEREMENNOJ xi. eSLI t = xi, TO \TO REBRO SOEDINENO �-GRAFOM S e1i ,

ESLI t = �xi, TO S e
0
i . tAK KAK PO DANNOMU REBRU CIKL W NE PROHODIT,

ON DOLVEN PROHODITX PO e1i , ESLI t = xi, I PO e0i , ESLI t = �xi. iZ

WYBORA �i POLU^AEM, ^TO W L@BOM SLU^AE t(~�) = 1 I, SLEDOWATELXNO,

Dj(~�) = 1. pOSKOLXKU \TO WERNO DLQ WSEH j, TO K(~�) = 1, TO ESTX knf

K WYPOLNIMA.

oBRATNO, PUSTX knf K WYPOLNIMA I K(~�) = 1, GDE ~� =
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(�1; : : : ; �n). pROWEDEM CIKLW PO PODGRAFUG2 TAK, ^TOBY DLQ KAVDOGO

i = 1; 2; : : : ; n ON PROHODIL PO e0i , ESLI �i = 0, I PO e1i , ESLI �i = 1. tOGDA

PO SWOJSTWAM �-GRAFOW CIKLW NE MOVET PROHODITX PO OSNOWNOMU REBRU

PODGRAFA G1, KOTOROMU PRIPISAN LITERAL t, TAKOJ, ^TO t(~�) = 1, I

OBQZAN PROHODITX PO OSNOWNOMU REBRU, ESLI EMU PRIPISAN LITERAL t,

TAKOJ, ^TO t(~�) = 0. tAK KAKDj(~�) = 1 DLQ WSEH j, TO W KAVDOM PODGRAFE

Hj SU]ESTWUET HOTQ BY ODNO REBRO, TAKOE, ^TO DLQ SOOTWETSTWU@]EGO

EMU LITERALA tj WYPOLNQETSQ tj(~�) = 1. sLEDOWATELXNO W KAVDOM

PODGRAFE Hj SU]ESTWUET ODNO, DWA ILI TRI OSNOWNYH REBRA, TAKIH,

^TO CIKL W NE DOLVEN PO NIM PROHODITX, I DOLVEN PROHODITX PO

OSTALXNYM OSNOWNYM REBRAM. pO LEMME W KAVDOM Hj MOVNO POSTROITX

GAMILXTONOWU CEPX, UDOWLETWORQ@]U@ \TIM TREBOWANIQM, I W CELOM W

GRAFE Gk MOVNO POSTROITX GAMILXTONOW CIKL. lEMMA DOKAZANA.

pROWERITX, QWLQETSQ LI SLOWO �a 2 A� 3-knf, I POSTROITX GRAF

Gk, ESLI �a = K | \TO 3-knf, MOVNO ZA POLINOMIALXNOE (OT DLINY �a)

WREMQ. pO\TOMU MY POLU^AEM POLINOMIALXNOE SWEDENIE ZADA^I 3-wyp

K ZADA^E gc. tAK KAK ZADA^A 3-wypNP -POLNA I gc 2 NP , TO I ZADA^A

gc NP -POLNA.
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zADA^I OPTIMIZACII

w PRAKTI^ESKIH PRILOVENIQH ^ASTO WOZNIKA@T ZADA^I OPTIMI-

ZACII, KOTORYE IME@T SLEDU@]U@ STRUKTURU. kAVDOMU WHODU x SO-

POSTAWLQETSQ NEKOTOROE MNOVESTWO Yx DOPUSTIMYH RE[ENIJ. zADAN

FUNKCIONAL F : Yx ! R, GDE R | MNOVESTWO DEJSTWITELXNYH ^ISEL.

tREBUETSQ NAJTI miny2Yx F (y), ILI maxy2Yx F (y), ILI TO DOPUSTIMOE

RE[ENIE y0, NA KOTOROM DOSTIGAETSQ OPTIMALXNOE ZNA^ENIE FUNKCIO-

NALA. eSLI FUNKCIONAL F WY^ISLQETSQ BYSTRO, TO NAJDQ OPTIMALX-

NOE DOPUSTIMOE RE[ENIE, MY MOVEM LEGKO POLU^ITX I OPTIMALXNOE

ZNA^ENIE FUNKCIONALA FOPT. oBRATNOE, WOOB]E GOWORQ, NE QSNO: MOVET

SU]ESTWOWATX BYSTRYJ ALGORITM, KOTORYJ NAHODIT FOPT, NE NAHODQ

OPTIMALXNOGO RE[ENIQ.

s KAVDOJ ZADA^EJ OPTIMIZACII MOVNO SWQZATX ZADA^U RASPOZNA-

WANIQ. pRI \TOM NA WHOD KROME x PODAETSQ ^ISLO k I SPRA[IWAETSQ,

WERNO LI, ^TO FOPT 6 k (ILI FOPT > k).

nA PRAKTIKE DLQ RE[ENIQ ZADA^ OPTIMIZACII ^ASTO ISPOLXZU@TSQ

ALGORITMY, NAZYWAEMYE VADNYMI ILI GRADIENTNYMI. w TAKIH ALGO-

RITMAH DOPUSTIMOE RE[ENIE STROITSQ POSTEPENNO PO [AGAM, PRI^EM

NA KAVDOM [AGE DELAETSQ WYBOR, OPTIMALXNYJ DLQ DANNOGO [AGA. kAK

MY UWIDIM NIVE, TAKOJ PODHOD NE WSEGDA PRIWODIT K OPTIMALXNO-

MU RE[ENI@ W CELOM. oDNAKO DLQ SLEDU@]EJ ZADA^I ON WSEGDA DA-

ET OPTIMALXNOE RE[ENIE. nAPOMNIM, ^TO DEREWOM NAZYWAETSQ L@BOJ

NEORIENTIROWANNYJ SWQZNYJ GRAF BEZ CIKLOW. pODGRAF G1 GRAFA G

NAZYWAETSQ OSTOWNYM, ESLI G1 SODERVIT WSE WER[INY GRAFA G. ~EREZ

Kn OBOZNA^AETSQ POLNYJ GRAF NA n WER[INAH, TO ESTX GRAF, W KOTOROM

KAVDAQ PARA WER[IN SOEDINENA REBROM.

zADA^A O KRAT^AJ[EM OSTOWNOM DEREWE.

wHOD: NEORIENTIROWANNYJ POLNYJ GRAFKn, W KOTOROM DLQ L@BOGO

REBRA e ZADAN WES w(e) > 0.

tREBUETSQ: WYDELITX W Kn OSTOWNOE DEREWO S MINIMALXNOJ SUM-

MOJ WESOW REBER.

zAME^ANIE. nA PRAKTIKE \TO OZNA^AET TREBOWANIE POSTROITX

SETX MINIMALXNOJ STOIMOSTI, SWQZYWA@]U@ n DANNYH OB_EKTOW.

nAPOMNIM NEKOTORYE FAKTY IZ TEORII GRAFOW.

uTWERVDENIE 1. eSLI W GRAFE S n WER[INAMI ^ISLO REBER q <

n� 1, TO GRAF NE SWQZNYJ.
uTWERVDENIE 2. eSLI W GRAFE G NET CIKLOW I q = n � 1

(q; n|^ISLO REBER I WER[IN), TO G|DEREWO.
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uTWERVDENIE 3. w L@BOM DEREWE S n WER[INAMI ^ISLO REBER

q = n� 1.
uTWERVDENIE 4. eSLI K DEREWU DOBAWITX NOWOE REBRO NA TEH

VE WER[INAH, TO OBRAZUETSQ ROWNO 1 CIKL.
rASSMOTRIM SLEDU@]IJ ALGORITM DLQ ZADA^I O KRAT^AJ[EM OS-

TOWNOM DEREWE.

1. wZQTX L@BOE REBRO e1 MINIMALXNOGO WESA.

2. rEKURSIWNYJ[AG: PUSTX UVE WYBRANY REBRA e1; e2; : : : ; em. eSLI

m = n � 1, TO OSTANOWITXSQ. iNA^E, SREDI WSEH REBER, NE OBRAZU@]IH

CIKLOW S e1; e2; : : : ; em, WZQTX REBRO em+1 MINIMALXNOGO WESA I POWTORITX

REKURSIWNYJ [AG.

aLGORITM DELAET MENX[E, ^EM n ITERACIJ I NA KAVDOJ PROSMAT-

RIWAET MENEE, ^EM n2 REBER. pRI \TOM, ESLI IZ REBER e1; e2; : : : ; em
SFORMIROWATX SWQZNYE KOMPONENTY, TO TOT FAKT, ^TO em+1 NE OBRAZUET

S NIMI CIKLOW, \KWIWALENTEN TOMU, ^TO KONCY REBRA em+1 NE LEVAT

W ODNOJ SWQZNOJ KOMPONENTE. |TO SWOJSTWO LEGKO PROWERQETSQ. tAKIM

OBRAZOM, ALGORITM MOVET BYTX REALIZOWAN S POLINOMIALXNYM OT n

^ISLOM OPERACIJ, WKL@^A@]IH POISK INFORMACII I SRAWNENIE WESOW.

tEOREMA. oPISANNYJ ALGORITM KORREKTNO STROIT MINIMALX-
NOE OSTOWNOE DEREWO.

dOKAZATELXSTWO. 1) dOKAVEM, ^TO ESLIm < n�1, TO SU]ESTWU@T
REBRA, NE OBRAZU@]IE CIKLOW S e1; e2; : : : ; em. eSLI m < n � 1, TO

PODGRAF, SOSTOQ]IJ IZ WSEH WER[IN I REBER e1; e2; : : : ; em, NE SWQZNYJ

(PO UTW. 1). eSLI WZQTX L@BOE REBRO, SOEDINQ@]EE DWE WER[INY IZ

RAZNYH KOMPONENT \TOGO PODGRAFA, TO CIKLY NE OBRAZU@TSQ. tAKIM

OBRAZOM, ALGORITM PRORABOTAET DO m = n � 1.

2) pRI OSTANOWKE m = n � 1 I REBRA e1; e2; : : : ; em NE OBRAZU@T

CIKLOW. tOGDA (PO UTW. 2) ONI OBRAZU@T OSTOWNOE DEREWO.

3) pUSTX ALGORITM STROIT OSTOWNOE DEREWO D. dOKAVEM, ^TO D |

MINIMALXNOE OSTOWNOE DEREWO. rASSMOTRIM WSE MINIMALXNYE OSTOWNYE

DEREWXQ, I PUSTX T | MINIMALXNOE OSTOWNOE DEREWO, IME@]EE S D

NAIBOLX[EE ^ISLO OB]IH REBER. dOKAVEM (OT PROTIWNOGO), ^TO D = T .

dOPUSTIM, ^TO T 6= D. tAK KAK I W T I W D n � 1 REBRO (UTW. 3), TO

W D ESTX REBRA, NE WHODQ]IE W T . pUSTX W ALGORITME REBRA DEREWA

D POQWLQLISX W PORQDKE: e1; e2; : : : ; en�1 I PUSTX REBRA e1; e2; : : : ; ek
PRINADLEVAT DEREWU T , A ek+1 =2 T . rASSMOTRIM GRAF H = T [fek+1g. w
H IMEETSQ EDINSTWENNYJ CIKL C (UTW.4), SODERVA]IJ ek+1. tAK KAK D

NE SODERVIT CIKLOW, TO W C ESTX HOTQ BY ODNO REBRO e TAKOE, ^TO e =2 D.

pRI \TOM e 2 T . rASSMOTRIM H1 = H n feg. gRAF H1 | SWQZNYJ I BEZ
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CIKLOW, TO ESTX H1| OSTOWNOE DEREWO. pUSTX w(H1) I w(T ) | SUMMY

WESOW REBER W H1 I T1. tAK KAK T | MINIMALXNOE OSTOWNOE DEREWO, TO

w(H1) > w(T ) I

w(H1) = w(T ) + w(ek+1)� w(e) > w(T ):

oTS@DA w(e) 6 w(ek+1). pOSKOLXKU e 2 T I e1; e2; : : : ; ek PRINADLE-

VAT DEREWU T , TO e NE OBRAZUET CIKLOW S e1; e2; : : : ; ek. eSLI BY BYLO

w(e) < w(ek+1), TO NA k +1-M [AGE ALGORITMA NE MOGLO BY WYBIRATXSQ

REBRO ek+1. zNA^IT w(e) = w(ek+1) I w(H1) = w(T ). pOLU^AEM, ^TO H1

| TAKVE MINIMALXNOE OSTOWNOE DEREWO, NO IME@]EE S D NA 1 OB]EE

REBRO BOLX[E, ^EM T S D. |TO PROTIWORE^IT WYBORU DEREWA T . iZ

POLU^ENNOGO PROTIWORE^IQ SLEDUET, ^TO DOLVNO BYTX D = T , TO ESTX

D | MINIMALXNOE OSTOWNOE DEREWO. tEOREMA DOKAZANA.

pRIBLIVENNYE ALGORITMY.

zADA^A O MINIMALXNOM WER[INNOM POKRYTII (mwp).

bUDEM GOWORITX, ^TO WER[INA v POKRYWAET REBRO e, ESLI e QW-

LQETSQ ODNIM IZ KONCOW REBRA e. PODMNOVESTWO A � V WER[IN GRAFA

G = (V;E) NAZYWAETSQ WER[INNYM POKRYTIEM, ESLI WER[INY IZ A

POKRYWA@T WSE REBRA IZ E.

wHOD: NEORIENTIROWANNYJ GRAF G = (V;E).

tREBUETSQ: NAJTI WER[INNOE POKRYTIE (wp) MINIMALXNOJ MO]-

NOSTI.

"vADNYJ" ALGORITM DLQ mwp.

nA KAVDOM [AGE WYBIRAETSQ L@BAQ WER[INA, POKRYWA@]AQ NAI-

BOLX[EE ^ISLO E]E NE POKRYTYH REBER. aLGORITM OSTANAWLIWAETSQ,

KOGDA WSE REBRA POKRYTY.

lEGKO POKAZATX, ^TO "VADNYJ" ALGORITM DLQ mwp IMEET POLI-

NOMIALXNU@ SLOVNOSTX.

tEOREMA. dLQ "VADNOGO" ALGORITMA DLQ ZADA^I mwp DLQ L@-
BOGO NATURALXNOGO n SU]ESTWUET GRAF Gn TAKOJ, ^TO PRI WHODE Gn

WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO:

F
ALG
> F

OPT
(lnn� ln2 � 1):

dOKAZATELXSTWO. wKL@^IM W GRAF Gn SNA^ALA WER[INY

u1; u2; : : : ; un, MEVDU KOTORYMI NE BUDET REBER. dALEE WYDELIM IZ WER-

[IN u1; u2; : : : ; un [n
2
] NEPERESEKA@]IHSQ PAR (ODNA WER[INA MOVET NE
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U^ASTWOWATX W PARAH) I KAVDU@ PARU SOEDINIM S NOWOJ WER[INOJ, PRI

\TOM POLU^IM NOWYE WER[INY v1; v2; : : : ; v[n
2
] STEPENI 2. zATEM WYDELIM

IZ WER[IN u1; u2; : : : ; un [n
3
] NEPERESEKA@]IHSQ TROEK I KAVDU@ TROJKU

SOEDINIM S NOWOJ WER[INOJ (STEPENI 3). dALEE ANALOGI^NO WYDELIM

NEPERESEKA@]IESQ ^ETWERKI, PQTERKI WER[IN I T.D. nA POSLEDNEM

\TAPE WYDELIM IZ u1; u2; : : : ; un GRUPPU IZ n � 1 WER[IN I SOEDINIM

EE S NOWOJ WER[INOJ (STEPENI n � 1). zAMETIM, ^TO POSLE DOBAWLENIQ

NOWYH WER[IN STEPENI k WER[INY u1; u2; : : : ; un IME@T STEPENX NE BOLEE

k � 1, W ^ASTNOSTI, W ZAKL@^ITELXNOM GRAFE Gn ONI IME@T STEPENX NE

BOLEE n� 2. pO\TOMU "VADNYJ" ALGORITM, PRIMENENNYJ K Gn, SNA^ALA

WYBERET DOBAWLENNU@ WER[INU STEPENI n � 1, ZATEM (POSLE UDALENIQ

\TOJ WER[INY I POKRYWAEMYH E@ REBER) WYBERET WSE DOBAWLENNYE

WER[INY STEPENI n�2, ZATEM WSE DOBAWLENNYE WER[INY STEPENI n�3 I
T.D. nA POSLEDNEM \TAPE ON WYBERET WSE DOBAWLENNYE WER[INY STEPENI

2. tAKIM OBRAZOM

FALG =
hn
2

i
+
hn
3

i
+ : : : +

�
n

n� 1

�
>

>
�n
2
� 1
�
+
�n
3
� 1
�
+ : : : +

�
n

n� 1
� 1

�
=

= n

�
1

2
+

1

3
+ : : : +

1

n� 1

�
� (n� 2) >

> n

nZ
2

1

x
dx � n = n(lnn� ln 2)� n (20)

s DRUGOJ STORONY MNOVESTWO fu1; u2; : : : ; ung QWLQETSQ WER[INNYM PO-
KRYTIEM W Gn. pO\TOMU FOPT 6 n I

FALG = n(lnn� ln 2� 1) > FOPT(lnn� ln 2� 1):

oPREDELENIE. pUSTX DANA ZADA^A OPTIMIZACII S FUNKCIONALOM

F . aLGORITM DLQ \TOJ ZADA^I NAZYWAETSQ "- PRIBLIVENNYM, ESLI WSEG-

DA ���FALG � FOPT

FOPT

��� < ";

GDE FALG I FOPT |ZNA^ENIE FUNKCIONALA, WYDAWAEMOE ALGORITMOM, I

OPTIMALXNOE ZNA^ENIE.

eSLI DANA ZADA^A MINIMIZACII I FOPT > 0, TO UKAZANNOE NERAWEN-

STWO \KWIWALENTNO NERAWENSTWU:FALG 6 (1 + ")FOPT:

sLEDSTWIE. vADNYJ ALGORITM DLQ mwp NE QWLQETSQ

"-PRIBLIVENNYM NI PRI KAKOM FIKSIROWANNOM ".
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sLEDU@]AQ TEOREMA POKAZYWAET, ^TO TEORETI^ESKI "VADNAQ"

STRATEGIQ DLQ ZADA^I mwp NE QWLQETSQ HORO[EJ.

tEOREMA. dLQ ZADA^I mwp SU]ESTWUET 1-PRIBLIVENNYJ ALGO-
RITM S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@.

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM SLEDU@]IJ ALGORITM. pUSTX DAN

GRAF G = (V;E). bUDEM FORMIROWATX WER[INOE POKRYTIE A. wOZXMEM

L@BOE REBRO e1 = (v1; v2) I WKL@^IM v1 I v2 W A. wYBROSIM IZ GRAFA G

WER[INY v1 I v2 I WSE REBRA, KOTORYE IMI POKRYWA@TSQ. w POLU^ENNOM

GRAFE G1 OPQTX WOZXMEM L@BOE REBRO e2 = (v3; v4); DOBAWIM v3 I v4
W A I UDALIM IZ G1 WER[IN v3 I v4 I WSE POKRYWAEMYE IMI REBRA.

pROCESS ZAKON^IM, KOGDA BUDUT UDALENY WSE REBRA. lEGKO PONQTX,

^TO \TOT ALGORITM MOVNO REALIZOWATX S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@.

tAKVE PO POSTROENI@ O^EWIDNO, ^TO POLU^ENNOE MNOVESTWO WER[IN A

POKRYWAET WSE REBRA. pUSTX W PROCESSE ALGORITMA WYBIRALISX REBRA

e1; e2; : : : ; ek. tOGDA jAj = 2k. s DRUGOJ STORONY REBRA e1; e2; : : : ; ek NE

IME@T OB]IH WER[IN I, SLEDOWATELXNO, L@BOE WER[INNOE POKRYTIE

DOLVNO SODERVATX NE MENEE k WER[IN (^TOBY POKRYTX e1; e2; : : : ; ek).

tAKIM OBRAZOM FOPT > k I FALG = jAj > 2FOPT. tEOREMA DOKAZANA.

wOZNIKAET WOPROS, A NELXZQ LI DLQ ZADA^I mwp POSTROITX NE

PRIBLIVENNYJ, A TO^NYJ ALGORITM S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@.

wY[E BYLA DOKAZANA NP -POLNOTA ZADA^I O WER[INNOM POKRYTII (wp),

GDE PO ZADANNOMU GRAFU G I ^ISLU k TREBUETSQ WYQSNITX, ESTX LI W

GRAFE G WER[INNOE POKRYTIE MO]NOSTI NE BOLEE k.

tEOREMA. eSLI DLQ ZADA^I mwp SU]ESTWUET ALGORITM S POLI-
NOMIALXNOJ SLOVNOSTX@, TO I DLQ ZADA^I wp SU]ESTWUET ALGORITM

S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@.
dOKAZATELXSTWO. pUSTX ALGORITM H RE[AET ZADA^U mwp ZA

POLINOMIALXNOE WREMQ I PUSTX W ZADA^E wp ZADANY GRAF G I ^ISLO

k. pRIMENQEM K GRAFU G ALGORITM H I POLU^AEM m | MINIMALXNU@

MO]NOSTX WER[INNOGO POKRYTIQ W G. eSLI m 6 k, TO OTWET W ZADA^E

wp "DA", INA^E OTWET "NET". pOLU^AEM POLINOMIALXNYJ ALGORITM DLQ

ZADA^I wp.

zAME^ANIE. eSLI DLQ ZADA^I wp SU]ESTWUET ALGORITMH S POLI-

NOMIALXNOJ SLOVNOSTX@ I W GRAFE G n WER[IN, TO, PRIMENQQ ALGORITM

H K PARAM (G; 0); (G; 1); : : : ; (G; n�1), MOVNO ZA POLINOMIALXNOE WREMQ
OPREDELITX MO]NOSTX MINIMALXNOGO WER[INNOGO POKRYTIQ, ODNAKO NE

QSNO, KAK NAJTI SAMO MINIMALXNOE WER[INNOE POKRYTIE.

oPREDELENIE. zADA^U OPTIMIZACII BUDEM NAZYWATX

NP -TRUDNOJ, ESLI IZ SU]ESTWOWANIQ ALGORITMA POLINOMIALXNOJ
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SLOVNOSTI DLQ NEE SLEDUET SU]ESTWOWANIE ALGORITMA POLINOMIALXNOJ

SLOVNOSTI DLQ NEKOTOROJ NP -POLNOJ ZADA^I (I,SLEDOWATELXNO, DLQ

WSEH ZADA^ IZ NP ).

sLEDSTWIE. zADA^A mwp QWLQETSQ NP -TRUDNOJ.
sLEDSTWIE. eSLI P 6= NP , TO DLQ ZADA^I mwp NE SU]ESTWUET

ALGORITMA S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@.
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zADA^A KOMMIWOQVERA

wY[E MY POLU^ILI USLOWNYJ REZULXTAT O TRUDNOSTI NAHOVDENIQ

TO^NOGO RE[ENIQ ZADA^I mwp. zDESX MY POKAVEM, ^TO TAKIE USLOWNYE

OTRICATELXNYE REZULXTATY MOVNO POLU^ATX I DLQ NAHOVDENIQ PRI-

BLIVENNYH RE[ENIJ.

nAPOMNIM, ^TO CIKL W GRAFE NAZYWAETSQ GAMILXTONOWYM, ESLI ON

PROHODIT ^EREZ KAVDU@ WER[INU ROWNO 1 RAZ. wY[E BYLO POKAZANO, ^TO

ZADA^A O SU]ESTWOWANII W GRAFE GAMILXTONOWA CIKLA (gc) QWLQETSQ

NP -POLNOJ.

zADA^A KOMMIWOQVERA (zk).

wHOD: POLNYJ GRAF Kn, W KOTOROM KAVDOMU REBRU e = (vi; vj)

SOPOSTAWLEN WES d(e) = d(vi; vj) > 0. pRI \TOM BUDEM S^ITATX, ^TO WSE

d(e)| CELYE ^ISLA I DLINA WHODA WKL@^AET W SEBQ SUMMARNU@ DLINU

DWOI^NOGO PREDSTAWLENIQ WSEH d(e).

tREBUETSQ: NAJTI GAMILXTONOW CIKL W Kn S MINIMALXNOJ SUMMOJ

WESOW REBER.

tEOREMA. zk QWLQETSQ NP -TRUDNOJ.
dOKAZATELXSTWO. pUSTX SU]ESTWUET ALGORITMH DLQ zk SO SLOV-

NOSTX@, POLINOMIALXNO ZAWISQ]EJ OT DLINY WHODA. pUSTX DAN GRAF

G = (V;E) S n WER[INAMI I SPRA[IWAETSQ ESTX LI W G GAMILXTONOW

CIKL. pUSTX V = fv1; v2; : : : ; vng. pOSTROIM POLNYJ GRAF Kn NA MNO-

VESTWE WER[IN V I ZADADIM WESA SLEDU@]IM OBRAZOM:

pRIMENIM ALGORITM H DLQ zk K GRAFU Kn S \TIMI WESAMI. eSLI

POLU^IM DLQ zk, ^TO Fmin = n, TO W G SU]ESTWUET GAMILXTONOW CIKL,

INA^E W G NE SU]ESTWUET GAMILXTONOWA CIKLA. tAKIM OBRAZOM, POLU^A-

EM ALGORITM DLQ ZADA^I O GAMILXTONOWOM CIKLE (gc). pOSKOLXKU W G

MENX[E, ^EM n2 REBER, TO SUMMARNAQ DLINA DWOI^NOJ ZAPISI WSEH WESOW

NE PREWOSHODIT cn2, GDE c|NEKOTORAQ KONTSANTA, TO ESTX DLINA WHODA

DLQH NE PREWOSHODIT POLINOMA OT n. tAK KAK H|POLINOMIALXNYJ (OT

DLINY WHODA) ALGORITM, TO POSTROENNYJ NAMI ALGORITM DLQ gc IMEET

POLINOMIALXNU@ OT n SLOVNOSTX. tAKIM OBRAZOM IZ SU]ESTWOWANIQ

ALGORITMA S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@ DLQ zk WYTEKAET SU]EST-

WOWANIE AGORITMA S POLINOMIALXNOJ SLOVNOTX@ DLQ gc. pOSKOLXKU

ZADA^A gc QWLQETSQ NP -POLNOJ, TO POLU^AEM, ^TO ZADA^A zk QWLQETSQ

NP -TRUDNOJ.

tEOREMA. eSLI P 6= NP , TO NI DLQ KAKOGO SKOLX UGODNO BOLX-
[OGO POSTOQNNOGO ^ISLA "-PRIBLIVENNOGO ALGORITMA DLQ zk S POLI-
NOMIALXNOJ SLOVNOSTX@.

69



dOKAZATELXSTWO. dOPUSTIM, ^TO SU]ESTWUET " I SU]ESTWUET

"-PRIBLIVENNYJ ALGORITM H S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@ DLQ zk.

pOSTROIM TOGDA ALGORITM S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@ DLQ gc.

pUSTX DAN GRAF G = (V;E) S n WER[INAMI. pOSTROIM POLNYJ GRAF

Kn = (V;E 0) I DLQ WSEH e 2 E 0 POLOVIM

pRIMENIM K Kn c WESAMI d ALGORITM H . pUSTX ALGORITM H

NAHODIT GAMILXTONOW CIKL S SUMMARNOJ DLINOJ FH .

lEMMA. eSLI W GARFE G ESTX GAMILXTONOW CIKL, TO FH 6 n(1+

"). eSLI W GRAFE G NET GAMILXTONOWA CIKLA, TO FH > n(1 + ") + 1.
dOKAZATELXSTWO. eSLI W G ESTX GAMILXTONOW CIKL, TO W zk DLQ

Kn c dtcfvb d BUDET FOPT = n. tAK KAK H QWLQETSQ "-PRIBLIVENNYM

ALGORITMOM DLQ zk, TO FH 6 FOPT(1 + ") = n(1 + "). eSLI W G NET

GAMILXTONOWA CIKLA, TO L@BOJ GAMILXTONOW CIKL SODERVIT HOTQ BY

ODNO REBRO S WESOM [3 + "n] I n � 1 REBER S WESOM NE MENEE 1. tAKIM

OBRAZOM, SUMMARNYJ WES L@BOGO GAMILXTONOWA CIKLA NE MENX[E ^EM

n� 1 + 2 + "n = n(1 + ") + 1.

lEMMA POKAZYWAET, ^TO PO REZULXTATU RABOTY ALGORITMA H MOV-

NO OPREDELITX, ESTX LI W G GAMILXTONOW CIKL. tAKIM OBRAZOM, MY

POLU^AEM ALGORITM H1 DLQ ZADA^I gc. oCENIM WREMQ EGO RABOTY.

dLINA DWOI^NOGO PREDSTAWLENIQ KAVDOGO WESA d(e) NE PREWOSHODIT

c log2 n, GDE c|NEKOTORAQ KONSTANTA, I KOLI^ESTWO WESOW MENX[E, ^EM

n2. pO\TOMU DLINA WHODA DLQ ALGORITMA H NE PREWOSHODIT POLINOMA

OT n. pOSKOLXKU WREMQ RABOTY H ZAWISIT POLINOMIALXNO OT DLINY

WHODA, TO OB]EE WREMQ RABOTY ALGORITMA H1 NE PREWOSHODIT POLINOMA

OT n. w REZULXTATE MY POLU^AEM, ^TO ESLI SU]ESTWUET "-PRIBLIVENNYJ

ALGORITM H S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@ DLQ zk, TO SU]ESTWUET

ALGORITM S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@ DLQ ZADA^I gc. nO ZADA^A

gc NP -POLNA. tOGDA POLU^AEM, ^TO P = NP . tEOREMA DOKAZANA.

wO MNOGIH PRAKTI^ESKIH ZADA^AH WESA UDOWLETWORQ@T ESTESTWEN-

NOMU OGRANI^ENI@, NAZYWAEMOMU NERAWENSTWOM TREUGOLXNIKA:

d(vi; vj) 6 d(vi; vk) + d(vk; vj)

DLQ WSEH RAZLI^NYH i; j; k. bUDEM GOWORITX, ^TO DANA ZADA^A KOMMIWO-

QVERA S NERAWENSTWOM TREUGOLXNIKA (zknt), ESLI NA WHOD POSTUPA@T

TOLXKO WESA, UDOWLETWORQ@]IE NERAWESTWU TREUGOLXNIKA.

tEOREMA. zknt NP -POLNA.
dLQ DOKAZATELXSTWA \TOJ TEOREMY POLNOSTX@ PROHODIT DOKAZA-

TELXSTWO TEOREMY ( ). dOSTATO^NO TOLXKO OTMETITX, ^TO NABOR WESOW,

KOTORYJ STROITSQ W \TOM DOKAZATELXSTWE, UDOWLETWORQET NERAWENSTWU

TREUGOLXNIKA.
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tEOREMA. dLQ zknt SU]ESTWUET 1-PRIBLIVENNYJ ALGORITM S

POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@.
dOKAZATELXSTWO. mY DOLVNY POSTROITX ALGORITM H DLQ zknt

TAKOJ, ^TO WSEGDA FH 6 2FOPT. pRIMENIM K ZADANNOMU GRAFU Kn

S WESAMI d ALGORITM S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@ DLQ POSTROENIQ

KRAT^AJ[EGO OSTOWNOGO DEREWA. pUSTX ON STROIT KRAT^AJ[EE OSTOWNOE

DEREWO D S SUMMARNYM WESOM REBER d(D). pUSTX C | L@BOJ GAMILX-

TONOW CIKL. eSLI WYBROSITX L@BOE REBRO IZ C, TO POLU^IM DEREWO T .

pRI \TOM

d(D) 6 d(T ) 6 d(C):

pO\TOMU d(D) 6 FOPT. rASSMOTRIM DEREWO D I ZAMENIM KAVDOE REBRO

e = (vi; vj) W D DWUMQ REBRAMI e0 = (vi; vj) I e" = (vi; vj). tOGDA

POLU^IM MULXTIGRAFK (GRAF S KRATNYMI REBRAMI), W KOTOROM STEPENX

KAVDOJ WER[INY ^ETNA. tAK KAK D| OSTOWNOE DEREWO, TO MULXTIGRAF

K SWQZNYJ. wY[E DOKAZANO (SM. TEOREMU ( )), ^TO W L@BOM SWQZNOM

MULXTIGRAFE, W KOTOROM STEPENI WSEH WER[IN ^ETNY, SU]ESTWUET \JLE-

ROW CIKL. pRIMENIM K K ALGORITM S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@ DLQ

POSTROENIQ W K \JLEROWA CIKLA C1 (SU]ESTWOWANIE TAKOGO ALGORITMA

DOKAZANO W TEOREME( )). pOSKOLXKU CIKL C1 PROHODIT PO KAVDOMU REBRU

W K ROWNO 1 RAZ, TO WES d(C1) = 2d(D) 6 2FOPT. wYBEREM L@BU@ WER-

[INU v1 W C1 W KA^ESTWE NA^ALXNOJ I PUSTX WER[INY W C1 WSTRE^A@TSQ

W PORQDKE v1; v2; v3; : : : ; vi�1; vi; vi+1; : : : ; v1. pUSTX WYDELENNOE ZNA^ENIE

vi WSTRE^AETSQ W CIKLE RANX[E. tOGDA ZAMENIM POSLEDOWATELXNOSTX

REBER (vi�1; vi); (vi; vi+1) NA REBRO (vi�1; vi+1 W ISHODNOM GRAFE. pRI \TOM

POLU^IM OPQTX CIKL, PROHODQ]IJ PO WSEM WER[INAM. pOSKOLXKU WESA

UDOWLETWORQ@T NERAWENSTWU TREUGOLXNIKA, TO SUMMARNYJ WES CIKLA

PRI \TOM NE WOZRASTET. eSLI W POLU^ENNOM CIKLE SNOWA ESTX POWTO-

RQ@]IESQ WER[INU, TO OPQTX WYBROSIM ODNU WER[INU, OSU]ESTWIW

"SPRQMLENIE". |TOT PROCESS BUDEM POWTORQTX DO TEH POR, POKA NE

POLU^ITSQ CIKL C2 BEZ POWTORQ@]IHSQ WER[IN. tOGDA CIKL C2 BUDET

GAMILXTONOWYM I d(C2) 6 d(C1) 6 2FOPT. w REZULXTATE MY POLU^AEM

ALGORITM DLQ zknt S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@, KOTORYJ QWLQETSQ

1-PRIBLIVENNYM.
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zADA^A O MAKSIMALXNOJ KLIKE

wY[E BYLO DOKAZANO, ^TO ZADA^A klika QWLQETSQ NP -POLNOJ.

rASSMOTRIM TEPERX SLEDU@]U@ ZADA^Umk.

wHOD: NEORIENTIROWANNYJ GRAF G.

tREBUETSQ: NAJTI KAKU@-NIBUDX MAKSIMALXNU@ PO ^ISLU WER[IN

KLIKU.

tEOREMA. zADA^A O MAKSIMALXNOJ KLIKE (mk) QWLQETSQ

NP -TRUDNOJ.
dOKAZATELXSTWO. pUSTX A | ALGORITM S POLINOMIALXNOJ SLOV-

NOSTX@ DLQ mk, I PUSTX PARA (G; k) | WHOD DLQ ZADA^I klika.

pRIMENIM K G ALGORITM A I NAJDEM MO]NOSTX m POLU^ENNOJ MAKSI-

MALXNOJ KLIKI W G. eSLI m > k, TO DLQ PARY (G; k) W ZADA^E klika

OTWET "DA", INA^E OTWET "NET". pOLU^AEM POLINOMIALXNYJ ALGORITM

DLQ ZADA^I klika. tAK KAK klika NP -POLNA, TO IZ SU]ESTWOWANIQ

POLINOMIALXNOGO ALGORITMA DLQ mk SLEDUET SU]ESTWOWANIE POLINO-

MIALXNOGO ALGORITMA DLQ WSEH ZADA^ IZ NP , TO ESTX mk NP -TRUDNA.

pREVDE, ^EM ISSLEDOWATX PRIBLIVENNYE ALGORITMY DLQ mk, DO-

KAVEM LEMMU.

oPREDELENIE. pUSTX G = (V;E) | NEORIENTIROWANNYJ GRAF.

oPREDELIM GRAF G2 = (V 2; E2) KAK GRAF S MNOVESTWOM WER[IN

V 2 = V � V = f(u; v)ju 2 V; v 2 V g I MNOVESTWOM REBER E2 =

f(u1; v1); (u2; v2)g, GDE LIBO u1 = u2 I (v1; v2) 2 E, LIBO (u1; u2) 2 E.

lEMMA. eSLI W G ESTX KLIKA RAZMERA k, TO W G2 ESTX KLIKA

RAZMERA k2. eSLI W G2 ESTX KLIKA RAZMERA m, GDE (k � 1)2 < m 6 k2,
TO W G ESTX KLIKA RAZMERA k, I W G2 ESTX KLIKA RAZMERA k2.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX W G ESTX KLIKA C = fv1; v2; : : : ; vkg.
tOGDA IZ OPREDELENIQ LEGKO PROWERITX, ^TO C2 = f(u; v)ju 2 C; v 2 Cg
| KLIKA W G2 RAZMERA k2. oBRATNO, PUSTX W G2 ESTX KLIKAD RAZMERAm.

wER[INAMI W D QWLQ@TSQ PARY (u; v) 2 V 2. pUSTX V = fv1; v2; : : : ; vng
I PUSTX Di|MNOVESTWO WER[IN (u; v) IZ D, U KOTORYH u = vi. pO

OPREDELENI@ GRAFA G2 WER[INY (u; v0) I (u; v") SMEVNY W G2 TOGDA

I TOLXKO TOGDA, KOGDA (v0; v") 2 E. pO\TOMU WTORYE KOORDINATY WSEH

WER[IN IZ Di OBRAZU@T KLIKU W G. eSLI jDij > k HOTQ BY DLQ ODNOGO

i, TO POLU^AEM W G KLIKU RAZMERA k. w PROTIWNOM SLU^AE jDij 6 k � 1

DLQ WSEH i I, SLEDOWATELXNO, ^ISLO NEPUSTYH Di NE MENEE k, TAK KAK

m > (k � 1)2. wYBEREM W KAVDOM NEPUSTOM Di L@BU@ WER[INU (vi; vdi).

tAK KAK WSE \TI WER[INY PRINADLEVAT ODNOJ KLIKE D, TO WSE ONI

SMEVNY. tAK KAK vi 6= vj PRI i 6= i, TO (vi; vj) 2 E DLQ WSEH PERWYH

KOORDINAT WYBRANNYH WER[IN PO OPREDELENI@ GRAFA G2. pOSKOLXKU
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^ISLO WYBRANNYH WER[IN m > k, TO POLU^AEM KLIKU W G RAZMERA k.

pOSLEDNEE UTWERVDENIE LEMMY SLEDUET IZ PERWOGO.

sLEDSTWIE 1. mO]NOSTX MAKSIMALXNOJ KLIKI W G2 IMEET WID

k2 DLQ NEKOTOROGO NATUARLXNOGO k.
sLEDSTWIE 2. sU]ESTWUET POLINOMIALXNYJ ALGORITM, KOTO-

RYJ PO ZADANNOJ KLIKE D MO]NOSTI m W GRAFE G2, GDE (k� 1)2 < m 6

k2, STROIT KLIKU C MO]NOSTI k W GRAFE G.
pUSTX mALG I mmax | MO]NOSTX KLIKI, KOTORAQ STROITSQ NE-

KOTORYM ALGORITMOM, I MO]NOSTX MAKSIMALXNOJ KLIKI DLQ DANNOGO

WHODA G. tOGDA mALG 6 mmax I

" =
jmALG �mmaxj

mmax
6 1:

tEOREMA. eSLI DLQ ZADA^I mk SU]ESTWUET POLINOMIALXNYJ

"-PRIBLIVENNYJ ALGORITM DLQ NEKOTOROGO 0 < " < 1, TO DLQ mk

SU]ESTWUET POLINOMIALXNYJ "-PRIBLIVENNYJ ALGORITM DLQ WSEH 0 <
" < 1.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX DLQ ZADA^I mk DLQ NEKOTOROGO 0 < " < 1

IMEETSQ POLINOMIALXNYJ "|PRIBLIVENNYJ ALGORITM A", I PUSTX 0 <

� < 1. wYBEREM NATURALXNOE r TAK, ^TO (1��)2r < 1�". tAKOE r SU]EST-
WUET, TAK KAK 1 � � < 1. rASSMOTRIM SLEDU@]IJ ALGORITM B. pUSTX

NA WHOD POSTUPAET GRAF G. sTROIM POSLEDOWATELXNO G2; G4; : : : ; G2r .

pRIMENQEM K G2r ALGORITM A". pOLU^AEM KLIKU Dr W G
2r . pO KLIKE Dr

STROIM KLIKU Dr�1 W G
2r�1 TAK, KAK W DOKAZATELXSTWE LEMMY. pO Dr�1

ANALOGI^NO STROIM KLIKUDr�2 W G
2r�2 I T.D. DO KLIKID0 W G. kLIKUD0

WYDAEM W OTWET. tAK KAK r|FIKSIROWANO, TO ALGORITMB POLINOMIALEN

(SM. SLEDSTWIE 2). dOKAVEM, ^TO ON QWLQETSQ �-PRIBLIVENNYM.

pUSTX MO]NOSTX MAKSIMALXNOJ KLIKI W G RAWNA k. tOGDA MO]-

NOSTX MAKSIMALXNOJ KLIKI W G2r RAWNA k2
r

PO LEMME (SM. SLEDSTWIE 1).

tAK KAK ALGORITM A" QWLQETSQ "-PRIBLIVENNYM, TO jDrj > k2
r

(1 � ").

pOSKOLXKU jDi�1j >
p
jDij DLQ WSEH i, TO

jD0j >
2
rp
1 � " > k(1� �):

sLEDOWATELXNO, ALGORITM B QWLQETSQ �-PRIBLIVENNYM. tEOREMA DOKA-

ZANA.
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kLASSY PSPACE I DLOG

kLASSY P I NP OPREDELQLISX ^EREZ ISPOLXZUEMOE ALGORITMOM

WREMQ RABOTY. dRUGIE KLASSY MY MOVEM POLU^ITX, ESLI BUDEM RAS-

SMATRIWATX ISPOLXZUEMU@ PAMQTX.

oPREDELENIE. kLASS PSPACE OPREDELQETSQ KAK KLASS WSEH ZA-

DA^ RASPOZNAWANIQ (QZYKOW), DLQ KOTORYH SU]ESTWUET ALGORITM, IS-

POLXZU@]IJ PAMQTX (NAPRIMER, ^ISLO Q^EEK MA[INY tX@RINGA), NE

PREWOSHODQ]U@ p(n), GDE n |DLINA WHODA I p| PROIZWOLXNYJ (FIKSI-

ROWANNYJ DLQ DANNOJ ZADA^I) POLINOM.

o^EWIDNO, ^TO P � PSPACE.

tEOREMA. NP � PSPACE.
dOKAZATELXSTWO. pUSTX ZADA^A RASPOZNAWANIQ R(x) 2 NP . pO

OPREDELENI@ KLASSA NP R(x) PREDSTAWIMO W WIDE:

R(x) = 9y(jyj 6 p1(jxj)&Q(x; y));

GDE jxj I jyj |DLINA SLOW x I y, p1| NEKOTORYJ POLINOM I PREDIKAT

Q(x; y) 2 P . pOKAVEM, ^TO DLQ WY^ISLENIQ R(x) SU]ESTWUET ALGORITM

S POLINOMIALXNOJ PAMQTX@. pUSTX DAN WHOD x. wY^ISLQEM DLINU n

SLOWA x. wY^ISLQEM p1(n) I OTME^AEM W PAMQTI ZONU p1(n), NA KOTOROJ

PEREBIRAEM PO O^EREDI WSE SLOWA y DLINY 6 p1(n). dLQ KAVDOGO y

WY^ISLQEM Q(x; y). eSLI PRI WY^ISLENII Q(x; y) HOTQ BY ODIN RAZ

OTWET Q(x; y) = "I"(ISTINA), TO WYDAEM OTWET "DA", INA^E WYDAEM

OTWET "NET". tAK KAK jxj+ jyj 6 n+p1(n) I Q 2 P , TO WREMQ WY^ISLENIQ

Q(x; y) DLQ ODNOGO y NE PREWOSHODIT NEKOTOROGO POLINOMA OT n. NO

TOGDA I ISPOLXZUEMAQ PAMQTX NE PREWOSHODIT POLINOMA OT n. tEOREMA

DOKAZANA.

lEMMA. eSLI ZONA RABOTY MA[INY tX@RINGA NA WHODAH DLINY

n SODERVIT NE BOLEE p1(n) Q^EEK, GDE p1(n)|NEKOTORYJ POLINOM, W
LENTO^NOM ALFAWITE MA[INY r SIMWOLOW, U MA[INY k SOSTOQNIJ I

MA[INA OSTANAWLIWAETSQ NA L@BOM WHODE, TO MAKSIMALXNOE WREMQ

RABOTY t(n) MA[INY NA SLOWAH DLINY n UDOWLETWORQET NERAWENSTWU:

t(n) 6 rp1(n)p1(n) � k 6 2p(n);

GDE p(n)| NEKOTORYJ POLINOM.
dOKAZATELXSTWO. eSLI ZONA RABOTY MA[INY SODERVIT NE BO-

LEE p1(n) Q^EEK, TO PRI RABOTE MA[INY MOVET POROVDATXSQ NE BOLEE

rp1(n)p1(n) � k RAZLI^NYH KONFIGURACIJ, POSKOLXKU NA LENTE MOVNO

ZAPISATX NE BOLEE rp1(n) RAZLI^NYH SLOW, GOLOWKA MOVET OBOZREWATX

L@BU@ IZ NE BOLEE p1(n) Q^EEK I MA[INA MOVET NAHODITXSQ W L@BOM IZ k
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SOSTOQNIJ. pOSKOLXKU PO USLOWI@ PRI L@BOM WHODE MA[INA OSTANAWLI-

WAETSQ, TO ONA NE MOVET "ZACIKLITXSQ", TO ESTX KONFIGURACIQ NE MOVET

POWTORITXSQ. PO\TOMU WREMQ RABOTY PRI L@BOM WHODE NE PREWOSHODIT

^ISLA RAZLI^NYH KONFIGURACIJ. pRI \TOM

log2(r
p1(n)p1(n) � k) = p1(n) � log2 r + log2 p1(n) + log2 k 6 p(n);

GDE p(n)| NEKOTORYJ POLINOM. tEOREMA DOKAZANA.

sLEDSTWIE. dLQ L@BOJ ZADA^I IZ PSPACE t(n) 6 2p(n), GDE
p(n)| NEKOToRYJ POLINOM.

oPREDELENIE. zADA^A RASPOZNAWANIQ (QZYK) L NAZYWAETSQ

PSPACE-POLNOJ, ESLI:

1)L � PSPACE,

2)K L POLINOMIALXNO SWODQTSQ WSE ZADA^I IZ PSPACE.

uTWERVDENIE. eSLI DLQ NEKOTOROJ PSPACE-POLNOJ ZA-
DVA^I SU]ESTWUET ALGORITM S POLINOMIALXNOJ SLOVNOSTX@, TO

PSPACE = P .
zADA^A O KWANTIFICIROWANNYH BULEWSKIH FORMULAH (QBF).

wHOD: FORMULA WIDA

(Q1x1)(Q2x2) : : : (Qmxm)[F (x1; : : : ; xm)];

GDE x1; : : : ; xm|BULEWSKIE PEREMENNYE, F|BULEWSKAQ FORMULA W BAZISE

fKON_@NKCIQ,DIZ_@NKCIQ,OTRICANIEg, Q� i 2 f9;8g DLQ WSEH i.
tREBUETSQ: WYQSNITX, ISTINNA LI DANNAQ FORMULA.
lEMMA. QBF 2 PSPACE.
dOKAZATELXSTWO. pUSTX NA WHOD POSTUPILA FORMULA

(Q1x1)(Q2x2) : : : (Qmxm)[F (x1; : : : ; xm)];

DLINY n. tOGDA DLINA FORMULY F (x1; : : : ; xm) NE BOLEE n, I DLQ L@BOGO

ZADANNOGO NABORA (�1; : : : ; �m WY^ISLENIE F (�1; : : : ; �m) MOVNO WYPOL-

NITX ZA WREMQ, A ZNA^IT I S ISPOLXZOWANIEM PAMQTI, NE BOLEE p1(n),

GDE p1 |NEKOTORYJ POLINOM. eSLI ZAFIKSIROWANY TOLXKO ZNA^ENIQ

�1; : : : ; �k PEREMENNYH x1; : : : ; xk, TO MY POLU^AEM PODZADA^U: NAJTI

ISTINNOSTNOE ZNA^ENIE FORMULY

(Qk+1xk+1) : : : (Qmxm)[F (�1; : : : ; �k)(xk+1; : : : ; xm)]:

pRIMENIM DLQ RE[ENIQ ISHODNOJ ZADA^I (I WSEH EE PODZADA^) SLEDU@-

]IJ REKURSIWNYJ ALGORITM:

1.wY^ISLITX (Q2x2) : : : (Qmxm)F (0; x2; : : : ; xm) \TIM VE REKURSIW-

NYM ALGORITMOM. zAPOMNITX POLU^ENNOE ZNA^ENIE (1 BIT) W DOPOLNI-

TELXNOJ Q^EJKE.
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2.wY^ISLITX NA TOJ VE ZONE \TIM VE ALGORITMOM

(Q2x2) : : : (Qmxm)F (0; x2; : : : ; xm).

3.eSLI Q1 = 8 I OBA ZNA^ENIQ, WY^ISLENNYE W 1 I 2, RAWNY 1,TO

WYDATX OTWET 1, INA^E WYDATX 0.eSLI Q1 = 9 I OBA ZNA^ENIQ W 1 I 2

RAWNO 0, TO WYDATX 0, INA^E WYDATX 1.

iZ OPISANIQ ALGORITMA WIDNO, ^TO DLQ RE[ENIQ ZADA^I KAV-

DOGO UROWNQ NUVNO NA 1 Q^EJKU BOLX[E, ^EM NA RE[ENIE L@BOJ EE

PODZADA^I. tAK KAK NA WY^ISLENIE F (�1; : : : ; �m) TREBUETSQ PAMQTI

NE BOLEE p1(n), TO DLQ WY^ISLENIQ ISTINNOSTNOGO ZNA^ENIQ ISHODNOJ

FORMULY TREBUETSQ PAMQTX NE BOLEE p1(n) + n Q^EEK. dLQ UPRAWLENIQ

PROCESSOM PEREHODA OT ODINH PODZADA^ K DRUGIM W OPISANNOM ALGORITME

DOSTATO^NO POMNITX, KAKAQ PODZADA^A RE[AETSQ W DANNYJ MOMENT, TO

ESTX POMNITX ZNA^ENIQ �1; : : : ; �k, OPREDELQ@]IE \TU PODZADA^U. tAKIM

OBRAZOM, W CELOM OPRISANNYJ ALGORITM TREBUET NE BOLEE p(n) Q^EEK

PAMQTI, GDE p|NEKOTORYJ POLINOM.

tEOREMA. zADA^A QBF QWLQETSQ PSPACE|POLNOJ.
dOKAZATELXSTWO. nAM NADLO DOKAZATX, ^TO L@BAQ ZADA^A L IZ

PSPACE POLINOMIALXNO SWODITSQ K QBF . eSLI L 2 PSPACE, TO

SU]ESTWUET MA[INA tX@RINGAM , KOTORAQ RE[AET ZADA^U L S PAMQTX@

NE BOLEE p1(n) I WREMENEM NE BOLEE p(n) (SM. LEMMU), GDE n|DLINA WHODA.

pUSTX x|WHOD DLINY n DLQ ZADA^I L. nAM NADO ZA POLINOMIALXNOE

WREMQ POSTROITX KWANTIFICIROWANNU@ FORMULU F (x) TAK, ^TO F (x)

ISTINNA TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA x 2 L. tOT FAKT, ^TO x 2 L,

RAWNOSILEN UTWERVDENI@: DLQ WHODA x SU]ESTWUET PRINIMA@]EE (S

OTWETOM "DA") WY^ISLENIE MA[INY M . |TO POSLEDNEE UTWERVDENIE

MY I WYRAZIM W WIDE FORMULY F (x). tAK VE, KAK PRI DOKAZATELXSTWE

NP -POLNOTY ZADA^I wyp, WWEDEM DWA MNOVESTWA PEREMENNYH V I V 0,

OPISYWA@]IH 2 PROIZWOLXNYE KONFIGURACII NA ZONE p1(n), I ZAPI[EM

FORMULU F0(V; V
0) WYRAVA@]U@ TOT FAKT, ^TO V I V 0 PRAWILXNO

ZADA@T KONFIGURACII I LIBO V = V 0, LIBO IZ KONFIGURACII V MY

ZA ODIN [AG MA[INY M PEREHODIM W KONFIGURACI@ V 0. kAK POKA-

ZANO PRI DOKAZATELXSTWE NP -POLNOTY ZADA^I wyp DLINA FORMULY

F0(V; V
0) MOVET BYTX OGRANI^ENA NEKOTORYM POLINOMOM p2(n) I EE

MOVNO POSTROITX ZA POLINOMIALXNOE OT n WREMQ. fORMULA F0(V; V
0)

WYRAVAET TOT FAKT, ^TO IZ KONFIGURACII V W KONFIGURACI@ V 0 MOVNO

PEREJTI ZA NE BOLEE ^EM 1 [AG. pOSTROIM TEPERX INDUKTIWNO FORMULY

F1; F2; : : : ; Fs, GDE s = p(n), SLEDU@]IM OBRAZOM. pUSTX W|E]E ODNO

MNOVESTWO PEREMENNYH, OPISYWA@]IH KONFIGURACI@ NA ZONE p1(n).
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tOGDA POLOVIM

Fk(V; V
0) = 9W [Fk�1(V;W )&Fk�1(W;V 0)]:

fORMULA Fk WYRAVAET TOT FAKT, ^TO V; V
0|PRAWILXNYE KONFIGURACII

I IZ V W V 0 MOVNO PEREJTI ZA NE BOLEE, ^EM 2k [AGOW. fORMULA W

KWADRATNYH SKOBKAH RAWNOSILXNA SLEDU@]EJ FORMULE:

(8Y )(8Z)[(Y = V )&(Z = W ) _ (Y = W )&(Z = V 0)! Fk�1(Y; Z)]

GDE Y; Z|DWA MNOVESTWA PEREMENNYH, OPISYWA@]IH 2 PROIZWOLXNYE

KONFIGURACII. pO\TOMU FORMULU Fk MOVNO ZAPISATX W WIDE:

Fk(V; V
0) = (9W )(8Y )(8Z)[(Y = V )&(Z = W )_(Y = W )&(Z = V 0)! Fk�1(Y; Z)]:

tAKIM OBRAZOM, DLINA Fk(V; V
0) OTLI^AETSQ OT DLINY Fk�1(V; V

0) NE

BOLEE ^EM NA NEKOTORYJ POLINOM p3(n) I DLINA Fk(V; V
0) NE PREWOSHODIT

p2(n) + kp3(n). pUSTX WREMQ RABOTY MA[INY M NE PREWOSHODIT 2p(n) I

s+p(n). tOGDA Fs(V; V
0) IMEET DLINU NE BOLEE p2(n)+p(n)�p3(n) = p4(n),

GDE p4| POLINOM, I WYRAVAET TOT FAKT, ^TO V I V 0 PRAWILXNYE KON-

FIGURACII I IZ V W V 0 MOVNO PEREJTI ZA NE BOLEE 2p(n) [AGOW MA[INY

M . pUSTX FORMULA Gx(V ) WYRAVAET TOT FAKT, ^TO KONFIGURACIQ V

QWLQETSQ PRAWILXNOJ NA^ALXNOJ KONFIGURACIEJ DLQ WHODA x (yf pjyt

p1(n)), A FORMULA H(V ) WYRAVAET TOT FAKT, ^TO W KONFIGURACII V

SOSTOQNIE "DA". tOGDA TOT FAKT, ^TO DLQ WHODA x SU]ESTWUET PRINI-

MA@]EE WY^ISLENIE MA[INY M MOVNO PREDSTAWITX FORMULOJ

F (x) = (9V )(9V 0)[Gx(V )&H(V 0)&Fs(V; V
0)]:

pOSKOLXKU DLINA FORMUL Gx(V ) I H(V ) MOVET BYTX OGRANI^ENA

POLINOMOM OT n I ONI MOGUT BYTX POSTROENY ZA POLINOMIALXNOE OT n

WREMQ (SM. DOKAZATELXSTWO NP -POLNOTY ZADA^I wyp), TO POLU^AEM,

^TO DLINA F (x) NE PREWOSHODIT POLINOMA OT n I F (x) MOVET BYTX

POSTROENA ZA POLINOMIALXNOE OT n WREMQ. tEOREMA DOKAZANA.

pRI OPREDELENII KLASSA DLOG OBY^NO ISPOLXZU@T MODELX MNO-

GOLENTO^NOJ MA[INY tX@RINGA. pUSTX U MA[INY tX@RINGA IMEETSQ

NESKOLXKO LENT, ODNA IZ KOTORYH WYDELENA KAK WHODNAQ, I NA KAVDOJ

LENTE IMEETSQ ODNA GOLOWKA. oDIN [AG RABOTY TAKOJ MA[INY SOSTOIT

W ODNOWREMENNOM WYPOLNENII OBY^NYH DEJSTWIJ KAVDOJ GOLOWKOJ (U

KAVDOJ GOLOWKI SWOI DEJSTWIQ), PRI^EM WESX NABOR DEJSTWIJ ODNOZNA^-

NO OPREDELQETSQ TEMI SIMWOLAMI, KOTORYE OBOZREWA@TSQ WSEMI GOLOW-

KAMI I SOSTOQNIEM MA[INY. wHODNOE SLOWO ZAPISYWAETSQ NA WHODNOJ

LENTE W STANDARTNOJ KONFIGURACII I GOLOWKA NA WHODNOJ LENTE MOVET

TOLXKO ^ITATX SIMWOLY, NO NE MOVET ZAPISYWATX NOWYE.
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oPREDELENIE. kLASS DLOG OPREDELQETSQ KAK KLASS WSEH ZADA^

RASPOZNAWANIQ (QZYKOW), DLQ KOTORYH SU]ESTWUET RASPOZNA@]AQ IH

MNOGOLENTO^NAQ MA[INA tX@RINGA, ISPOLXZU@]AQ NA WSEH LENTAH, KRO-

ME WHODNOJ, NE BOLEE c log2 n Q^EEK, GDE n |DLINA WHODA I c|NEKOTORAQ

KONSTANTA (DLQ DANNOJ ZADA^I).

iSPOLXZUQ LEMMU, NETRUDNO POKAZATX, ^TO DLOG � P . tAKIM

OBRAZOM

DLOG � P � NP � PSPACE:

mOVNO DOKAZATX, ^TO DLOG 6= PSPACE, PO\TOMU HOTQ BY ODNO IZ

UKAZANNYH WKL@^ENIJ DOLVNO BYTX STROGIM.oDNAKO KAKOE (ILI KAKIE)

IMENNO, POKA (2001 GOD) NE IZWESTNO.
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