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1. Структура открытых и замкнутых множеств на прямой
Точка x0 называется предельной для множества Е, если любая ее окрестность содержит по меньшей мере одну точку x из E, отличную от x0. Если xo(E, но не является предельной точкой, то она называется изолированной точкой E. Множество E' всех предельных точек Е называется производным множеством для Е. Если любая предельная точка Е принадлежит этому множеству (E'(E), то множество Е называется замкнутым. Если E=E', то множество Е называется совершенным. Множество [E]=E+E' называется замыканием E. Точка x0 называется внутренней точкой множества Е, если существует окрестность x0, полностью лежащая в E. Множество Е называется открытым, если все его точки внутренние.

Теорема. Всякое открытое множество на числовой прямой представляет собой сумму конечного или счетного числа попарное непересекающихся интервалов (при этом рассматриваются также "бесконечные" интервалы).

Доказательство. Пусть x – произвольная точка множества E. Так как E – открыто, то существует окрестность 
, если 
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 – интервал. Пусть 
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 этой точки, принадлежащая множеству E. Объединение всех содержащихся в E окрестностей не ограничено. Достаточно доказать, что любая точка 

 принадлежит множеству [image: image19.wmf])
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 . Пусть (ради определённости) a<y<x. По определению точной нижней грани существует точка 
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 точки x, содержащая точку [image: image27.wmf]y
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 . Следовательно, существует окрестность <
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, отберём интервалы, не содержащие общих точек (т.е. попарно не пересекающиеся). Каждый такой интервал содержит, очевидно, хотя бы одну рациональную точку. Так как множество рациональных чисел счётно, то число всех попарно непересекающихся интервалов не более, чем счётно. Теорема доказана.
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, а, значит, совпадают. Построив для каждой точки 
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  либо совпадают, либо не пересекаются. Ибо, если они содержат общую точку x, то оба они содержатся в множестве 
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 – интервал. Далее, интервалы . Таким образом мы докажем, что 
Следствие. Всякое замкнутое множество получается из прямой выбрасыванием конечного или счетного числа интервалов.

Следствие 2. Любое совершенное множество на прямой получается удалением из R конечного или счетного числа попарно непересекающихся интервалов, которые не имеют общих концов друг с другом.
2. Внешняя мера и ее свойства. Измеримость открытого множества, объединения счетного числа измеримых множеств, измеримость замкнутого множества. Измеримость дополнения, пересечения счетного числа множеств
Определение. Внешней мерой (*(A) множества А называется нижняя грань меры элементарных множеств, включающих множество А.
Свойства внешней меры.

1. (E1 ( E2 )( (*(E1) ( (*(E2) (монотонность)

2. (E = (Ek, k(N) ( ((*(E) ( ((*(Ek))

3. (((E1,E2)>0) ( ((*(E1(E2) = (*(E1)+(*(E2))


            4. Для любого множества E и любого числа  
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 существует открытое множество G,        содержащее E, и такое, что 
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Определение 1. Покрытием 
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 называется любая конечная или счётная система интервалов 
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. Внешней мерой множества E называется 
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Определение. Множество А называется измеримым по Лебегу, если для любого ( > 0 найдется такое элементарное множество B, что (*(A ( B) < (. Функция (*, рассматриваемая только на измеримых множествах, называется лебеговой мерой (.
Теорема. Любое открытое множество измеримо, причем его мера равна сумме мер непересекающихся составляющих его интервалов.

Доказательство. Надо в определении 2 положить 
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Теорема. Любое замкнутое множество измеримо.

Доказательство. Пусть F – замкнуто и ограничено. В силу свойства IV внешней меры для любого 
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. Множество G\F – открыто, поэтому по теореме 1 из §1 имеет место представление G\F =
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 попарно не пересекающиеся. Мы докажем оценку 
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Для любого интервала 
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 EMBED Equation.3  [image: image79.wmf]2

a

b

-

, то положим 
[image: image80.wmf]Æ

=

D

=

D

a

a

. Для фиксированого номера n обозначим 
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 - замкнуто и так, как оно не пересекается с замкнутым множеством F, то расстояние между ними положительно и согласно свойству III внешней меры имеет место равенство 
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. Множество F ограничено, поэтому мы получаем оценку 
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[image: image86.wmf]0

®

a

, а затем при 
[image: image87.wmf]¥

®

n

, будем иметь неравенство 
[image: image88.wmf]e

£

D

å

¥

=

1

n

n

, которое позволяет завершить доказательство измеримости ограниченности множество F.

Если F–неограниченно, то воспользуемся представлением 
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 - замкнутые и ограниченные множества. По доказанному выше все Fn – измеримы, а, значит, по теореме 2 и само множество F – измеримо.

Теорема 4. Если множество 
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 – измеримо, то и его дополнение C
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Доказательство. Так как 
[image: image93.wmf]E

– измеримо, то для любого номера n существует открытое множество G такое, что 
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. Обозначим Fn=CGn – замкнутое множество, а, значит, по теореме 3 и измеримое. В силу CA\CB=B\A для любых множеств A и B имеем соотношение C
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 для любого номера n. Таким образом внешняя мера множества 
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 к множеству 
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 является множеств 
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, то есть объединение измеримых множеств. По теореме 2 и само множество C
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 – измеримо.

Следствие. Для того, чтобы множество 
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 было измеримым необходимо и достаточно, чтобы для любого 
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Теорема 2. Объединение конечного или счетного числа измеримых множеств является измеримым множеством.

Доказательство. Пусть 
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Теорема 5. Пересечение конечно

 или счётного числа измеримых множеств является измеримым множеством.

Доказательство. Пусть 
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 утверждение этой теоремы следует из теорем 2 и 4.
Теорема 6. Разность двух измеримых множеств является измеримым множеством. 

Доказательство. Следует заметить 
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3.Свойство счетной аддитивности меры. Множества типа G F. 

    Теорема 7. (
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- аддитивность меры). Мера суммы конечного или счётного числа попарно      непересекающихся измеримых множеств равна сумме мер этих множеств.
Доказательство. Пусть 
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. Рассмотри сначала случай, когда все множества 
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 (поскольку все множества измеримы пишем только меру). Так как все множества 
[image: image140.wmf]n

F

 - замкнуты, ограничены и попарно не пересекаются, то по свойству 
[image: image141.wmf]III

 внешней меры имеет место равенство 
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 внешней меры имеем соотношение 
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Переходя к пределу сначала при 
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Если Eи – не ограничены, то введем обозначение 
[image: image158.wmf]]

1

,

(

+

Ç

E

=

E

k

k

n

k

n

 и запишем равенство 
[image: image159.wmf]U

U

¥

=

+¥

-¥

=

E

=

E

1

n

k

k

n

. Множества 
[image: image160.wmf]k

n

E

 не пересекаются. По доказанному выше 
[image: image161.wmf]|

|

|

|

n

k

k

n

E

=

E

å

¥

-¥

=

 и, значит, 
[image: image162.wmf]|

|

|

|

|

|

1

1

å

å

å

¥

=

¥

=

¥

-¥

=

E

=

E

=

E

n

n

n

k

k

n

, что и требовалось доказать.
    Определение 3. Если множество E представимо в виде пересечения счетного числа открытых множеств, то оно называется множеством типа G(, а если E представимо в виде объединения счетного числа замкнутых множеств, то оно называется множеством типа F(.
Согласно утверждениям теорем 1-5 множества типа G( и F( - измеримы.
   Теорема 8. Если множество E – измеримо, то существуют множества E1 – типа F( и E2 –типа G( и такие, что 
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Приведём пример неизмеримого множества. Пусть C – окружность единичной длины и 
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4. Измеримые функции и их свойства
Определение. Пусть X и Y - два произвольных множества и в этих множествах выбраны системы подмножеств SX и SY соответственно. Функция f:X(Y называется (SX,SY)-измеримой, если для любого подмножества А(SY его прообраз содержится в SX : f -1(A) (SX.
Определение 1. Функция 
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Определение 2. Две заданные на измеримом множестве E функции f(x) и g(x) называются эквивалентными, если множество 
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Определение 3. Говорят,  что некоторое свойство выполняется почти всюду на множестве E, если оно не выполняется на подмножестве множества E меры нуль.

Если функция f(x) непрерывна почти всюду на измеримом множестве E, то f(x) измерима на E. Если f(x) непрерывна на замкнутом множестве F, то f(x) измерима на F, ибо множество 
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Теорема 1. Если функция f(x) измерима на 
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Теорема 2. Если функции
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то функция 
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Теорема 3. Если 
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Теорема 4. Если
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5. Измеримость предела сходящейся почти всюду последовательности измеримых функций. Сходимость по мере. Связь между сходимостью по мере и сходимостью почти всюду. 

Определение 4. Пусть функции 
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Теорема 4. Если
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Теорема 5 (теорема Лебега). Пусть 
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6. теорема Рисса.Эквивалентность функций являющихся пределами по мере одной последовательности измеримых функций.
Теорема 6 (теорема Рисса). Пусть 
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Теорема. Предел f(x) сходящейся при каждом x(X последовательности fn(x) измеримых функций измерим.

8. Свойства интеграла Лебега от ограниченной функции.
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Теорема 2. Всякая ограниченная и измеримая на измеримом множестве конечной меры функция интегрируема на нём по Лебегу.
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9. Свойства интеграла Лебега от неограниченной и неотрицательной  функции. Полная аддитивность и абсолютная непрерывность интеграла Лебега. Мажорантный признак суммируемости.

Пусть 
[image: image474.wmf]0

)

(

³

x

f

 всюду на E, 
[image: image475.wmf]+¥

<

E

, 
[image: image476.wmf])

(

x

f

 - измерима и, возможно, неограничена. Для любого числа 
[image: image477.wmf]0

>

N

 положим 
[image: image478.wmf])}

(

,

min{

)

(

x

f

N

x

f

N

=

 - срезка функции 
[image: image479.wmf])

(

x

f

. Функция 
[image: image480.wmf])

(

x

f

N

 также измерима на 
[image: image481.wmf]E

:


[image: image482.wmf]î

í

ì

³

Æ

<

>

E

=

>

E

N

a

при

N

a

при

a

f

a

f

N

,

],

[

]

[
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Определение 2. Если при 
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Теорема 3 (полная аддитивность интервала Лебега). Пусть 
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Доказательство: Сначала докажем утверждения (1) и (2) для неотрицательной ограниченной функции 
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Доказательство: Справедливость теоремы следует из соотношения 
Не а, а x
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10. Интеграл Лебега от неограниченной функции любого знака. Теорема Лебега о предельном переходе под знаком интеграла.
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Определение 3. Измеримая функция 
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Таким образом для интеграла Лебега (в отличие от несобственного интеграла Римана второго рода) суммируемость 
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Определение 4. Совокупность всех суммируемых на измеримом множестве 
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Имеет место равенство 
[image: image581.wmf](

)

(

)

ò

ò

E

E

¥

®

=

dx

x

f

dx

x

f

n

n

lim

 так как 
[image: image582.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ò

ò

ò

E

E

E

-

£

-

dx

x

f

x

f

dx

x

f

dx

x

f

n

n

. Если 
[image: image583.wmf](

)

{

}

x

f

n

 сходится в 
[image: image584.wmf](

)

E

L

 к 
[image: image585.wmf](

)

(

)

E

Î

L

x

f

, то эта последовательность сходится к 
[image: image586.wmf](

)

x

f

 и по мере на 
[image: image587.wmf]E

. Для любого 
[image: image588.wmf]0

>

e

 обозначим 
[image: image589.wmf][

]

e

³

-

E

=

E

n

n

f

f

. Тогда 
[image: image590.wmf]n

n

n

n

dx

f

f

dx

f

f

E

³

-

³

-

ò

ò

E

E

e

 и, значит, 
[image: image591.wmf]0

®

E

n

 при 
[image: image592.wmf]¥

®

n

. Обратное утверждение, вообще говоря, не верно. Пусть 
[image: image593.wmf](

)

[

]

(

)

ï

î

ï

í

ì

Î

Î

=

1

,

1

,

0

,

1

,

0

,

n

x

n

x

n

x

f

n

. Тогда 
[image: image594.wmf](

)

0

®

x

f

n

 по мере, но 
[image: image595.wmf](

)

1

=

ò

E

dx

x

f

n

. Однако, при дополнительном условии из сходимости по мере следует и сходимость в среднем.
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11. Свойства интеграла Лебега. Теорема Леви и следствие ее для рядов.Интегрируемость по Лебегу измеримой и
ограниченной функции

Пусть 
[image: image596.wmf]+¥

<

E

, 
[image: image597.wmf])

(

x

f

 - измеримая функция на 
[image: image598.wmf]E

. Введём в рассмотрение две функции 
[image: image599.wmf]))

(

)

(

(

2

1

)

(

x

f

x

f

x

f

+

=

+

 и 
[image: image600.wmf]))

(

)

(

(

2

1

)

(

x

f

x

f

x

f

-

=

-

, которые также измеримы на 
[image: image601.wmf]E

. Справедливы равенства 
[image: image602.wmf])

(

)

(

)

(

x

f

x

f

x

f

=

+

-

+

, 
[image: image603.wmf])

(

)

(

)

(

x

f

x

f

x

f

=

-

-

+

.
Определение 3. Измеримая функция 
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Теорема 3 (полная аддитивность интервала Лебега). Пусть 
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Теорема 4 (абсолютная непрерывность интервала Лебега). Если 
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Теорема 8 (теорема Леви). Пусть 
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Доказательство: Не ограничивая общности, считаем: 
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Следствие (для функциональных рядов). Если все функции 
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Теорема 9 (Теорема Фату). Если последовательность измеримых и суммируемых на 
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Теорема 10 (теорема Лебега). Для того, чтобы ограниченная на 
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Положим 
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По теореме 8: 
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Из определений 
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12. Теорема Фубини. Интеграл Лебега для множества бесконечной меры.

Определение. Множество Z упорядоченных конечных последовательностей (x1,...,xn)
xk принадлежит Xk называется прямым произведением множеств X1,...,Xn
Теорема Фубини. Пусть меры (x и (y, определены на σ-флгебрах,σ-аддитивны и полны;пусть далее, (=(х X (у и функция f(x,y) интегрируема по мере ( на множестве 
А С X x Y.

Тогда ∫(A)f(x,y)d(=∫(X) (∫(Ax)f(x,y)d(y) d(x=∫(Y) (∫(Ay)f(x,y)d(x) d(y
Определение.(Интеграл Лебега на мн-ве бескон меры) Исчерпывающая последовательность- монотонно возрастающая последовательность {Xn}измримых подмножеств X такая что X=U Xn, ((Xn)<∞.

Измеримая ф-я f, определенная на мн-ве X с σ-конечной мерой (, называется суммируемой на X, если она суммируема на каждом измеримом подмножестве ACX
Конечной меры и если для каждой исчерпывающей последовательности {Xn} предел

lim(n->∞) ∫(Xn) f(x) d( существует и не зависит от выбора этой последовательности.
13. Классы Lp,p>1. Неравенства Гёльдера и Минковского.
Пусть E - измеримое множество, число p 
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Определение 1. Множество всех измеримых на E функций f(x), для которых функции 
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Для доказательства введем в рассмотрение на множестве x > 0 функцию 
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В случаях f(x) ~ 0 или g(x) ~ 0 неравенство Гельдера очевидно. Пусть f(x) 
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Правая часть соотношения суммируема на множестве E, поэтому в силу мажорантного признака суммируема на E и левая часть, то есть функция f(x)g(x). Интеграл от функции, стоящий в скобках в правой части, равен единице. В итоге неравенство Гельдера доказано.
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суммируема на множестве E и справедливо неравенство Минковского 
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14. Полнота пространства Lp.
Последовательность {
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Определение 2. Нормированное пространство называется полным(банаховым), ели любая

фундаментальная последовательность в этом пространстве является сходящийся. 

Теорема 1. Пространство Lp(E), 
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Доказательство. Пусть 
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Из этого соответствия следует оценка
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Измеримая функция F(x) на измеримом множестве E называется простой, если она принимает f(x) = 
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Очевидно, что всякая простая функция f(x) имеет вид 
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Лемма 1. Для любой на измеримом множестве E неотрицательной f(x) существует неубывающая последовательность
[image: image813.wmf](x)}

{f

n

простых неотрицательных функций 
[image: image814.wmf](x)

f

n

 таких, что 
[image: image815.wmf]f(x)

(x)

f

lim

n

n

=

¥

®

в каждой точке x множества E, причем сходимость равномерная на множестве конечных значений функции f(x).

Доказательство. Введем в рассмотрение множество 
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Следствие. Последовательность 
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15. Плотность множества непрерывных функций в Lp. Непрерывность в метрике Lp.

Лемма 1. Для любой на измеримом множестве E неотрицательной f(x) существует неубывающая последовательность
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Теорема 2. Пусть E-ограниченное измеримое множество, 
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Для каждого множества
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Теорема 3. (Непрерывность в метрике Lp). Пусть E - ограниченное измеримое множеств, 
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  при достаточно малых значениях h имеет место в силу равномерной непрерывности непрерывной на 
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16. Метрические пространства. Теорема о вложенных шарах.

Определение 1. Множество M называется метрическим пространством, если каждой паре его элементов x и y поставлены в соответствия неотрицательное число 
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Определение 2. последовательность 
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Последовательность точек 
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при любом 
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Пусть дано множество X метрического пространства M. Точка 
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называется предельной точкой этого множества, если любая окрестность точке а содержит хотя бы одну точку множества X \ {a}, то есть 
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для любого r. Множество, полученное присоединением к X всех его придельных точек, называется замыканием множества X и обозначается 
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Определение  3. Если в метрическом пространстве M каждая фундаментальная последовательность является сходящейся, то пространство M называется полным. 

Теорема 1(о вложенных шарах). Пусть дана в полном метрическом пространстве M последовательность замкнутых шаров, вложенных друг в друга (то есть таких, что каждый последующий шар содержится внутри предыдущего), радиусы которых стремятся к нулю. Тогда существует и притом единственная точка, принадлежащая всем этим шарам. 

Доказательство. Обозначим рассматриваемые шары следующим образом:
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По условию теоремы 
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Рассмотрим последовательность центров этих шаров:
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В силу того, что пространство M - полное, эта последовательность сходится в некоторому пределу 
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Допустим, что существует еще одна точка b, принадлежащая всем шарам и отличная от точки a, так, что 
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. Теорема доказана.

17. принцип сжатых отображений. Теорема Бэра о категориях.

Теорема 3 (принцип сжатых отображений). Пусть в полном метрическом пространстве M задан оператор A, переводящий элементы пространства M в элементы этого пространства. Пусть, кроме того, 
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. Эта точка называется неподвижной точкой оператора A, который, в свою очередь, называется сжатым (сжимающим) отображением. 

Определение 4. Множество X называется множеством 1-ой категории, если она может быть представлено в виде суммы конечного или счетного числа нигде не плотных множеств. Множество, не являющееся множеством 1-ой категории, называется множеством второй категории.

Теорема 2(Бэра о категориях). Полное метрическое пространство есть множество 2-ой категории. 


Доказательство. Предположим противное и допустим, что полное пространство 
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Мы получили последовательность замкнутых шаров

 
[image: image970.wmf]),...

,

(a

B

),...,

,

(a

B

),

,

(a

B

n

n

n

2

2

2

1

1

1

r

r

r

 ,

каждый из которых вложен в предыдущий и радиусы которых стремятся к нулю. При этом шар 
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Если рассмотреть числовую прямую 
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с обычной евклидовой нормой как метрическое пространство, то множество рациональных точек на 
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 представляет собой множество 1-ой категории, а множество иррациональных точек является множеством 2-ой категории. 


18. Линейные нормарованные пространства. Теорема Рисса.

Определение 5.  Пусть X - линейное пространство над полем вещественных или комплексных чисел. X называется линейным нормированным пространством, если каждому его элементу x поставлено в соответствие вещественное число 
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, называемое нормой этого элемента, причем выполнены следующие аксиомы: 
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Сходимость последовательности 
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 из линейного нормированного пространства отождествляется со сходимостью в метрике 
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Примеры:
1) 
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[image: image987.wmf]2

/

1

1

2

x

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

å

=

n

i

i

x

, где 
[image: image988.wmf])

x

,...,

(x

x

n

1

=

 ;
2) C[0,1] - пространство непрерывных на [0,1] функций с нормой 
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, отвечающий равномерной сходимости, поэтому С[0,1] также банохово пространство.
Определение 6. Линейное многообразие L линейного нормированного пространства X называется подпространством, если множество L замкнуто относительно сходимости по норме.
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Теорема 4 (теорема Рисса). Пусть L - подпространство линейного пространства X, 
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. Теорема доказана.
19. Линейные операторы и их свойства. Теорема о полноте пространства линейных ограниченных операторов.

Пусть X и Y – линейные нормированные пространства над полем действительных или полем комплексных чисел.

Определение 1. Отображение A:X
[image: image1012.wmf]®

Y (y = Ax), то есть оператор А, определяемый на X с областью значений в Y, называется линейным оператором, если для любых элементов 
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 EMBED Equation.3  [image: image1015.wmf]Î

X и любого числа λ справедливы равенства:
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б) А(λ
[image: image1020.wmf]1

x

)= λА
[image: image1021.wmf]1

x


Определение 2. Оператор A:X
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Y непрерывен в точке 
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 EMBED Equation.3  [image: image1024.wmf]Î
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Теорема 1. Линейный оператор А непрерывен на всем пространстве Х тогда и только тогда, когда А – непрерывен в одной точке 
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 EMBED Equation.3  [image: image1033.wmf]Î
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Доказательство. Действительно, пусть x
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Примеры:
1) А=0 или А=I (тождественный оператор) линейные непрерывные операторы.

2) X=C[0,1], 
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Определение 3. Оператор А называется ограниченным, если существует постоянная М такая, что оценка 
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X.
Ограниченный оператор переводит ограниченное множество пространства X в ограниченное множество пространства Y.

Теорема 2. Для того чтобы линейный оператор А был непрерывен необходимо и достаточно, чтобы А был ограничен.
Необходимость. Пусть А – непрерывен, предположим А – неограничен. Тогда существует последовательность  [image: image1045.wmf]{
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 не стремиться к A0 = 0. Следовательно, оператор А не является непрерывным.

Достаточность. Пусть А – ограничен, то есть 
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Определение 4. Наименьшая из постоянных М, удовлетворяющих условию 
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для линейного ограниченного оператора А называется нормой оператора А и обозначается 
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Теорема 3. Если Х – линейное нормированное пространство, а Y – банахово пространство (полное линейное нормированное пространство), то пространство 
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Доказательство. Пусть последовательность операторов 
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[image: image1087.wmf]®

Y). Теорема доказана.

Следствие. Пространство 
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, сопряженное к линейному нормированному пространству 
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20. Теорема Банаха-Штейнгауза и следствие из нее Пример из теории рядов Фурье на применение теоремы Б-Ш.

Теорема 4 (теорема Банаха-Штейнгауза – принцип равномерной ограниченности). Пусть Х и Y – банаховы пространства. Если 
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Доказательство. Предположим, что последовательность 
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Если теперь 
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Приведем пример применения теоремы 4 в теории рядов Фурье. Мы докажем существование непрерывной периодической функции, для которой ряд Фурье расходиться. 

Пусть 
[image: image1136.wmf](

)

[

]

π

π,

C

x

f

-

Î

, 
[image: image1137.wmf](

)

(

)

π

f

π

f

=

-

, 
[image: image1138.wmf](

)

(

)

(

)

å

¥

=

+

+

1

k

k

k

0

kx

sin

b

cos(kx)

a

2

a

~

x

f

, 
[image: image1139.wmf]ò

-

=

π

π

k

)dt

f(t)cos(kt

π

1

a

, 
[image: image1140.wmf]ò

-

=

π

π

k

)dt

f(t)sin(kt

π

1

b

. 

Преобразуем частичную сумму ряда Фурье 
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Таким образом, 
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21.  Обратный оператор. Достаточные условия существования обратного оператора.

Пусть оператор А действует из множества Х на множество Y, 
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Теорема 1. Пусть А – линейный оператор, действующий из линейного нормированного пространства Х в линейное нормированное пространство Y, причем существует постоянная m>0 такая, что ||Ах||
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Доказательство. Прежде всего докажем, что уравнение Ах = y, y
[image: image1180.wmf]Î

R(A), имеет единственное решение. Предположим, их два: х
[image: image1181.wmf]1

 и х
[image: image1182.wmf]2

: Ах
[image: image1183.wmf]1

 = y, Ах
[image: image1184.wmf]2

 = y, тогда А(х
[image: image1185.wmf]1

 - х
[image: image1186.wmf]2

) = 0 и m||х
[image: image1187.wmf]1

 - х
[image: image1188.wmf]2

|| 
[image: image1189.wmf]£

 ||A(х
[image: image1190.wmf]1

 - х
[image: image1191.wmf]2

)|| = 0. Значит, х
[image: image1192.wmf]1

 = х
[image: image1193.wmf]2

 и существует А
[image: image1194.wmf]1

-

 - линейный оператор. Этот оператор ограничен, ибо 
||А
[image: image1195.wmf]1

-

y|| 
[image: image1196.wmf]£

 
[image: image1197.wmf]m

1

||AА
[image: image1198.wmf]1

-

y|| = 
[image: image1199.wmf]m

1

||y|| для всех y
[image: image1200.wmf]Î

Y.

Теорема 2 (Теорема Неймана). Пусть А – линейный ограниченный оператор, отображающий банахово пространство Х на себя и ||A|| 
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Замечание. Пусть А, В
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Теорема 3. Пусть оператор А
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22. Теорема Банаха об обратном операторе.
Доказательство. По условию линейный оператор А устанавливает взаимно однозначное соответствие между элементами Х и Y. По доказанному выше обратный оператор А
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Ввиду того, что полное пространство Y не может быть объединением счетного числа нигде не плотных множеств (теорема Бэра категориях из §6), по крайней мере, одно из множеств Y
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Так как y – любой элемент из Y, то ограниченность оператора A
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23. Теорема Хана-Банаха о продолжении линейного функционала в линейном нормированном пространстве.
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24. Общий вид линейного функционала в конкретных пространствах.

Обсудим вопрос об общем виде линейного функционала в различных нормировнных пространствах.
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3) Если 
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-однозначно определяемая функция по функционалу 
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4) Если 
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. Справедлива теорема Рисса, в которой утверждается, что любой линейный функционал 
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- фиксированная функция с ограниченным изменением:
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, где точная верхняя грань берётся по всевозможным разбиениям 
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25. Слабая сходимость. Связь между сильной и слабой сходимостью. Критерий сильной сходимости.

Теорема 2. Пусть 
[image: image1564.wmf]}
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-последовательность элементов из банахового пространства X такая, что последовательность 
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 ограничена для любого функционала 
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. Тогда существует постоянная 
[image: image1567.wmf]0

M

>

 и такая, что 
[image: image1568.wmf]M

x

n

£

, то есть последовательность 
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Теорема 3. Пусть X – банахово пространство, 
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, числовая последовательность 
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  ограничена в 
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Определение 1. Последовательность 
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 элементов линейного нормированного пространства X называется слабо сходящейся к элементу 
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числовая последовательность 
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сходится к 
[image: image1578.wmf])
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В силу замечания к следствию 1 из теоремы 1 слабый предел единственен. Из теоремы 2 вытекает ограниченность слабо сходящейся последовательности. 


Сильная сходимость влечёт за собой слабую сходимость, так как 
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. Обратное неверно. Рассмотрим 
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Теорема 4. Последовательность 
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 линейного нормированного пространства X сходится сильно тогда и только тогда, когда последовательность 
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Доказательство. Необходимость. Если 
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 следует равномерная сходимость 
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Достаточность. Пусть последовательность 
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. Воспользуемся следствием 1 к теореме Хана-Банаха, обозначив 
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Теорема доказана.
.

26. Определение Гильбертова пространства и его основных свойств. Теорема об элементе с наименьшей нормой.
Определение 1. Гильбертовым пространством H называется множество элементов x, y, z, … со свойствами:

1) H – линейное пространство над полем действительных (комплексных) чисел;

2) каждой паре 
[image: image1616.wmf]H
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 поставлено в соответствие действительное (комплексное) число 
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, называемое скалярным произведением и удовлетворяющее условиям:
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3). H – полное в метрике 
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4). H – бесконечномерное, то есть для любого натурального числа 
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 линейно независимых элементов.

Комплексное пространство 
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. Сходимость ряда следует из неравенства Коши-Буняковского. Аналогично, пространство 
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 - гильбертово пространство со скалярным произведением 
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Теорема 1. Замкнутое выпуклое множество W в гильбертовом пространстве H содержит элемент содержит элемент с наименьшей нормой, и причем только один.

Доказательство. Пусть 
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при 
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Так как
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Возвращаясь к равенству параллелограмма для 
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. Теорема доказана.
27. Теорема Леви об ортогональной проекции. Разложение Гильбертова пространства на прямую сумму подпространства и его ортогонального дополнения.
Определение 2. Два элемента 
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называются ортогональными (
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Теорема 2 (теорема Б. Леви). Пусть L – подпространство H. Каждый вектор 
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Доказательство. Обозначим множество 
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Полагая
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а так как v – любой элемент из L, то 
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[image: image1682.wmf]1

1

z

y

z

y

+

=

+

, где 
[image: image1683.wmf]L

z

z,

L,

y

y,

1

1

^

Î

, тогда 
[image: image1684.wmf]z

z

y

y

1

1

-

=

-

, то есть 
[image: image1685.wmf]L

y

y

1

^

-

, другими словами, 
[image: image1686.wmf]1

y

y

-

 ортогонален самому себе. Следовательно 
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. Второе утверждение теоремы следует из определения W и теоремы 1.
Предел последовательности элементов, ортогональных подпространству L, ортогонален L. Поэтому элементы, ортогональные к L, образуют подпространство, которое называется ортогональным дополнением к L и обозначается 
[image: image1689.wmf]^

L

. Так как любой элемент 
[image: image1690.wmf]H

x

Î

 равен 
[image: image1691.wmf]^

Î

Î

+

=

L

z

L,

y

z,

y

x

, то говорят, что пространство H разлагается в прямую сумму подпространств L и 
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. Элемент y называется ортогональной проекцией элемента x на подпространство L, а оператор P, действующий по закону y = Px, то есть каждому элементу 
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 ставящий в соответствие его проекцию y, называется оператором ортогонального проецирования или ортопроектором. Нетрудно проверить справедливость равенства 
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Рассмотрим линейный ограниченный оператор, действующий из гильбертова пространства H на комплексную плоскость C. Этот оператор мы также будем называть линейным функционалом. Обозначим через ker f = 
[image: image1696.wmf]0}
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 - множество, называемое ядром функционала f(x). Очевидно, что ker f – подпространство H.

.
28. Теорема Рисса - Фреше об общем виде линейного функционала в гильбертовом пространстве.
Теорема 3 (теорема Рисса - Фреше). Любой линейный функционал f(x) в гильбертовом пространстве H представим в виде скалярного произведения f(x) = (x, y), где элемент y однозначно определяется по функционалу f(x), причем 
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Доказательство. Если 
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так как 
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Докажем единственность элемента y. Пусть существует вектор 
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следовательно 
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29.Ортонормированные системы. Ортогонализация по Шмидту. Неравенство Беселя.

Полнота и замкнутость ортонормаированной системы. Слабая сходимость ее к нулю.

Лемма 2. Для того, чтобы линейное многообразие M было всюду плотно в H, необходимо и достаточно, чтобы в H не существовало элемента, отличного от нуля и ортогонального M.

Необходимость. Пусть 
[image: image1715.wmf]H

M

=

. Ясно, что из условия 
[image: image1716.wmf]M

x

^

 следует 
[image: image1717.wmf]M

x

^

, но 
[image: image1718.wmf]H

M

=

 и 
[image: image1719.wmf]H

x

^

. В частности 
[image: image1720.wmf]x

x

^

, следовательно x = 0.

Достаточность. Пусть M не всюду плотно в H, то есть 
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Определение 3. Система 
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Определение 4. Бесконечная система элементов линейного пространства называется линейно независимой, если любая конечная подсистема этой системы линейно независима.

Лемма 3. Любую систему 
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 линейно независимых элементов можно сделать ортонормированной с помощью процесса ортогонализации Шмидта.
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ибо в противном случае 
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и так далее.

Если совокупность степеней 
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Пусть L – подпространство, порожденное ортонормированной системой 
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Определение 5. Ортонормированная в H система 
[image: image1760.wmf]}
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 называется полной, если в H не существует никакого элемента кроме нуля, ортогонального каждому члену 
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 системы 
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. Система называется замкнутой, если подпространство L, порожденное этой системой, совпадает с H.

Определение 6. Замкнутая ортонормированная система называется ортонормированным базисом в гильбертовом пространстве H.

Легко проверяется справедливость следующих двух утверждений. В гильбертовом пространстве H полнота и замкнутость ортонормированной системы совпадают. Любая ортонормированная система 
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 в гильбертовом пространстве слабо сходится к нулю.

Лемма 1. Пусть Х – банахово пространство. Если последовательность элементов xn
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Доказательство. Пусть это не так: тогда существует 
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, что невозможно. Лемма доказана.

Теорема 3. Пусть X и Y – баноховы пространства. Любой вполне непрерывный оператор А, действующий из X в Y, переводит всякую слабо сходящуюся последовательность в X в сильно сходящуюся в Y.

Доказательство. Пусть 
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слабо в Y, так как, взяв произвольный функционал φ
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. Таким образом, последовательность {Axn} сходится слабо к Ax0. По лемме 1 эта последовательность сходится сильно к Ax0. Теорема доказана.

Если оператор А – вполне непрерывен, а В – ограничен, то операторы АВ и ВА – вполне непрерывные.

Теорема 4. Если А – вполне непрерывный оператор, действующий из гильбертова пространства Н в Н, то оператор А* также вполне непрерывен.

Доказательство. Пусть 
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 сильно. Поскольку любое в Н ограниченное множество – слабо компактно, то оператор А* переводит ограниченное множество в компактное, то есть является вполне непрерывным.

30. Теорема о существовании ортонормированного базиса в сепарабельном гильбертовом пространстве. Теорема об изоморфизме и изометрии всех гильбертовых пространств.
Теорема 4. В любом сепарабельном гильбертовом пространстве существует ортонормированный базис, то есть полная ортонормированная система.

Доказательство. Пусть G = { 
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[image: image1812.wmf]i

e

} и в силу того, что любой элемент 
[image: image1813.wmf]m

n

L

g

2

Î

 по построению, то замыкание линейной оболочки системы {
[image: image1814.wmf]i

e

} совпадает с H, то есть эта система образует базис. Теорема доказана.

Теорема 5. Любое комплексное (вещественное) сепарабельное гильбертово пространство изоморфно и изометрично комплексному (вещественному) пространству 
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, то есть все комплексные (вещественные) сепарабельные гильбертовы пространства изоморфны и изометричны между собой. 

Доказательство. Пусть H – сепарабельное гильбертово пространство и {
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- коэффициенты Фурье. Таким образом отображение взаимно однозначно, а из рассуждений выше следует, что оно изометрично и изоморфно. Теорема доказана.

31. Теорема Рисса- Фишера. Теорема о слабой компактности сепарабельного гильбертова пространства.
Теорема 6 (теорема Рисса-Фишера). Пространства 
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Теорема 7. В сепарабельном гильбертовом пространстве H ограниченная последовательность  {
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Доказательство. Пусть 
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Докажем сходимость последовательности 
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, тем самым сходимость последовательности 
[image: image1869.wmf])

z

,

x

~

(

n

 доказана для любого 
[image: image1870.wmf]H

z

∈

.

Покажем, что существует слабый предел 
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32. Сопряженный оператор. Теорема о сопряженном операторе. Теорема о прямой сумме замыкания образа линейного ограниченного оператора  и ядра сопряженного.
Введём понятие сопряжённого оператора 
[image: image1878.wmf]*
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Теорема 1. Пусть 
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Доказательство. Из определения оператора следует цепочка соотношений 
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Оператор 
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 сопряжён к линейному непрерывному оператору 
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Теорема 2. Если 
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Доказательство. Так как 
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 Теорема доказана.

33. Вполне непрерывный оператор.Пример интегрального вполне непрерывного оператора. Свойства вполне непрерывного оператора.
Определение 1. Множество 
[image: image1936.wmf]M

линейного нормированного пространства 
[image: image1937.wmf]X

 называется компактным, если любая последовательность его элементов содержит фундаментальную подпоследовательность.

Определение 2. Линейный оператор 
[image: image1938.wmf]A

, действующий из линейного нормированного пространства 
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 в линейное нормированное пространство 
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, называется вполне непрерывным (компактным), если он всякое ограниченное множество переводит в компактное.

Любой ограниченный оператор переводит ограниченное множество в ограниченное и компактное в компактное. Вполне непрерывный оператор является ограниченным, а любой ограниченный оператор в конечномерном пространстве – компактным. В бесконечномерном пространстве единичный (тождественный) оператор – ограничен, но не компактен.

Теорема 1 (критерий компактности в 
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Теорема 2 (критерий компактности в 
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34. Первая теорема Фредгольма.

Лемма 1. Многообразие ImL – замкнуто, где ImL={y
[image: image1964.wmf]Î

H: y=Lx}.

Доказательство. Докажем, что 
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ImL. По условию yn=Lxn=xn-Axn
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, ибо в противном случае перейдем к xn-Pxn, где P – ортопроектор на KerL, причем L(Pxn)=0. Покажем, что 
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. Так как А – вполне непрерывный оператор, а последовательность 
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[image: image1978.wmf]{

}

n

x

'

'

 последовательности 
[image: image1979.wmf]{

}

n

x

'

 такая, что последовательность 
[image: image1980.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

n

n

x

Ax

'

'

'

'

 сходится. Но когда сходится и последовательность {zn}, где 
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ImL. Теорема доказана.

Лемма 2. 
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Непосредственным следствием леммы 2 является следующая

Теорема 1 (1-я теорема Фредгольма). Уравнение Lx=f разрешимо тогда и только тогда, когда 
[image: image2000.wmf]*
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, то есть элемент f ортоганален любому решению уравнения L*y=0.

Для любого натурального числа k положим Hk=ImLk, в частности, H0=H=ImL0, где L0=I, H1=ImL и так далее. По лемме 1 все Hk – замкнуты и очевидно 
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, причем L(Hk)=Hk+1.
Лемма 3. Существует номер j такой, что Hk+1=Hk при всех 
[image: image2002.wmf]j
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.
Доказательство. Если это не так, то все подпространства Hk различны, поэтому по теореме Леви можно построить ортонормированную систему {xk} так, что xk
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. Пусть l>k: Axl-Axk=-xk+(xl+Lxk-Lxl). Выражение в скобках принадлежит Hk+1 и 
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, то есть из последовательности {Axk} нельзя выделить сильно сходящуюся подпоследовательность, что противоречит полной непрерывности оператора А.

35. Вторая теорема Фредгольма.

Лемма 4. Если KerL=0, то ImL=H. Если KerL*=0, то ImL*=H.
Доказательство. Если KerL=0, то оператор L отображает H на Н взаимно однозначно, а при ImL≠H цепочка Hk состоит из различных подпространств. По лемме 3 их конечное число, то есть если x0
[image: image2007.wmf]Î

H\H1 и номер k такой, что Hk=Hk+1, тогда Lkx0
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Hk и существует y
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H: Lkx0=Lk+1y, или L(Lk-1x0-Lky)=0. Так как KerL=0, то Lk-1x0=Lky и так далее. В итоге получим x0=Ly, что означает x0
[image: image2010.wmf]Î

H1. Полученное противоречие доказывает равенство ImL=H. Аналогично устанавливается соотношение ImL*=H, если KerL*=0. Лемма доказана.

Лемма 5. Если ImL=H, то KerL=0.
Так как ImL=H, то по лемме 2 KerL*=0, но тогда по лемме 4 ImL*=H. Снова применяя лемму 2, получим KerL=0.

Из лемм 4 и 5 непосредственно следует

Теорема 2 (2-я теорема Фредгольма или альтернатива Фредгольма). Либо уравнение Lx=f имеет единственное решение при любой правой части f
[image: image2011.wmf]Î

H, либо уравнение Lx=0 имеет ненулевое решение.

36. Третья теорема Фредгольма.

Теорема 3 (3-я теорема Фредгольма).  Однородные уравнения Lx=0 и L*y=0 имеют одно и то же и при том конечное число линейно независимых решений.

Доказательство.  Пусть 
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, то в подпространстве KerL существует счетная ортонормированная система {xk}. Из Lxk=0 следует равенство Axk=xk, причем при l≠k: 
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Докажем равенство 
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 – ортонормированные базисы соответственно в KerL и KerL*. От противного, предположим 
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Так как оператор S получается сложением оператора L и конечномерного оператора, то все результаты для оператора L справедливы и для S. Покажем, что уравнение Sx=0 имеет только тривиальное решение. Итак, 
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[image: image2026.wmf]KerL

x

^

, следовательно x=0.

Из утверждения о том, что уравнение Sx=0 имеет только тривиальное решение по 2-ой теореме Фредгольма следует существование элемента y, для каждого справедливо равенство 
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Умножая это равенство скалярно на 
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. Заменив теперь в наших рассуждениях L на L*, докажем неравенство 
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 и теорема доказана.
37. Понятие о спектре линейного оператора в бесконечномерных пространствах. Теорема Гильберта-Шмидта.

Пусть X – банахово пространство над полем комплексных чисел. Оператор 
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, то есть линейный ограниченный оператор, действующий из X в X.
Определение 1. Резольвентное множество 
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 оператора A есть множество комплексных чисел 
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 оператора A называется дополнение к множеству 
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 на комплексной плоскости, то есть 
[image: image2040.wmf]ρ(A)

\

C

σ(A)

=

.
Определение 2. Операторнозначная функция 
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 называется регулярным значением оператора A.

Таким образом, 
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Определение 3. Комплексное число 
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 называется собственным значением оператора A, если 
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 называется собственным элементом, отвечающим собственному значению 
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Теорема 1. Резольвентное множество 
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 - открыто.

Доказательство. Пусть 
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Так как по условию 
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Следствие. Спектр 
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 - замкнут.

Теорема 2. Пусть X - банахово бесконечномерное пространство и A – вполне непрерывный оператор в нем. Тогда 
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Если бы 
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, то оператор A имел бы ограниченный обратный оператор и оператор 
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 являлся вполне непрерывным, что невозможно.

Теорема 3 (теорема Гильберта-Шмидта). Пусть 
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 - вполне непрерывный оператор в сепарабельном гильбертовом пространстве H. Тогда любой элемент 
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по собственным элементам 
[image: image2072.wmf]k
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 оператора A, образующим ортонормированную систему.

Замечание. Для всякого самосопряженного вполне непрерывного оператора A в сепарабельном гильбертовом пространстве H существует ортонормированный базис пространства H, состоящий из собственных векторов этого оператора. Для этого достаточно систему из теоремы 3 дополнить произвольным ортонормированным базисом из 
[image: image2073.wmf]KerA

.

44. Три теоремы Фредгольма

Теорема I. Неоднородное уравнение Lx = f разрешимо ( правая часть f ортогональна любому решению неоднородного уравнения Lx = 0, т.е. f ( Ker(L).

Теорема II (альтернавтива Фредгольма).  Либо неоднородное уравнение имеет единственное решение при любой правой части, либо однородное уравнение имеет ненулевое решение.

Теорема III. Однородное уравнение Lx = 0 и сопряженное однородное уравнение L*y = 0 имеют одинаковое и конечное число линейно независимых решений.
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