

Функциональный анализ. Решения задач 21-40


ВМиК МГУ, 4 курс, 3 поток, зимняя сессия

Задачи к зачету по функциональному анализу

[1]. А.Н. Колмогоров, С.В.Фомин. Элементы теории функций и функционального анализа.
[2]. А.А.Кириллов, А.Д.Гвишиани. Теоремы и задачи функционального анализа.

[3]. Б. Гелбаум, Дж. Олмстед. Контрпримеры в анализе.

Задача 21. При каких 
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 функция 
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Задача 22. Доказать, что если 
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 на множестве E и C>0,  то функция удовлетворяет неравенству Чебышева: 
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Доказательство. Пусть M = {x(E | f(x) ( c}. В силу монотонности интеграла, 
[image: image6.wmf](

)

ò

E

dx

x

f

c

1

(
[image: image7.wmf](

)

ò

M

dx

x

f

c

1

(
[image: image8.wmf]ò

M

cdx

c

1

( |M|.

Задача 23.Существует ли интеграл Лебега от 
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Ответ. Да, т.к. интеграл абсолютно сходится по Риману.

Задача 24. Будет ли функция 
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Ответ. Нет
Указание. Функция f(x) эквивалентна функции 1/x(, интеграл Римана от которой расходится при любом (.
Задача 25. При каких 
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 и 
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 существует интеграл Лебега на 
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Задача 26. Существует ли интеграл Лебега на 
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Ответ. Да, поскольку интеграл Римана сходится абсолютно; I[f]=1/ln(2).

Задача 27. Привести пример последовательности функций, сходящейся по мере на измеримом множестве E,  но не сходящейся ни в одной точке множества E.
Решение. Пусть E=[0;1]. В качестве меры возьмем меру L1(E). Определим последовательность сегментов {Ik} следующим образом: I1=[0;1/2], I2=[1/2;1], I3=[0;1/4],…, I6=[3/4;1]… . Определим функцию fk как характеристическую функцию множества Ik . (См. также явный вид fk в задаче 29.) Очевидно, что функциональная последовательность {fn} сходится по мере на E (т.к. |Ik|(0), но не сходится ни в одной точке, так как для любой точки x как угодно далеко в последовательности сегментов найдется сегмент In, включающий данную точку (т.е. fn(x)=1).

Задача 28. Показать, что из сходимости почти всюду не следует сходимость в среднем. Рассмотреть пример 
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Решение. Рассмотрим функциональную последовательность {fn(x)} на сегменте [0;1]. Очевидно, что она сходится к f (0 почти всюду (везде, кроме точки 0). В то же время, I[fn - f] (1, т.е. последовательность не сходится к f в среднем. 

Задача 29. Показать, что из сходимости в среднем не следует сходимости почти всюду. Пример: 
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Решение. См. решение задачи 27. Последовательность {fn} сходится к f (0 в среднем, но не сходится ни в одной точке. 

Задача 30. Показать, что из сходимости почти всюду не следует сходимость в среднем с интегрируемой мажорантой. См. задачу 28.

Указание. Рассмотрим пример 
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. Очевидно, что функциональная последовательность {fn(x)} сходится к f (0 почти всюду, но I[fn(x)](( ( для {fn(x)} не существует интегрируемой мажоранты (если предположить, что существует интегрируемая мажоранта M(x), то последовательность {I[fn(x)]} должна быть ограничена числом I[M(x)]).

Задача 31. Показать, что из сходимости в среднем не следует сходимость в среднем с интегрируемой мажорантой.
Указание: проведем доказательство от противного. Если предположить, что из сходимости в среднем следует сходимость в среднем с интегрируемой мажорантой, то из сходимости в среднем также следует сходимость почти всюду; но это не так (см. задачу 29).
Задача 32. Показать, что из сходимости по мере не следует сходимость почти всюду. Рассмотрите пример из задачи 29.

Задача 33.Показать, что из сходимости по мере не следует сходимость в среднем. 

Пример: при 
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Задача 34. Показать, что если мера множества E бесконечна, то из сходимости почти всюду не следует сходимость по мере. 

Пример: 
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Задача 35. Показать, что из сходимости в L1[0;1] не следует сходимость в L2[0;1]. 

Пример: 
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)

f

x

n

x

n

n

x

n

n

n

=

Î

-

é

ë

ê

ù

û

ú

Ï

-

é

ë

ê

ù

û

ú

ì

í

ï

ï

î

ï

ï

3

2

1

1

1

0

1

1

1

,

,

,

,


Решение. Действительно, по мере L1, ||fn|| ~ n-1/2(0, а по мере L2, ||fn|| ~ n ( (.

Задача 36. Доказать полноту пространства C[0;1].
Решение. Рассмотрим произвольную фундаментальную последовательность {fn}. По определению фундаментальности и меры в С[0;1], имеем: (( (n0: при m,n>n0: |fn(x) - fm(x)|< ( при любом x, т.е. при любом x числовая последовательность fn(x) фундаментальна ( сходится к некоторому пределу f(x).  Переходя к пределу при m((, получаем |fn(x) - f(x)|< ( при любом x, т.е. последовательность сходится к f(x) равномерно ( f(x) непрерывна ( последовательность {fn} сходится в С[0;1].

Задача 37. Будет ли полным пространство многочленов на сегменте [0;1], если метрика вводится по формуле 
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Ответ. Нет.
Решение. Очевидно, что M[0;1](C[0;1], а метрики этих пространств совпадают. Разложим в ряд Маклорена функцию exp(x), получим последовательность многочленов Sn(x) - частичных сумм ряда. Очевидно, что последовательность {Sn(x)} фундаментальна (т.к. она фундаментальна в C[0;1]), но не имеет предела в пространстве многочленов M[0;1] (т.к. в C[0;1] она может иметь только один предел, а именно exp(x)).

Задача 38. Доказать, что пространство l2 сепарабельно. 

Указание. Построить счетное всюду плотное в l2 множество.

Решение. Рассмотрим множество Eo(l2 последовательностей вида (y1,y2,…,yn,0,0,…), yi(Q, т.е. множество всех ограниченных последовательностей с рациональными членами. Множество E0 счетно, т.к. является объединением счетного числа счетных множеств Qn. Докажем, что E0 всюду плотно в l2. Рассмотрим произвольную последовательность x=(x1,x2,…,xn,…)(l2 и (>0. Поскольку ряд из квадратов xk сходится, найдется номер n, такой, что 
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. Очевидно, что можно подобрать такие рациональные числа y1,…,yn, что 
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. Таким образом, мы нашли элемент y=(y1,y2,…,yn,0,0,…)(E0, такой, что ((x,y) < ( ( E0 всюду плотно в l2.
Задача 39. Пусть A – компактное множество в банаховом пространстве X. Доказать, что для любого  x(X найдется точка y(A такая, что ((x,A)=||x - y||.

Указание. По определению, ((x,A) = inf {||x - u||, u (A}. Непрерывный функционал (норма) достигает на компакте своего минимума (образ компакта компактен).
Задача 40. Если на метрическом компакте ((Ax,Ay)< ((x,y) для любых x и y (x(y), принадлежащих компакту, то оператор A  имеет единственную неподвижную точку. Существенно ли условие компактности?

Ответ. Да.

Решение. Построим следующий контрпример: множество E=(0;1)(R с обычной метрикой из R, оператор Ax=x/2 не имеет на E неподвижной точки.
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