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ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Èíòóèöèîíèçì � ýòî ôèëîñîôñêîå òå÷åíèå â ìàòåìàòèêå,

âîçíèêøåå â íà÷àëå 20 âåêà êàê êðèòè÷åñêèé îòêëèê íà

íåîãðàíè÷åííîå ïðèìåíåíèå ôîðìàëüíûõ ëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ â

ìàòåìàòèêå, ïðèâîäÿùåå ê ïàðàäîêñàì (àíòèíîìèÿì).

Ïî ìíåíèþ èíòóèöèîíèñòîâ (Áðàóýð, Âåéëü, Ïóàíêàðå),

ïàðàäîêñû âîçíèêàþò â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî çàêîíû ëîãèêè,

ñïðàâåäëèâûå äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, áåçîñíîâàòåëüíî

ïåðåíîñÿòñÿ íà áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà.

Íå âñå ìàòåìàòè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ, âåðíûå äëÿ êîíå÷íûõ

ìíîæåñòâ, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ áåñêîíå÷íûõ

ìíîæåñòâ. Íàïðèìåð, äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ âåðåí ïðèíöèï

Àðõèìåäà ¾×àñòü âñåãäà ìåíüøå öåëîãî¿, à äëÿ

áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ � íåò.

Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî íå âñå çàêîíû êëàññè÷åñêîé

(àðèñòîòåëåâîé) ëîãèêè äîïóñêàþò íåîãðàíè÷åííîå è

áåçîãîâîðî÷íîå èñïîëüçîâàíèå â ìàòåìàòèêå.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì îäíó øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííóþ ñõåìó

äîêàçàòåëüñòâà.

Äîêàçàòü: Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ A, òî ∃x P(x).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà: Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ∀x ¬P(x).
Òîãäà ...(ôà-ôà, ëÿ-ëÿ)..., ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì A.
Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå ∀x ¬P(x) íåâåðíî, è ïîýòîìó ∃x P(x).

QED

Âñå õîðîøî, íî ãäå æå òà x , äëÿ êîòîðîé âåðíî P(x)?
Èç òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòî çíà÷åíèå èçâëå÷ü íåâîçìîæíî.

Íî òîãäà, ïî ìíåíèþ èíòóèöèîíèñòîâ, ýòî íå äîêàçàòåëüñòâî, à

ñëîâîáëóäèå.

×òîáû èñêëþ÷èòü äîêàçàòåëüñòâà òàêîãî ðîäà, íóæíî

ïåðåñìîòðåòü ñåìàíòèêó ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è êâàíòîðîâ.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Ñåìàíòèêà Êîëìîãîðîâà�Áðàóýðà�Ãåéòèíãà

Ïîïðîáóåì âçãëÿíóòü íà ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû êàê íà

óòâåðæäåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷.

Êàæäàÿ àòîìàðíàÿ ôîðìóëà A áóäåò îáîçíà÷àòü íåêîòîðóþ

çàäà÷ó. Èñòèííîñòü A áóäåò îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à èìååò

ðåøåíèå, è ýòî ðåøåíèå ìîæíî ïðåäúÿâèòü. Ëîæíîñòü A áóäåò

îçíà÷àòü, ÷òî çàäà÷à ðåøåíèÿ íå èìååò.

Ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ïîçâîëÿþò êîíñòðóèðîâàòü èç ïðîñòûõ

çàäà÷ ñîñòàâíûå çàäà÷è.

Îöåíèì, êàê (íå)ðàçðåøèìîñòü ñîñòàâíûõ çàäà÷ çàâèñèò îò

(íå)ðàçðåøèìîñòè ïðîñòûõ çàäà÷.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Ñåìàíòèêà Êîëìîãîðîâà�Áðàóýðà�Ãåéòèíãà

ϕ & ψ: Ðåøèòü îáå çàäà÷è ϕ è ψ è ïðåäúÿâèòü ðåøåíèå;

ϕ ∨ ψ: Âûáðàòü îäíó èç äâóõ çàäà÷ ϕ è ψ, ðåøèòü âû-
áðàííóþ çàäà÷ó è ïðåäúÿâèòü ðåøåíèå;

ϕ → ψ: Ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ψ ñâîäèòñÿ ê ðå-

øåíèþ çàäà÷è ϕ, ò. å. ïðåäúÿâèòü ñïîñîá, êîòî-
ðûé ïîçâîëÿåò, ðàñïîëàãàÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ϕ,
ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è ψ;

¬ ϕ: Äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à ϕ íå èìååò ðåøåíèÿ.

Çàêîíàìè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè ñ÷èòàþòñÿ òîëüêî òå

ôîðìóëû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò îïèñàíèÿì ñîñòàâíûõ çàäà÷,

èìåþùèõ ðåøåíèå ïðè ëþáûõ óñëîâèÿõ.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Çàêîíû èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè

I P → P � êàæäóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê íåé ñàìîé;

I (P → Q)&(Q → R)→ (P → R) � ÷òîáû ñâåñòè çàäà÷à R
ê çàäà÷å P äîñòàòî÷íî íàéòè çàäà÷ó Q, ê êîòîðîé ìîæíî

ñâåñòè çàäà÷ó R , è êîòîðóþ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ñâåñòè

ê çàäà÷å P ;

I P → ¬¬P � ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò

äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷è P , äîñòàòî÷íî
íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è P ;

I (¬P ∨ ¬Q)→ ¬(P&Q) � ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îáå çàäà÷è

P è Q íåëüçÿ ðåøèòü îäíîâðåìåííî, äîñòàòî÷íî âûáðàòü

îäíó èç ýòèõ çàäà÷ è ïîêàçàòü, ÷òî îíà íåðàçðåøèìà.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Ôîðìóëû, íå ÿâëÿþùèåñÿ çàêîíàìè
èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè

I ¬¬P → P � åñëè âû ìîæåòå îáîñíîâàòü, ÷òî íåëüçÿ

ïîñòðîèòü äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷è P , òî
ýòîãî åùå íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñàìîé

çàäà÷è P ;

I P ∨ ¬P � íåïðàâäà, ÷òî äëÿ ëþáîé çàäà÷è ìîæíî ëèáî

ïîëó÷èòü ðåøåíèå, ëèáî äîêàçàòü, ÷òî íèêàêîãî ðåøåíèÿ

íå ñóùåñòâóåò;

I ¬(P&Q)→ (¬P ∨ ¬Q) � åñëè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îáå

çàäà÷è P è Q íåëüçÿ ðåøèòü îäíîâðåìåííî, òî ýòî íå äàåò

îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ

íåðàçðåøèìîé.

Äà êàê æå ýòî òàê?

Óæ íå ñêðûâàåòñÿ ëè çäåñü ïðîñòàÿ èãðà ñëîâ?



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Ïîïðîáóåì ñòðîãî îïðåäåëèòü ñåìàíòèêó óòâåðæäåíèé,

êàñàþùèõñÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷.

Èñòèííîñòü ôîðìóë îöåíèâàåòñÿ â èíòåðïðåòàöèÿõ. Ïîñêîëüêó

çàäà÷è ðåøàþò ëþäè, â êà÷åñòâå èíòåðïðåòàöèé ìîãóò

âûñòóïàòü ñïîñîáíîñòè ëþäåé ðåøàòü çàäà÷è.

Íî ýòè ñïîñîáíîñòè ó ëþäåé ñî âðåìåíåì èçìåíÿþòñÿ. Çíà÷èò,

èíòåðïðåòàöèè äîëæíû áûòü äèíàìè÷åñêèìè .

Ðàññìîòðèì ìîäåëü èäåàëüíîãî ìàòåìàòèêà (Dutch

Mathematician), êîòîðûé

I ìîæåò ïðåáûâàòü â ðàçíûõ ñîñòîÿíèÿõ çíàíèÿ è

ïåðåõîäèòü èç îäíèõ ñîñòîÿíèé çíàíèÿ â äðóãèå;

I â êàæäîì ñîñòîÿíèè çíàíèÿ îí òî÷íî çíàåò, êàêèå èç

ýëåìåíòàðíûõ çàäà÷ îí óìååò ðåøàòü, à êàêèå íåò;

I íå óòðà÷èâàåò íàâûêîâ â ðåøåíèè çàäà÷ ïðè ïåðåõîäå èç

îäíîãî ñîñòîÿíèÿ çíàíèÿ â äðóãîå.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Îïðåäåëåíèå (ìîäåëü Êðèïêå)

Ïóñòü P = {P1,P2, . . . ,Pn, . . . } � ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ

ôîðìóë (íàçâàíèÿ çàäà÷).

Èíòóèöèîíèñòñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ � ýòî ðåëÿöèîííàÿ ñèñòåìà

I = 〈S ,R, ξ〉, â êîòîðîé

1. S 6= ∅ � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé (ñîñòîÿíèé çíàíèÿ);

2. R ⊆ S × S � îòíîøåíèå ïåðåõîäîâ íà S , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì íåñòðîãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà:

ðåôëåêñèâíîå R(s, s);
òðàíçèòèâíîå R(s1, s2)&R(s2, s3)⇒ R(s1, s3);
àíòèñèììåòðè÷íîå R(s1, s2)&R(s2, s1)⇒ s1 = s2;

3. ξ : S × P → {true, false} � îöåíêà àòîìàðíûõ ôîðìóë,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ìîíîòîííîñòè:

R(s1, s2) & ξ(P, s1) = true ⇒ ξ(P, s2) = true.
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Ïðèìåð èíòóèöèîíèñòñêîé èíòåðïðåòàöèè
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Ïðèìåð èíòóèöèîíèñòñêîé èíòåðïðåòàöèè
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óòðî
P = false
Q = false
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Ïðèìåð èíòóèöèîíèñòñêîé èíòåðïðåòàöèè
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Ïðèìåð èíòóèöèîíèñòñêîé èíòåðïðåòàöèè
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Ïðèìåð èíòóèöèîíèñòñêîé èíòåðïðåòàöèè
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Ïðèìåð èíòóèöèîíèñòñêîé èíòåðïðåòàöèè
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Ïðèìåð èíòóèöèîíèñòñêîé èíòåðïðåòàöèè
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Ïðèìåð èíòóèöèîíèñòñêîé èíòåðïðåòàöèè

ys1�
��
?

�
�

�
�
��	

@
@
@
@
@@Rys2�

��
?

�
�

�
�
��	

ys3 �
��
?

�
�
�

�
��	

@
@
@
@
@@Rys4�

��
? ys5�

��
? ys6 �

��
?

P = false
Q = false

P = true
Q = false

P = false
Q = false

P = false
Q = true

P = true
Q = false

P = true
Q = true



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Îïðåäåëåíèå (ñåìàíòèêà Êðèïêå)

Ïóñòü I = 〈S ,R, ξ〉 � èíòóèöèîíèñòñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Òîãäà

îòíîøåíèå âûïîëíèìîñòè I , s |=I ϕ ôîðìóëû ϕ â ñîñòîÿíèè s
èíòåðïðåòàöèè I îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

1. åñëè ϕ = P ∈ P, òî I , s |=I ϕ ⇐⇒ ξ(s,P) = true;

2. I , s |=I ϕ1&ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 è I , s |=I ϕ2;

3. I , s |=I ϕ1 ∨ ϕ2 ⇐⇒ I , s |=I ϕ1 èëè I , s |=I ϕ2;

4. I , s |=I ϕ1 → ϕ2 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ′, åñëè
(s, s ′) ∈ R è I , s ′ |=I ϕ1, òî I , s ′ |=I ϕ2;

5. I , s |=I ¬ϕ1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s ′, åñëè
(s, s ′) ∈ R, òî I , s ′ 6|=I ϕ1.

Ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ èíòóèöèîíèñòñêè îáùåçíà÷èìîé

(çàêîíîì èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè), åñëè äëÿ ëþáîé

èíòåðïðåòàöèè I è äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ s âåðíî I , s |=I ϕ.



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Ïðèìåð íåîáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû

6|=I P ∨ ¬P

ys1�
��
?

�
�

�
�
��	

@
@
@
@
@@Rys2�

��
? ys3 �

��
?

âå÷åð
P = false

áèáëèîòåêà
P = true

äèñêîòåêà
P = false
¬P = true ¬P = false

¬P = false
P ∨ ¬P = false



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Äðóãèå íåîáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû

Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, âûáðàâ ïîäõîäÿùóþ èíòåðïðåòàöèþ

(êîíòðìîäåëü) I ,

6|=I ¬¬P → P

6|=I ¬(P&Q)→ (¬P ∨ ¬Q)

6|=I ¬(P ∨ Q)→ (¬P&¬Q)



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Ïðèìåð îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû

|=I P → ¬¬P

Îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî I , s0 6|= P → ¬¬P . Òîãäà

ys0P = true
¬¬P = false���?

ys1¬P = true ���?

ys2P = false ���?P = true

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñâèäåòåëüñòâóåò î íåâîçìîæíîñòè

ïîñòðîåíèÿ êîíòðìîäåëè äëÿ ôîðìóëû P → ¬¬P .



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Äðóãèå îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû

Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî èíòóèöèîíèñòñêóþ îáùåçíà÷èìîñòü

ñëåäóþùèõ ôîðìóë

|=I ¬¬¬P → ¬P

|=I (¬P ∨ ¬Q)→ ¬(P&Q)

|=I ¬P ∨ ¬¬P



ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÑÒÑÊÀß ËÎÃÈÊÀ

Íåêîòîðûå îñîáåííîñòè èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè

Òåîðåìà 1

|=I ϕ =⇒ |=C ϕ

Òåîðåìà 2 (äèçúþíêòèâíîå ñâîéñòâî)

|=I ϕ ∨ ψ ⇐⇒ |=I ϕ èëè |=I ψ

Òåîðåìà 3 (ýêçèñòåíöèàëüíîå ñâîéñòâî)

|=I ∀x1 . . . ∀x1∃yϕ(x1, . . . , xn, y)
⇐⇒

ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì t(x1, . . . , xn), ÷òî
|=I ϕ(x1, . . . , xn, t(x1, . . . , xn))

t(x1, . . . , xn) � ýòî ïðîãðàììà ðåøåíèÿ çàäà÷è ϕ.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Çèìîé èäåò ñíåã

Çèìîé âñåãäà èäåò ñíåã

Çèìîé èíîãäà èäåò ñíåã

Ýòî ðàçíûå âûñêàçûâàíèÿ. È ïîýòîìó îíè äîëæíû áûòü

çàïèñàíû ðàçíûìè ôîðìóëàìè.

Ýòè âûñêàçûâàíèÿ ïî ñìûñëó ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. È ýòî

äîëæíî áûòü îòðàæåíî â ôîðìóëàõ. Ïîñêîëüêó âûñêàçûâàíèÿ

îòëè÷àþòñÿ ëèøü ñëîâàìè âñåãäà, èíîãäà (ìîäàëüíîñòè

âðåìåíè ), íóæíî ââåñòè êàêèå-òî ëîãè÷åñêèå êîíñòðóêöèè äëÿ

âûðàæåíèÿ ýòèõ ìîäàëüíîñòåé.

Ìîæåò áûòü äëÿ ýòîé öåëè ïðèãîäíû êâàíòîðû?



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ñòóäåíòû ïîñåùàþò ëåêöèè

Ñòóäåíòû îáÿçàíû ïîñåùàòü ëåêöèè

Ñòóäåíòû èìåþò ïðàâî ïîñåùàòü ëåêöèè

îáÿçàí, èìåþ ïðàâî � äåîíòè÷åñêèå ìîäàëüíîñòè .

À áóäóò ëè ïðèãîäíû êâàíòîðû â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âûðàæåíèÿ

ìîäàëüíîñòåé?



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Çàäà÷à èìååò ðåøåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à èìååò ðåøåíèå

Ìîæíî äîïóñòèòü, ÷òî çàäà÷à èìååò ðåøåíèå

çíàþ, ïðåäïîëàãàþ � ýïèñòåìè÷åñêèå ìîäàëüíîñòè.

À êàê áûòü çäåñü?



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ìîäàëüíîñòè (â åñòåñòâåííîì ÿçûêå îíè, êàê ïðàâèëî,

ïðåäñòàâëåíû íàðå÷èÿìè èëè ñëóæåáíûìè ãëàãîëàìè)

âûðàæàþò ðàçëè÷íûå îòòåíêè èñòèííîñòè (óâåðåííîñòü,

íåîáõîäèìîñòü, äîêàçóåìîñòü, îñâåäîìëåííîñòü è äð.).

Ýòè îòòåíêè ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü:

Ìîäàëüíîñòè íåîáõîäèìîãî Ìîäàëüíîñòè âîçìîæíîãî

íåîáõîäèìî âîçìîæíî

îáÿçàòåëüíî íå èñêëþ÷åíî

âñåãäà èíîãäà

äîëæåí èìåþ ïðàâî

çíàþ ïðåäïîëàãàþ

äîêàçóåìî íåïðîòèâîðå÷èâî



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ìîäàëüíîñòè (â åñòåñòâåííîì ÿçûêå îíè, êàê ïðàâèëî,

ïðåäñòàâëåíû íàðå÷èÿìè èëè ñëóæåáíûìè ãëàãîëàìè)

âûðàæàþò ðàçëè÷íûå îòòåíêè èñòèííîñòè (óâåðåííîñòü,

íåîáõîäèìîñòü, äîêàçóåìîñòü, îñâåäîìëåííîñòü è äð.).

Ýòè îòòåíêè ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü:

Ìîäàëüíîñòè íåîáõîäèìîãî Ìîäàëüíîñòè âîçìîæíîãî

íåîáõîäèìî âîçìîæíî

îáÿçàòåëüíî íå èñêëþ÷åíî

âñåãäà èíîãäà

äîëæåí èìåþ ïðàâî

çíàþ ïðåäïîëàãàþ

äîêàçóåìî íåïðîòèâîðå÷èâî



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ìîäàëüíîñòè (â åñòåñòâåííîì ÿçûêå îíè, êàê ïðàâèëî,

ïðåäñòàâëåíû íàðå÷èÿìè èëè ñëóæåáíûìè ãëàãîëàìè)

âûðàæàþò ðàçëè÷íûå îòòåíêè èñòèííîñòè (óâåðåííîñòü,

íåîáõîäèìîñòü, äîêàçóåìîñòü, îñâåäîìëåííîñòü è äð.).

Ýòè îòòåíêè ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü:

Ìîäàëüíîñòè íåîáõîäèìîãî Ìîäàëüíîñòè âîçìîæíîãî

íåîáõîäèìî âîçìîæíî

îáÿçàòåëüíî íå èñêëþ÷åíî

âñåãäà èíîãäà

äîëæåí èìåþ ïðàâî

çíàþ ïðåäïîëàãàþ

äîêàçóåìî íåïðîòèâîðå÷èâî

� ♦



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ñèíòàêñèñ ìîäàëüíûõ ôîðìóë

Ðàñøèðèì ñèíòàêñèñ êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, ââåäÿ

äâà ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðà

� (ìîäàëüíîñòü íåîáõîäèìîãî) è

♦ (ìîäàëüíîñòü âîçìîæíîãî),

ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ðàçðåøàåòñÿ ñòðîèòü ôîðìóëû

ñëåäóþùåãî âèäà:

(�ϕ) ¾íåîáõîäèìî ϕ¿,

(♦ϕ) ¾âîçìîæíî ϕ¿.

Âî èçáåæàíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñêîáîê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ìîäàëüíûå îïåðàòîðû èìåþò òàêîé æå ïðèîðèòåò, ÷òî è

êâàíòîðû.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ñåìàíòèêà ìîäàëüíûõ ôîðìóë ìíîãîîáðàçíà è íåïðîñòà.

Ðàññìîòðèì

Ïðèìåð

Âåðíî ëè, ÷òî ôîðìóëà �ϕ→ ϕ � ýòî çàêîí ìîäàëüíîé

ëîãèêè?

Åñëè � � ìîäàëüíîñòü âðåìåíè, ¾âñåãäà¿, òî �ϕ→ ϕ � ýòî

çàêîí ìîäàëüíîé ëîãèêè.

Åñëè ñòóäåíòû âñåãäà õîäÿò íà ëåêöèè, òî îíè õîäÿò íà ëåêöèè.

À âîò åñëè � � äåîíòè÷åñêàÿ ìîäàëüíîñòü, ¾äîëæíû¿, òî

ôîðìóëà �ϕ→ ϕ óæå íå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà ñòàòóñ

ëîãè÷åñêîãî çàêîíà.

Åñëè ñòóäåíòû äîëæíû õîäèòü íà ëåêöèè, òî îíè õîäÿò íà ëåêöèè.

Ýòî íåïðàâäà, à çàêîíû ëîãèêè íå çàâèñÿò îò ïðèõîòè ñòóäåíòîâ.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ñåìàíòèêà Êðèïêå ìîäàëüíûõ ôîðìóë

Îïðåäåëèì ñàìîå îáùåå îòíîøåíèå âûïîëíèìîñòè äëÿ

ìîäàëüíûõ ôîðìóë.

Ïóñòü P = {P1,P2, . . . ,Pn, . . . } � ìíîæåñòâî àòîìàðíûõ

ôîðìóë (ýëåìåíòàðíûå âûñêàçûâàíèÿ).

Ìîäàëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ èëè ìîäåëü Êðèïêå � ýòî

ðåëÿöèîííàÿ ñèñòåìà I = 〈W ,R, ξ〉, â êîòîðîé

1. W 6= ∅ � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé (âîçìîæíûå ìèðû);

2. R ⊆W ×W � îòíîøåíèå äîñòèæèìîñòè íà W ,

3. ξ : W × P → {true, false} � îöåíêà àòîìàðíûõ ôîðìóë.

Ñèñòåìà 〈W ,R〉 íàçûâàåòñÿ øêàëîé Êðèïêå (frame).

Åñëè (w ,w ′) ∈ R, òî âîçìîæíûé ìèð w ′ íàçûâàåòñÿ
àëüòåðíàòèâíûì ìèðîì äëÿ w .



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Îòíîøåíèå âûïîëíèìîñòè äëÿ ìîäàëüíûõ ôîðìóë

Ïóñòü I = 〈W ,R, ξ〉 � ìîäåëü Êðèïêå. Òîãäà îòíîøåíèå

âûïîëíèìîñòè I ,w |= ϕ ôîðìóëû ϕ â ìèðå w ìîäåëè I
îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

1. åñëè ϕ = P ∈ P, òî I ,w |= ϕ ⇐⇒ ξ(w ,P) = true;

2. I ,w |= ϕ1&ϕ2 ⇐⇒ I ,w |= ϕ1 è I ,w |= ϕ2;

3. I ,w |= ϕ1 ∨ ϕ2 ⇐⇒ I ,w |= ϕ1 èëè I ,w |= ϕ2;

4. I ,w |= ϕ1 → ϕ2 I ,w 6|= ϕ1 èëè I ,w |= ϕ2;

5. I ,w |= ¬ϕ1 ⇐⇒ I ,w 6|= ϕ1;

6. I ,w |= �ϕ ⇐⇒
äëÿ ëþáîãî àëüòåðíàòèâíîãî ìèðà w ′

åñëè 〈w ,w ′〉 ∈ R, òî I ,w ′ |= ϕ;

7. I ,w |= ♦ϕ ⇐⇒
cóùåñòâóåò òàêîé àëüòåðíàòèâíûé ìèð w ′,
÷òî 〈w ,w ′〉 ∈ R è I ,w ′ |= ϕ.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ïðèìåð

Øêàëà Êðèïêå
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w1 w2
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p = true

p = false

p = false

p = true

p = false

I ,w1 |= ♦p

I ,w1 6|= �p

I ,w1 |= �♦p

I ,w5 |= �p

I ,w5 6|= ♦p



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ïðèìåð

Ìîäåëü Êðèïêå
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p = true

p = false

p = false
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p = false

I ,w1 |= ♦p

I ,w1 6|= �p

I ,w1 |= �♦p

I ,w5 |= �p

I ,w5 6|= ♦p



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ïðèìåð

Âûïîëíèìîñòü
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p = false
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p = false

I ,w1 |= ♦p

I ,w1 6|= �p

I ,w1 |= �♦p

I ,w5 |= �p

I ,w5 6|= ♦p



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ïðèìåð
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p = false

p = false
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p = false

I ,w1 |= ♦p

I ,w1 6|= �p

I ,w1 |= �♦p

I ,w5 |= �p

I ,w5 6|= ♦p



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ïðèìåð
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w4 w3
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p = true

p = false

p = false
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p = false

I ,w1 |= ♦p

I ,w1 6|= �p

I ,w1 |= �♦p

I ,w5 |= �p

I ,w5 6|= ♦p



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ïðèìåð

Âûïîëíèìîñòü
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w1 w2

w4 w3

w5

p = true

p = false

p = false

p = true

p = false

I ,w1 |= ♦p

I ,w1 6|= �p

I ,w1 |= �♦p

I ,w5 |= �p

I ,w5 6|= ♦p



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà

1. |= ♦ϕ ≡ ¬�¬ϕ;
2. |= �(ϕ1 → ϕ2) → (�ϕ1 → �ϕ2);

3. |= ϕ =⇒ |= �ϕ (ïðàâèëî íåîáõîäèìîñòè).

Â ðàçíûõ ïðèëîæåíèÿõ ìîäàëüíîñòü íåîáõîäèìîãî ìîæåò

ïîíèìàòüñÿ ïî ðàçíîìó. Îòñþäà áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå

ìîäàëüíûõ ëîãèê. È ïîýòîìó â ðàçíûõ ìîäàëüíûõ ëîãèêàõ

îòíîøåíèå âûïîëíèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íà ðàçíûõ êëàññàõ

øêàë. Êàæäàÿ ðàçíîâèäíîñòü øêàë (îòíîøåíèÿ äîñòèæèìîñòè

R) õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííûì çàêîíîì (ôîðìóëîé)

ìîäàëüíîé ëîãèêè.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôîðìóëû

1. �ϕ→ ϕ ðåôëåêñèâíûå øêàëû

∀wR(w ,w);

2. �ϕ→ ��ϕ òðàíçèòèâíûå øêàëû

∀w1∀w2∀w3(R(w1,w2)&R(w2,w3)→ R(w1,w3));

3. ♦�ϕ→ ϕ ñèììåòðè÷íûå øêàëû

∀w1∀w2(R(w1,w2)→ R(w2,w1)).

Óòâåðæäåíèå

Øêàëà F = (W ,R) òðàíçèòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ ëþáîé îöåíêè ξ è äëÿ ëþáîãî àëüòåðíàòèâíîãî ìèðà w
âåðíî ñîîòíîøåíèå

(W ,R, ξ),w |= �ϕ→ ��ϕ .



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Äîêàçàòåëüñòâî:

(⇒) Äîïóñòèì, ÷òî øêàëà F = 〈W ,R〉 íåòðàíçèòèâíà.

Òîãäà

ðàññìîòðèì âîò òàêóþ îöåíêó ξ íà íåé.

y y y- -

�

@
@�
�

w1 w2 w3

p = true p = true p = false
I ,w1 |= �p I ,w2 6|= �p
I ,w1 6|= ��p
I ,w1 6|= �p → ��p



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Äîêàçàòåëüñòâî:

(⇒) Äîïóñòèì, ÷òî øêàëà F = 〈W ,R〉 íåòðàíçèòèâíà. Òîãäà
ðàññìîòðèì âîò òàêóþ îöåíêó ξ íà íåé.

y y y- -

�

@
@�
�

w1 w2 w3

p = true p = true p = false
I ,w1 |= �p I ,w2 6|= �p
I ,w1 6|= ��p
I ,w1 6|= �p → ��p



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Äîêàçàòåëüñòâî:

(⇐) Äîïóñòèì, ÷òî øêàëà F = 〈W ,R〉 òðàíçèòèâíà è
(W ,R, ξ),w1 |= �ϕ.

Åñëè â øêàëå íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïàðû ìèðîâ w2,w3, äëÿ

êîòîðîé âåðíî R(w1,w2) è R(w2,w3), òî (W ,R, ξ),w1 |= ��ϕ
è, ñëåäîâàòåëüíî, (W ,R, ξ),w |= �ϕ→ ��ϕ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ ïàðà ìèðîâ åñòü

y
w1

I ,w1 |= �ϕ y y
w2 w3

- -

�

I ,w2 |= ϕ I ,w3 |= ϕ
I ,w2 |= �ϕI ,w1 |= ��ϕ

I ,w1 |= �ϕ→ ��ϕ



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Äîêàçàòåëüñòâî:

(⇐) Äîïóñòèì, ÷òî øêàëà F = 〈W ,R〉 òðàíçèòèâíà è
(W ,R, ξ),w1 |= �ϕ.
Åñëè â øêàëå íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïàðû ìèðîâ w2,w3, äëÿ

êîòîðîé âåðíî R(w1,w2) è R(w2,w3), òî (W ,R, ξ),w1 |= ��ϕ
è, ñëåäîâàòåëüíî, (W ,R, ξ),w |= �ϕ→ ��ϕ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ ïàðà ìèðîâ åñòü

y
w1

I ,w1 |= �ϕ y y
w2 w3

- -

�

I ,w2 |= ϕ I ,w3 |= ϕ
I ,w2 |= �ϕI ,w1 |= ��ϕ

I ,w1 |= �ϕ→ ��ϕ



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Äîêàçàòåëüñòâî:

(⇐) Äîïóñòèì, ÷òî øêàëà F = 〈W ,R〉 òðàíçèòèâíà è
(W ,R, ξ),w1 |= �ϕ.
Åñëè â øêàëå íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïàðû ìèðîâ w2,w3, äëÿ

êîòîðîé âåðíî R(w1,w2) è R(w2,w3), òî (W ,R, ξ),w1 |= ��ϕ
è, ñëåäîâàòåëüíî, (W ,R, ξ),w |= �ϕ→ ��ϕ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêàÿ ïàðà ìèðîâ åñòü

y
w1

I ,w1 |= �ϕ y y
w2 w3

- -

�

I ,w2 |= ϕ I ,w3 |= ϕ
I ,w2 |= �ϕI ,w1 |= ��ϕ

I ,w1 |= �ϕ→ ��ϕ



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Äîêàçàòåëüñòâî:

Çíà÷èò, ôîðìóëà �ϕ→ ��ϕ èñòèííà ïðè ëþáîé îöåíêå â

ëþáîì ìèðå øêàëû F (ò. å. ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì çàêîíîì

øêàëû F ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà øêàëà F òðàíçèòèâíà.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôîðìóëû

4. �(�ϕ→ ϕ)→ �ϕ
ñòðîãèé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê áåç áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùèõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

íåâûðàçèì ôîðìóëàìè ëîãèêè ïðåäèêàòîâ;

5. èððåôëåêñèâíûå øêàëû

∀x¬R(x , x);
íåëüçÿ îõàðàêòåðèçîâàòü ìîäàëüíûìè ôîðìóëàìè.

Ðàññìîòðèì ìîäàëüíûå ëîãèêè, àêòèâíî èñïîëüçóåìûå â

èíôîðìàòèêå.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ýïèñòåìè÷åñêèå ëîãèêè è ìóëüòèàãåíòíûå ñèñòåìû

Ýïèñòåìè÷åñêèå ëîãèêè � ýòî ðàçíîâèäíîñòè ìîäàëüíûõ ëîãèê,

èçó÷àþùèå ìîäàëüíîñòè çíàíèÿ è ìíåíèÿ (âåðû)

èäåàëèçèðîâàííûõ àãåíòîâ. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò âîïðîñû î

òîì, êàêèìè çíàíèÿì ðàñïîëàãàåò ñóáúåêò, íàñêîëüêî îí

îñîçíàåò ñâîè çíàíèÿ (è íåçíàíèÿ), è êàêèå

ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå ñâÿçè âîçíèêàþò ìåæäó

óòâåðæäåíèÿìè, êàñàþùèìèñÿ âîïðîñîâ çíàíèÿ è âåðû.

Â ýïèñòåìè÷åñêîé ëîãèêå ìîäàëüíûé îïåðàòîð �ϕ ñëåäóåò

ïðî÷èòûâàòü ¾ß çíàþ, ÷òî ϕ¿, à ♦ϕ � ¾ß äîïóñêàþ, ÷òî ϕ¿.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ýïèñòåìè÷åñêèå ëîãèêè è ìóëüòèàãåíòíûå ñèñòåìû

Îñíîâíûå çàêîíû (àêñèîìû) ýïèñòåìè÷åñêîé ëîãèêè:

1. Àêñèîìà àäåêâàòíîñòè çíàíèÿ: �ϕ→ ϕ
¾Ìîè çíàíèÿ âåðíû¿.

2. Àêñèîìà ïîçèòèâíîé èíòðîñïåêöèè: �ϕ→ ��ϕ
¾ß âïîëíå ïðåäñòàâëÿþ âñå, ÷òî ìíå èçâåñòíî¿.

3. Àêñèîìà íåãàòèâíîé èíòðîñïåêöèè: ♦�ϕ→ ϕ
¾ß âïîëíå ñîçíàþ, ÷òî èìåííî ìíå íåèçâåñòíî¿.

Èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷, êîãäà êîëëåêòèâ ñóáúåêòîâ

(ìóëüòèàãåíòíàÿ ñèñòåìà) ïûòàåòñÿ ñîâìåñòíûìè óñèëèÿìè

èëè â êîíêóðåíòíîé áîðüáå äîñòè÷ü êàêîé-òî öåëè. Â òàêîì

ñëó÷àå êàæäûé àãåíò äîëæåí ïðèíèìàòü â ðàñ÷åò íå òîëüêî

çíàíèÿ î ïðåäìåòíîé îáëàñòè, íî è ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì,

êàêèìè çíàíèÿìè ðàñïîëàãàþò äðóãèå àãåíòû.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Çàäà÷à.

Òðè ìóäðåöà ñïîðèëè î òîì, êòî èç íèõ ìóäðåå. Ïðîõîæèé

âçÿëñÿ ðàçðåøèòü èõ ñïîð. Îí ñêàçàë: ¾Ó ìåíÿ â ìåøêå ïÿòü

øàïîê: 3 ÷åðíûõ è 2 áåëûõ. ß çàâÿæó âàì ãëàçà, íàäåíó

êàæäîìó íà ãîëîâó îäíó èç øàïîê, à ïîòîì ðàçâÿæó ãëàçà. Òîò

èç âàñ, êòî ïåðâûì äîãàäàåòñÿ, êàêîãî öâåòà øàïêà ó íåãî íà

ãîëîâå, áóäåò ïðèçíàí ìóäðåéøèì¿. Ìóäðåöû ñîãëàñèëèñü, è

ïðîõîæèé èñïîëíèë âñå òî, î ÷åì îí ãîâîðèë. Ïîñëå òîãî, êàê ñ

ãëàç ìóäðåöîâ áûëè ñíÿòû ïîâÿçêè, íåêîòîðîå âðåìÿ íèêòî íå

ïðîèçíåñ íè ñëîâà. È ïîñëå ýòîãî îäèí èç ìóäðåöîâ çàÿâèë:

¾Íà ìîåé ãîëîâå ÷åðíàÿ øàïêà¿. Îí îêàçàëñÿ ïðàâ, è áûë

ïðèçíàí ìóäðåéøèì.

Âîïðîñ: Äîêàæèòå, ÷òî ìóäðåéøèé èç ìóäðûõ ñëåï.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Çàäà÷à 2.

Íåñêîëüêî ñìûøëåííûõ, íî íåàêêóðàòíûõ äåòåé åëè íà

ñîëíå÷íîé âåðàíäå êëóáíè÷íîå âàðåíüå. Íåêîòîðûå èç íèõ

èñïà÷êàëè ñâîè ùåêè â âàðåíüå. Íà âåðàíäó çàøåë îòåö,

çàìåòèë èñïà÷êàâøèõñÿ â âàðåíüå äåòåé, è ñêàçàë: ¾Òå èç âàñ,

ó êîãî ùåêè èñïà÷êàíû â âàðåíüå, äîëæíû íåìåäëåííî ïîéòè

óìûòüñÿ¿.

Âîïðîñ: Ñêîëüêî ðàç äîëæåí ïîâòîðèòü îòåö ñâîå óêàçàíèå, äëÿ

òîãî ÷òîáû âñå ÷óìàçûå äåòè âñòàëè, è ïîøëè óìûâàòüñÿ?



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ýïèñòåìè÷åñêèå ëîãèêè è ìóëüòèàãåíòíûå ñèñòåìû

Â ìóëüòèàãåíòíûõ ñèñòåìàõ íóæíî ââåñòè áîëåå ñïåöèàëüíûå

ìîäàëüíûå îïåðàòîðû.

Ïóñòü A = {a1, a2, . . . an} � ìíîæåñòâî àãåíòîâ. Òîãäà

�aϕ îçíà÷àåò ¾Àãåíò a çíàåò, ÷òî ϕ âåðíî¿.

�Cϕ îçíà÷àåò ¾Âñå àãåíòû çíàþò, ÷òî ϕ âåðíî¿.

Ñïåöèàëüíûå ðàçíîâèäíîñòè ýïèñòåìè÷åñêèõ ëîãèê

ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ è ïðîâåðêè òðåáîâàíèé

áåçîïàñíîñòè ñåòåâûõ ïðîòîêîëîâ.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ïðèìåð

Õîðîøèé ôóòáîëèñò � ýòî ôóòáîëèñò, ïåðåäàþùèé ìÿ÷

ïàðòíåðó âîâðåìÿ.

P : ôóòáîëèñò À ïåðåäàåò ìÿ÷ ôóòáîëèñòó Á.

Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ?

�AP : ôóòáîëèñò A äåëàåò ýòî ñîçíàòåëüíî.

�BP : ôóòáîëèñò Á çíàåò, ÷òî ýòî ïðîèçîéäåò.

�A�BP : ôóòáîëèñò A çíàåò, ÷òî Á ãîòîâ ê ïàñó.

�B�A�BP : ôóòáîëèñò Á çíàåò, ÷òî À â íåì óâåðåí.

Ôîðìóëà âçàèìîïîíèìàíèÿ ïàðòíåðîâ:

P → (�AP & �BP & �A�BP & �B�A�BP)



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Òåìïîðàëüíûå ëîãèêè

Òåìïîðàëüíûå (âðåìåííûå) ëîãèêè ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ

è èññëåäîâàíèÿ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ çàâèñèìîñòåé,

ðàçâèâàþùèõñÿ âî âðåìåíè.

Ìîäàëüíûé îïåðàòîð � îçíà÷àåò ¾âñåãäà¿,

à îïåðàòîð ♦ � ¾êîãäà-íèáóäü¿.

Ñåìàíòèêà òåìïîðàëüíûõ ëîãèê ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ

ôåíîìåíà âðåìåíè. Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ìîäåëè

âðåìåíè ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå

ìíîæåñòâî. Ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóþò

ðàçëè÷íûì ìîìåíòàì âðåìåíè.

Â êà÷åñòâå òåìïîðàëüíûõ ìîäåëåé ìîãóò âûñòóïàòü ëþáûå

ìîäåëè Êðèïêå, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ÷àñòè÷íî

óïîðÿäî÷åííûõ øêàë. Ðàçíûå îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà

ïîðîæäàþò ðàçíûå òåìïîðàëüíûå ëîãèêè.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Òåìïîðàëüíûå ëîãèêè

Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå � ýòî ïðîöåññ, ðàçâèâàþùèéñÿ âî

âðåìåíè, ñîñòîÿíèÿ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â

ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñâÿçè äðóã ñ äðóãîì, òåìïîðàëüíûå

ëîãèêè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñïåöèôèêàöèè è âåðèôèêàöèè

ïðîãðàìì. Íàèáîëåå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè äâå

ðàçíîâèäíîñòè òåìïîðàëüíûõ ëîãèê.

Ëîãèêà ëèíåéíîãî âðåìåíè LTL

Øêàëà Êðèïêå äëÿ LTL (L inear T emporal L ogics) � ýòî

íàòóðàëüíûé ðÿä ñ åñòåñòâåííûì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà 〈N,≤〉.

y y y y y- - - - - r r r���? ���? ���? ���? ���?� �6� �6& %6
0 1 2 3 4



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ëîãèêà ëèíåéíîãî âðåìåíè LTL

y y y y y- - - - - r r r���? ���? ���? ���? ���?� �6� �6& %6
0 1 2 3 4

p,¬q p,¬q p, q p,¬q p,¬q



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ëîãèêà ëèíåéíîãî âðåìåíè LTL

I , 0 |= �p, I , 0 6|= �q, I , 0 |= ♦q

y y y y y- - - - - r r r���? ���? ���? ���? ���?� �6� �6& %6
0 1 2 3 4

p,¬q p,¬q p, q p,¬q p,¬q



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ëîãèêà ëèíåéíîãî âðåìåíè LTL

I , 0 |= �p, I , 0 6|= �q, I , 0 |= ♦q

y y y y y- - - - - r r r���? ���? ���? ���? ���?� �6� �6& %6
0 1 2 3 4

p,¬q p,¬q p, q p,¬q p,¬q

Ïðèìåíåíèå LTL äëÿ âåðèôèêàöèè ìîäåëåé ïðîãðàìì áîëåå

ïîäðîáíî áóäåò îáñóæäàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Òåìïîðàëüíûå ëîãèêè

Â äðóãèõ òåìïîðàëüíûõ ëîãèêàõ âðåìÿ � ýòî âåòâÿùàÿñÿ

ñòðóêòóðà; â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò áûòü íåñêîëüêî

àëüòåðíàòèâ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ñîáûòèé.
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ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ëîãèêà äåðåâüåâ âû÷èñëåíèé CTL

Òåìïîðàëüíûå ëîãèêè òàêîãî âèäà íàçûâàþòñÿ ëîãèêàìè

âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè (BTL, Branching Time Logics).

Îäíîé èç ëîãèê âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ëîãèêà äåðåâüåâ

âû÷èñëåíèé (CTL, Computational Tree Logic), èñïîëüçóåìàÿ äëÿ

ñïåöèôèêàöèè è âåðèôèêàöèè ðàñïðåäåëåííûõ ïðîãðàìì è

ìèêðîýëåêòðîííûõ ñõåì.

Â ëîãèêå CTL èìåþòñÿ òåìïîðàëüíûå îïåðàòîðû äâóõ òèïîâ �

óíèâåðñàëüíûå è ýêçèñòåíöèàëüíûå.

∀�, ∀♦, ∃�, ∃♦.

Òèï òåìïîðàëüíîãî îïåðàòîðà óêàçûâåò íà òî, áóäåò ëè

âûïîëíèìîñòü ôîðìóëû ïðîâåðÿòüñÿ íà âñåõ âåòâÿõ äðåâåñíîé

ìîäåëè èëè òîëüêî íà îäíîé âåòâè.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ëîãèêà äåðåâüåâ âû÷èñëåíèé CTL

Ïóñòü I = 〈S ,R, ξ〉 � äðåâåñíàÿ ìîäåëü Êðèïêå äëÿ ëîãèêè

CTL, s0 ∈ S � îäíî èç ñîñòîÿíèé ìîäåëè. Òîãäà

I , s0 |= ∀�ϕ ⇐⇒
â êàæäîì ñîñòîÿíèè s, äîñòèæèìîì èç ñîñòîÿíèÿ s0, âåðíî
I , s |= ϕ;

I , s0 |= ∃�ϕ ⇐⇒
ñóùåñòâóåò âåòâü, èñõîäÿùàÿ èç ñîñòîÿíèÿ s0, â êàæäîì
ñîñòîÿíèè s êîòîðîé âåðíî I , s |= ϕ;

I , s0 |= ∀♦ϕ ⇐⇒
â êàæäîé âåòâè, èñõîäÿùåé èç ñîñòîÿíèÿ s0, åñòü ñîñòîÿíèå s, â
êîòîðîì âåðíî I , s |= ϕ;

I , s0 |= ∃♦ϕ ⇐⇒
ñóùåñòâóåò âåòâü, èñõîäÿùàÿ èç ñîñòîÿíèÿ s0, â îäíîì èç

ñîñòîÿíèè s êîòîðîé âåðíî I , s |= ϕ.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ëîãèêà äåðåâüåâ âû÷èñëåíèé CTL

I , s0 |= ∀�p
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Ëîãèêà äåðåâüåâ âû÷èñëåíèé CTL

I , s0 |= ∃�p
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ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ëîãèêà äåðåâüåâ âû÷èñëåíèé CTL

I , s0 |= ∀♦p
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ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ëîãèêà äåðåâüåâ âû÷èñëåíèé CTL

I , s0 |= ∃♦p

ys0��
���

����

HH
HHH

HHHjy ys1 s2

?

�
�

�
��	

@
@
@
@@Rys3 ys4 ys5

�
�

�
��	 ?

@
@
@
@@R ?

�
�

�
��	 ?y y ys6 s7 s8 ys9 ys10 ys11

p = true



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

Ëîãèêà äåðåâüåâ âû÷èñëåíèé CTL

Ôîðìóëû CTL ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ôîðìàëüíîé

ñïåöèôèêàöèè ìíîãèõ èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ ïîâåäåíèÿ ïðîãðàìì

∀� ∃♦ Restart:
íà ëþáîì ýòàïå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû ìîæíî

îñóùåñòâèòü åå ïåðåçàïóñê;

∀� (Request → ∀♦ Response):
êîãäà áû íè áûë ïîñëàí çàïðîñ, ðàíî èëè ïîçäíî íà íåãî

îáÿçàòåëüíî ïîñòóïèò îòêëèê.



ÌÎÄÀËÜÍÛÅ ËÎÃÈÊÈ

À êàê ïðîâåðèòü,

÷òî âû÷èñëåíèÿ ïðîãðàìì

óäîâëåòâîðÿþò çàäàííûì ñïåöèôèêàöèÿì?

È ìîæíî ëè ýòó ïðîâåðêó

àâòîìàòèçèðîâàòü?
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