
Введение

Данный документ содержит краткий конспект лекций по “Аналитической верификации программ”, прочитанных в рамках курса по “Формальным методам спецификации программ” на факультете ВМиК МГУ им. Ломоносова.

Верификация последовательных программ

Мы начнем рассмотрение методов верификации с простейших моделей последовательных программ. Первая модель будет соответствовать программам, написанным на структурном языке программирования

· без массивов

· без использования адресной арифметики

· без рекурсии (вызова подпрограмм)

· без взаимодействия с окружением (например, посредством операторов ввода-вывода)

Далее мы расширим эту модель для описания последовательных программ с массивами.

Методы верификации рекурсивных программ будут рассмотрены на следующей лекции.

Программы, взаимодействующие с окружением, относятся к параллельным (или, как их еще называют, реактивным) программам и мы их обсудим в соответствующем разделе.

Для программ, использующих адресную арифметику, нет хороших методов верификации, так как, создавая модели таких программ, нет возможности абстрагироваться от содержимого памяти. Поэтому размеры получающихся моделей не позволяют применять имеющиеся методы верификации.

Методы верификации Флойда

Математическая модель программы

Описание математической модели мы начнем с нескольких вспомогательных определений.

Переменные программы

Каждая программа работает с конечным числом переменных. Переменные разделяются на три типа: входные, промежуточные и выходные. Вектора этих переменных мы будем обозначать x = ( x1, x2, …, xa ), y = ( y1, y2, …, yb ) и z = ( z1, z2, …, zc ) соответственно. Входные переменные содержат исходные входные значение и никогда не меняются во время работы программы. Промежуточные переменные используются для хранения промежуточных результатов в процессе вычисления. Выходные переменные содержат значения, вычисляемые данной программой.

Каждая переменная v может принимать значения из некоторого множества Dv, которое называется доменом переменной. Также, мы будем выделять три непустых домена:

· входной домен Dx = Dx1 ( Dx2 ( … ( Dxa
· домен программы Dy = Dy1 ( Dy2 ( … ( Dyb
· выходной домен Dz = Dz1 ( Dz2 ( … ( Dzc
Множество значений всех переменных образует универсальный домен D. Это значит, что для любой переменной v выполнено соотношение: Dv ( D. Кроме того, мы выделим два специальных значения: Т (истина) и F (ложь). Функции, принимающие значение только из множества { Т, F } мы будем называть предикатами на области определения функции.

Расширенным доменом Dv+ переменной v будем называть домен этой переменной, расширенный специальным значением ( (Dv+ = Dv ( { ( } ). Значение ( будет использоваться для обозначения не инициализированного значения переменной.

Операторы программы

Мы будем рассматривать 5 видов операторов программы над данным множеством  переменных:

1. Начальный оператор START: y ( f( x ). Здесь f является функцией Dx ( Dy, инициализирующей промежуточные переменные программы на основе значений ее входных переменных.

2. Оператор присваивания ASSIGNMENT: y ( g( x, y ). Здесь g является функцией Dx ( Dy ( Dy, вычисляющей новые значения промежуточных переменных.

3. Условный оператор TEST: t( x, y ). Здесь t является предикатом на множестве значений входных и промежуточных переменных программы.

4. Оператор соединения JOIN.

5. Оператор завершения HALT: z ( h( x, y ). Здесь h является функцией
Dx ( Dу ( Dz, устанавливающей значения выходных переменных программы.

Графическое представление операторов показано на рисунке 1.

Для обеспечения уникальности одинаковых операторов в рамках одной программы, мы будем помечать каждый оператор уникальной меткой (i. Таким образом, каждый оператор программы состоит из метки оператора и тела оператора, принадлежащего к одному из пяти возможных типов. Множество меток всех операторов программы P будет обозначаться как (P.

Блок-схемы

В качестве модели программы мы будем использовать блок-схемы. Блок-схемой называется тройка ( V, N, E ), где

V – конечное множество переменных программы,

N – конечное множество операторов блок-схемы, 

E ( N ( { T, F, ( } ( N – конечное множество связок блок-схемы, помеченных символами T, F или (.

Заметим, что блок-схема соответствует ориентированному графу, вершинами которого являются операторы программы, а ребрами – ее связки. При этом все ребра помечены одним из трех символов.

Корректно-определенной блок-схемой мы будем называть блок-схему удовлетворяющую следующим требованиям:

1. В блок-схеме присутствует ровно один начальный оператор.

2. Любой оператор находится на ориентированном пути от начального оператора к некоторому завершающему оператору.

3. Число связок выходящих из каждого оператора и их раскраска соответствует типу оператора:

a. Из начального оператора выходит ровно 1 дуга, помеченная "пустым" символом (.

b. Из оператора присваивания выходит ровно 1 дуга, помеченная "пустым" символом (.

c. Из условного оператора выходит ровно 2 дуги, причем одна из них помечена символом T, а другая – символом F.

d. Из оператора соединения выходит ровно 1 дуга, помеченная "пустым" символом (.

e. Из завершающего оператора соединения не выходит ни одной дуги.

4. Число связок входящих в каждый оператора соответствует его типу:

a. В начальный оператор не входит ни один оператор.

b. В оператор присваивания, условный и завершающий оператор входит ровно одна дуга.

c. В оператор соединения входит более или равно одной дуги.

Заметим, что для каждого оператора n и символа s корректно-определенной блок-схемы P существует не более одной связки (n, s, n' ) ( E. Если такая связка существует, то оператор n' мы будем называть последователем оператора n по метке s и обозначать как succ(n,s).

Далее мы будем рассматривать только корректно-определенные блок-схемы, и, поэтому, слово 'корректно-определенная' будет опускаться.

В графическом представлении блок-схем мы будем опускать некоторые детали. Например, ребра помеченные символом ( будут изображаться без соответствующей метки. Как правило, будут опускаться метки операторов блок-схемы, а в операторах соединения не все входящие ребра будут изображаться со стрелками на конце.

Для определения функций будет использоваться следующая нотация:

( y1, y2, …, yb ) ( ( f1( x, y ), f2( x, y ), …, fb( x, y ) )

Пример графического представления блок-схем можно увидеть на рисунке 2, где представлена блок-схема программы целочисленного деления. В этом примере множество переменных V = { x1, x2, y1, y2, z1, z2 } состоит из двух входных, двух промежуточных и двух выходных переменных. Доменом всех переменных является множество целых чисел.

Семантика блок-схем

Конфигурацией программы P будем называть пару ( (, ( ), где

· ( ( (P – метка текущего оператора программы,

· ( = ( d1, d2, …, da+b ) ( Dx+ ( Dy+ – вектор значений входных и промежуточных переменных программы.

Если ( ( Dx+ ( Dy+ – вектор значений входных и промежуточных переменных программы, а функция f( x, y ): Dx+ ( Dy+ ( Dy+ вычисляет новые значения переменных y, то вектор значений входных и промежуточных переменных программы, полученный путем замены в ( значений переменных y на f((), мы будем обозначать как ([y ( f(x, y)].

Конечная или бесконечная последовательность конфигураций { Ci | i = 1, …, n, … } программы P называется вычислением, если

1. Метка первой конфигурации программы является меткой начального оператора.

2. Значения всех входных переменных программы являются определенными (( () и неизменными во всех конфигурациях вычисления.

3. Значения промежуточных переменных в первой конфигурации являются неопределенными (равными ().

4. Если метка (i текущего оператора конфигурации Ci является меткой начального оператора START: y ( f( x ), то следующая конфигурация Ci+1 состоит из метки оператора succ( ni, ( ) и вектора значений переменных (i+1 = (i[y ( f( x )].

5. Если метка (i текущего оператора конфигурации Ci является меткой оператора присваивания ASSIGNMENT: y ( g( x, y ), то следующая конфигурация Ci+1 состоит из метки оператора succ( ni, ( ) и вектора значений переменных
(i+1 = (i[y ( g( x, y )].

6. Если метка (i текущего оператора конфигурации Ci является меткой условного оператора TEST: t( x, y ) и предикат t( x, y ) при значениях переменных (i  принимает значение T, то следующая конфигурация Ci+1 состоит из метки оператора succ( ni, T ) и вектора значений переменных (i+1 = (i.

7. Если метка (i текущего оператора конфигурации Ci является меткой условного оператора TEST: t( x, y ) и предикат t( x, y ) при значениях переменных (i  принимает значение F, то следующая конфигурация Ci+1 состоит из метки оператора succ( ni, F ) и вектора значений переменных (i+1 = (i.

8. Если метка (i текущего оператора конфигурации Ci является меткой оператора соединения JOIN, то следующая конфигурация Ci+1 состоит из метки оператора succ( ni, ( ) и вектора значений переменных (i+1 = (i.

9. Если метка (i текущего оператора конфигурации Ci является меткой завершающего оператора HALT: z ( h( x, y ), то Ci является последней конфигурацией вычисления.

Лемма 1. Для каждой блок-схемы P и вектора значений ее входных переменных x существует единственное вычисление, в первой конфигурации которого значения входных переменных равны x.
Каждой блок-схеме P мы поставим в соответствие функцию M[P], из входного домена блок-схемы в выходной домен, расширенный специальным значением ( ( M[P]: Dx ( Dz+, где Dz+ = Dz ( { ( } ). Если вычисление блок-схемы P на векторе входных переменных x является конечным, то функция M[P](x) принимает значение h( x, yn ), h - функция завершающего оператора, последней конфигурации вычисления, а yn – вектор значений промежуточных переменных из последней конфигурации вычисления. Если вычисление блок-схемы P на векторе входных переменных x является бесконечным, то функция M[P](x) принимает значение (.

Математическая модель требований

Математическую модель требований к верифицируемой программе мы будем называть спецификацией программы. Семантика спецификации состоит в формальном описании требований к поведению программы.

Требований к поведению программ может быть огромное множество, но в данном разделе мы будем рассматривать только требования к функциональности программ. Под требованиями к функциональности понимаются ограничения на результат вычисления программы в зависимости от значений ее входных данных.

Спецификации

Спецификацией ( программы над переменными V мы будем называть два предиката:

· входной предикат (: Dx ( { Т, F }

· выходной предикат (: Dx ( Dz ( { Т, F }

Выходной предикат (или постусловие) определяет какие значения выходных переменных программы являются корректными относительно значений входных переменных. А входной предикат (или предусловие) определяет при каких значениях входных переменных требуется выполнение ограничений описанных в выходном предикате.

Задача верификации

Корректность программ

Пусть программа задана своей моделью в виде блок-схемы P, а ее спецификация ( – предикатами ( и (. Мы будем говорить, что

программа P частично корректна относительно ( и (, если для любого вектора значений входных переменных (, такого что ((() и M[P](() ( ( выполнено ограничение (( (, M[P](() ). Частичную корректность программы P относительно ( и ( мы будем обозначать {(}P{(}.

программа P полностью корректна относительно ( и (, если для любого вектора значений входных переменных (, такого что ((() выполнены ограничения M[P](() ( ( и (( (, M[P](() ). Полную корректность программы P относительно ( и ( мы будем обозначать (((P(((.

Заметим, что полная корректность P программы относительно входного предиката  ( и выходного предиката T эквивалентна тому, что программа P завершается всегда, когда вектор значений входных переменных удовлетворяет (. В этом случае мы будем говорить, что P завершается на (.

Лемма 2. Пусть даны программа P и спецификация ( = ( (, ( ). В этом случае (((P((( тогда и только тогда, когда {(}P{(} и (((P(T(.

Исходя из данной леммы, для доказательства полной корректности программы достаточно доказать ее частичную корректность и завершаемость.

Из определения корректности также следует, что и частичная, и полная корректность сохраняется при замене входного предиката на более сильный и выходного на более слабый. Таким образом, верна следующая лемма:

Лемма 3. Пусть дана программа P. Пусть предикаты (, (', ( и (' таковы, что формулы (' ( ( и ( ( (' истинны. Тогда 
· из {(}P{(} следует {('}P{(} и {(}P{('},

· из (((P((( следует (('(P((( и (((P(('(.

Следующая лемма позволяет по нескольким утверждениям о частичной и полной корректности получать новые утверждения:

Лемма 4. Пусть дана программа P. Для любых программы P и предикатов (, (1 и (2 выполнены следующие утверждения:

· из {(}P{(1} и {(}P{(2} следует {(}P{(1 ( (2},

· из (((P((1( и (((P((2( следует (((P((1 ( (2(.

Верификация программы целочисленного деления

В дальнейшем, мы сформулируем методы доказательства тотальной корректности программ в общем случае, но сначала обратимся к примеру.

Для этого вернемся к программе целочисленного деления, блок-схема которой  представлена на рисунке 2. Мы докажем ее полную корректность относительно спецификации, заданной следующими предикатами:

( ( (x1 ( 0) ( (x2 > 0)

( ( (x1 = z1x2 + z2) ( (0 ( z2 < x2)

Входной предикат спецификации утверждает, что нас будет интересовать поведение программы только на неотрицательных значениях переменной x1 и положительных значениях переменной x2. Выходной предикат определяет, что значения выходных переменных программы должно удовлетворять определению целочисленного деления с остатком.

Доказательство полной корректности будет разбито на два этапа. Сначала мы докажем, что программа является частично корректной относительно входного предиката  (0 ( (x1 ( 0) ( (x2 ( 0) и выходного предиката (. А затем мы докажем завершаемость программы на (. Из этого, по леммам 2 и 3, будет следовать требуемое утверждение.

Заметим, что входной предикат (0, используемый при доказательстве частичной корректности, является более слабым, чем (. Это связано с тем, что при значении входной переменной x2 равном 0, программа является частично корректной, но не завершается.

Частичная корректность.  Поставим в соответствие начальному оператору блок-схемы входной предикат (0, завершающему оператору – выходной предикат (, а ребру между оператором соединения и условным оператором – промежуточный предикат p, задаваемый формулой p( x1, x2, y1, y2 ) ( (x1 = y1x2 + y2) ( (y2 ( 0). Это ребро на рисунке 3 обозначено буквой B.

1. Рассмотрим путь от начального оператора программы до ребра B. После выполнения начального оператора переменные принимают следующие значения:

	x1
	x1

	x2
	x2

	y1
	0

	y2
	x1


Таким образом, p( x1, x2, y1, y2 ) ( (x1 = y1x2 + y2) ( (y2 ( 0) ( (x1 = 0(x2 + x1) ( (x1 ( 0) ( (x1 ( 0). А последнее неравенство является истинным в предположении, что выполнено предусловие программы (0 ( (x1 ( 0) ( (x2 ( 0). То есть: (0 ( (x1 ( 0).

2. Предположим, что предикат p истинен в точке B и рассмотрим путь B-D-B. 

После выполнения условного оператора значения переменных не изменяются, то есть в точке D предикат p также будет истинен, а так как в точке D лежит на ребре, помеченном символом T, то в точке D будет истинно следующее утверждение:

(x1 = y1x2 + y2) ( (y2 ( 0) ( (y2 ( x2)

Докажем, что после выполнения последующего оператора присваивания предикат p также будет истинен:

D:  (x1 ( y1x2 + y2) ( (y2 ( 0) ( (y2 ( x2)

B:  p( x1, x2, y1 + 1, y2 ( x2 ) ( (x1 ( (y1+1)(x2 + y2 ( x2) ( (y2 ( x2 ( 0)

(x1 ( y1x2 + y2) ( (y2 ( 0) ( (y2 ( x2) ( (x1 ( (y1+1)(x2 + y2 ( x2) ( (y2 ( x2 ( 0)
(x1 ( y1x2 + y2) ( (y2 ( 0) ( (y2 ( x2) ( (x1 ( y1(x2 + y2) ( (y2 ( x2 ( 0)
T

3. И в завершении, рассмотрим последний путь: от точки B до завершающего оператора.

Предположим, что в точке B истинен предикат p. Тогда при попадании в точку E будет истинно следующее утверждение:

(x1 = y1x2 + y2) ( (y2 ( 0) ( (y2 < x2)

Докажем, что после завершающего оператора будет истинен выходной предикат (:

E:  (x1 = y1x2 + y2) ( (y2 ( 0) ( (y2 < x2)

C:  (( x1, x2, y1, y2 ) ( (x1 = y1x2 + y2) ( (0 ( y2 < x2)

(x1 = y1x2 + y2) ( (y2 ( 0) ( (y2 < x2) ( (x1 = y1x2 + y2) ( (0 ( y2 < x2)

T

Из рассмотренных свойств программы следует, что для любого конечного вычисления программы целочисленного деления при значениях входных переменных удовлетворяющих предусловию, значения выходных переменных будут удовлетворять постусловию. Или другими словами, программа целочисленного деления является частично корректной относительно спецификации (0 = ( (0, ( ).

Завершаемость. До сих пор, мы доказали корректность программы только условно. Мы доказали, что если программа завершается, то ее результат удовлетворяет предъявляемым к нему требованиям. Теперь докажем, что программа целочисленного деления действительно завершается при значениях входных переменных удовлетворяющих входному предикату (.

Рассмотрим блок-схему программы целочисленного деления (рисунок 4). Во время доказательства частичной корректности программы, мы доказали, что если значения входных переменных удовлетворяют предикату (0, то при всяком прохождении точки B значения входных и промежуточных переменных будут удовлетворять следующему условию: (x1 = y1x2 + y2) ( (y2 ( 0). Из этого следует, что если значения входных переменных удовлетворяют более сильному предикату (, то при всяком прохождении точки B значение промежуточной переменной y2 будет неотрицательным. С другой стороны, значения входных переменных не изменяются в ходе выполнения программы, поэтому предикат ( является истинным в любой промежуточной точке. Отсюда следует, что в точке B будет выполнено следующее условие: (y2 ( 0) ( (x2 ( 0).

Рассмотрим цикл B-D-B. После прохождения этого пути значение переменной y2 уменьшится на положительную величину (x2). С другой стороны, значение переменной y2 останется неотрицательным. И так как не существует бесконечной убывающей последовательности неотрицательных целых чисел, то цикл B-D-B не может выполняться бесконечное число раз, если значения входных переменных программы удовлетворяли предикату (. Следовательно, программа целочисленного деления завершается на входном предикате (.

Мы доказали, что {(0}Pdiv{(} и (((Pdiv(T(. Отсюда, по леммам 2 и 3, следует (((Pdiv(((. То есть полная корректность программы целочисленного деления относительно ( и (.

Методы доказательства корректности программ

Мы рассмотрели доказательство полной корректности программы на примере программы целочисленного деления. Теперь мы определим методы доказательства корректности программ, представленных в виде блок-схем, в общем случае.

Как и в примере, доказательство полной корректности будет проводиться в два этапа. Сначала доказывается частичная корректность программы. Для этого мы будем использовать метод индуктивных утверждений Флойда. Вторым шагом, проводится доказательство завершаемости программы. Для решения этой задачи мы будем использовать метод фундированных множеств Флойда.

Метод индуктивных утверждений Флойда

Пусть P блок-схема, а ( – путь в этой блок-схеме, начинающийся со связки e0 и завершающийся связкой ek. Дадим несколько вспомогательных определений. Определим предикат допустимости R((x,y) : Dx ( Dy ( { Т, F } и функцию пути r((x,y) : Dx ( Dy ( Dy. Предикат допустимости R((x,y) определяет, какое должно быть значение входных и промежуточных переменных в начале пути, чтобы дальнейшее вычисление шло по пути (. Функция пути r((x,y) определяет, как изменятся значения промежуточных переменных в результате исполнения всех операторов блок-схемы лежащих на пути (.

Наиболее простым способом вычисления предиката допустимости R((x,y) и функции пути r((x,y) является метод обратных подстановок.

Пусть последовательность операторов на пути ( есть n1, …, nk. Для каждого m ( { 1, …, k+1 }, определим предикат R(m(x,y) и функцию r( m(x,y). При этом для m ( k, функция r((x,y)  будет являться функцией пути, проходящего через операторы nm, …, nk, а предикат R(m(x,y) будет являться предикатом допустимости для этого же пути.

Таким образом,


R((x,y) ( R(1(x,y)


r((x,y) ( r(1(x,y)

Предикаты R(m(x,y) и функции r((x,y) мы определим индукцией по m.

Базис индукции: 


R(k+1( x, y ) ( T


r(k+1( x, y ) ( y
Индуктивное предположение: 


Предположим, что R(m+1(x,y) и r(m+1(x,y)  уже определены для некоторого m ( { 2, …, k+1 }. 

Индуктивный переход: 


Определим в зависимости R(m(x,y) и r(m(x,y) от оператора nm:
· Если nm – оператор присваивания ASSIGNMENT: y ( g( x, y ), то 

R(m( x, y ) ( R(m+1( x, g( x, y ) )

r(m( x, y ) ( r(m+1( x, g( x, y ) )

· Если nm – условный оператор TEST: t( x, y ) и связка em помечена символом T, то

R(m( x, y ) ( R(m+1( x, y )

r(m( x, y ) ( r(m+1( x, y ) ( t( x, y )
· Если nm – условный оператор TEST: t( x, y ) и связка em помечена символом F, то

R(m( x, y ) ( R(m+1( x, y )

r(m( x, y ) ( r(m+1( x, y ) ( (t( x, y )
· Если nm – оператор соединения JOIN, то

R(m( x, y ) ( R(m+1( x, y )

r(m( x, y ) ( r(m+1( x, y )

Заметим, что операторы других типов (начальный и завершающий) не могут встречаться на пути, так как они не имеют либо входящих, либо выходящих связок.

Для этих операторов, мы расширим определения предиката допустимости и функции пути. Если началом первой связки пути является начальный оператор START: y ( f( x ), то мы будем говорить, что предикат допустимости R'((x) ( R(( x, f( x ) ), а функция пути r'((x) ( r((x, f( x ) ). Если концом последней связки пути является завершающий оператор HALT: z ( h( x, y ), то мы будем говорить, что функция пути r''(( x, y ) ( h( x, r(( x, y ) ) ( r''(( x, y ) : Dx ( Dy ( Dz ).

Индуктивные утверждения.  Пусть P – блок-схема, а ( = ( (, ( ) – ее спецификация. Рассмотрим следующий метод доказательства частичной корректности программы P относительно спецификации (.
Шаг 1. Точки сечения.  Выберем подмножество связок блок-схемы. Эти связки мы будем называть точками сечения. Выбранное множество точек сечения должно быть таким, чтобы каждый цикл в блок-схеме содержал, по крайней мере, одну точку сечения.

Все ориентированные пути между точками сечения, не содержащие других точек сечения, мы будем называть промежуточными базовыми путями. Пути, начинающиеся в начальном операторе, заканчивающиеся в точке сечения и не содержащие других точек сечения, мы будем называть начальными базовыми путями. Пути, начинающиеся в точке сечения, заканчивающиеся в одном из завершающихся операторов и не содержащие других точек сечения, мы будем называть конечными базовыми путями.

Шаг 2. Индуктивные утверждения.  Выберем для каждой точки сечения i предикат pi(x, y), который характеризует отношение между переменными блок-схемы при прохождении данной связки. Часто, эти предикаты называют индуктивными утверждениями. Кроме того, свяжем входной предикат ((x) с начальным оператором блок-схемы, а выходной предикат ((x, z) – со всеми завершающими операторами.

Шаг 3. Условия верификации.  На третьем шаге, сконструируем для каждого промежуточного базового пути (, начинающегося в точке сечения i и завершающегося в точке сечения j, условия верификации:

( x ( Dx  ( y ( Dx  [ pi(x, y) ( R((x, y) ( pj( x, r((x, y) ) ]

Эти условия утверждают, что если предикат pi(x, y) истинен для некоторых значений переменных x и y, и эти значения такие, что начиная из точки сечения i вычисление пойдет по пути (, то предикат pj(x, y) будет истинен для значений переменных x и y, после прохождения по пути (.

Для начального базового пути (, завершающегося в точке сечения j, условия верификации будут выглядеть следующим образом:

( x ( Dx  [ ((x) ( R'((x) ( pj( x, r'((x) ) ]

В этом случае, условия утверждают, что если входной предикат ((x) истинен для некоторых значений входных переменных, и эти значения такие, что начальное вычисление пойдет по пути (, то предикат pj(x, y) будет истинен для значений переменных x и y, после прохождения по пути (.

Для конечного базового пути (, начинающегося в точке сечения i, условия верификации конструируются следующим образом:

( x ( Dx  ( y ( Dx  [ pi(x, y) ( R((x, y) ( (( x, r''((x, y) ) ]

Здесь, условия верификации утверждают, что если предикат pi(x, y) истинен для некоторых значений переменных x и y, и эти значения такие, что начиная из точки сечения i вычисление пойдет по пути (, то предикат ((x, z) будет истинен для значений переменных x и z, после завершения работы блок-схемы при прохождения по пути (.

Для вырожденного случая, когда начальный базовый путь ( является в то же время завершающим базовым путем, условия верификации будут выглядеть следующим образом:

( x ( Dx  [ ((x) ( R'((x) ( (( x, r''(( x, r'((x) ) ) ]

В этом случае, условия утверждают, что если входной предикат ((x) истинен для некоторых значений входных переменных, и эти значения такие, что вычисление пойдет по пути (, то выходной предикат ((x, z) будет истинен для значений переменных x и z, после завершения работы блок-схемы при прохождения по пути (.

Лемма 5. Пусть все условия верификации истинны. Пусть дано вычисление блок-схемы P, входные переменные которого удовлетворяют входному предикату (. Тогда для каждого прохода вычисления Ck – Ck+1 через точку сечения i, предикат pi(x, y) будет истинен на значениях переменных x и y в конфигурации Ck.

Теорема 1. (Метод индуктивных утверждений Флойда)
Пусть даны блок-схема P и ее спецификация ( = ( (, ( ). Выполним следующие действия:

1. Выберем точки сечения;

2. Найдем подходящий набор индуктивных утверждений;

3. Построим условия верификации для всех базовых путей.

Если все условия верификации истинны, то блок-схема P частично-корректна относительно спецификации (.

Все шаги метода Флойда, за исключением второго, могут быть выполнены относительно автоматически. А вот выбор подходящего набора индуктивных утверждений требует хорошего понимания функционирования программы и поэтому сложно поддается автоматизации.

Метод фундированных множеств Флойда

Далее мы рассмотрим метод доказательства завершаемости программ, представленных в виде блок-схем.

Напомним некоторые определения. Частично-упорядоченным множеством ( W, ( ) называется непустое множество W и любое бинарное отношение на этом множестве, которое удовлетворяет следующим свойствам:

1. Для всех a, b, c ( W из a ( b и b ( c следует a ( c [Транзитивность]

2. Для всех a, b ( W из a ( b следует (( b ( a ) [Асиметричность]

3. Для всех a ( W (( a ( a ) [Иррефлексивность]

Частично-упорядоченное множество ( W, ( )  называется фундированным, если не существует бесконечно убывающей последовательности его элементов a0 ( a1 ( a2 ( …. Наиболее известным примером фундированного множества является множество натуральных чисел с отношением порядка <.

Пусть P – блок-схема, а ( – ее входной предикат. Рассмотрим следующий метод доказательства завершимости программы P на (.

Шаг 1. Точки сечения.  Выберем множество точек сечения блок-схемы таким образом, чтобы каждый цикл в блок-схеме содержал, по крайней мере, одну точку сечения. Для каждой точки сечения i выберем индуктивное утверждение qi(x, y). Построим условия верификации для индуктивных утверждений qi(x, y), согласно методу, рассмотренному ранее, и докажем их корректность.

Шаг 2. Оценочные функции.  Выберем некоторое фундированное множество (W, (). Определим для каждой точки сечения i оценочную функцию ui(x, y) : Dx ( Dy ( W. Для всех векторов значений переменных x и y, удовлетворяющих в точке сечения i индуктивному утверждению qi(x, y), оценочная функция должна ставить в соответствие элемент множества W.

Шаг 3. Условия завершимости.  Сконструируем для каждого промежуточного базового пути (, начинающегося в точке сечения i и завершающегося в точке сечения j, условия завершимости:

( x ( Dx  ( y ( Dx  [ qi(x, y) ( R((x, y) ( ( ui(x,y) ( uj(x, r((x, y) ) ) ]

Условия завершимости утверждают, что если предикат qi(x, y) истинен для некоторых значений переменных x и y, и эти значения такие, что начиная из точки сечения i вычисление пойдет по пути (, то результат оценочной функции uj(x, y) на значениях переменных x и y, после прохождения по пути (, будет меньше результата оценочной функции ui(x, y) на исходных значениях.

Теорема 2. (Метод фундированных множеств Флойда)
Пусть даны блок-схема P и ее входной предикат (. Выполним следующие действия:

1. Выберем точки сечения с подходящим набором индуктивных утверждений;

2. Выберем фундированное множество и найдем подходящий набор оценочных функций;

3. Построим условия верификации для всех базовых путей и условия завершимости для всех промежуточных базовых путей.

Если все условия верификации и условия завершимости истинны, то блок-схема P завершается на (.

Дополнительные материалы по методам Флойда можно найти в [1,2,6].
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Рисунок 3. Программа целочисленного деления и ее предикаты
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Рисунок 4. Доказательство завершимости программы  целочисленного деления
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Рисунок 2. Блок-схема программы целочисленного деления








