
Задача (для разбора на консультации).

Множество переменных V = { x1, x2, y1, y2, y3, z } состоит из двух входных, двух промежуточных и одной выходной переменных. Доменом всех переменных является множество целых чисел. На рисунке 1 представлена блок-схема программы над множеством переменных V, вычисляющая наибольший общий делитель. Оператор rem( y1, y2 ) обозначает остаток при целочисленном делении y1 на y2.

Доказать полную корректность программы относительно входного предиката ( ( (x1 ( 0) ( (x2 ( 0) и выходного предиката ( ( ( z ( НОД(x1, x2) ).

Решение:

Для доказательства корректности программы мы воспользуемся следующими утверждениями:

Утверждение 1. Если натуральное число a не делится без остатка на натуральное число b, то НОД( a, b ) = НОД( rem(a,b), b ).

Утверждение 2. Если натуральное число a делится на натуральное число b, то НОД( a, b ) = b.

1. Доказательство частичной корректности программы.
Шаг 1. Точки сечения.  Выберем точку сечения программы на переходе, выходящем из нижнего условного оператора и помеченном символом F. На рисунке 2 эта точка сечения помечена символом A. Эта точка сечения разбивает единственный цикл, имеющийся в программе, и поэтому определять другие точки сечения не требуется.

Шаг 2. Индуктивные утверждения.  Поставим в соответствие единственной точке сечения индуктивное утверждение p( x1, x2, y1, y2 ) = (0 ( y1 ( y2) ( (НОД(x1, x2) = НОД(y1, y2)).

Шаг 3. Условия верификации.  Рассмотрим все базовые пути программы.
· START-B-HALT
· START-C-HALT

· START-B-A

· START-C-A

· A-A

· A-HALT

Рассмотрим условия верификации, соответствующие этим путям.

 START-B-HALT

( x1 x2  (x1 ( 0) ( (x2 ( 0) ( ((x1 ( x2) ( (x1 ( 0) ( ( x2 ( НОД(x1, x2) )

Предпосылка является ложной, так как x1 не может одновременно равняться 0 и быть больше 0. Следовательно, данное условие верификации является истинным.

 START-C-HALT

( x1 x2  (x1 ( 0) ( (x2 ( 0) ( (x1 ( x2) ( (x2 ( 0) ( ( x1 ( НОД(x1, x2) )

Опять предпосылка является ложной, так как x2 не может одновременно равняться 0 и быть больше 0. Следовательно, данное условие верификации является истинным.

 START-B-A

( x1 x2
            (x1 ( 0) ( (x2 ( 0) ( ((x1 ( x2) ( ((x1 ( 0) ( (0 ( x1 ( x2) ( (НОД(x1, x2) = НОД(x1, x2))

 START-C-A

( x1 x2
            (x1 ( 0) ( (x2 ( 0) ( (x1 ( x2) ( ((x1 ( 0) ( (0 ( x2 ( x1) ( (НОД(x1, x2) = НОД(x2, x1))

 A-A

( x1 x2 y1 y2 (0 ( y1 ( y2) ( (НОД(x1, x2) = НОД(y1, y2)) ( ((rem(y2, y1) = 0)
                       ( (0 ( rem(y2, y1) ( y1) ( (НОД(x1, x2) = НОД(rem(y2, y1), y1))
 A-HALT

( x1 x2 y1 y2 (0 ( y1 ( y2) ( (НОД(x1, x2) = НОД(y1, y2)) ( (rem(y2, y1) = 0)
                       ( ( y1 ( НОД(x1, x2) )


2. Доказательство завершимости программы.
Шаг 1. Точки сечения.  Выберем ту же точку сечения программы, что и в предыдущем случае. Индуктивное утверждение q( x1, x2, y1, y2 ) = (0 ( y1 ( y2) является следствием, индуктивного утверждения использовавшегося ранее, поэтому отдельно  доказывать его корректность не нужно. 

Шаг 2. Оценочные функции.  В качестве фундированного множества мы возьмем множество натуральных чисел с естественным отношением порядка. Поставим в соответствие единственной точке сечения оценочную функцию u( x1, x2, y1, y2 ) = y1.

Шаг 3. Условия завершимости.  Рассмотрим все промежуточные базовые пути программы. В данном случае – это единственный путь A-A. Запишем для него условие завершимости:
( x1 x2 y1 y2  (0 ( y1 ( y2) ( (НОД(x1, x2) = НОД(y1, y2)) ( ( (rem(y2, y1) = 0)
                                ( (y1 > rem(y2, y1))

Это условия является истинным, так как при целочисленном делении одного положительного числа на другое остаток по определению меньше делителя.

Мы доказали частичную корректность относительно ((,() и завершимость программы на (. Из этого по лемме 2 (см. конспект лекций) следует полная корректность программы.


Замечание. Основной сложностью данных задач является выбор индуктивных утверждений и оценочных функций.

Индуктивные утверждения выбираются, исходя из семантики программы, как инварианты на значение переменных в соответствующей точке. Эти инварианты должны быть достаточны для доказательства всех условий верификации (и условий завершимости – для метода фундированных множеств).

Оценочные функции выбираются для обеспечения монотонного убывания некоторой величины при каждом переходе по промежуточному базовому пути.
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Рисунок 1. Блок-схема программы вычисления наибольшего общего делителя.
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Рисунок 2. Доказательство полной корректности программы вычисления наибольшего общего делителя.














